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I.  SITZUNG  VOM  7.  JÄNNER  1887. 


Der  Vorsitzende  gedenkt  des  Verlustes,  welcl^^n  die  Aka- 
demie  nnd  speciell  diese  Classse  dnreh  den  am  26.  December 
T.  J.  erfolgten  Tod  ihres  wirkliehen  Mitgliedes  Herrn  Hofrath 
und  Professor  Dr.  Theodor  Ritter  v.  Oppolzer  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  über  diesen 
Vertuet  dQreh  Erheben  Yon  den  Sitzen  Aasdmek. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  L.  v.  Barth  Übersendet  eine  Abhand- 
lanf^  TOB  Herrn  LeonBrodsky  in  Bern:  «Über  die  Einwit- 
k«mg  der  Aldehyde  anf  Bhodanammoninm^. 

Das  c.  M.  Herr  Regiernngsrath  Prof.  Dr.  Constantin  Freih. 
T.  Ettingshansen  übersendet  eine  Abhandlung,  betitelt:  ,,Bei- 
träge  znrEenntniss  der  fossilen  Flora  Neuseelands''. 

Herr  Prof.  Dr.  M.  Hell  in  Innsbruck  übersendet  eine  Ab- 
handlung unter  dem  Titel:  „Zur  Anatomie  der  Mundhöhle 
Ton  Rana  temporaria*. 

Der  Se  eretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

1.  „Anwendung  der  Taylofschen  und  Mae  Lau- 
rin'schen  Reihe  anf  die  Ermittlung  des  Werthes 
bestimmter  Integrale",  von  Herrn  Prof.  Reinhard 
Mildner  an  der  Landesrealschule  in  Römerstädt  (Mähren). 

2.  „Über  das  Verhältniss  von  Energie  und  Arbeits- 
leistung beim  Condensator",  von  Herrn  Dr.  Gottlieb 
Adler  in  Wien. 

Herr  Director  J.  Hann  überreicht  eine  Abhandlung  von 
Herrn  Prof.  Dr.  A.  Wachlowski  in  Czernowitz,  „Die  Hagel- 
TerhSltnisse  in  der  Bukowina^. 

Herr  Dr.  Bichard  v.  Wettstein  in  Wien  überreicht  eine 
Abbandlang',  betitelt:  „Zur  Morphologie  und  Biologie  der 
Cjstiden«. 


Herr  Dr.  Gustav  Eohn  in  Wien  überreicht  folgende  zwei 
Abhandlungen : 

1.  „Zur    Theorie    der    rationalen    Curven    vierter 
Ordnung". 

2.  ;,Über   die   zu    einer   allgemeinen  Curve   vierter 
Ordnung  adjungirten  Curven  neunter  Glasse''. 

Selbständige  Werke,  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zogekonmiene  Periodioa  sind  eingelangt; 

Ebstein,  W.,  La  Goutte,  sa  nature  et  son  traitement.  Paris^ 

1887;  8^ 
Kol'istka,  K.y  Professor  Gustav  Schmidt.  Eine  biographische 

Skizze.  Prag,  1886;  8». 
Ludwig,  C,  Arbeiten  ans  der  physiologischen  Anstalt  zuLeipzig. 

Jahrg.  1886.  Leipzig,  1886;  8». 
Mueller,  F.  v.,  Description  and  illustrations  of  the  Myoporinon» 

plants  of  Australia.  IL  Lithograms.  (75  plates).  Melbourne^ 

1886;  4^ 


über  die  Emwirkang  von  EaliampermaDganat  auf 
Glukose  in  neutraler  Lösung. 

Ton  Alois  Smolka. 

(AoB  dem  Laboratoriam  der  k.  k.  Staatsgewerbeschule  in  Bielitz.) 
(Vorfol^flt  la  der  Sitzung  am  18.  Novoaibor  1888.) 

Beim  YermiBchen  der  Lösungen  von  Kaliumpermanganat  and 
Glukose  findet  in  kurzer  Zeit  eine  Reaction  statt.  Über  die  dabei 
auftretenden  Ozydationsprodacte  sucht  man  in  der  chemischen 
literatar  vergebens  nach  Aufklärung;  mir  wenigstens  ist  nur 
eine  Angabe  bekannt,  die  auf  diesen  Gegenstand  Bezug  hat. 
Dieselbe  besagt,  dass  die  genannten  Körper  auf  einander  nicht 
einwirken,  stammt  aus  frttherer  Zeit,  rührt  von  Monier^  her  und 
ist  offenbar  unrichtig. 

Damach  schien  es  mir  nicht  überflüssig,  die  Veränderungen 
zu  Stadiren,  welche  eine  so  gewöhnliche  Substanz  wie  der 
Traabenzncker  unter  dem  oxydirenden  Einflüsse  von  Kalium- 
pennanganat  erleidet;  vorerst  wurde  die  Reaction  in  neutraler 
LösoDg  ausgeftlhrt;  da  aber  von  vornherein  abzusehen  ist,  dass 
die  bei  dieser  Oxydation  auftretenden  Producte  in  erster  Reihe 
von  der  Menge  des  angewandten  Permanganates  auf  dieselbe 
Quantität  von  Zucker  abhängig  sein  werden,  richtete  ich  meine 
Versaehe  dergestalt  ein,  dass  ich  den  Traubenzucker  mit  KMnO^ 
zonlehst  bis  zur  deutlichen  und  bleibenden  Rothfärbung  der 
Flüssigkeit  behandelte;  sodann  wurden  die  Mengen  des  Oxyda- 
tionsmittels successive  verringert  und  die  sich  ergebenden 
Producte  jedesmal  quantitativ  untersucht.  Dieser  etwas  zeitrau- 
benden Arbeit  unterzog  ich  mich  in  der  Absicht,  um  den  jeweilig 
öch  abspielenden  Process  durch  eine  wahrscheinliche  Formel- 
gleichnng   zum  Ausdrucke   bringen   zu  können;    selbstredend 


1  Qmelin-KraafsHandb.  d.  organ.  Chemie.  Bau  dlV,  pag.  748. 
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!.d  dtf  Filtrat  am  Wasserbade  eingeengt  Der  Niederschlag 
vmrde  bei  100*  C.  bis  znr  Gewichtsoonstanz  getrocknet  und 
dann  analysirt  Er  enthielt  ausser  Mn  und  K  noch  H^O^  welches 
aaeh  durch  mehrtägiges  Trocknen  bei  100''  und  selbst  HO""  C. 
:a  etttfenien  nicht  möglich  war. 

1.  0-46%  Orm.  des  trockenen  Niederschlages  gaben  0-380 

6rm.MnS=öl.947oMn. 
2.0-5605  6rm.  Niederschlag  gaben  0-4615  Orm.  MnS  = 

52-057o  ^  «»d  01268  Grm.  K^SO*  =  10-06«/o  K. 
3.  1-897  Grm.  Niederschlag  lieferten  0-090  Grm.  H,0  = 

0-727o  H,  und  0-9943  Grm.  Substanz  gaben  0  067  Grm. 

H,0«0-747oH. 

Diese  Zahlen  stimmen  annähernd  zu  jenem  Kaliumhydro- 
manganit  =  KHjMn^Ojo,  welches  Morawski  und  Stingl* 
bei  der  Einwirkung  von  EMnO^  auf  Alkohol,  Rhodankalium- 
ßljeerin  etc.  in  neutraler  Lösung  fanden. 

KHsMi^Oio         Verlangt  Gefunden 

^kTT...  .  .9-267o  10067o 

H 0-71  „  0-73  „  (Mittel) 

Mn 6212  „  51-99  „        „ 

Der  gefundene  Kaliumgehalt  übersteigt  den  theoretischen 
des  Manganits  beträchtlich;  Morawski  und  StingP  machten 
bei  ihren  Manganiten,  namentlich  überall  dort  dieselbe  Erfahrung, 
wo  tos  der  oxydirten  Substanz  als  Beactionsproduct  KfCO,  sich 
inldet  und  erklärten  diese  Thatsache  ans  dem  Umstände,  dass 
iu  EjCO)  hartnäckig  von  dem  Kaliumhydromanganit  zurttck- 
pbilteu  wird  und  selbst  beim  gründlichsten  Waschen  des 
Siedersehlages  aus  demselben  nicht  zu  entfernen  geht.  Es  schien 
loir  daher  von  Wichtigkeit,  festzustellen,  ob  und  wie  viel  E^CO, 
TOD  dem  Niederschlage  aufgenommen  wurde. 

B)  Ich  liess  von  Neuem  EMnO^  auf  Glukose  einwirken  und 
ualysirte  den  Niederschlag  wie  oben  angegeben;  ausserdem 
sachte  ich  aber  jetzt  die  darin  enthaltene  CO,,  indem  ich  den 

^  Jonnud  f.  prakt.  Chem.  [2.]  Band  18,  pag.  86. 
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Niederschlag  mit  verdttnnter  SchwefeUäure  kochte  und  die 
entweichende  CO,  ini^NatronkalkrOhren  auffing.  Diesmal  worden 
anf  1  Grm.  Ginkose  6-920  Grm.  KMnO^  bis  zur  bleibenden 
Böthung  verbraucht. 

1.  0-680  Grm.  des  bei  100*  C.  bis  zur  Gewichtsconstanz 
getrockneten  Niederschlages  gaben  0-555  Grm.  MnS  = 
51  -eOVo  Mn  und  0- 1545  Grm.  K^SO^  =  10- 19«/^,  K. 

2.  0-954  Grm.  Niederschlag  lieferten  0  061  Grm.  H,0  = 
0-7l7oH. 

3.  2-303  Grm.  Substanz  gaben  0  013  Grm.  =  0-567^  CO,. 
Diese  0-567^,  CO,   entsprechen  0-99%  K  oder  1-76% 

K,C03y  welches  sonach  in  dem  Niederschlage  enthalten  war. 
Nach  Abzug  des  K,CO,  bestanden  die  ttbrigbleibenden  98*24 
Theile  des  Niederschlages  aus  51-60  Theilen  Mn,  9-20  Theilen 
K  und  0-71  Theilen  H,  oder  100  Theile  desselben  enthalten: 

Mn 52-527^ 

K 9-367o 

H 0-727o 

Diese  Zahlen  stimmen  recht  gut  mit  jenen  Werthen  ttberein, 
welche  das  von  Morawski  und  StingP  bei  der  völligen  Oxy- 
dation verschiedener  Substanzen  als  Reactionsproduct  aufgestellte 
Kaliumhydromanganit  EH^Mn^Oio  verlangt. 

Eine  qualitative  Untersuchung  des  stark  alkalisch  reagirenden 
Filtrates  von  dem  Manganit  ergab,  dass  es  ausser  K,CO,  nichts 
enthält.  Die  eingeengten  Filtrate  und  Waschwasser  wurden  zu  je 
7,  Liter  verdünnt  und  dann  nach  aliquoten  Theilen  mit  Normal- 
sdzsäure  unter  Anwendung  von  Methylorange  als  Indicator  titrirt. 
Das  Filtrat  vom  Niederschlage  A)  verbrauchte  32-5  CC.  Normal- 
Salzsäure,  jenes  vom  Manganit  B)  32-8  CC,  entsprechend 
2-2425,  respective  2-2632  Grm.  K,C03. 

Bei  dem  Versuche  B  wurde  auch  die  während  des  Processes 
entweichende  Kohlensäure  bestimmt.  Bei  der  grossen  Aus- 
dehnung und  den  vielen  Verbindungsstellen  des  Apparates  war 
wohl  an  eine  genaue  Bestimmung  der  CO,  nicht  zu  denken; 

1  L.  c. 
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annShernd  konnte  sie  aber  ausfallen  und  erAlllt  als  solehe  den 
Zweck,  dem  sie  dienen  soUte,  nämlich:  ein  Mittel  abzugeben,  um 
die  Richtigkeit  der  weiter  unten  aufgestellten  Beactionsgleichung 
zu  eontroliren.  Auf  diese  Weise  wurden  aus  1  Grm.  Ginkose 
0*698  Grm.  freie  Kohlensäure  erhalten. 

Im  Versuche  B  wnrden  zur  völligen  Oxydation  von  1  Grm. 
Glukose  6-920  Grm.  EMnO^,  oder  auf  1  Molekül  Glukose 
ä  Molekllle  EMnO^  verbrancht.  Dabei  wird  die  Glukose  aus- 
sehlieeslich  zu  CO,  oxydirt,  die  theils  als  K^CO,,  theils  frei 
auftritt  und  das  KMnO^  selbst  erleidet  eine  Reduction  zu  der 
Oxydationsstufe  desMnO,,  welches  sich  im  hydratischen  Zustande 
mit  K  verbindet  und  ein  Ealiumhydromanganit  von  der  Zu- 
sammensetzung EHjMn^Oio  bildet.  Allen  diesen  Momenten  wird 
in  der  nachfolgenden  Formelgleichung  Rechnung  getragen : 

CeH^tOe  +  8  KMnO^  =  2  KHjMn^O^o  +  3  K^CO, 
+  3  CO,  +  3  H,0. 

Nach  dieser  Gleichung  sollten  auf  1  Grm.  Glukose  7 '020 
Grm.  KMnO^  zur  Oxydation  der  ersteren  nothwendig  sein,  wobei 
2-30O  Grm.  K^COj  und  0-733  Grm.  CO,  entstehen  mtissten. 
Thatsächlich  wurden  6-920  Grm.  KMnO^  verbraucht  und  dabei 
2-2632  Grm.  KjCOj  ^  und  0-698  Grm.  freie  CO,  erhalten. 

Es  blieb  noch  zu  ermitteln,  ob  alles  und  überhaupt  wie  viel 
Mn  in  dem  EH3Mn^Oi0  als  MnO,  enthalten  ist,  zu  dieser  Be- 
stimmung wurde  der  von  der  DarstelluDg  B)  herrührende 
Niederschlag  verwendet;  sie  wurde  nach  der  „Eisenvitriol- 
metbode'^  mit  0*561  Grm.  des  bei  105^  C.  entwässerten 
Manganites  ausgeführt.  1  CC.  Chamäleonlösung  entsprach 
0-001958  Grm.  Ee  oder  0- 0009615  Grm.  Mn. 

40 CC.  FeSO^- Lösung  verbrauchten 363-5  CC.  Chamäleon; 

znrücktitrirt mit 70- 1     „ 


r 


Die  dem  MnO,  entsprechende  Chamäleon- 
menge = 293-4  CC. 


^  Dabei  ist  das  K2CO5,  das  in  der  Menge  von  1*76%  vom  Manganit 
zurtek^ehalten  wurde,  nicht  berücksichtigt. 
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Diese  293-4  CC  Chamäleon  bedeaten  0-2821  Grm.  Mn  in 

0-661  Grm.  Manganit  oder 50-297^  Mn. 

GewicbtsaDalytisch  in  demselben  Manganit  gefunden  51  -  60  „    „ 

Daraus  ergibt  sich^  dass  1  -  3l7o  Mn  nicht  als  Mn  0,,  sondern 
als  MnO  in  dem  Niederschlage  enthalten  waren.  Diese  allerdings 
bedeutende  Differenz  lässt  sich  folgend  erklären: 

Ans  den  weiter  unten  beschriebenen  Oxydationsprocessen 
geht  hervor,  dass  bei  unzureichender  Menge  von  KMnO«,  das 
heisst  wenn  also  ein  Überschuss  von  Glukose  vorhanden  ist, 
die  Übermangansaure  theilweisebis  zuManganoxydnl  reducirt 
wird;  wendet  man  nun  auch  einen  Überschuss  von  Permuiganat 
an,  so  wird  beim  ani^nglichen  Zusatz  desselben  jedenfalls  ttber- 
schlissige  Glukose  auf  das  Oxydationsmittel  einwirken  und  es 
wird  Gelegenheit  zur  Bildung  von  MnO  gegeben  sein.  Da  sich 
aber  bei  überschüssig  zugesetztem  KMnO^  das  Mn  in  der  Oxy- 
dationsstufe des  MnO,  in  dem  Niederschlage  findet,  muss  wohl 
das  zuerst  entstandene  MnO  später  in  MnO,  umgewandelt  werden. 
Dabei  ist  es  nun  leicht  möglich,  dass  das  entstehende  MnO,  das 
MnO  einhüllt  und  so  kleine  Antheile  desselben  im  Niederschlage 
zurückbleiben. 

Der  Manganoxydulgehalt  des  Niederschlages  lässt  sich  auch 
auf  andere  Weise  erklären,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  fein 
vertheilte,  schlammige  Niederschlag,  beim  Waschen  während 
einer  langen  Dauer  in  heissem  Wasser  aufgertthrt,  mit  dem 
Filtrirpapier  in  Berührung  war  und  leicht  etwas  Sauerstoff  znr 
Oxydation  desselben  abgeben  konnte. 

Jeder  dieser  Erklärungsgründe  erscheint  mir  statthafter, 
als  anzunehmen,  durch  zu  lange  währendes  Waschen  werde  das 
Manganit  zersetzt;  denn  ich  habe  mich  wiederholt  überzeugt, 
dass  Niederschläge,  welche  mit  sehr  viel  Wasser  (etwa  der 
SOOOfachen  Menge)  gewaschen  wurden,  sich  in  ihrer  Zusammen- 
setzung sehr  wenig  von  solchen  Manganiten  unterscheiden,  die 
keine  so  gründliche  Reinigung  erfahren  hatten.  Im  Übrigen  will 
ich  damit  keineswegs  der  Meinung  Lunge's,  van  Bemmeleu's 
u.  A.  entgegentreten,  welche  annehmen,  dass  ein  zu  lange 
anhaltendes  Waschen  ähnliche  Manganite  zersetzt,  da  es  ja  doch 
genügend  bekannt  ist,  dass  auch  festere  chemische  Verbindungen, 
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als  dieses  Manganit  ist,  durch  viel  Wasser  eine  partielle  Zer- 
legnng  erfahren. 

C)  Um  anch  die  Menge  des  bei  der  völligen  Oxydation  der 
Ginkose  mit  Chamäleon  entstehenden  Ealinmhydromanganites 
festzustellen,  wnrde  noeh  ein  dritter  Versuch;  ganz  wie  nnter 
t)  beschrieben,  ansgeftthrt.  Znr  Oxydation  von  1*036  Grm.  Gin- 
kose waren  7-300  Orm.  EMnO^  (gegen  7-275  der  Theorie) 
DOthwendig;  anstatt  0-7695  Gnn.  CO,,  die  nach  der  Beactions- 
gleichnng  in  Freiheit  treten  sollten,  wnrden  davon  0*716  Grm. 
gefunden.  Das  alkalische  Filtrat  enthielt  2*415  Grm.  E^CO,. 
Das  gnt  gewaschene,  bei  100"*  C.  getrocknete,  dann  zerriebene, 
mit  Wasser  ansgekochte,  und  nochmals  gewaschene  Manganit 

wog  im  trockenen  Znstande 4*6650  Grm. 

wihrend der  Gleichung  nach  aus  7-300Grm.  KMnO^  4*8743     „ 

KB^n^O^o  entstehen  sollten.  Das  Minus  von 0-2093  Grm. 

oder  4-4%  der  theoretisch  zu  erwartenden  Menge  erscheint  bei 
der  grossen  Anzahl  der  Operationen,  denen  der  Niederschlag 
behufs  seiner  Reinigung  unterworfen  wurde,  gewiss  nicht  gross 
ond  wird  unter  gleichen  Umständen  kaum  geringer  zu  erhalten 
sein.  Auch  dieser  Beleg  spricht  also  ftlr  die  Richtigkeit  der 
obigen  Reactionsgleichung. 

Dieser  Niederschlag  eigab  bei  der  Analyse  dieselben  Resul- 
tate, wie  die  unter  A)  und  B)  angefahrten  Manganite.  — 

Honig  und  Zatzek  ^  erhielten  bei  Einwirkung  von  EMnO^ 
auf  einige  Schwefelverbiodungen  ein  Kaliumhydromanganit  von 
der  Znsammensetzung  KHjMnjOg;  es  bleibt  zu  erwägen,  ob  nicht 
am  Ende  dieses  Kaliumhydromanganit  bei  der  Oxydation  der 
Glukose  entstanden  sein  konnte.  Bei  Zugrundelegung  der  letzteren 
Formel  hätte  der  Oxydationsprocess  nach  folgender  Gleichung 
verlaufen  mflssen: 

3C.Hj,0e-+-24KMn04  =  SKHjMiigOg+SK.COj  +  lOCO,  + 

+  6H,0  I) 

Die  Mengen  von  Gluko8e  und  KMnO^  sind  dieselben,  wie  sie 
der  Process  verlangt: 

C.H„0.+8KMnO^  =  2KH,Mn,0,o+3K,CO^+3CO,H-3H,0    II) 


1  Chem.  Monatshefte,  Band  IV,  pag.  738. 
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Beim  Versuche  C)  sollten  sich  nach  der  Gleichung  I)  bilden: 
Kaliumhydromanganit      K2CO5;  CO2; 

5-1592 Grm.    2-1253  Grm.    08470  Grm. 
Nach  der  Gleichung  II) 

hingegen:     .    .    .  48743    „       2-3910    „       0-7595    „ 
Thatsächlich  wurden 
,    gefunden:     .    .    .  4-6650    „       2-4150     „       0-7160    „ 

Theorie  ftlr:  Gefunden: 

KHaMn^Og  .     KHgMn40iQ 

Mn 49^24%^^"^^^^^^  ....  52050^; 

K 11-67  „    .    .    .    9-26  „    .    .    .    .    9-40  ^ 

H 0-89  „    .    .    .    0-71  „    .    .    .    .    0-75  „ 

Auch  diese  vergleichsweisen  Zusammenstellungen  lehren 
deutlich,  dass  bei  der  völligen  Oxydation  der  Glukose  in  Koch- 
hitze  aus  dem  KMnO^  das  von  Morawski  und  St  in  gl  auf- 
gestellte Kalinmhydromanganit  EHgMn^Oi^  entsteht. 

IL  Oxydation  von  Glukose  mit  Ealiampermanganat  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  bis  zur  deutliehen  Bothfftrbung. 

Ä)  Zu  einer  Lösung  von  1-462  Grm.  Glukose  wurde  eine 
titrirte  Chamäleonlösung  so  lange  zugesetzt,  bis  die  ttber  dem 
Manganniederschlage  stehende  Flüssigkeit  deutlich  roth  blieb; 
die  Operation  muss  unter  Etthlung  geschehen,  weil  sich  sonst  der 
Eolbeninhalt  stark  erhitzt  und  CO,  entweicht  Gegen  Ende  bleibt 
die  Rothfärbung  längere  Zeit,  verschwindet  aber  nach  einigem 
Stehen,  und  das  wiederholt  sich  einige  Male,  bis  endlich  eine 
danernde  Röthung  eintritt.  Dies  beweist,  dass  die  Oxydation  der 
Glukose  bei  gewöhnlicher  Temperatur  langsamer  und  schwieriger 
erfolgt  als  bei  Eochhitze,  wie  es  denn  auch  von  vornherein  zn  er- 
warten steht.  Vom  KMnO^  wurden  zu  dieser  Oxydation  10*04  Grm. 
verbraucht.  Der  erhaltene  Niederschlag  wurde  vorläufig  kalt  ge- 
waschen. Das  Filtrat  reagirte  alkalisch  nnd  gab  auf  Zusatz  von 
einigen  Tropfen  Kalkwasser  nur  eine  schwache  Trübung;  erst 
beim  Kochen  oder  auf  Zusatz  von  überschüssigem  Kalkwasser  fiel 
kohlensaurer  Kalk  heraus,  der  sich  in  Essigsäure  bis  auf  eine  Spur 
von  Galciumoxalat  auflöste.  In  dem  noch  nicht  erhitzten  Filtrat 
befand  sich  also  hauptsächlich  doppeltkohlensaures  neben  wenig 
normalem  kohlensauren  und  einer  Spur  oxalsaurem  Kalium. 
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Da8  Manganit  wurde  jetzt  erst  heiss  gewaschen,  getrocknet, 
iDit  Wasser  ansgekocht,  wieder  heiss  gewaschen  nnd  endlich  bei 
105"*  C.  bis  znr  Gewichtsconstanz  getrocknet,  —  es  wog  dann 
6-720  Grm. 

Das  gesammte  Filtrat  wnrde  eingedampft  und  das  Ein- 
gedampfte auf  500  CG.  gelöst.  In  einem  Theile  wurde  die  GO^^ 
mit  essigsaurem  Kalk  in  ammoniakalischer  Lösung  bestimmt; 
aofs  Ganze  berechnet  wurden  1*300  Grm.  CaO,  entsprechend 
3-2035  Grm.  K^CGj  gefunden. 

Ein  anderer  Theil  wnrde  mit  Normalsalzsänre  titrirt;  das 
ganze  Filtrat  benöthigte  47*5  CG.  Normalsalzsäure,  entsprechend 
3*2775  Grm.  E, CO,.  Es  war  also  das  ganze  Kalium  als  normales 
Carbonat  im  Filtrate  vorhanden,  das  ursprflnglich  darin  enthaltene 
Biearbonat  hatte  sich  während  des  Eindampfens  zersetzt. 

Das  trockene  Manganit  hatte  folgende  Zusammensetzung: 

1.  0-7845 Grm.  davon  gaben  06294 Grm.  MnS  =  50-727^^  Mn 
nnd  0-1760 Grm.  K^SO^  =  lOOGV^ K. 

2.  1-5107  Grm.  Substanz  lieferten  (beim  Glühen  im  Platin- 
schiffchen) OOIO  Grm.  =  O-Q^X  CO,  =  2-077^  K^CO,  und 
(H)95Grm.  H,0  =0-707^,  H. 

Das  Kaliumhydromanganit  enthielt  somit  2-077o  ^^^^3; 
nach  Abzug  desselben  wog  es  6*5809  Grm.  und  bestand  aus: 
51-797o  Mn,  9-087o  ^  ™<^  0-717^  H.  Seine  Znsammensetzung 
kommt  ako  der  Verbindung  KHjMn^Oio  ziemlich  nahe;  dass  dieses 
Manganit  auch  bei  der  völligen  Qzydation  der  Glukose  mit  ElMn04 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  auftritt,  folgt  aus  der  Menge  der 
Reactionsproducte.  Nach  der  Gleichung: 

CeH,,Og+8KMn04=  2KH3Mn^O^^,+6KHC03 
sollten  nflmlich  auf  die  thatsächlich  zur  Oxydation  verwendeten 
10-04 Grm.  KMnO^  entstehen: 

Theorie:  Gefunden: 

KHjMn^Ojo 6 -7039  Grm.    .    .    6-5809  Grm. 

K,C03 3-2868     „      .    .    3-4166    „ 

Auf  1-462 Grm.  Glukose  sollten  rechnungsmässig  10*249  Grm. 
KMnO^  statt  10-04  verbraucht  werden. 

B)  Ein  von  anderer  Darstellung  herrührendes  Manganit,  auf 
dieselbe  Weise  wie  in  A)  erhalten,  bestand  aus:  49'387o  ^^f 
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10»667o  K  und  enthielt  149%  CO,,  entsprechend  4-677^,  K^COg, 
Nach  Abzog  dieses  K^CO,  waren  in  IQO  Theilen  des  Manganitü 
enthalten:  51-797^  Mn  und  8-4l7o  K. 

C)  Ein  drittes  Mal  wurden  1-5975  Grm.  Glukose  mit 
10-92  Grm.  KMnO^  oxydirt.  Der  Niederschlag  wurde,  genau  wie 
in  Ä)  angegeben,  gereinigt.  Zwei  Analysen  desselben  ergaben 
einen  Gehalt  von  50-597^,  Mn,  10-527o  K  und  50-987^  Mn  und 
10-397,  K. 

Eine  völlige  Oxydation  der  Glukose  zu  CO,  und  H,0  voraus- 
gesetzt, hätten  statt  den  wirklich  angewendeten  10-92  Grnti. 
KMnO^  11*22  Ghrm.  verbraucht  werden  müssen. 

Aus  dem  geringeren  Verbrauch  von  KMnO^,  sowie  aus  der 
unter  den  Oxydationsproducten  spuren  weise  gefundenen  Oxal- 
säure folgt,  dass  die  Oxydation  der  Glukose  in  diesen  drei 
Fällen  noch  nicht  bis  zu  Ende  gediehen  war;  daher  auch  die 
grössere  Abweichung  der  Percentzahlen  in  diesen  Kaliumhydro- 
manganiten  von  den  theoretischen  Werthen.  Denn  rein  entsteht 
das  Kaliumhydromanganit  KHjMn^OiQ  nur  bei  völliger  Oxy- 
dati o  n  des  Traubenzuckers  und  diese  wird  durch  Anwendung  von 
Wärme  wesentlich  gefordert.  So  viel  ist  aber  sicher^  dass  sich 
der  Oxydationsprocess  bei  Einwirkung  von  EMnO^  auf  Glukose 
auch  in  der  Kälte  der  Hauptsache  nach  im  Sinne  der  obigen 
Gleichung  abspielt. 

III,  Einwirkung  von  Kaliumpermanganat  auf  Glukose  im 
Terh&ltnlss  von  6  Molekfllen  zu  1  Molekül. 

Zur  Einwirkung  kamen  11-296  Grm.  KMnO^  auf  2145  Grm. 
Glukose,  dem  obigen  Verhältnisse  entsprechend. 

Die  Reaction  begann  bald;  es  konnte  nicht  verhütet  werden, 
dass  während  ihres  Verlaufes  die  Temperatur  um  etwa  15 — 20 "*  C. 
gestiegen  ist.  Nach  beendeter  Einwirkung  war  im  Kolben  ein 
brauner,  schlammiger  Niederschlag  ausgeschieden,  die  darüber 
stehende  klare  Flüssigkeit  war  farblos.  Der  Niederschlag  wurde 
nach  dem  Abfiltriren  heiss  gewaschen;  die  vereinigten  Filtrate 
wurden  eingedampft  und  der  Rückstand  in  500  CG.  Wasser  auf- 
gelöst. 

A)  Das  Filtrat. 

Dasselbe  reagirte  alkalisch,  enthielt  K,  CO,,  Ameisen-  und 
Oxalsäure;  Mangan,  Weinsäure,  Essigsäure  waren  darin  nicht 
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Torhanden.  Eine  Probe  auf  Zneker  mit  Fehling'scher  Lösung, 
oaeh  der  AUihn 'sehen  Methode  ausgeftlhrt,  ergab  eine 
onbedeniende  Spur  Ton  Glakose. 

Bei  der  üntersuchong  der  Beactionsproduete  ging  ich  in 
folgender  Weise  vor:  In  aliquoten  Theilen  des  Filtrates  wurde 
das  Kalium  als  Sulfat,  die  Oxalsäure  und  Kohlensäure  als  oxal- 
sanrer  nnd  kohlensaarer  Kalk  durch  Fällung  mit  essigsaurem 
Calcium  in  essigsaurer  und  ammoniakalischer  Lösung  und  die 
Ameiaensäiire  dnrch  Destillation  mit  syrupfttrmiger Phosphorsäure 
nnd  Titration  des  Destillates  bestimmt.  —  Im  Mangannieder- 
sehlage  vmrde  das  Mangan  als  MnS,  im  Filtrat  davon  das  Kalium 
ab  Salfat  oder  Chlorid  abgeschieden;  ausserdem  bestimmte  ich  in 
der  bei  105**  C.  getrockneten  Substanz  CO,  und  H^O  durch  Oltthen 
im  Lvftstrome  und  Auffangen  der  Producte  in  Chlorcalcium  und 
Kalilaiige.  Endlich  suchte  ich  den  MnO^-Oebalt  des  Nieder- 
schlages mit  Eisenvitriollosung  und  Chamäleon. 

Auf  diese  Weise  ging  ich  überhaupt  in  allen  in  der  Folge 
beschriebenen  Oxydationsversuchen  vor. 

1.  100  CC.  des  Filtrates  gaben  1-0707  Grm.  K^SOi;  im  Ganzen 
waren  somit  ö'353ö  Grm.K^SO«,  entsprechend  2*3998  Grm.  K 
Torhanden. 

2.  100  GC.  Filtrat  gaben  nach  Fällung  mit  essigsaurem  Kalk 
in  essigsaurer  Lösung  0*1327  Grm.  CaO;  im  Ganzen  also 
0-6635  Grm.  CaO,  entsprechend  1-0663  Grm.  H,C,0^  oder 
0-9241  Grm.  K. 

3.  100  GC.  des  amnioniakalisch  gemachten  Filtrates  gaben 
mit   essigsaurem    Kalk    0*2991  Grm.    CaO;   im  Ganzen 

daher 1-4955  Grm.  CaO, 

ab  der  Oxalsäure  entsprechend 0*6635     „     CaO; 

verbleiben  an  CO,  gebunden .0-8320     „      CaO, 

entsprechend  0-9211  Grm.  H^COg  =  11588  Grm.  K   oder 
2-0502  Grm.  K,CO,. 

4.  Das  bei  der  Bestimmung  der  Ameisensäure  von  100  CC. 
des  Filtrates  erhaltene  Destillat  erforderte  1-55  CC. 
Normalnatronlange;  ftir's  ganze  Destillat  waren  demnach 
7*75  CC.  Normalnatronlauge  nöthig.  Diese  Menge  entspricht 
0*3665  Grm.  H,CO,  =  0-30225  Grm.  K  oder  0-651  Grm. 
KHCO,. 
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B)  Der  Manganniederschlag 
hatte  nach  zweitägigem  Trocknen  bei  100**  C.  ein  Gewicht  von 
6  960  Grm. 

1.  0-937  Grm.  der  bei  105"*  getrockneten  Substanz  gaben 
0-8733  Grm.  MnS  =  58-927,  Mn  nnd  01065  Grm.  K^SO^  = 
=  5097^^  K. 

2.  0-965  Grm.  des  bei  100**  getrockneten  Niederschlages  ver- 
loren bei  105*  noch  0-026  Grm.  =  2-697^  H,0. 

3.  1096  Grm.  der  bei  lOO""  getrockneten  Substanz  verloren 
beim  Trocknen  bei  105**  0-025  Grm.  =  2-197^^  H,0. 

4.  1-071  Grm.  des  bei  105**  entwässerten  Niederschlages  gaben 
beim  Gltthen  im  Platinschiffchen  O004b  Grm.  =  0-42®/^ 
CO,,  entsprechend  0-747^^  K  =  Väiy^  K,CO„  —  und 
0-0385  Grm.  =  3-60®/<>  B^O.  Diese  Wassermenge  enthielt 
also  noch  der  Niederschlag  nach  dem  Trocknen  bei  105*". 
Die  gefundene  CO,  wurde  als  KjCOj  gerechnet;  ich  weiss 
recht  wohl;  dass  ein  Theil  derselben  auch  aus  oxalsanrem 
und  ameisensaurem  Kalium  stammen  konnte,  von  welchen 
Salzen  möglicher  Weise  geringe  Mengen  neben  dem  E^CO^ 
vom  Manganniederschlage  zurückgehalten  wurden.  Allein, 
da  erfahrnngsmässig  neben  ätzenden  Alkalien  das  E^COs 
am  hartnäckigsten  von  den  Manganiten  unter  diesen  drei 
Salzen  zurttckgehalten  wird,  da  femer  die  gefundene  CO,- 
Menge  ziemlich  geringftlgig  ist  und  weil  endlieh  fttr  einen 
genaueren  Vorgang  alle  Anhaltspunkte  f  ehleui  wurde  obige 
Annahme  gemacht. 

5.  Zur  Bestimmung  des  wirksamen  Sauerstoffs  dienten 
0-6198  Grm.  des  bei  105''  bis  zur  Gewichtsconstanz 
getrockneten  Niederschlages. 

1  CC.  Chamäleon  =  0-0026231  Grm.  Fe. 

50  CC  FeSO^-Lösung  verbrauchten 335  0  CC.  Chamäleon. 

Zurttcktitrirt  mit .1160    „  „ 

Die  dem  MnO,  entsprechende  Chamäleonmenge  =  219-0  CC, 
d,  h.  0-5744589  Grm.  Fe  =  0-4462314  Grm.  =  72-007^  MnO,; 
es  waren  also  in  dem  Niederschlage  45-5l7o  ^^  ^'"^  MnO,  ent- 
halten. 

Die  in  dem  Niederschlage   enthaltene   Ealiummenge  von 
5'097o  ist  einerseits  gegen  die  darin  enthaltene  Kohlensäure- 
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meo^  von  042^/^  viel  zu  gross,  nm  auf  K,CO,  Tcrrechnet  werden 
zu  dfirfen,  andererseits  ist  sie  aber  zu  gering,  um  die  Annahme  zu 
gestatten:  der  Niederschlag  bestände  aus  einem  Manganit  von 
gleichartiger  Zusammensetzung;  zudem  ist  ja  eine  bedeutende 
Menge  von  Mn  als  MnO  vorhanden.  In  Ermangelung  eines 
besseren  Ausknnftsmittels  supponire  ich,  dass  das  E  (abzüglich 
von  l'31*/o  ^COg)  als  Kaliumhydromanganit  =  KHjMn^Oj^,  in 
dem  Niederschlage  enthalten  sei;  selbstverständlich  ist  dies  bloss 
eine  Annahme,  welche,  wenn  auch  nicht  unwahrscheinlich,  doch 
doreh  nichts  bewiesen  ist. 

Im  Niederschlage  sind  im  Ganzen &'097o  ^9 

davon  ab  die  darin  als  E^CO,  enthaltenen 0\74  „  E, 

verbleiben  in  dem  Manganniederschlage .4-35  „   E  = 

=  02953  Grm.  E,  die  nach  der  gemachten  Annahme  als 
KHjMn^Oio  vorhanden  sein  mttssten;  dies  bedeutet  3'1958  Grm. 
EHgMn^O|Q. 

Der  bei  100**  getrocknete  Niederschlag  (6-960  Grm.)  ent- 
hielt noch  im  Mittel  aus  zwei  Bestimmangen  2'447o  H^O;  daher 
wog  der  bei  105**  entwässerte  Niederschlag 6-7902  Grm. 

In  dieser  Menge  wurden  beim  Gltthen  3-607o  H,0  gefunden; 
jene  3-1958  Grm.  EHjMn^Ojj,  (=  4cl'07%  des  bei  105**  ent- 
wässerten Niederschlages)  sollten  37^  H^O  (auf  6*7902  Grm. 
Niederschlag  bezogen)  geben.  Das  thatsächlich  gefundene  Plus 
von  O-67'o  H,0  ist  wohl  sehr  einfach  zu  erklären,  wenn  man 
bedenkt,  wie  schwer  das  im  Niederschlage  enthaltene  MnO,  zu 
entwässern  geht  und  femer,  wenn  man  auf  die  ungemeine  Hygro- 
skopicität  der  Manganite  BOcksicht  nimmt. 

Durch  Titration  wurden  im  Niederschlage 

gefunden 72-007j>  MnO,; 

ab  die  als  EHjMn^O^o  verrechneten 38  •  82  „       „     , 

verbleiben 33  •  18  „       „     , 

das  als  solches  in  dem  Niederschlage  enthalten  sein  mttsste. 

Im    Niederschlage    sind    gewichtsanalytisch 

bestimmt 08-92%  Mn; 

durch  Titration  als  MnO,  gefunden .4551  „    „ 

Es  sind  daher 13  •  41  „    „ 

alß  MnO  (=  17-317o)  im  Niederschlage  enthalten. 

iiub.  d.  mathexn.-nAturw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  2 
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Jene  6-7902  Grm.  des  bei  105*  getrockneten  Niederschlages 
bestehen  somit  aas : 

KHjMn^O,^^ 31916  Grm.  =  4707  % 

MnO,   : 2-2529     „     =  3318  „ 

MnO 11753     „     =  17-31  „ 

K^COj 0-0889     „     =    1-31  „ 

Zusammen 6-7132  Grm.  =  98-87  7^, 

statt 6-7902     „     =100-00  „ 

Allen  diesen  Daten  wird  durch  nachstehende  Formel- 
gleichnng  annähernd  Rechnung  getragen: 

3CgHj,0g  4-.18KMn04  =  2  KH3Mn^O,o  +  6  MnO,  -h  4  MnO  -f- 
-H  2  KHCO,  -4-  3  K,C,0^  +  8  KHCO3  +  2  CO,  +  lOH^O. 

Indessen  will  ich  dieses  Schema  durchaus  nicht  als  etwas 
Unnmstössliches  hingestellt  haben,  —  es  soll  eben  nur  ein  bei- 
läufiges Bild  von  dem  Verlaufe  des  Processes  geben. 

Die  freie  CO,  neben  dem  freien  MnO  überrascht  auf  den 
ersten  Blick;  aber  ganz  unmöglich  ist  das  Auftreten  beider  den- 
noch nicht,  wenn  erwogen  wird,  dass  sich  das  MnO  später  als  die 
CO,  gebildet  haben  konnte ;  übrigens  ist  auch  unentschieden,  ob 
sich  nicht  das  MnO,  mit  dem  MnO  in  einer  festeren  chemischen 
Bindung  befand. 

So  viel  ist  sicher,  dass,  wenn  Traubenzucker  und  EMnO^  im 
Verhältniss  von  1  zu  6  Molekülen  auf  einander  einwirken,  der 
erstere  zu  Kohlensäure,  Oxalsäure  und  Ameisensäure 
oxydirt  wird;  man  erhält  dabei  einen  braunen,  aus  MnO„  MnO 
und  K  bestehenden  Niederschlag,  in  welchem  das  E  wahrschein- 
lich in  Form  von  KHjMn^Ojo  enthalten  ist ;  jedenfalls  entsteht  bei 
dieser  unvollständigen  Oxydation  nicht  das  Ealiumhydroman- 
ganit  ==  KHgMn^Ojo  allein. 

lY.  Einwirkung  ron  Kaliumpermanganat  auf  Glukose  im 
Yerhältniss  you  yler  Molekfllen  zu  einem  Molekfll. 

Die  Lösungen  von  6  Grm.  Glukose  und  21-06  Grm.  EMnO^ 
wirkten  nur  langsam  und  ohne  Gasentwicklung  auf  einander  ein. 
Der  braune  Niederschlag  wurde  abfiltrirt  und  genau  so  gereinigt, 
wie  unter  III.  angegeben  ist.  Nach  langem  Trocknen  bei  100" 
wog  er  12-640  Grm.  und  enthielt  dann  noch  1  -49%  H«0,  welches 
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bei  105®  entwichen  ist.  Es  wurden  also  nach  dem  Trocknen  bei 
105^  12*452  6rm.  Manganniederscblag  erhalten. 

i4.  Das  Filtrat 
wurde  am  Wasserbade  sammt  den  Waschwässern  eingeengt  und 
dann  auf  1000  CC.  verdünnt;  es  reagirte  alkalisch,  reducirte 
Fehling'sche  Lösung,  war  rechtsdrehend  und  enthielt  Kohlen- 
&inre,  Oxalsäure  und  Ameisensäure  neben  Kalium.  Mangan^Essig- 
säure  und  Weinsäure  war  darin  nicht  nachzuweisen. 

1.  100  CC.  desselben  wurden  eingedampft,  verbrannt  (Caramel- 
geruch"!  und  das  K^CO,  titrirt;  verbraucht  wurden  12-9  CC. 
Normalsalzsäure,  also  für's  ganze  Filtrat  129  CC.  Säure  = 
8-901  6rm.  K^COg. 

2.  200  CC.  Filtrat  gaben  in  essigsaurer  Lösung  0254  Grm. 
CaO;  aus  dem  ganzen  Filtrat  wurden  somit  1*270  Grm.  CaO 
erhalten,  entsprechend  2*041  Grm.  Oxalsäure. 

3.  100  CC.  Filtrat  gaben  in  ammoniakali scher  Lösung  0-3629 
Grm.  CaO, 

also  im  ganzen  Filtrat 3*629  Grm.  CaO, 

davon  ab  die  an  Oxalsäure  gebuudenen  . .  1*270     „     CaO, 

verbleiben ...2-359  Grm.  CaO, 

welche  an  Kohlensäure  gebunden  waren  und  2*6117  Grm. 
HjCOj  entsprechen. 

4.  Das  Destillat  von  200  CC.  Filtrat  verbrauchte  8*5  CC.  Nor- 
malnatronlauge zur  Neutralisation,  das  ganze  Filtrat  daher 
42*5 CC,  was  1*955  Grm.  Ameisensäure  entspricht. 

5.  Da  nicht  der  ganze  Zucker  oxydirt  war,  wurden,  um  bei- 
läufig die  Menge  der  unverändert  gebliebenen  Glukose 
kennen  zu  lernen,  200  CC.  des  Filtrates  am  Wasserbade 
eingedampft  und  das  Eingedampfte  bei  110^  bis  zur  Ge- 
wichtsconstanz  getrocknet;  es  wurden  so  2*7407 Grm. Rück- 
stand erhalten,  oder  aus  dem  ganzen  Filtrat  *.  13*7035  Grm. 
Bechnet  man  aus  den  Gesammtmengen  der 
gefundenen   Säuren    deren  Kaliumsalze,  so 

sollten  davon  restiren 1 1*8450  Grm. 

Das  Plus  von 1*8585  Grm. 

entspricht  ungefähr  dem  unveränderten  Traubenzucker, 

2* 
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60  dass  im  Ganzen  Mos  etwa  4  Grm.  Glukose  bei  diesem 
Processe  oxydirt  wurden. 
B.  Der  Manganniederschlag. 

1.  0'804  Grm.  des  bei  100®  getrockneten  Niederschlages  gaben 
bei  105«  0-012  Grm.  =  V^d^  H,0  ab. 

2.  0-8225  Grm.  der  bei  105*^  getrockneten  Substanz  gaben 
0-778  Grm.  MnS.  =  59-807^  Mn  und  0-030  Grm.  KCl  = 
1-91%  K. 

3.  2-139  Grm.  des  bei  105°  entwässerten  Niederschlages  gaben 
beim  Glühen  im  Platinschiffchen  0-025  Grm.  =  1-177^^00^ 
und  0-048  Grm.  =  2-247<>  H,0. 

4.  2-702  Grm.  des  bei  105*^  getrockneten  Niederschlages  liefer- 
ten beim  Kochen  mit  verdünnter  H,SO^  0028  Grm,  = 
l-047o  CO.. 

An  CO,  wurden  also  im  Mittel  gefunden  l*107o;  ^^^^^  ^^^^ 

und  die  im  Manganniederschlage  vorhandenen  1*91 7o  ^ 

stimmen  zu  K^COj,   welches  in  der  Menge  von  3-387o  * 

darin  enthalten  sein  musste. 

Der  bei  105®  getrocknete  Niederschlag  sollte  somit  bestehen 
aus:  94-597o  MnO„  3-387^  K,CO,  und  2-247o  H,0. 

Mit  Rücksicht  auf  das  verbrauchte  KMnO^  und  die  geftin- 
denen  Mengen  der  Oxydationsproducte  lässt  sich  folgende 
Gleichung  als  Bild  von  dem  verlaufenen  Processe  aufstellen: 

CeHijOe  +  6  KMnO^  =  2  KHCO,  +  K^C.O^  +  2KHC0,  + 
6MnO, +4H,0. 

Nach  diesem  Schema  sollten  21-06  Grm.  KMnO^  3-9987  Grm. 
Glukose  oxydiren  und  dabei  sollten  entstehen:  1*9993  Grm. 
H^C.O^,  2-0438  Grm.  H,CO,  und  2-7445  Grm.  H^CO,,  während 
thatsächlich  gefunden  wurden:  2041  Grm.  Hj^C^O^,  1-955  Grm. 
H,CO,  und  2-7964  Grm.  H.COj. 

Der  Niederschlag  hätte  darnach  der  Hauptsache  nach  aus 
einem  Hydrate  des  Braunsteins  bestehen  müssen. 

Eine  Bestimmung  des  wirksamen  Sauerstoffes  in  demselben 
ergab  folgendes  Resultat: 


1)  Diese  S'^S%  KgCOs  entsprechen  0*1848  Grm.  H2CO3,  so  dass  im 
Ganzen  (Filtrat  und  Niederschlag)  2*7965Grm.  H2CO3  aus  der  Glukose  sich 
bildeten. 
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Substanz,  bei  106*  getrocknet,  =  0736  Grm. 

1  CC. Chamäleon  =  0001958  Grm.  Fe  =  0-0015209  Grm. 
MnO,. 
60  OC.  Fe  SO^-LöBung  entsprachen   .    .    .  545-1  CC.  Chamäleon, 

lurücktitairt  mit 95-7   „  „         ; 

dem  Yon  dem  0,  oxydirten  FeSO^   ent- 
sprechen   449-  4CC.  Chamäleon 

=  0-68349  Grm. MnO,  = 92997^^  MnO,, 

während  ans  dem  gewichtsanalytisch  gefundenen 

Mn (=  59-807o) 9459%  MnO, 

berechnet  wurden.  Es  findet  sich  somit  allerdings  etwas  MnO  in 
dem  Niederschlage,  doch  ist  die  Menge  davon  so  gering,  dass  die 
aufgestellte  Reactionsgleichung  wohl  den  Verlauf  des  Oxydations- 
processes  im  Grossen  und  Ganzen  darstellt.  Die  kleine  Menge 
des  MnO  ist  noch  besonders  aus  dem  Grunde  bemerkenswerth^ 
weil  bei  den  übrigen  Processen,  bei  welchen  nicht  die  zur  vollstän- 
digen Oxydation  der  Glukose  nöthige  Quantität  von  EMnO^  ver- 
wendet wurde,  stets  beträchtliche  Mengen  von  MnO  unter  den 
Reactionsproducten  auftraten;  ich  vermag  indessen  diese  auf- 
fallende Thatsache  nicht  zu  erklären,  denn  die  Concentration  der 
Lösungen,  die  Temperatur,  die  äusseren  Erscheinungen  beim 
Verlaufe  der  Reaction  waren  in  nichts  von  den  übrigen  Fällen 
verschieden. 

Bei  dieser  Oxydation  wirkten,  sowie  im  Processe  IIL,  sechs 
Moleküle  Permanganat  auf  ein  Molekül  Glukose  und  auch  die 
Oxydationsproducte  sind  dieselben,  nur  blieben  diesmal  zwei- 
Molekflle  Zucker  unverändert.  Was  die  relativen  Mengen  der 
entstandenen  Säuren  anbelangt,  ist  zu  ersehen,  dass  sich  bei  III. 
mehr  Kohlensäure  als  bei  IV.  bildete;  vielleicht  ist  das  auf  den 
Umstand  zurückzuführen,  dass  im  ersteren  Falle  eine  unabsicht- 
liche Erwärmung  des  Kolbeninhaltes  eintrat  Sehr  wahrscheinlich 
wird  daher  auch  bei  Anwendung  desselben  Verhältnisses  von 
Glukose  und  KMnO^  die  relative  Menge  der  Reactionsproducte 
je  nach  der  Temperatur,  der  Concentration  der  Lösungen  etc. 
variiren. 
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y.  Einwirkung  yon  Kalinmpermanganat  auf  Glukose  im 
TerhUtniss  tou  einem  Kolekfil  zu  einem  KolektU. 

Da  bei  dem  eben  beschriebenen  Versuche  noch  sehr  sauer- 
stoffreiche Oxydationsproducte  resaltirten,  wurde  die  Menge  des 
Zuckers  in  dem  obigen  Verhältnisse  vermehrt;  diesem  Verhält- 
nisse entsprechen  12-810  6rm.  Glukose  nnd  1 1  •  243  Grm.  KMnO^. 
Die  Lösungen  wurden  vermischt,  in  fliessendem  Wasser  gekühlt^ 
der  ausgeschiedene  Niederschlag  abfiltrirt  und  wie  in  den  früheren 
Fällen  gereinigt. 

A.  Der  Manganniederschlag 
wog  nach  mehrtägigem  Trocknen  bei  100**  5-480  Grm. 

1.  0-788  Grm.  des  bei  106 "*  getrockneten  Niederschlages 
gaben  0-7405  Grm.  MnS  =  59-41%Mn  und  0  008  Grm. 
KCl=zO-537j^K  oder  0-947^  K^CGj. 

Im  Filtrat  wurde  kein  K^COj,  sondern  blos  ameisen- 
saures Kalium  nachgewiesen,  —  daher  erscheint  die 
Annahme,  die  0*537o  K  wären  in  Form  von  K^COj  in  dem 
Niederschlage  enthalten,  wohl  willkürlich;  sie  lässt  sich 
jedoch  dennoch  machen,  wenn  man  bedenkt,  dass  das 
ameisensanre  Kalium  sehr  leicht  auszuwaschen  geht^ 
somit  kaum  im  Niederschlag  zurtlckbleibt ;  im  Übrigen  ist 
die  Menge  von  0-537o"  ^  ®^  unbedeutend,  dass  es  auf 
die  Aufstellung  einer  annähernden  Reactionsgleichung^ 
sicher  ohne  Einflnss  bleibt,  ob  sie  als  Carbonat,  Oxalat 
oder  Formiat  in  Rechnung  gebracht  wird. 

2.  2-218  Grm.  der  bei  100^  getrockneten  Substanz  entliessea 
bei  105^  noch  0-1275  Grm.  =  5-757o  H,0. 

3.  2*0905  Grm.  des  bei  105**  getrockneten  Niederschlages 
gaben  beim  Gltthen  in  einer  Verbrennungsröhre  mit  vorge- 
legtem CuO  0064  Grm.  H,0  =  3-067o  ^,0  und 
0-053  Grm.  =:  2-547^,  CO,. 

Später  wird  gezeigt,  dass  sich  beim  Eindampfen  des 
Filtrates  oxalsaures  Manganoxydul  ausgeschieden  hatte; 
bei  der  Schwerlöslichkeit  dieses  Salzes  war  solches  jedenfalls 
in  dem  Manganniederschlage  zurückgeblieben  und  die  hier 
angeführte  GO^-Menge  dürfte  nahezu  ganz  aus  seiner  Oxalsäure 
stammen.  Die  gefundenen  0-053  Grm.  CO,  würden  dann  2-597o 
HjCjO^  oder  0-08612  Grm.  =4-127^  MnC^O^  entsprechen. 
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Von  dieser  als  Oxalsäure  verrechneten  CO,  ist  streng 
genommen  noch  jene  CO,  in  Abzug  zn  bringen,  die  als  K^GO, 
im  Niederschlag  angenommen  wurde;  diese  Menge  ist  aber  so 
gering,  dass  sie  mit  Rücksicht  auf  die  Versuchsfehler  ver- 
Dachlfissigt  werden  kann. 

Der  Manganniederschlag,  welcher  nach  dem  Trocknen 
bei  100*  5-480  Grm,  wog,  enthielt  nach  dem  Angeführten  noch 
5-75V0  H,0,  das  erst  bei  105**  entwich;  der  bei  105*  getrocknete 
Xiederschlag  wog  daher  5-165  Grm. 

Er  bestand  neben  H^O,  K^CO,  und  MnC^O^  noch  ans 
doem   ans   Mn  und    0  zusammengesetzten  Rest.   Im   Nieder- 

sehlag  sind  gefunden 59-4l7o  ^° 

davon  sind  abzuziehen 1  •  587©    » 

d.i.  jene  Menge,  welche  in  den  4*127o  Mn  C,0^ 

enthalten  ist  Es  sind  somit 57-837o  Mn 

m  dem  Niederschlage   vorhanden,   die  auf  MnO, 

gerechnet 91  ^SV^ 

geben. 

Damach  würde  der  bei  105**  getrocknete  Niederschlag 
bestehen  aus:  3067^  H,0,  0-947o  K^COg,  4-127^^  MnC,0^  und 
91  48%  MnO,. 

Ä  Das  Filtrat. 
Die  vereinigten  Filtrate  und  Waschwässer  hinterliessen  nach 
dem  Einengen  am  Wasserbade  einen  schmutzig- rosenrothen, 
kry^itallinischen  Rückstand,  welcher  abfiltrirt  und  fUr  sich  unter- 
sucht wurde.  Das  Gesammtfiltrat  wurde  auf  1000  CC.  verdünnt; 
es  reagirte  neutral,  reducirte  Fehling'sche  Lösung  und  enthielt 
Mn,  Oxalsäure,  Ameisensäure,  —  aber  keine  Kohlen-,  Essig- 
und  Weinsäure. 

1.  200  CC  Filtrat  gaben  00772  Grm.  MnS;  im  ganzen  Filtrat 
waren  daher  0-315  Grm.  MnO,  entsprechend  0*3993  Grm. 
H,C,0^  oder  0-6344  Grm.  MnC^O^ 

2.  Das  Filtrat  von  diesem  MnS  gab  1-0792  Grm.  KCl,  —  im 
ganzen  Filtrat  waren  somit  2*8248  Grm.  K. 

3.  200  CC.  Filtrat  gaben  in  essigsaurer  Lösung  0-0507  Grm. 
CaO,  im  Ganzen  =  02535  Grm.  CaO,  welche  0*4074  Grm. 
Oxalsäure  oder  0*6473  Grm.  MnC^O^  bedeuten. 
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Das  im  Filtrat  gefandene  Mn  verlangt  0*3993  Grm. 
HjCj^O^;  es  ist  dario  also  thatsftchlich  MnC^O^  vorhanden, 
und  zwar  im  Mittel  ans  der  Mangan-  nnd  Oxalsäure- 
bestimmnng  in  der  Menge  von  0*6409  Grm. 
4.  Das  Destillat  von  200  CG.  Filtrat  erforderte  13-7  CO. 
Normalnatronlange  zur  Neutralisation,  d.  h.  das  gesammte 
Filtrat  enthielt  3*151  Grm.  Ameisensäure.  (Durch 
Abdampfen  eines  Theiles  des  neutralisirten  Destillates, 
Trocknen  und  Wägen  des  Rückstandes  überzeugte  ich  mich 
nochmals,  dass  darin  ausser  Ameisensäure  keine  andere 
fluchtige  Sänre  vorhanden  war.) 

C,  Derröthliche  Rückstand 
aus  dem  Filtrat  wog  nach  dem  Trocknen  bei  115^  1-6310  Grm. 
0-7476  Grm.  davon  gaben  0-3955  Grm.  MugO^  =  38037^  Mn. 
Der  Rückstand  war  also  oxalsaures  Manganoxydnl  (Rech- 
nung 38-46  7^  Mn). 

Aus  den  angefahrten  Daten  ergibt  sich  annähernd 
folgende  Reactionsgleichung: 

CeHitO«  +  4  KMnO^  =  3MnO,  +  MnC.O^  +  4  KHCO,-i-  4  H,0 

Es  musste  also  unzersetzte  Glukose  noch  in  der  Flüssigkeit 
geblieben  sein  und  die  Oxydation  ging  nicht  zur  Bildung  von 
Kohlensäure,  verlief  somit  gelinder  als  in  den  früher  angeführten 
Fällen. 

Nach  obiger  Gleichung  sollten  vier  Moleküle  (=11*243  Grm.) 
KMnO^  ein  Molekül  Glukose  zu  Ameisensäure  und  Oxal- 
säure oxydiren;  die  berechneten  und  wirklich  gefundenen 
Mengen  der  Producte  verhalten  sich  dabei  nachstehend : 

Rechnung:  Gefanden: 

3  MmO, 4-6430  Grm 47250  Grm. 

MnC.O^ . . .  2-5440     „     ....  2-4847     ,, 
4KHC0,  . .  5-9848     ^     ....  5-7540     „ 
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Tl.  Eiiiwirkiuig  toh  Saliimipeniiaiigaiiat  auf  Glukose  im 
YerUltniss  Yon  einem  Molekttl  zu  zwei  Molekülen. 

Auf  21*850  Grm.  Glukose  wurden  in  Übereinstimmung  mit 
diesem  Verhältnisse  9-589  Grm.  KMnO^  genommen. 

A.  Der  Manganniederschlag 
wurde  wie  in  den  früheren  Fällen  gereinigt.  Nach  dem  Trocknen 
bei  102**  C.  wog  derselbe  4-375  Grm. 

1.  0*750  Grm.  des  bei  102°  getrockneten  Niederschlages  gaben 
bei  105"  0010  Grm.  =  1-33%  H,0. 

2.  0-740  Grm.  der  bei  105"*  getrockneten  Substanz  gaben 
0-7014  Grm.  MnS  =  59-927^  Mn  und  0005  Grm.  KCl  = 
0-357^  K  oder  0-637o  K^COs-  * 

3.  2-034  Grm.  der  bei  102°  getrockneten  Substanz  verloren  bei 
105"  0-0285  Grm.  =  1-40%  H,0. 

4.  2-0055  Grm.  des  bei  105°  getrockneten  Niederschlages 
lieferten  beim  Glühen  in  einer  Verbrennungsröhre  mit  vor- 
gelegtem CuO  0-074  Grm.  CO,,  entsprechend  3-837^ 
H,C,0^  =  6-097^  MnC.O^  und  0-056  Grm.  z=  2-797^,  H,0. 
Der  bei  105°  getrocknete  Niederschlag  (zz  4-315  Grm.) 

enthielt    also    2-797^   H,0,    0-637o  K.COa,     6'097o  MnC^O^ 
(=  0-2628  Grm.)  und  91-027^  MnO,  (=  3-9275  Grm.). 

Um  festzustellen,  ob  die  Menge  des  im  Niederschlage  ent- 
haltenen MnO,  wirklich  917o  ^^^^  kommt,  wurde  in  demselben 
der  wirksame  Sauerstoflf  bestimmt:  0*432  Grm.  des  bei  105° 
getrockneten  Niederschlages  hatten  eine  FeSO^-Menge  oxydirt, 
welehe  254-1  CG.  Cbamäleonlösung  gleichkommt,  wenn 
1  CC.  der  letzteren  0-001958  Grm.  Fe  entspricht;  daraus 
ergeben  sich  0*38645  Grm.  MnO,  in  dem  Manganniederschlage, 

oder 89-417o  MnO,; 

durch  Seehnnng  aus  dem  MnS  nach  Abzug  des 

JüiCjO^  gefunden 9102  „       „ 

Es  ist  also  thatsächlich  fast  das  ganze  ausser  dem  MnC^O^ 
im  Niederschlage  vorhandene  Mn  in  Form  von  MnO,  darin 
enthalten. 


1  mer  gilt  das  ad  V.  A.  3.  Gesagte. 


26  A.  Smolka, 

B,  DasFiltrat 
wurde  sammt  den  Waschwässern  am  Wasserbade  eingedampft 
und  dann  auf  1000  CG.  aufgelöst.  Beim  Abdampfen  schied  sich 
wieder,  wie  im  vorigen  Falle,  ein  schmutzig-rosenrother  Rttck- 
Btand  aus,  welcher  aus  MnC,0^  bestand.  Das  Filtrat  reagirte 
neutral,  reducirte  Fehling' sehe  Lösung  und  enthielt  Mangan, 
Oxalsäure  und  Ameisensäure ;  Essigsäure,  Weinsäure  und  Kohlen- 
säure konnten  darin  nicht  nachgewiesen  werden;  aus  der 
neutralen  Beaction  des  Filtrates,  sowie  aus  dem  Umstände,  dass 
sich  die  Menge  der  gefundenen  Säuren  mit  den  darin  enthaltenen 
Basen  deckt,  folgt  übrigens,  dass  ausser  Oxalsäure  und  Ameisen- 
säure keine  andere  Säure  vorhanden  sein  kann. 

1.  200  CC.  Filtrat  gaben  00442  Grm.  MnS,  das  heisst  im 
ganzen  Filtrate  waren  0*1397  Grm.  Mn,  entsprechend 
0-2286  Grm.  H,C,0^  oder  0-3632  Grm.  MnC^O^  enthalten. 
Im  Filtrate  von  diesem  MnS  wurden  1-0562  Grm.  KjS04, 
oder  im  Gesammtfiltrat  2-3673  Grm.  K  gefunden. 

2.  200  CC.  Filtrat  gaben  in  essigsaurer  Lösung  0-0274  Grm. 
CaO;  aus  dem  ganzen  Filtrat  wären  somit  0-1370  Grm. 
CaO  erhalten  worden,  entsprechend  0-2202  Grm. 

H.CgO^  oder 0-3498  Grm.  MnC^O^; 

aus  dem  MnS  berechnen  sich 0-3632     „  „ 

Im  Mittel  waren  daher  im  Filtrat 0-3565     „  „ 

3.  Zwei  Ameisensäurebestimmungen  in  je  100  CC.  des  Filtrates 
ergaben  im  Mittel  2-7255  Grm.  Ameisensäure  im 
Gesammtfiltrat,  entsprechend  4-977  Grm.  KHCO,. 

C.  Der  röthliche  Rückstand, 
welcher  sich  beim  Eindampfen  des  Filtrates  ausgeschieden  hatte, 
wog  nach  dem  Trocknen  bei  HO''  1-490  Grm.  —  04686  Grm. 
dieses  Rückstandes  gaben  nach  dem  Glühen  0-250  Grm.  MugO^ 
=  38-447o  Mn  (MnC.O^  verlangt  38'467o  Mn).  Der  Rückstand 
war  daher  reines  MnC^O^. 

Bei  diesem  Processe  wurde  also  ebenfalls  nicht  die  ganze 
Glukose  oxydirt;  als  Oxydationsproducte  derselben  traten  nur 
Ameisensäure  und  Oxalsäure  auf,  wähend  das  EMnO^  theils 
zu  MnO„  theils  zu  MnO  reducirt  worden  ist.  Mit  Berücksichtigung 
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der  Mengen  der  Oxydations-  nnd  Bednctionsprodncte  läBst  sich  für 
ikten  Process  nachstehende  Gleichung  aufstellen: 
C,H„0.  +  4KMnO^  =  3MnO,  +  MnC.O^  +  4KHC0,  +  4H,0- 
Diese   Gleichung  ist   dieselbe,  wie   sie  ftlr  den  unter  V. 
beschriebenen  Process  aufgestellt  wurde. 

Nach  diesem  Schema  hätten  die  zur  Einwirkung  gekommenen 
i^89  Grm.  KMnO^  2*731  Grm.  Glukose  oxydiren  sollen;  dabei 
^•Uten 

der  Theorie  nach  entstehen  Gefunden  wurden 

MnCjO^ 2- 1696  Grm.  2- 1160  Grm. 

3MnO, 3-9600     „  39275     „ 

4KHC0, 50978     „  49770     „ 

ni.  Einwirkung  von  Kaliumpermanganat  anf  Ginkose  im 
TerhUtniss  Ton  einem  Kolekfll  zu  yier  Molekülen. 

Wie  es  dieses  Verhältniss  verlangt,  wurden  42  Grm.  Glukose 
Biir  9-217  Grm.  KMnO^  oxydirt.  Die  Oxydation  wurde  wie  frtther 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  ausgeführt;  nur  wurden  diesmal  die 
Substanzen  in  concentrirterer  Lösung  genommen:  die  Glukose- 
li>$ang  enthielt  0*08  Grm.  Substanz,  die  Chamäleonlosung  wie 
gewöhnlich  0K)4  Grm.  in  1  CC. 

Die  Erscheinungen  bei  der  Oxydation  selbst  waren  von  den 
froheren  Fällen  in  nichts  verschieden ;  der  Niederschlag  wurde, 
wie  oben  mehrmals  angegeben,  gereinigt;  beim  Eindampfen  des 
Filtrates  schied  sich  auch  diesmal  ein  unlöslicher,  krystallinischer, 
liehtrother  Rückstand  aus. 

A.  Der  Manganniederschlag 
wog  nach  dem  Trocknen  bei  lOO""  4072  Grm. 

1.  0-8595  Grm.  desselben  entliessen  bei  lOS**  0-0175  Grm. 
=  2-04%  H,0. 

2.  0*842  Grm.  des  bei  108*"  getrockneten  Niederschlages  gaben 
0-8068  Grm.  MnS  =  60-50^o  ^^  ™^  0-0104  Grm.  K,SO^ 
=  0-557^^  K  oder  097%  K^CO,. ' 

3.  1*795  Grm.  der  bei  100"*  getrockneten  Substanz  gaben  bei 
108^  0040  Grm.  =  2237^^  H,0. 


'  Aüch  hier  gilt  dsia  ad  V.  A.  3.  Gesagte. 
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4.  1-755  Grm.  des  bei  108*  entwässerten  Niederschlages  gaben 
beim  Glühen  im  Verbrennungsrohr  mit  vorgelegtem  CnO 
0O374Qrm,  CO,,  entsprechend  2-167^  H^C^O*  oder  3-43^o 
MnCjO^,  —  und  0035  Grm.  =  1-99%  H,0. 

Im  Mittel  aus  den  zwei  Wasserbestimmungen  1.  und  3. 
enthielt  daher  der  bei  100°  getrocknete  Niederschlag 
2-147oH,0,  das  erst  beim  Erhitzen  auf  108 '^  fortging;  bei 
dieser  Temperatur  entwässert,  hatte  er  ein  Gewicht  von 
3*985  Grm.  Diese  Menge  sollte  nach  den  gebrachten  ana- 
lytischen Daten  bestehen  aus:  1-997^  H,0,  0-977o  K.CO3, 
3-437o  MnCjO^  und  93-617^  MnO,. 
Das  im  Niederschlage  enthaltene  MnO,  wurde  wie   früher 

titrimetrisch    mit    Hilfe    von    FeSO^-    und    Chamäleonlösung 

bestimmt. 

0-5213  Grm.  der  bei  108°  entwässerten  Substanz  oxydirten 

eine  FeSO^- Menge,    welche  314-8  CC.  Chamäleon  (1  CC.  = 

0-001958  Grm.  Fe)  verbraucht  hätte ;  dies  entspricht  0-4788  Grm. 

MnO,  oder 9l-847o  MnO,; 

aus  der  gewichtsanalytischen  Bestimmung  ergeben 

sich 93-61  „       ,,    . 

Der  Niederschlag  enthielt  somit  annähernd  die  berechnete 

Menge  von  MnO^. 

B,  Der  röthliche  Rückstand, 

welcher  sich  nach  dem  Eindampfen  des  Filtrates  ausgeschieden 
hatte,  besass  nach  dem  Trocknen  bei  110*  ein  Gewicht  von 
1-481  Grm.  — 0-796  Grm.  dieses  Rückstandes  hinterliessen  nach 
dem  Glühen  0-422  Grm.  Mn30^  =  38-197^  Mn  (Rechnung  filr 
MnC,0^  =  38-467o  Mn).  Die  Substanz  bestand  also  wieder  aus 
oxalsaurem  Manganoxydul. 

C.  Das  Filtrat. 

Ausser  Zucker,  Ameisensäure,  Oxalsäure,  Mn  und  K  konnte 
nichts  darin  nachgewiesen  werden;  seine  Reaction  war  neutral. 
Von  den  1000  CC.  des  gesammten  Filtrates  wurden  einzelne 
Antheile  folgend  untersucht: 

1.  200  CC.   gaben    00560   Grm.  MnS;    im   Ganzen    daher 
0177  Grm.  Mn  oder  0-4602  Grm.  MnC^O^. 

2.  100  CC.  gaben  in  essigsaurer  Lösung  0-018  Grm.  CaO,  oder 
fürs     ganze    Filtrat     0-180    Grm.    CaO,     entsprechend 
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0-290  Grm.  H,C,0^  =  04696  Gm.  MnC^O^,  Aus  1.  und  2. 

folgiy   das8   das  Filtrat  itn  Mittel  0-4599  Grm.  MnC^O^ 

enthielt 
3.  100  CC.  Filtrat  gaben  0-612  Grm.  K,SO^;  im  ganzen  Filtrat 

waren  somit  2*2951  Grm.  E  enthalten. 
4  100  CC.  Filtrat  gaben  ein  Destillat,  welches  5*7  GC.  Normal- 

oatronlauge  zu  seiner  Neutralisation  erforderte,  entsprechend 

2-622  Grm.  H,CO,  oder  4-788  Grm.  KHCO,  im  ganzen 

Filtrat 

Nach  diesen  angefahrten  Daten  ist  wieder  die  Gleichang: 

Cflifi^  +  4KMnO^  =  3MnO,  +  MnC,0^  +  4KHC0,  -h  4H,0 

der  wahrscheinliche  Ausdruck  des  stattgehabten  Processes. 

Damach  sollten  9-217  Grm.  KMnO^  2*625  Grm.  Ginkose 
oiydirt  haben  und  gleichzeitig  sollten  entstehen: 

Gefunden  wurden 

3MnO, 3-8064  Grm.        3-7300  Grm. 

MnC.O^ 2-0855  „  2-0776  „ 

4KHC0, 4-9002     „  4-7880     „ 

Um  mich  zn  überzeagen,  ob  im  Filtrat  wirklich  nahezu 
4ii  Gnn.  Ginkose  gelöst  sind,  stellte  ich  zunächst  fest,  dass  es 
die  Polarisationsebene  nach  rechts  dreht;  dann  bestimmte  ich 
m25CC.  den  Zacker  mit  Fehling' scher  Liösnng  nach  der  von 
Aliihn  gegebenen  Vorschrift;  dabei  wurden  0-455  Grm.  metal- 
ibehes  Kupfer  erhalten ,  entsprechend  0*2452  Grm.  Ginkose; 

im  Gesammtfiltrat  wurden  so 39-232  Grm.  Glukose 

oaebgewiesen,  während  der  Gleichang  nach .  39-375     „  „ 

QDOxjdirt  bleiben  sollten. 


Bei  einer  anderen  Oxydation  von  Glukose  mit  KMnO^,  bei 
welcher  ebenfalls  vier  Moleküle  Zucker  auf  ein  Molekül  KMnO^ 
zur  Wirkung  kamen  und  die  genau  in  der  bei  dem  Versuche  YII 
be«ehriebenen  Weise  ausgeführt  wurde,  sind  zwar  ebenfalls  nur 
Oxalsäure  nnd  Ameisensäure  (und  keine  Kohlen-,  Wein- 
BQd  Essigsäure)  anter  den  Oxydationsproducten  aufgefunden 
Torden;  aber   die  Mengen  dieser  Producte  waren  andere  und 
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überhaupt  in  solchen  Verhältnißsen,  dasB  sich  der  Process  oicbt 
durch  die  einfachen,  in  den  letzten  drei  Fällen  aufgestellten 
Formelgleichungen  ausdrücken  läset.  Das  Filtrat  von  dem  Man- 
ganniederschlage reducirte  auch  diesmal  die  Fehling'scbe 
Lösung  und  war  rechtsdrehend;  es  enthielt  somit  ebenfalls  unver- 
änderte Glukose. 


Znsammenfassiuig  der  Resultate. 

Kaliumpermanganat  erzeugt  aus  Glukose  mit  Leichtigkeit 
verhältnissmässig  einfache  Oxydationsproducte. 

1.  Bei  Anwendung  eines  Überschusses  von  KMnO^  und  iu 
Kochhitze  wird  die  Glukose  vollständig  zu  Kohlensäure  und 
Wasser  verbrannt;  aus  dem  KMnO^  entsteht  dabei  das  Kalinm- 
hydromanganit  KHgMn^Oj^ : 

C«Hi,Oe  +  SKMnO^  =  2KH3Mn^Ojo  +  SK^COg  +  3C0,  -h  3H,0. 

2.  In  der  Kälte  spielt  sich  bei  Anwendung  eines  Über- 
schusses von  KMnO^  im  Wesentlichen  derselbe  Process  ab, 
nur  ist  unter  den  Oxydationsproducten  eine  Spur  von  Oxalsäure 
anwesend  und  das  K  findet  sich  als  saures  Garbonat  vor: 

CeHj.Oe  +  SKMnO^  =  2KH3Mn,0,o  +  6KHCO3. 

3.  Verringert  man  successive  die  Mengen  des  KMnO^  und 
lässt  es  bei  gewöhnlicher  Temperatur  auf  eine  Glukoselösung 
einwirken^  so  bleibt  unveränderter  Zucker  zurück  und  es 
entstehen  je  nach  der  Menge  des  Oxydationsmittels  aus  der 
Glukose  neben  Wasser:  Kohlensäure,  Oxalsäure  und 
Ameisensäure^  oder  Oxalsäure  und  Ameisensäure  allein; 
das  KMnO^  selbst  wird  theils  zu  MnO,,  theils  zu  MnO  r^ducirt. 
Die  relativen  Mengen  der  auftretenden  Producte  sind  aber  auch 
bei  Einhaltung  desselben  Verhältnisses  zwischen  Zucker  und 
Permanganat  variabel  und  scheinen  von  der  Temperatur  und 
der  Concentration  der  Lösungen  abhängig  zu  sein. 
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Über  hyperelliptisohe  Ourven. 

(Dritte  Mittheilung.) 
Von  Dr.  Karl  Bobek, 

hvaidocent  /ür  Mathematik  an  der  k.  k,  deuttrhen  technüche»  Bochtehule  in  Prag. 

(Vor««legt  In  der  Sitzung  am  9.  Deoember  1886.) 

1.  In  analoger  Art,  wie  die  hyperelliptischen  Corven  vom 
G^cUechte  p  nnd  der  Ordnung^ +3 ,  deren  Gleichung  in  der 
«ersten  und  zweiten  Mittheiinng  aufgestellt  wurde,  lassen  sich  ge- 
wiese  byperelliptische  Cnrven  von  dem  Geschlechte  p  und  der 
Ordnung  m  =  2p  bebandeln.  Man  erhält  eine  solche  Curve,  wenn 
man  \  aus  den  bedien  Gleichungen: 

1) 

eliminirt,  in  denen  Ai  lineare  r^,  a^  r^  quadratische  Functionen 
der  Coordinaten  bedeuten. 

Das  Eliminationsresnltat  wird,  von  der  Ordnung  2{jp — 1)+2 
=  2p  und  wenn  wir  voraussetzen,  was  wir  thun  wollen,  dass 
iHr  keinen  Werth  von  \  fUr  den  6  zerfällt,  eine  der  Geraden  mit 
der  zugehörigen  7(X)  =  0  coYncidirt,  so  wird  dasselbe  gleich  Null 
^etzt  eine  hyperelliptische  Curve  C^p  der  2pten  Ordnung  dar- 
stellen, fbr  welche  die  Enveloppe  der  Geraden,  die  auf  derselben 
die^^)  ausschneiden,  eben  von  TQ)  =0  eingehttUt  wird,  also 
TOQ  der  Classe  k  =  p — 1  ist.  Das  Geschlecht  derselben  ergibt 
sich  dann  ans  k  =  m—p — 1,  also  ist  C^p  vom  Geschlechte  p. 

Wir  wollen  die  Gleichung  von  C^p  direct  aufstellen.  Die 
Kegelschnitte  (1)  hüllen  eine  Curve  vierter  Ordnung 

»4  =  ^ -4  Vi  =  0 
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ein  nnd  bilden  das  eine  System  der  vierfach  berührenden  Kegel- 
schnitte derselben.  Durch  jeden  Pnnkt  der  Ebene  gehen  zwei 
Kegelschnitte  des  Systemes.  Es  sei  x  ein  Punkt  unserer  Curve 
C^py  dann  gelten  ftlr  denselben  die  drei  Gleichungen; 

1  1 

wobei  die  letzte  die  Gleichung  des  zweiten  durch  x  gehenden 
Kegelschnittes  ist;  der  auf  7(X)  =  0  kein  Paar  ausschneidet^ 
sondern  auf  TQT)  =  0.  Wir  setzen  nun  e(X,)  =  6^  und  nehmen 
den  Punkt  x  nicht  auf  einem  der  6,  =  0  an^  dann  wird  fttr  den 
Punkt  X  auch 

p  p 

....  p[(x_x,)(X'-x.)  2  (x_x,xy-x..)  (^-^0  =  « 

sein,  oder  wenn  wir  D  =  d^  d^. ,  .Qp  setzen,  so  folgt,  dass  die 
Curve  (2p — l)ter  Ordnung 

p 

^=:D^^{\—Ä^  =  0  2) 

auch  durch  den  Punkt  x  geht,  und  dass  die  2  (2p — 1)  Schnitt- 
punkte derselben  mit  6Q<^=zO  alle  auf  der  Curve  Czp  liegen 
müssen.  Der  Büschel  von  Curven  '2/i— l)ter  Ordnung  2)  erzeugt 
mit  dem  System  der  Kegelschnitte  0(}f)-=O  ausser  der  Curve  C^p 
noch  die  p  Kegelschnitte  6^.  =  0;  denn  wenn  l'  =  X^  wird,  zer- 
ffillt  V  in  die  Curve 

der  (2p — 3)ten  Ordnung  und  in  den  Kegelschnitt  6^=0.  Nun  ist  in 
derThat  das  Eliminationsresultat  von  V  aus  2)  und  aus  ö(X')=0  von 
der  Ordnung  2(2p — 1)+2  =4tp,  d.  h.  nach  Abzug  von  2p  für  die 
Curve  jD  =  0,  die  aus  den  p  Kegelschnitten  e*  =  0  besteht,  bleibt 
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die  Ordnung  des  übrigen  Erzeugnisses  2p.  Ftthrt  man  die  Eli- 
ndcation  wirklich  durch,  so  ergibt  sich 


4) 


wobei 


p  p 

*  =  ^  S  ^  "*"  *S  4^7  (2^o+<^*+^*)+2r,^A*)        5) 

ist,  und  4>  =  0  die  Gleichung  der  Curve  C^p  darstellt. 

Aus  4)  erkennt  man,  dass  jP=0  in  allen  Schnittpunkten  der 
beiden  Curven  (2p — l)ter  Ordnung 

p  p 

Doppelpunkte  besitzt.  Diese  Schnittpunkte  bestehen  aus  den  2p 
Schnittpunkten  von  Ai  =  0,  6,  =  0,  aus  den  4.7tP(p— 1)  Schnitt- 
pimkten  der  Kegelschnitte  9,  =  0,  6^^  =  0  und  aus  d  weiteren 
Punkten  der  Ebene,  wobei 

d  =  (2p—iy—2p(jf'-^l)—2p  z=  2p*-%i+l 

ist  Da  nun  die  4.VtP(p— 1)  Punkte  Doppelpunkte  von"'  D  =  0 
ffiod,  und  diese  Curve  auch  einfach  durch  die  2p  Punkte  auf 
Ai  =  0,  6,-  =  0  geht,  die  auch  auf  4>  m  0  liegen,  so  sind  nur  die 
d  Punkte  Doppelpunkte  von  4>  =  0.  Hieraus  ergibt  sich  flir 
^  =  0  daa  Geschlecht  =  p. 

Der  Büschel  2)  von  Curven  (2p — l)ter  Ordnung  ist  zufolge 

des  Gesagten  zn  0  =  0  adjungirt,  und  daher  sind  alle  Curven 

2;^— 3)ter  Ordnung  3)  für  *  =  1,  2, . .  .p  zu  4>  z=  0  adjungirt. 

Sie  sind  auch  linear  unabhängig,  und  es  folgt  nun  genau  so  wie 

in  der  zweiten   Mittheilnng  gezeigt  wurde,  dass  die  Gleichung 

jeder  adjungirten  Curve  f  der  (2p -^sy^^  Ordnung  in  der  Form 

p  Il(f^*-><*)) 


8JtÄ.  d.  i««th«m--n»tttrw.  Cl.  XOV.  Bi.  II.  Abth. 
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enthalten  ist,  wobei  h  die  Werthe  1;  2, . .  .p— 1  anzunehmen  hat 

nnd  PI'  das  Product  über  t  =  1,  2,. .  .p  bedentet  mit  Ausnahme 

»■ 
t  =  i.  Die  Werthe  y^^y^t-  -  -fJ^^i  sind  die  Parameter  der  Tan- 
genten T,  auf  denen  die  Paare  liegen ,  in  welchen  ^  =  0  die  €2^ 
schneidet^  so  dass 

P  h 

und  analog 

ist. 

Es  besteht  ferner  die  Identität 

p 

Hieraus  folgt  ^  dass  die  Gleichung  einer  adjungirten  Curve 
(2p— 3)ter  Ordnung,  welche  durch  die  Paare  a^a^,  0,0^, . . .  ap_io^_i 
der  g^^  auf  unserer  C2J  geht,  die  auf  den  Tangenten  1*  =  0  der 
Enveloppe  Sp.i  liegen,  die  Gleichnng 

p-i 


:2)2 


=  0  8) 


besitzt,  wo  a«  gewisse  Constanten  bedeuten. 

Sind  daher  T^=0,  T^  =  0...  r^_i  =  0  die  (p— 1)  Tan- 
genten von  S^^i,  welche  durch  einen  Punkt  x  der  Ebene  gehen, 
so  geht  auch  y  =  0  durch  den  Punkt  x.  Eine  Eigenschaft,  die, 
wie  ich  in  der  ersten  Mittheilung  (snb  3)  zeigte,  allgemein  für 
p  >  *  gilt. 

Die  Curre  j»  =  0  geht  aber  auch  durch  die  4.  Vt(p — 1)  (p— 2, 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  ^^  =  0,  ^,  =  0 . . .  3^-.i  =  0 
und  es  folgt  einfach,  dass  jede  adjungirte  Curve  y  der  (2p — 3)ten 
Ordnung,  welche  durch  die  zwei  Paare  a^cc^]  a^a^  geht,  auch  die 
vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  5^  =  0,  ^,  =  0 
enthält. 
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2.  Dieses  Verhalten  findet  nicht  bei  einer  allge- 
meinen hyperelliptischen  Curve  C?^  statt,  sobald/»4 
ist,  wie  aus  Folgendem  ersichtlich. 

Wir  setzen  vorderhand  eine  beliebige  hyperelliptische  Curve 
(^  Yon  der  Ordnung  m  und  dem  Geschlechte  ji^  vorans,  welche 
hinter  einfache  Doppelpunkte  haben  soll  und  erst  später  wollen 
wir  m  =  2p  annehmen. 

Es  sei  f  eine  adjungirte  Curve  der  (m — 3)ten  Ordnung  zu  C«, 
welche  in  2p — 2  Punkten,  die  wir  die  Gruppe  (y)  nennen  wollen, 
die  C£  ausser  in  den  d=z^/^(m — l)(i» — 2)— p  Doppelpunkten 
sehneidet  Sei  femer  o,  a  ein  willkttrliches  Paar  der  g^^  und  A  die 
Gerade  aa,  welche  (^  noch  in  (m — 2)  Punkten  schneidet,  die  wir 
die  Gruppe  (A)  nennen  wollen.  Dann  geht  durch  (A)  und  {f)  noch 
ein  Bfischel  adjangirter  Curven  der  (m — 2)ten  Ordnung,  welche 
auf  C^  die  g^l^  aussehneiden.  Sei  x  die  Curve,  welche  das  Paar 
bß  enthält  Wir  legen  femer  durch  a,  a  einen  willkürlichen 
Kegelschnitt  JT,  welcher  C£  noch  in  (2m — 2)  Punkten,  die  wir  (K) 
nennen  woUen,  schneidet;  dann  geht  durch  (K)  und  (<p)  wieder 
ein  Bttschel  a^jungirter  Curven  der  (m — l)ten  Ordnung,  welcher 
üeg^l^  ausschneidet.  Es  sei  ^  die  Curve  (m — l)ter  Ordnung  dieses 
Bllscfaels,  welehe  das  Paar  bß  enthält  Dann  lässt  sich  zeigen, 
dass  die  Curven  ^  und  x  ii^  den  «f  Doppelpunkten  von 
C^  einander  berühren. 

X  wird  von  C^  geschnitten  in  den  d  Doppelpunkten  in  je 
zwei  zusammenfallenden  Punkten  in  den  Grappen  (7),  (A)  und  in 
bß.  Nun  geht  durch  die  Grappe  (A)  eine  Gerade,  daher  liegen 
die  Übrigen  Punkte  auf  einer  Curve  der  (tn — l)ten  Ordnung.  Folg- 
lich gehen  durch  die  Gruppe  (f)  das  Paar  6,  ß  und  die  2dy  in  den 
d  Doppelpunkten  coYncidirenden,  Schnittpunkte  noch  oo^  Curven 
der  (m — l)t6n  Ordnung,  denn  es  bilden  diese  Punkte  das  voll- 
ständige System  der  Schnittpunkte  einer  Curve  (m — l)ter  und 
(m— 2)ter  Ordnung  [es  ist  in  der  That  2d-4-  2p— 2+2  =  (w— 1). 
(m — 2)J  und  durch  ein  solches  gehen  noch  immer  00^  Curven 
(}n.l)ter  Ordnung.  Durch  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Punkte  ist  eine  der  Curven  (m — l)ter  Ordnung  vollständig  be- 
stimmt, und  je  zwei  dieser  Curven  schneiden  einander  in  noch 
^m — 1)  Punkten  einer  Geraden.  Jede  dieser  00'  Curven  (m — l)ter 
Ordnung  schneidet  C£  noch  in  2m — 2  Punkten,  welche  auf  einem 

3* 
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Kegelschnitte  liegen,  der  durch  a,  a  geht  Denn  sei  tp^  eine  der  Cur- 
Yen  (m — l)ter  Ordnung;  so  geht  durch  das  vollständige  Schnittr 
punktesystem  derselben  mit  /,  bestehend  aus  den  2d  Punkten  in 
den  d  Doppelpunkten  von  C^»,  aus  (y)  und  ft,  ß,  die  Curve  CS  und 
schneidet  dieselbe  daher  ^y  noch  in  2m — 2  Punkten,  die  auf 
einem  Kegelschnitte  K^  liegen  müssen.  Nun  bildet  A  mit  ^^  zu- 
sammen eine  Curve  mter  Ordnung  ebenso  JTj  und  x.  D^^ch  ihre 
Schnittpunkte  geht  daher  ein  Büschel  von  Curven  mter  Ordnung. 
C^  geht  durch  alle  bis  auf  die  zwei  Schnittpunkte  von  A  mit  K^j 
muss  also  auch  diese  enthalten,  d.  h.  A  und  K^  schneiden  einander 
auf  C£  in  dem  Paare  a,  a.  Nun  kann  man  K^  und  K  zusammen- 
fallen lassen  und  erhält  den  obigen  Satz. 

Es  folgt  femer:  Legt  man  durch  ein  Paar  a,  a  von 
C^  zwei  beliebige  Kegelschnitte  K  und  JT^,  welche 
ß^  noch  in  den  Gruppen  (JT)  und  (Ä^)  von  je  2m— 2 
Punkten  treffen,  so  geht  durch  irgend  welche  p 
Paare  von  Cj  und  {K)  respective  (ß^)  je  eine  zu  Ci 
adjungirte  Curve  der  (m — l)ten  Ordnung  und  beide 
Curven  berühren  einander  in  den  cf  Doppelpunkten. 

Sie  berühren  nämlich  die  adjungirte  Curve  x  der  (»« — 2)teii 
Ordnung,  welche  durch  die  p-Paare  und  die  (m — 2)  weiteren 
Punkte  von  CJ  auf  aa  geht.  Die  zwei  Curven  ^  und  tp^  schnei- 
den einander  noch  in  (m— 1)-Punkten  auf  derjenigen  Geraden^ 
welche  die  zwei  übrigen  Schnittpunkte  von  f  und  K^  trägt.  Denn 
hält  man  von  den  |^Paaren  (p — 1)  fest  und  lässt  das  letzte  die 
CS  durchlaufen,  so  beschreiben  ^  und  ^^  zu  einander  projec- 
tivische  Büschel,  welche  nebst  C^  noch  ein  Gebilde  (m — 2)ter 
Ordnung  erzeugen  müssen. 

Nun  wird  aber  die  Curve  y  der  (m — 3)ter  Ordnung  erzeugt, 
die  durch  die  (p — 1)-Paare  geht,  da  sie  als  Bestandtheil  der  Cur- 
ven tp  und  Tpj  auftritt,  die  einander  vermöge  des  Paares  a,  a  ent- 
sprechen, indem  ^in  K  und  '(^,  ^^  in  K^  und  f  zerfällt.  Als  Best 
bleibt  noch  eine  von  den  Büscheln  tp  und  ^y  erzeugte  Gerade  Ä, 
auf  der  sich  je  zwei  entsprechende  Curven  in  (m — 1)-Punkten 
schneiden  müssen.  Wir  sehen  auch,  dass  sich  tp  und  ^^^  noch  stets 
in  (m — 1)  Punkten  schneiden,  die  nicht  auf  Cj  liegen  und  auch 
nicht  auf  y  liegen  können.  Kf  und  K^tf  sind  ein  Paar  entspre- 
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chende  Curven,  also  schneidet  K  die  Gerade  B  in  denselben 
Punkten  wie  K^. 

Wir  kehren  nnn  zu  unserer  hyperelliptischen  Curve  C\p 
zurflck.  Jede  Curve  tp,  welche  die  Curve  x  in  den  d=  2p* — 
4p+l  Doppelpunkten  berührt  und  durch  die  (p — 1) -Paare  (y) 
auf  f  geht,  schneidet  f  noch  in  einer  Gruppe  (tp)  von  Punkten, 
deren  Anzahl 

Q  =  {2p-l)  (2p-3)-d-2(p-l)  =2(p-l)  (p^2) 
ist^  Ausser  dem  Paare  bß  schneidet  tp  noch  in  4p — 2  Punkten 
die  Clp^  so  dass  die  Punkte  (IT)  auf  einem  Kegelschnitte  fliegen, 
und  mit  (tp)  (y)  zusanmien  die  Basis  eines  Büschels  adjungirter 
Curven  (2p — l)ter  Ordnung  bildeu,  welcher  die  ^r^J)  ausschneidet. 
K  geht  hiebei  stets  durch  ein  festes  Paar  a,  a.  Nehmen  wir  nun 
ein  anderes  Paar  a'  0/,  so  ergibt  sich  analog  eine  Curve  j^, 
welche  durch  (f)  6,  ß  und  die  2p — 2  übrigen  Schnittpunkte  von 
a/fl/  mit  Cfip  geht  Die  Curven  tp',  welche  x'  ^t^  den  d  Doppel- 
punkten berühren,  durch  (f)  und.6, ß  gehen,  schneiden  f  noch 
in  Gruppen  (^')  von  Q  Punkten. 

Fällt  nun  eine  Gruppe  (tp)  mit  einer  Gruppe  (tp^  zusammen, 
80  seien  t^^  und  tf/^  die  Curven,  welche  diese  Gruppe  bestimmen, 
und  die  Kegelschnitte  K^  und  K\  durch  aa  respective  a'af  mögen 
die  4p — 2  übrigen  Schnittpunkte  von  ^^i  respective  tp^  mit  Cfp 
tragen. 

Da  nun  ^\  durch  den  vollständigen  Schnitt  von  ^^  mit  y 
geht,  so  schneiden  einander  tf/j  und  ^[  noch  in  2(2p—  1)-Punkten, 
die  auf  einem  Kegelschnitte  6^  liegen,  der  durch  6,  ß  geht,  da  tf/^ 
und  4^  diese  Punkte  enthalten.  Benutzt  man  nun  die  Gruppen 
von  2(2p — 1)-Punkten  auf  K^  oder  K[ ,  um  durch  sie  und  die 
(p — lyPaare  (y)  auf  y  den  Büschel  adjungirter  Curven  (2p— l)ter 
Ordnung  zu  legen,  welcher  die  g^l^  ausschneidet,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  beide  Büschel  ihre  übrigenBasispunkte  gemeinschaft- 
lieh auf  f  liegen  haben,  und  zwar  in  den  Schnittpunkten  von  tp^ 
oder  ^  mit  y.  Daher  werden  je  zwei  Curven  beider  Büschel,  die 
dasselbe  Paar  x,  C  von  C^p  ausschneiden  einander  nur  noch  in 
2(2p — 1)-Punkten  schneiden,  die  auf  einem  Kegelschnitt  e,  liegen, 
der  durch  or,  C  hindurchgeht. 

Fällt  a?j  C  mit  a,  a  zusammen,  so  zerfällt  ^^  in  f  und  K^, 
während  44  diesen  E^  ausser  a,  a  noch  in  2(2p— 1)— 2  Punkten 
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trifft,  die  nicht  auf  Cfj,  liegen.  K^  nnd  auch  K\  gehören  also  zum 
System  der  d  und  sind  als  O^y  ^a/  zQ  bezeichnen.  Die  Bttschel 
von  Curven  (2p — l)t®r  Ordnung,  welche  beide  die  g^l^  aussclmei- 
den,  sind  einander  projectivisch  in  Anbetracht  der  Curven,  welche 
dieselbe  Gruppe  enthalten.  Ihr  Erzeugnis  ist  also  ausser  C|p  noch 
eine  Curve  «2^-2  von  der  Ordnung  2p — 2.  Beachtet  man,  dass 
das  System  der  Kegelschnitte  0^  mit  dem  einen  oder  anderen 
Bttschel  dasselbe  Erzeugniss  liefert,  vermehrt  aber  um  den  Kegel- 
schnitt K^  oder  K[,  so  kann  man  den  Index  des  Systemes  der 
Kegelschnitte  9^.  bestimmen.  6^  geht  nach  Obigem  durch  die 
Schnittpunkte  zweier  entsprechender  Curven  der  Bttschel  und 
nur,  wenn  j?,  fmit  a,  a  zusammenfällt,  zerßlllt  die  Curve  (2p— l)ter 
Ordnung  des  Bttschel  in  f  und  den  Kegelschnitt  Oa^  also  zählt 
dieser  zum  Erzeugniss  nebst  Cf^  und  ^2^-2-  Jeder  Curve  des 
Bttschels  entspricht  ein  Kegelschnitt  6,  aber  auch  einem  9  kann 
nur  eine  Curve  des  Bttschels  entsprechen.  Gehen  also  p  Kegel- 
schnitte 6x  durch  einen  Punkt  der  Ebene,  so  wird  das  Erzeugniss 
eines  Systems  von  Kegelschnitten  vom  Index  p  mit  dem  Bttschel 
(2p — l)ter  Ordnung,  der  ein-eindeutig  auf  die  Kegelschnitte  be- 
zogen ist,  die  Gesammtordnung  p(2p — 1)+2  haben,  also  muss 

p(2p— 1)+2  =  2p+2p— 2-4-2 

daher  p  =  2  sein,  d.  h.  die  Kegelschnitte  9,.  bilden  ein 
System  vom  Index  2.  Ausser  dem  Kegelschnitte  6,,  welcher 
das  Paar  x,  f  von  Cfp  enthält,  geht  nur  noch  ein  Kegelschnitt 
durch  or,  welcher  ein  anderes  Paar  j/,  19  enthält. 

Dieses  System  d^  von  Kegelschnitten  erzeugt  «Jso  mit  den 
ihm  ein  eindeutig  zugeordneten  Tangenten  x^  der  Enveloppe 
(Sp_i  der  (p— l)ten  Classe  auch  die  Cf^  und  nur  diese,  da  6«.  die 
entsprechende  Tangente  j?C  nur  in  den  Punkten  a?,  ?  von  C^p  trifift 
und  auch  2(p — 1)4-2  =  2p  die  Ordnung  von  Cip  ist.  Die  Curve 
Cap  ist  also  von  der  Eingangs  betrachteten  Art 

Man  sieht  noch,  dass  Iltp-2,  welcher  der  Best  des  Erzeug- 
nisses der  projectivischen  Büschel  (2p — l)ter  Ordnung  ist,  die 
Q  Punkte,  in  denen  ^^  und  ^[  die  f  schneiden,  zu  Doppelpunkten 
besitzen  muss,  und  daher  in  (p — 1)  Kegelschnitte  zerfällt,  näm- 
lich in  die  (p — 1)  Kegelschnitte  des  Systems,  welche  den  (p — 1) 
Paaren  auf  f  zugehören. 
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Die  Curve  Cfj,  ist  also  von  der  in  1.  betrach- 
teten Art,  sobald  anf  f  eine  Gruppe  (tf/)  mit  einer 
Ornppe  (tJ/)  coYncidirt.  Nun  bilden  die  Curven  tp,  welche 
(^)  auBschneiden,  da  sie  x  ^^  den  d  Doppelpunkten  berühren 
durch  {f)  und  b^  ß  gehen  eine  oo^faches  lineares  System  und 
daher  haben  die  Gruppen  (tf/)  nur  die  Beweglichkeit  3.  Dasselbe 
gilt  von  den  Gruppen  {^^  Man  kann  daher  nur  bewirken ,  dass 
beide  Gruppen  sechs  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  d.  h.,  dass 
2wei  Curven  ^p  und  4/  einander  noch  in  sechs  Punkten  auf  f 
BclLueiden.  Da  nun  Q — 6  grösser  ist  als  das  Geschlecht  der 
CuTve  y  von  der  (2p — 3)t«B  Ordnung,  sobald  p>4,  so  werden  ^ 
uad  4^  nicht  dieselben  Q — 6  Punkte  aus  f  ausschneiden,  daher 
aaeh  keine  Gruppe  der  verlangten  Art  t.  A.  für  p>4  bestimmen. 
Hiebei  dürfen  noch  von  den  sechs  Punkten  keine  drei  auf  einer 
Creraden  liegen,  denn  die  Gruppen,  welche  eine  willkürliche 
Gerade  B  mit  x  zusammen  ausschneidet,  ist  auch  eine  (tp)  und 
bat  mit  derjenigen  (^,  welche  B  mit  x'  ausschneidet  2p— S 
Punkte  gemeinschaftlich. 

Nun  ist  aber  ftir  p^4  auch  2p — 3<6  und  (?— ß^n-,  wenn 
K  das  Geschlecht  der  adjungirten  Curve  f  der  (2p — 3)ten  Ord- 
nung ist,  also  findet  man  auf  y  immer  eine  Gruppe  (*j/),  die 
mit  (^  coYncidirt.  Daher  folgt: 

Bezieht  man  einen  Strahlenbüschel  l^er^  2(er  oder 
4terClasse  ein-eindeutig  auf  ein  System  von  vierfach 
berührenden  Kegelschnitten  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung, so  erhält  man  als  Erzeugniss  eine  hyperellip- 
tische Curve  von  der  Ordnung  4,  6,  8  mit  1,  7  respec- 
tive  17  einfachen  Doppelpunkten,  also  vom  Ge- 
schlechte 2,  3,  4.  Man  kann  so  jede  hyperelliptische 
Curve  vom  Geschlechte  2,  3,  4  und  der  Ordnung  4, 
6,  8,  erzeugen,  wenn  bei  denselben  einfache  Doppel- 
punkte vorausgesetzt  werden. 

Für  die  hyperelliptische  Carve  achter  Ordnung  mit  siebzehn 
Doppelpunkten  C^  folgt  der  auch  direct  hie^  leicht  zu  beweisende 
Satz,  dass  der  Büschel  von  adjungirten  Curven  fünfter  Ordnung 
welcher  durch  zwei  Paare  a,  a ;  b,  ß  der  €1  bestimmt  ist,  noch 
vier  Badspunkte  ausserhalb  C^  besitzt,  die  mit  aa  und  bß  auf  je 
einem  Kegelschnitte  day  Ob  liegen. 
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Jede  adjungirte  y  der  fünften  Ordnung,  welche  also  CJ  in 
den  drei  Paaren  aa,  Aß,  cy  schneidet,  geht  auch  durch  die  zwölf 
Schnittpunkte  der  drei  Kegelschnitte  Oa,  9j,  6^,  welche  man  er- 
hält, wenn  man  den  Bttschel  durch  a«,  bß^  respective  aa,  cy  oder 
bßy  cy  bestimmt. 

Hält  man  die  zwei  Paare  a«,  bß  fest,  so  schneidet  jede 
Curve  (p  des  Bttschels  die  C^  in  einem  Paare  x,  C  Qi^d  der  Kegel- 
schnitt 6^,  welcher  durch  x^nud  das  Quadrupel  geht,  in  welchem 
6«  von  f  geschnitten  wird,  hUllt  ein  Curve  vierter  Ordnung  ft^ 
ein.  Fällt  or  mit  a  zusammen,  so  berührt  f  die  C^  in  a,  also  auch 
in  a  und  schneidet  6«  ausser  in  den  vier  Punkten  auf  6»  noch  in 
vier  Punkten,  in  denen  6«  die  Enveloppe  R^  berührt. 

Ist  X  ein  Schnittpunkt  von  &^  mit  C^,  so  schneidet  nach 
eben  Gesagtem  die  y,  welche  C*  in  j?  berührt  auf  6,.  die  vier 
Punkte  von  R^  aus,  soll  nun  einer  dieser  mit  x  zusammenfallen,, 
so  muss  die  f  den  Kegelschnitt  6^,  also  auch  S^  in  x  berühren^ 
d.  h.  die  Curve  vierter  Ordnung  ft^  berührt  CJ  überall  dort,  wo 
sie  ihr  begegnet. 

Auch  bei  der  Eingangs  betrachteten  Cf^  findet  mit  ft^  überall 
Berührung  statt,  wo  ft^  die  Cl^  triflft.  Es  ergibt  sich  dies  in  der 
selben  Weise  wie  für  die  CJ. 

Da  das  System  der  Kegelschnitte  6^:  für  CJ  vollständig  be- 
stimmt ist,  so  gibt  es  nur  eine  einzige  ß*^,  also  auch  nur  eine 
einzige  Erzeugung  der  gegebenen  C*.  Bei  den  Curven  C®  und  CJ 
sind  verschiedene  Erzeugungen  möglich,  da  die  Kegelschnitte 
e^e  noch  Willkürlichkeiten  einschliessen. 

Bei  einer  CJ  kann  man  auf  einer  adjungirten  y  der  dritten 
Ordnung,  die  noch  in  zwei  Paaren,  aa;  bß  schneidet,  drei 
Punkte  beliebig  annehmen;  die  Kegelschnitte  6«,  6^,  welche  durch 
diese  und  aa  respective  bß  gehen,  schneiden  einander  noch  in 
einem  Punkte  der  Curve  y,  wie  leicht  zu  zeigen  ist. 

Durch  diesen  Punkt  gehen  alle  adjungirten  Curven  fünfter 
Ordnung,  welche  durch  aa,  bß  und  die  drei  Punkte 
gehen. 

Unter  diesen  Curven  kann  man  solche  finden,  welche  noch 
durch  ein  Paar  cy  gehen  und  C^  in  acht  Punkten  eines  Kegel- 
schnittes trefi^en. 
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Zwei  solche  Curven,  die  in  Gruppen  auf  zwei  Kegelschnitten 
6,  und  6y  schneiden^  welche  ausserdem  je  ein  Paar  j?f  und  yn  der 
^^  aasschneiden;  liefern  durch  diese  acht  Punkte  die  Basis  zweier 
Büschels  fünfter  Ordnung,  welche  die  g^^  ausschneiden.  Je  zwei 
solche  Gurren  schneiden  einander  ausser  in  einem  Paar  der  g^"^ 
noch  in  acht  Punkten,  die  auf  einem  durch  das  Paar  gehenden 
Kegelschnitt  6  liegen,  welcher  die  ^^  einhüllt.  Man  kann  also 
einen  der  Kegelschnitte  6  ganz  beliebig  annehmen,  wodurch  dann 
das  System  bestimmt  ist.  9  muss  nur  durch  ein  Paar  der  g^^ 
gehen  und  nicht  zerfallen  in  die  Gerade,  welche  dieses  Paar 
trägt. 

Bei  einer  C\  werden  die  Verhältnisse  noch  einfacher  und 
sollen  hier  nicht  weiter  erörtert  werden ;  ich  will  in  einer  dem- 
nächst erscheinenden  Arbeit  über  die  Curven  4ter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt  auf  dieselben  zurückkommen. 
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Über  einen  Satz  aus  der  Folarentheorie  der  algebrai- 
schen Ourven. 

Von  Adolf  Sehwarc^ 

8tud.  phü.  in  Wien. 
(Vergelegt  In  der  Sitzung  am  16.  December  1886.) 

Sind  Cm,  Cn  zwei  Curven  von  der  mten  und  nten  Ordnung,  so 
fiteilen  sie  zusammen  eine  Curve  C«+«  von  der  Ordnung  (m-hii) 
dar.  Jeder  Punkt  p  der  Ebene  hat  eine  bestimmte  gerade  Polare 
in  Bezug  auf  jede  dieser  drei  Curven.  Es  soll  gezeigt  werden, 
dass  diese  drei  Polaren  eines  und  desselben  Punktes  durch  einen 
und  denselben  Punkt  hindurchlaufen.  Sind  P^,  P^  die  geraden 
Polaren  von  p  in  Bezug  auf  C«,  Cn,  und  verbindet  man  den 
Schnittpunkt  o  =  (P,  P,)  derselben  mit  dem  Pole  p,  so  schneidet 
5p  die  Curve  C„,  in  dem  m-elementigen  Punktsystem  a,, . . .««, 
Cn  in  dem  n- elementigen  Systeme  6,  . .  .6«,  und  es  ist  zu  Folge 
der  Definition  der  geraden  Polaren: 


2 

«  =  1 

oa, 

A 

n 

y  obi 

0, 

pai 

^ 

oder. 

indem 

man 

setzt: 

op 

•=1 

oa  = 

1 
pai 

:op 

-^  pa 
=  0, 

,  ob  zz  op 

multiplicirt  man  mit  — 1,  so  ist,  wenn  man 

m  n 


setzt: 
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po.s^-nzn  ) 

Die  gerade  Polare  P^  von  p  in  Bezug  auf  €„,+»  schneide  pö 
in  X,  so  ist,  wie  man  leicht  erkennt: 

Addirt  man  die  beiden  Gleichungen  1),  so  findet  man: 

Durch  Yergleichung  mit  2)  ergibt  sich,  dass 

ist,  d.  h.  die  Polaren  Pj ,  P, ,  P^  des  Punktes  p  gehen  durch  einen 
und  denselben  Punkt. 

Analytisch  stellt  sich  der  Beweis  so  dar: 

ft=Of,=0 

seien  die  Gleichungen  von  C«,  und  C„,  so  ist: 

die  Gleichung  der  Curve  C,»-|-».  Der  Punkt  p  habe  die  Coordinaten 
(jTj,  ar,,  or,).  Dann  lauten  die  Gleichungen  der  geraden  Polaren 
Pp  Pj,  P3  desselben  in  Bezug  auf  die  drei  Curven : 

P|...  »tä^  +  fft  8i-  +  »3-ä^-0 

=.L  }^^y  }L^y  ^Uf  fv^  +  t/  ^+1/  -^Wo 

-'«V'^Bar,  ^^*8a?,  ^*«  Bor,/ ^'^^»8^,  ^  ^*  8^,  ^^«8ar3y-^' 

Hierin  bedeuten  j^^,  y^^  y^  die  laufenden  Coordinaten.  Aus 
der  Form  dieser  Gleichungen  folgt  schon  der  zu  beweisende  Satz. 
Denn  bezeichnet  man  die  linken  Seiten  der  drei  Gleichungen  mit 
P^^Pif  P,,  so  ist: 
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das  ist  aber  die  Gleichangsform  einer  Geraden,  die  durch  den 
Schnittpunkt  der  Geraden,  Pj,  P^  hindurchgeht. 

Ist  G  irgend  eine  durch  p  gehende  Gerade,  so  schneidet  sie 
Cm  in  den  Punkten  a„  . .  .a«,  Ci  iu  Ap  . .  .6«;  Pi  in  j?|,  P,  in  a?„ 
P3  in  a?3,  und  es  ist,  wenn  «,,  «,  die  frühere  Bedeutung  haben:! 

paTj.Sj  =  m  3) 

px^  .8^:=:  n  4) 

pa?3  («j  +«,)  =  m+n,  5) 

daher  ist: 

eine  Relation  zwischen  den  Schnittpunkten  einer  durch  den  Pol 
gelegten  Geraden  mit  den  drei  Polaren. 
Zieht  man  op  =  P,  so  ist 

(^i^t^aP)  =  (PAPz^^)  =  const,  6) 

da  die  vier  Geraden  P,  P^,  P,,  P3  fest  sind,  und  von  G  selbst  nicht 
abhängen. 

Die  Gleichung  4)  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

Benutzt  man  die  Gleichungen  3)  und  4),  so  ist: 

x^  8^  n 

x^p  «,  ""  iw  ' 

xjp n   8^ 

x^p  ^  m  8^' 
daher: 

X^Xo    8m  Tt 

wobei  c  vneder  eine  feste  Grösse  ist. 

X  X 

— ^-^  ist  aber  das  Theilverhältniss  X  des  Punktes  a?,  in  Be- 
x^x^ 

zug  auf  das  Punktepaar  x^y  x^.  Daher: 
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X.  —^  z=.  const, 

d.  h.,  wenn  G  sich  um  p  herumdreht,  so  ändern  sich  X  nnd  -^ 
sOy  dass  das  Product  l  -^  angeändert  bleibt. 

Da  X  =  -^-T-TTTTTT  ist,  so  lässt  sich  die  letzte  Gleichung 
j?,0  sin(P,P3)      '  ^ 

in  die  Form  bringen 

iL 52  ™(M)- const 

ein(P  P) 
oder  da    .  )JJi,  wenn  p  gewählt  ist,  selbst  eine  bestimmte 
sin(P,P3) '  ^  ^  ' 

Grösse  ist,  nämlich  das  Theilverhältniss  des  Strahles  P,  in  Bezug 

anf  das  Strahlenpaar  P^,  P^y  so  erhält  man  schliesslich: 

-i-  -V  =  const. 

Von  dem  bewiesenen  Satze,  dass  die  drei  Polaren  P^,  P,,  P, 
eines  Punktes  p  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  soll  im 
Folgenden  eine  Anwendung  auf  die  Construction  der  geraden 
Polare  eines  Pnnktes  in  Bezug  auf  eine  algebraische  Curve  ge- 
macht werden. 

Die  Construction  der  Polargerade  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  eine  Corye  dritter  Ordnung  lässt  sich  bekanntlich  auf  den 
Fall  reduciren,  dass  die  Gurre  in  ein  Geradentripel  zerfällt,  und 
mit  diesem  Falle  soll  begonnen  werden. 

Seien  A^j  A^y  Ä^  die  Seiten  des  als  Curve  dritter  Ordnung 
aufgefassten  Dreiseits.  Es  soll  die  Polargerade  eines  Punktes  p 
in  Bezug  auf  diese  Curve  construirt  werden. 

Das  Dreiseit  kann  man  auf  drei  verschiedene  Arten  zu- 
sammensetzen aus  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  einer  Gera- 
den, nämlich: 

^,  ^  -f-  il, 
A^  A^  -H  A^ 


46  A.  Schwarz, 

Nach  dem  bewiesenen  Satze  muss  die  gesuchte  Polargerade 
die  drei  Punkte  enthalten,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Polaren  von  p  in  Bezug  auf  die  Curven  zweiter  Ordnung  A^  Ä^j 
Ä^  A^,  Ä^A^  beziehungsweise  mit  den  Polaren  von  p  in  Bezug 
auf  die  Geraden  A^^  A^y  A^  das  sind  aber  die  Geraden  A^^  A^  A^ 
selbst,  zum  Durchschnitte  bringt.  Damit  ist  die  bekannte  Con- 
struction  der  Polargeraden  ftlr  ein  Dreiseit  von  neuem  begründet; 
Man  verbinde  den  Pol  mit  den  Ecken  des  Dreiseits,  construire  zu 
jeder  dieser  Verbindungslinien  in  Bezug  auf  das  entsprechende 
Seitenpaar  den  harmonisch  conjugirten  Strahl,  und  bringe  den 
letzteren  mit  der  Gegenseite  der  betreffenden  Ecke  zum  Durch- 
schnitte. Man  erhält  auf  diesem  Wege  drei  Punkte,  welche  auf 
einer  Geraden  liegen,  nämlich  auf  der  gesuchten  Polargeraden. 

Wenn  die  Curve  dritter  Ordnung  C^  in  einen  Kegelschnitt 
Cj  und  eine  Gerade  C,  zerfällt,  so  bringe  man  die  Polare  von  p 
in  Bezug  auf  die  Curve  C^  zum  Durchschnitte  mit  der  Polare  von 
p  in  Bezug  auf  C^ ,  diese  ist  aber  C^  selbst,  und  erhält  einen 
Punkt  der  Polargeraden  in  Bezug  auf  C,. 

Ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  C^  gegeben,  so  kann  man 
die  Construction  der  geraden  Polare  zurtlckführen  auf  die  Con- 
struction  in  Bezug  auf  ein  Vierseit. 

Sind  A^y  A^y  A^,  A^  die  Seiten  eines  Vierseits,  so  kann 
man  auf  drei  verschiedene  Arten  eine  ZerfäUung  des  Vierseits  in 
Eegelschnittspaare  erreichen: 

-4j  A^  -f-  A^  A^ 

I        3    ^*  9.  ^^A 

-4j  A^  4-  Aj^  A^ 

Sucht  man  die  Polare  des  Poles  p  in  Bezug  auf  jeden  der 
sechs  Kegelschnitte  und  bringt  die  Polaren  in  Bezug  auf  je  zwei 
Kegelschnitte,  die  alle  vier  Seiten  des  Vierseits  erschöpfen  mit 
einander  zum  Durchschnitte,  so  erhält  man  drei  Punkte  der  ge- 
suchten Polargeraden.  Gleichzeitig  ist  auch  damit  der  bekannte 
Satz  von  neuem  bewiesen :  Verbindet  man  die  drei  Gegenecken- 
paare eines  vollständigen  Vierseits  mit  irgend  einem  Punkte, 
und  sucht  zu  diesen  Verbindungslinien  die  harmonisch  conjugirten 
Strahlen  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Seitenpi^are  des  Vier- 
seits, so  zerfallen  die  letzteren  ebenfalls  in  drei  Strahlenpaare, 
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indem  man  zwei  Strahlen,  welche  zu  demselben  Gegeneeken- 
pnare  gehören,  in  ein  Paar  zusammenfasst.  Bringt  man  jedesmal 
die  Strahlen  eines  nnd  desselben  Paares  zum  Durchschnitte,  so 
erhält  man  drei  Punkte,  die  auf  einer  und  derselben  Geraden 
liegen,  und  diese  ist  die  Polargerade  des  vorgelegten  Punktes 
in  Bezug  auf  das  Vierseit 

Die  Constmetion  der  Polargerade  in  Bezug  auf  das  Vierseit 
Usst  sich  noch  in  anderer  Weise  behandeln,  indem  man  das  Vier- 
seit  in  eine  Carve  dritter  und  eine  erster  Ordnung  zerlegt.  Diese 
Darstellung  ist  auf  vier  verschiedene  Arten  möglich,  nämlich: 


A^  A^  A^ 

-h 

A 

-^3  -^4-^ 

4- 

A 

A^  A^  A^ 

-f- 

A 

A^  A^  A^ 

-f- 

A 

Auf  jeden  dieser  vier  Fälle  kann  der  bewiesene  Satz  an- 
gewandt werden,  was  vier  Punkte  der  gesuchten  Polargeraden 
ergibt. 

Dadurch  ist  die  das  Vierseit  betreffende  Constmetion  zu- 
rttckgeftihrt  auf  jene  ftir  das  Dreiseit 

Diese  Reduction  gilt  allgemein.  Ist  eine  Curve  C„  von  der 
Rten  Ordnung  gegeben,  so  kann  man  sie,  wenn  es  sich  um  die 
Constmetion  der  Polargeraden  handelt,  ersetzen  durch  ein  n-Seit. 
Man  kann  dann  dieses  n-Seit  auf  n  verschiedene  Arten  zerlegen 
in  ein  (n — 1)-Seit  und  einen  Strahl.  Die  Constmetion  der  Polar- 
geraden fbr  das  (ii'l)-Seit  wird  dabei  als  bekannt  vorausgesetzt. 
Indem  man  den  im  Anfang  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Satz 
auf  einen  jeden  der  »-gebildeten  Fälle  in  Anwendung  bringt, 
erhält  man  n-Punkte  der  gesuchten  Polargeraden.  Damit  ist 
dieser  von  Cayl  ey  bewieseneSatz  (C r eile's  Journal,  Bd.XXXIV) 
als  specieller  Fall  des  hier  dargestellten  erkannt. 

Hiemit  ist  die  Constmetion  fUr  das  n-Seit  zurückgeführt  auf 
jene  fUr  das  (n — 1)-Seit  Und  da  die  Constmetion  fUr  ein  Dreiseit 
bereits  angegeben  ist,  so  kann  man  die  Polargerade  eines  Punk- 
tes für  irgend  ein  n-Seit,  also  auch  für  eine  Curve  nter  Ordnung, 
iu  der  angegebenen  Weise  constmiren. 
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Sieht  man  von  der  Polartheorie  ab,  so  ergeben  sieh  auf 
diesem  Wege  Sätze  tlber  geradlinige  Figuren,  Vielecke  und 
Vielseite. 

Als  Beispiel  werde  ein  Sechsseit  betrachtet;  man  kann  aus 

den  Seiten  des  Sechsseites  (  «  )  =     '  ^  o  =  20  Dreiseite  bilden, 

die  in  zehn  Paaren  von  Dreiseiten  gruppirt  werden  können,  in- 
dem man  zwei  solche  Dreiseite  in  einer  Gruppe  zusammenfasst, 
die  die  sämmtlichen  Seiten  des  Sechsseites  erschöpfen. 

Ist  irgend  ein  Punkt  p  der  Ebene  des  Sechsseites  gegeben, 
so  hat  derselbe  in  Bezug  auf  jedes  der  construirten  zwanzig  Drei- 
seite eine  Polargerade,  diese  zwanzig  Polargeraden  zerfallen  in 
zehn  Paare,  wie  sie  den  zehn  Dreiseitpaaren  zukommen.  Je  zwei 
der  construirten  Strahlen  eines  und  desselben  Paares  schneiden 
sich  in  einem  Punkte,  man  erhält  in  dieser  Weise  zehn  Punkte, 
die  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  nämlich  auf  der 
Polargeraden  des  betrachteten  Punktes  in  Bezug  auf  das  Sechs- 
seit. 

Analoge  Betrachtungen  gelten  ftir  Flächen.  Sind  F^,  F»  zwei 
Flächen  mter  und  nter  Ordnung,  so  stellen  sie  zusammen  eine 
Fläche  Fm-^n  von  der  Ordnung  (m-h»)  dar.  Wieder  zeigt  man  in 
derselben  Weise,  wie  das  für  Curven  geschah,  dass  die  Polar- 
ebene  eines  Punktes  p  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^-^n  durch  die 
Schnittgerade  der  Polarebenen  von  p  in  Bezug  auf  die  Flächen 
Fm,  und  Fn  hindurchgeht.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  kann  man  die 
Polarebene  eines  Punktes  j9  in  Bezug  auf  eine  algebraische  Fläche 
nter  Ordnung  construiren.  Zunächst  lässt  sich  diese  Oonstruction 
reduclren  auf  die  Oonstruction  der  Polarebene  von  p  in  Bezug 
auf  eine  in  ra-Ebenen  zerfallende  Fläche  n^er  Ordnung.  Man  er- 
hält dieselbe,  indem  man  durch  den  Punkt  p  drei  Gerade  A,  J?,  C 
legt  und  mit  der  vorgelegten  Fläche  zum  Durchschnitte  bringt* 
A  schneidet  die  Fläche  in  dem  Punktsysteme  a^,  a,, . .  .0»;  17  in 
6j,*j,...6n;  ein  c,,  c,,. .  .c„. 

Die  Ebenen 

«1  =  («1*1  ^1)*  «t  =  («2*1^1)7  •••«»  =  (fl«*«c») 
können  bezüglich  der  Polarebenenconstruction  des  Punktes  d  die 
vorgelegte  Fläche  ersetzen. 
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Die  Construction  in  Bezug  auf  die  Fläche  ol^o^,  ,  ,0^  lässt 
sich  aber  nach  dem  bewiesenen  Satze  reduciren  auf  die  Con- 
smction  ftir  eine  ans  (it — 1)  Ebenen  bestehende  Fläche.  Für 
»  =  3  ist  aber  die  Construction  sofort  ausführbar.  Man  braucht 
nur  die  Kanten  des  vorgelegten  Dreikants  aus  dem  Punkte  p  zu 
projiciren^  und  zu  den  Projectionsebenen  in  Bezug  auf  die  ent- 
sprechenden Ebenenpaare  des  Dreikants  die  harmonisch  con- 
jagirten  Ebenen  zu  construiren.  Bringt  man  die  letzteren  mit  den 
Gegenebenen  des  Dreikantes  zum  Durchschnitte^  so  erhält  man 
drei  Strahlen  ^  die  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen^  und  dies 
ist  schon  die  gesuchte  Polarebene. 

Nachdem  aber  die  Construction  ftir  den  Fall  n  =  3  ausfllhr- 
bar  ist,  so  ist  sie  nach  Früherem  auch  fllr  n  =  4,  5 . .  ausfUhrbahr^ 
d.  h.  auf  dem  angegebenen  Wege  lässt  sich  die  Construction  fttr 
eine  allgemeine  Fläche  durchftihren. 


Siub.  d.  mfttb6]xi.-iiatiinr.  0).  XCV.  Bd.  II.  Abth. 
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Über  das  Verhältniss  von  Energie  und  Arbeits- 
leistung beim  Gondensator. 

Von  Dr.  GoUUeb  Adler^ 

Frivatdocent  an  der  Wiefur  ühiveraität. 

Maxwell^  und  nach  ihm  Mascart'  haben  gezeigt,  dasB, 
wenn  die  Platten  eines  Condensators,  etwa  dnrch  Verbindung  mit 
den  Polen  einer  galvanischen  Batterie,  auf  constanter  Potential- 
diflFerenz  erhalten  werden,  die  Arbeit,  die  bei  irgend  einer  Be- 
wegung der  Platten  gegeneinander  gewonnen  wird,  nicht  von 
einer  Abnahme  der  Gesammtenergie  des  Systemes  begleitet 
ist,  sondern  dass  im  Gegentheile  dieselbe  um  einen  der  gewon- 
nenen Arbeit  gleichen  Betrag  ansteigt. 

Es  muss  somit  bei  dem  in  Frage  stehenden  Vorgange  dem 
Gondensator  eine  Arbeitsmenge  von  aussen  zugeführt  worden 
sein,  und  zwar  wird  der  galvanischen  Batterie,  durch  deren  Ver- 
bindung mit  dem  Plattencondensator  dieser  auf  einer  constanten 
Potentialdifferenz  erhalten  wird,  das  Doppelte  der  durch  die 
Bewegung  der  Platten  gewonnenen  Arbeit  entnommen,  deren 
eine  Hälfte  der  gewonnenen  Arbeit,  deren  andere  dem  gleich- 
grossen  Zuwachse  der  Energie,  der  gleichzeitig  eintritt,  äqui- 
valent ist.  Es  hat  schon  früher  Stefan'  rttcksichtlich  der  elek- 
trodynamischen Kräfte  auf  die  gleiche  Eigenthttmlichkeit  der 
Arbeitsverhältnisse  der  galvanischen  Batterie  aufmerksam  ge- 
macht, dass  nämlich  der  letzteren  nicht  nur  ein  Betrag  entnommen 
wird,  äquivalent  der  durch  die  Bewegung  zweier  Stromkreise 
gewonnenen  Arbeit,  sondern  noch  ausserdem  ein  gleichgrosser, 
jenem  Anwüchse  der  Energie  der  beiden  Stromkreise  aufeinander 
äquivalenter,  welcher  den  Arbeitsvorgang  begleitet. 


1  Maxwell,  Lehrbuch  d.  Elektricität  u.  des  Magnetismus.  §.  399. 

2  Mascart,  Journal  de  physique.Bd.  VI,  S.  168  u.  ff. 

*  Stefan,  „Über  die  Gesetze  der  elektrodynamischen  Induction«. 
Wiener  Sitzungsberichte, Bd.  LXIV,  S.  215  u.  ff. 
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Es  lag  somit  die  Frage  nahe,  ob  die  gleiche  Eigenthümlich- 
keit  des  ArbeitsvorgaDges  sich  auch  rttcksiehtlich  jener  Arbeit 
nachweisen  lasse,  welche  bei  auf  constanter  PotentialdifFerenz 
erhaltenenCondensatorplatten  durch  diePolarisirung  des  zwischen 
ihnen  befindlichen  Dielektricums  gewonnen  werden  kann,  und 
die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Untersuchung 
dieser  Frage. 

Es  bezeichne  P  die  constante  Potentialdifferenz  der  beiden 
ebenen  Condensatorplatten,  etwa  dadurch  erzeugt,  dassdieoberemit 
dem  Pol  einer  Batterie  verbunden  auf  constantem  Potential  P,  die 
untere  zur  Erde  abgeleitet  auf  dem  Potential  0  erhalten  wird;  d  sei 
der  Abstand  beider  Condensatorplatten  von  einander,  eine  Grösse, 
die  gegen  die  Dimensionen  der  Platten  sehr  klein  angenommen 
werden  soll.  Es  ist  dann  die  Kraft  in  dem  zwischen  den  Gonden- 

p 
satorplatten    entstehenden  homogenen    elektrischen  Felde  — , 

und  ihre  Richtung,  die  der  an  die  obere  Platte  nach  abwärts 
errichteten  Nonnale.  Es  bezeichne  femer  K  die  Dielektricitäts- 
eonstante   des   zwischen    den   Condensatorplatten  befindlichen 

Dielektricums;  es  ist  dann  k^z—. —  jene  Zahl,  die  nach  der 

Poisson-Mosotti'schen  Hypothese  mit  der  inducirenden  Kraft 
multiplicirt  das  in  der  Volumseinheit  erzeugte  dielektrische 
Moment  gibt. 

Wie  immer  wir  uns  nun  den  Vorgang  der  dielektrischen 
Polarisation  denken  mögen,  sei  es  bestehend  in  dem  successiven 
Ansteigen  des  elektrischen  Momentes  in  dem  schon  zu  Beginn  des 
gedachten  Vorganges  zwischen  den  Condensatorplatten  befind- 
lich gewesenen  Dielektricum  von  0  bis  auf  seinen  endgiltigen 
Betrag,  oder  sei  es,  dass  die  ursprtlnglich  das  elektrische 
Feld  erfUlende  unpolarisirbare  Substanz  durch  das  schliesslich 
dasselbe  erfüllende  Dielektricum  von  einer  Kraftlinie  zur  andern 
verdrängt  wird,  —  in  jedem  Augenblicke  des  gedachten  Vor- 
ganges wird  die  inducirende  Gesammtkraft  des  homogenen  elek- 

p 
trischen  Feldes  nach  wie  vor  -j-  sein,  da  die  Potentialdifferenz 

d 

beider  Condensatorplatten  durch  die  Arbeit  der  Batterie  constant 

erhalten  wird- 

4* 
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Ein  kurzer  Überschlag  der  in  jedem  Augenblicke  wirksamen 
elektrischen  Massenvertheilung  macht  diese  Behauptung  evident. 
Das  Dielektricum  wirkt,  da  es  in  seinem  Inneren  homogsn  ist^ 
bekanntlich  so,  als  wäre  blos  an  seiner  Grenze  eine  ficüve  elek- 
trische Flächenschichte  ausgebreitet,  deren  Dichte  gleich  ist  der 
Normalcomponente  des  an  dieser  Stelle  geweckten  elektrischen 
Momentes.  ^ 

An  den  Grenzen,  soweit  diese  von  den  Kraftlinien  gebildet 
sind,  tritt  also  keine  wirksame  Flächendichte  auf,  somit  lediglich 
an  der  Grenze  zwischen  Dielektricum  und  der  Condensatorplatte^ 
deren  Betrag,  weil  hier  die  Flächennormale  mit  der  Richtung  der 

p 

Gesammtkraft   zusammenfallt ,   a  =  —  k  .  -^  ist.  Damit  aber 

a 

das  Potential  auf  der  oberen  Condensatorplatte  auf  dem  ihm  zu- 
kommenden  constanten  Betrag  P  erhalten  bleibe,  rückt  aus  der 
Batterie  in  die  dem  Dielektricum  zugewendete  Grenzfläche  der 
Condensatorplatte,  —  und  darin  besteht,  wie  weiter  unten  ver- 
folgt werden  soll,  die  Arbeit,  welche  die  Batterie  leistet,  —  eine 

p 

gleichgrosse  positive  Elektricitätsmenge  Ar-^,  so  dass  nach  wie 

vor  die  Dichte  der  wirksamen  Schichte  in  jedem  Punkte  der 

Grenze  von  Condensatorplatte  und  Dielektricum  ihren  Ursprung- 

1    P 
liehen  Betrag  -. r  beibehält. 

Die  gegen  die  Wirkung  der  constanten  inducirenden  Kraft 

p 

-y  bei  der  Polarisirung  des  Dielektricums  in  allen  seinen  Punktei> 

"^  P 

auf  sein  endgiltiges  elektrisches  Moment  ikzuk-j  an  demselben: 

zu  leistende  Arbeit  ist  somit,  da  die  Richtung  des  geweckten 
Momentes  und  der  inducirenden  Kraft  zusammenfällt,  das  über 
die  ganze  Ausdehnung  des  polarisirten  Dielektricums  erstreckte 
Integral  * 


1  Maxwell,  Lehrb.  d.  Elektricit&t  u.  d.  Magnetismus.  Bd.  II.  §.  386> 
u.  §.  427. 

Maxwell  a.  a.  0.  §.  389. 
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Es  ist  aber  noch  weiterhin  bei  dem  gedachten  Vorgänge 
der  Polarisation  Arbeit  zn  leisten  und  zwar  gegen  die  dielek- 

trische  Molecnlarkraft,  deren  Betrag  nach  Stefan  ^  ^  ist,  be- 

zogen  auf  die  Yolomseinheit,  somit  im  Ganzen 

daher  ist  der  Gesammtbetrag  der  von  aussen  an  dem  Dielek- 
tricom  zu  seiner  endgiltigen  Polarisimng  zu  leistenden  Arbeit: 


--i.f(i)v 


oder  wegen  der  Homogenität  des  elektrischen  Feldes,  wenn  0 
die  Grösse  der  Oberfläche  der  Platten  bedeutet; 


*=-4(7)'<"'- •■■('•) 


Da  ftlr  alle  uns  bekannten  Dielektrica  k  eine  positive  Grösse 
ist,  so  ist  somit  der  Betrag  E  der  bei  ihrer  Polarisimng  an  ihnen 
za  leistenden  Arbeit  ein  wesentlich  negativer,  das  heisst,  um  das 
den  Raum  zwischen  den  auf  constanter  Potentialdifferenz  erhal- 
tenen Condensatorplatten  erfüllende  Dielektricum  zu  polarisiren, 
muss  nicht  nur  keine  Arbeit  aufgewendet  werden,  sondern  es 
ist  im  Gegentheile  das  Dielektricum  im  Stande,  beim  gedachten 
Vorgänge  eine  Arbeit  zu  leisten,  deren  Betrag  gleich  dem 
absoluten  Betrag  von  E  ist  Diese  Arbeit,  die  demnach  während 
des  Vorganges  der  Polarisirung  des  Dielektricums  an  diesem  ge- 
wonnen werden  kann,  kann  zum  Beispiele  bestehen  in  einer 
Deformation  des  das  elektrische  Feld  erftlllenden  Dielektricums, 
die  beim  Aufhören  des  elektrischen  Zustandes  sich  in  lebendige 
Kraft  zurück  verwandeln  kann;  sie  kann  neben  dieser,  wenn 
zum  Beispiele  das  dielektrisch  polarisirte  Medium  eine  ursprtlng- 
lieb  vorhanden  gewesene  unpolarisirbare  Substanz  aus  dem  elek- 
triscben  Felde  verdrängt,  bestehen  in  der  lebendigen  Kraft,  mit 
der  es  in  diesen  Raum  ein'strömt,  respective  derjenigen  Wärme- 


1  Stefan,  Wiener  Sitzungsberichte.  Bd.  LXX,  S.  610. 
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menge  ^  die  es  hiebei  durch  Reibung  an  den  CondenBatorplatten 
entwickelt,  oder  der  gegen  die  Schwerkraft  geleisteten  Arbeit, 
falls  zum  Beispiele  die  Condensatorplatten  gegen  die  horizontale 
Ebene  geneigt  wären. 

Wiewohl  also  das  Dielektricum  während  seiner  Polarisimng 
zwischen  den  auf  constanter  Potentialdifferenz  erhaltenen  Con- 
densatorplatten eine  Arbeit  zu  leisten  vermochte,  deren  Betrag, 

in  welcher  Form  auch  dieselbe  stattfinden  mag,  -ö-("j-)  '  ^^ 

ist,  ist  dennoch  die  Gesammtenergie  des  Condensatorsystems 
nach  vollzogener  Polarisation  des  Dielektricums  grösser  als 
sie  vor  derselben  gewesen  war.  Während  nämlich  vor  der  Pola- 
risimng die  Energie  des  auf  constanter  Potentialdifferenz  erhal- 
tenen Condensators,  bezogen  auf  die  Volumseinheit  des  elektri- 

1  fPY 
sehen  Feldes  Q-i-j-]    betrug,  ist  ihr  Betrag  nach  vollzogener 

onKdJ  K/Py 

Polarisimng,  auf  die  Volumseinheit  bezogen,  q-[-j-)  ,  sie  ist 

also  um  —TT —  (—r)    auf  die  Volumseinheit  oder  im  Ganzen  um 
^  ,      8k    \dj 

-^(-jj  .O.rf  gestiegen,  somit  genau  um  den  Betrag  derjenigen 

Arbeit,  die  das  Dielektricum  während  seiner  Polarisimng  ent- 
wickelt hat.  —  Es  ist  somit  die  im  Eingang  dieser  Arbeit  erwähnte 
EigenthUmlichkeif  des  auf  constanter  Potentialdifferenz  erhalte- 
nen Condensatorsystems  auch  rflcksichtlich  jener  Arbeit  nach- 
gewiesen, die  durch  Polarisirung  des  zwischen  seinen  Platten 
befindlichen  Dielektricums  gewonnen  werden  kann,  nämlich  dass 
seine  Energie  um  einen  der  gewonnenen  Arbeit  äquivalen- 
ten Betrag  ansteigt. 

Sehr  einfach  lässt  sich  im  vorliegenden  Falle  erkennen,, 
dass  es  die  Arbeit  der  mit  der  oberen  Condensatorplatte  verbun- 
denen galvanischen  Batterie  ist,  welche  eine  der  gewonnenen 
Arbeit  und  dem  gleichzeitigen,  gleichgrossen  Anwuchs  der 
Energie  des  Condensatorsystems  äquivalente  Arbeitsmengeausgibt, 
wenn  man  in  wörtlicher  Übertragung  des  von  Mascart  ^  für  ein 


*  Journal  de  physique,  Bd.  VI,  1877.  S.  auch  Wiedemann  Elek- 
tricität  Bd.  I,  S.  133. 
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auf  Constanten  Potentialen  erhaltenes  Conduetorsystem  gegebenen 
Beweises  lediglich  die  Änderung  der  elektrischen  Massenverthei- 
hng  vor  nnd  nach  erfolgter  PolarisiruDg  des  Dielektricums  ver- 
folgt 

Denn  wie  oben  schon  erwähnt^  wirkt  das  dielektrisch  pola- 
risirte  Medinm  nach  anssen  genau  so,  als  ob  an  seiner  Grenze 
mit  der  Condensatorplatte  eine  —  fictive  —  elektrische  Schicht 

p 
wire,  deren  Flächendichte  —  k-p  ist.  Es  moss  demnach  ans  der 

a 

galvanischen  Batterie  in  die  dem  Dielektricum  zugekehrte  Seite 

der  oberen  Condensatorplatte  eine  gleichgrosse  positive  Elektri- 

p 

citätsmenge  i  -^  fUr  die  Flächeneinheit  —  im  Ganzen  somit 

P 

*  -^  0 —  rtLcken,  damit  das  Potential  der  oberen  Condensator- 
platte auf  seinem  ursprünglichen,  positiven,  Werth  P  erhalten 
bleibt  Da  aber  diese  Elektricitätsmenge  gegen  einen  nur  un- 
endlich wenig  von  P  sich  unterscheidenden  Werth  des  Potentials 
aus  der  galvanischen  Batterie  in  die  obere  Condensatorplatte 
getrieben  wird^  so  ist  somit  während  der  Polarisirnng  des  Dielek- 
tricums von  der  galvanischen  Batterie  eine  Arbeit  zu  leisten, 
deren  Betrag 

genau  gleich  ist  dem  Doppelten  jener  Arbeit,  welche  durch 
Polarisirnng  des  Dielektricums  gewonnen  wurde,  oder  gleich 
der  bei  dem  gedachten  Vorgange  gewonnenen  Arbeit  und  der 
hiebei  gleichzeitig  auftretenden  Vermehrung  der  Energie  zu- 
samm  engenomm  en . 


Anmerkung. 

Es  möge  hier  die  Gegenttberstellung  des  analogen  Falles 

pistzfinden,  wo  die  Polarisirnng  des  Dielektricums  erfolgt  in  dem 

liomogenen    elektrischen   Felde    zwischen   den   auf  constanter 

Ladung  erhaltenen  Condensatorplatten.  Bedeutet  „e^  die  auf 

der  Condensatorplatte  von  der  Oberfläche  0  befindliche  Elek- 
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tricitätsmenge,  d  den  Abstand  beider  Condensatorplatten  von  ein- 
ander^ 80  ist  die  vor  erfolgter  Polarisirnng  herrschende  Potential- 

diflferenz  P  =  — ^— >  somit  die  von  ihr  herrührende  Kraft  /=  -^, 

nnd  die  Riehtang  derselben  die  der  Normale  der  Platte.  —  Nach 

erfolgter  Polarisirnng  sinkt  das  Potential  anf  —  des  nrsprttng- 

liehen  Betrages.  Yemrsacht  wird  dieses  Sinken  dnrch  das  Auf- 
treten einer  fictiven  Oberflächenschichte  an  der  Grenze  des 
Dielektricnms  gegen  die  Condensatorplatte^  deren  Flächendichte^ 
weil  die  Richtung  der  Flächennormale  nnd  des  geweckten  Momen- 
tes i».  zusammenfällt,  gleich  der  Totalgrösse  dieses  letzteren  ist. 
Diese  Schichte  gibt  Veranlassung  zur  Entstehung  der  nach 
erfolgter  Polarisirnng  des  Dielektricnms  zur  ursprünglichen  hin- 
zutretenden Kraft  St,  deren  Richtung  mit  der  von  J  zusammen- 
fällt, und  deren  Betrag,  da  die  Distanz  beider  Platten  gegen 
ihre  Ausdehnung  unendlich  klein  ist,  gleich  — infi  ist.  Wir  haben 
somit  illr  jül  der  Poisson 'sehen  Gleichung  zufolge: 

fjL  =  *(J-f-ai)  =  *.  J— 4.;r.*.fx, 

woraus  sich 

kJ  ^  47rk  , 

^  =  TT4dfc'    ^^--T^ 

ergibt. 

Berechnet  man  wieder  wie  im  vorhergehenden  Falle  die 
Energie  des  polarisirten  Dielektricnms  als  gesammten  Betrag 
der  Arbeit,  die  aufgewendet  werden  muss,  um  in  allen  Theilen 
des  Dielektricnms  die  dielektrische  Polarisirung  durch  succes- 
sives  Ansteigen  des  elektrischen  Momentes  von  0  bis  auf  seinen 
endgiltigen  Betrag  /jl  zu  erzeugen,  berücksichtigt  man,  dass  wäh- 
rend des  gedachten  Vorganges  die  Zusatzkraft  91  veränderlich,  und 
zwar  immer  dem  jeweilig  bereits  erzeugten  elektrischen  Momente 
proportional  ist,  so  ergibt  sich  nach  dem  bekannten  Thomson'- 
schen  ^  Verfahren,  wenn  man   schliesslich  noch  die  gegen  die 

elektrischen  Molecularkräfte  zu  leistende  Arbeit  ^  in  Rechnung 


1  Thomson  Math,  and  physical  papers  vol  I.  art.  LXI,  auch  Wiener 
Sitzungsberichte  Bd.  XOII,  S.  1439. 
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zieht: 

Im  Gegensatze  zum  früher  behandelten  Falle  ist  aber  im 
Torliegenden  Falle  die  Gesammtenergie  des  Systems  gesunken; 
sie  betrug  nämlich  vor  erfolgter  Polarisirung  des  Dielektricums : 

sie  beträgt  nach  erfolgter  Polarisirung  des  Dielektricums: 

.     ^  ,    ,  ,          u                                  k.J^.O.d  , 

Sie  hat  daher  abgenommen  um   ^ ,  genau  um  den 

Betrag  der  erzeugten  negativen  Energie  E^  des  dielektrisch- 
polarisirten  Systems,  respective  der  äquivalenten  Arbeit,  die 
dieser  negativen  Energie  entsprechend  das  Dielektricum  wäh- 
rend seiner  Polarisirung  zu  leisten  vermag,  wie  es  ja  sein 
muss,  da  der  auf  constanter  Ladung  erhaltene  Condensator  im 
Gegensatze  zu  dem  früher  behandelten  Falle  ein  conservatives 
System  bildet. 
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Die  Hagelverhältnisse  in  der  Bukowina. 

Von  Prof.  Dr.  A.  Waohlowski  in  Czeraowitz. 

Das  Materiale  für  die  nachfolgenden  Zasammenstellungen 
nndErgebnisse  verdanke  ich  den  Anfzeichnangen  der  Assecnranz- 
Oesellschaften.  Die  meteorologischen  Stationen  könnten^  selbst 
wenn  ihre  Anzahl  weit  grösser  wäre,  als  sie  thatsächlich  ist, 
niemals  ein  so  reichhaltiges  Material  liefern,  als  man  es  von  den 
Versicherungs- Anstalten  erhalten  kann. 

Es  ist  das  derselbe  Weg,  den  Bezold  zum  Studium  der 
Blitzschläge  betreten  hat  und  wie  bei  diesen,  so  kann  er  auch  in 
Hinsicht  der  Hagelerscheinungen  zu  den  werthyoUsten  Auf- 
schltLssen  ftthren. 

Mir  scheint,  dass  so  manche  von  den  vielen  Hagelhypothesen 
ungeschrieben  geblieben  wäre,  wenn  deren  Autoren  die  Hagel- 
erscheinungen auch  nur  einer  einzigen  kleinen  Provinz  näher 
studirt  hätten. 

In  der  That  kann  dem  schwierigen  Probleme  nur  dann  mit 
Aussicht  auf  Erfolg  näher  getreten  werden,  wenn  man  über  die 
Vertheilung  des  Hagels  nach  Raum  und  Zeit,  über  hagelfreie  und 
hagelreiche  Orte,  über  bestimmte  Hageltage  u.  dgl.  besser  unter- 
richtet ist. 

Leider  ist  es  nicht  leicht,  für  alle  Jahre  gleich  vollständige 
Verzeichnisse  über  HagelfUUe  zu  erhalten.  Ich  habe  aus  diesem 
Grunde  die  Aufzeichnungen  für  die  Jahre  1875  und  1876  ganz 
ausser  Acht  lassen  müssen,  auch  das  Jahr  1877  dürfte  an  Voll- 
ständigkeit noch  manches  zu  wünschen  übrig  lassen.  Dagegen 
sind  die  Hagelfälle  1881 — 1885  so  vollständig,  dass  kaum  ein 
bedeutender  Hagelfall  übergangen  sein  dürfte. 

Es  werden  zwar  auch  da  manche  Ortschaften  in  meinem 
Verzeichnisse  fehlen,  in  denen  es  gehagelt  hat,  aber  schwerlich 
ein  Hagelfall,  der  irgend  einen  Schaden  angerichtet  hat 


Die  Hagelyeihältnisse  in  der  Bukowina. 
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Da  ich  jedoch  nicht  im  Stande  bin  zu  benrtheilen,  inwiefern 
die  Hagelfälle  des  Jahres  1877  und  möglicherweise  auch  der 
Jahre  1878 — 1880  unvollständig  sind,  so  habe  ich  die  ganze 
neunjährige  Periode  von  1877 — 1885  als  gleichwerthig  behandelt. 
Darin  bestärkte  mich  noch  der  Umstand,  dass  die  Mittelzahlen 
aus  der  fltn^ährigen  Periode  1881 — 1885  berechnet  nur  ftlr  die 
Monate  Juni  und  Juli  erheblich  grösser  ausfallen,  als  die  aus  der 
neuigährigen  Periode  erhaltenen,  während  fllr  die  llbrigen  Monate 
aus  dieser  sogar  höhere  Werthe  resultiren. 

Die  Erhöhung  der  Mittelwerthe  für  die  beiden  genannten 
Monate  aus  der  kürzeren  Periode  ist  hauptsächlich  auf  das  hagel- 
reiche Jahr  1885  zurückzuführen,  in  welchem  es  in  der  Bukowina 
41  Hageltage  gab  und  davon  21  auf  den  Juli  allein  entfielen. 

Die  folgende  Tabelle  gibt  die  Zahl  der  Hageltage  in  den 
einzelnen  Jahren  und  Monaten  an. 


Jahr 

Mai 

Juni 

Juli 

Angust 

Sept. 

October 

Summe 

1877 

2 

5 

4 

4 

1 



16 

1878 

5 

3 

7 

4 

2 

^ 

21 

1879 

5 

5 

13 

5 

— 

— 

28 

1880 

3 

5 

6 

8 

1 

— 

22 

1881 

3 

4 

7 

6 

2 

— 

22 

1882 

4 

4 

9 

1 

— 

— 

18 

1883 

2 

8 

12 

6 

2 

— 

30 

1884 

1 

10 

12 

— 

1 

24 

188Ö 

2 

12 

21 

6 

— 

_ 

41 

Mittel 

3-0 

.   6-2 

10-0 

4-4 

0-9 

0-1 

24-7 

Aus  der  ftInQährigen  Periode  von  1881 — 1885  ergeben  sich 
folgende  Mittelzahlen : 

Mai  Juni  Juli         August       Sept.         Oet.  Jahre 

2-4         7-6         12-6        3-8        0-8        0-2        27-4 

Ans  der  rorstehenden  Tabelle  ersieht  man,  dass  der  Juli 
bei  uns  der  hagelreichste  Moment  ist;  es  entfallen  auf  ihn  417o 
der  HagelteLge,  dann  folgt  der  Juni  mit  257o  ^^^  ^^^  August  mit 
ISy  der  Hageltage.  Im  Juli  erreicht  in  der  Bukowina  auch  das 
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Temperatarmittel  und  der  Dampfdruck  sein  Maximum;  während 
aber  der  zweitwärmste  und  feuchteste  Monat  der  August  ist  und 
der  Juni  erst  die  dritte  Stelle  einnimmt,  entfallen  auf  den  letz- 
teren mehr  Hageltage  als  auf  den  August. 

Eine  grosse  Verschiedenheit  in  der  Zahl  der  Hageltage 
ergibt  sich  bei  der  Betrachtung  der  einzelnen  Bezirke. 

Bukowina  zerföllt  in  acht  Bezirke,  von  denen  der  Eotzmaner 
die  geringste  Variation  in  der  Bodengestaltung  hat.  —  Es  ist  das 
ein  ebenes  oder  j9ach  wellenförmiges  Gebiet,  in  welchem  auch 
die  Waldungen  nur  spärlich  vorkommen.  Ihm  folgt  der  Czerno- 
witzer  Bezirk,  welcher  ebenfalls  nur  unbedeutende  Erhebungen, 
aber  nicht  unbeträchtliche  Waldungen  aufweist. 

Dagegen  gehören  die  Bazirke  Radautz,  Wi&nitz  und  Eimpo- 
lung  zu  den  waldreichsten  und  gebirgigsten  des  Landes.  Na- 
mentlich liegt  der  letztere  seinem  grössten  Theile  nach  im 
Gebirge. 

Es  vertheilen  sich  die  Hageltage  auf  die  einzelnen  Bezirke 
in  folgender  Weise: 


Bezirk 

1877 

1878 

1879 

1880 

1881 

1882 

1883 

1884 

1885 

Summe 

Czernowitz .... 

3 

5 

5 

8 

9 

5 

10 

6 

14 

65 

Kotzman 

10 

7 

12 

11 

8 

10 

12 

10 

21 

101 

Kimpolung 

— 

— 

— 

1 

— 

— 

— 

— 

— 

1 

Radautz 

1 

2 

3 

6 

2 

1 

— 

1 

2 

18 

Sereth    

2 

7 

10 

5 

4 

2 

8 

5 

11 

54 

Storozynetz  . . . 

1 

3 

5 

6 

5 

3 

9 

1 

8 

41 

Suezawa 

4 

1 

8 

6 

4 

2 

9 

10 

13 

57 

Wiinitz 

3 

6 

3 

6 

4 

2 

4 

2 

5 

35 

Man  ersieht  aus  vorstehender  Tabelle,  dass  fast  die  Hälfte 
der  Hageltage  auf  den  Kotzmaner  Bezirk  entfällt.  —  Diese  Er- 
fahrung bewog  denn  auch  einige  Assecuranz- Anstalten,  in  diesem 
Bezirke  keine  Versicherungen  mehr  anzunehmen,  andere  scblies- 
sen  blos  einige  Ortschaften  dieses  Bezirkes  bei  der  Versicherung 
aus,  oder  verlangen  höhere  Prämien. 
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Es  ist  das  derselbe  Bezirk,  von  dem  ich  vermuthe;  dass  er 
die  geringste  Niederschlagsmenge  in  der  Bukowina  aufweist.  * 
Die  geringe  Anzahl  der  Hageltage  im  Eimpolunger  Bezirk  ist 
zwar  ohne  Zweifel  dem  seltenen  Vorkommen  eines  Hagelfalles 
daselbst,  sicher  aber  auch  dem  Umstände  zuzuschreiben,  dass 
hier  nur  wenige  Gebiete  fUr  die  Landwirthschaft  verwendet 
werden  können  und  daher  auch  das  Assecuranzwesen  in  diesem 
Bezirke  nur  eine  geringe  Verbreitung  hat. 

Das  Jahresmittel  der  Hageltage  fllr  die  einzelnen  Bezirke 
und  die  Hagelwahrscheinlichkeit  gibt  folgende  Tabelle  an: 


Bezirk 


Czemowitz . 
Kimpolnng 
Kotzman . . . 
Radautz  . . . 

Sereth 

Storoz3metz 
Suczawa  . . . 
Wünitz 


Mittlere  Zahl 
der  Hageltage 


7-2 
Ol 
11-2 
2-0 
6-0 
5-7 
6-3 
3-9 


Hagel- 
wahrschein- 
lichkeit 


0-3 
0-0 
0-5 
0-1 
0-3 
0-3 
0-3 
0-2 


Die  Hagelwahrscheinlichkeit  ist  so  zu  verstehen:  Jeder 
zweite  Hagelfall  in  der  Bukowina  findet  auch  im  Rotzmaner 
Bezirke  statt,  jeder  dritte  fast  im  Czemowitzer,  Serether,  Storo- 
zynetzer  und  Suczawaer,  dagegen  wird  Wiznitz  nur  yon  jedem 
ftnften,  Badautz  von  jedem  zehnten  und  Eimpolung  von  keinem 
getroffen. 

Um  die  Zahl  der  Hageltage  mit  der  Ausdehnung  der  ein- 
zelnen Bezirke  vergleichen  zu  können,  fllge  ich  nachstehende 
Tabelle  bei,  in  welcher  auch  die  Ausdehnung  der  Waldungen  in 
Percenten  und  die  Anzahl  der  Ortschaften  angegeben  sind. 


1  Siehe  meine  Klimatologie  von  Czemowitz. 
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Bezirk 

Quadrat- 
meilen 

Waldflüche 
in  Percent 

Zahl  der 
Ortschaften 

Czernowitz 

Kimpolnng    

Kotzman 

Radautz 

Sereth 

Storozynetz 

Suczawa 

Wiznitz 

16-22 
42-30 
14-56 
37-20 
9-02 
20-00 
17-68 
26-07 

28 
61 
5 
54 
11 
40 
29 
52 

66 
59 
61 
75 
55 
54 
93 
69 

Zahl  der 

Percente  der 

Hageltoge 

Waldfltche 

11-2 

5 

7-2 

28 

.     6-3 

29 

60 

11 

5-7 

40 

3-9 

52 

20 

54 

0-1 

61 

Stellt  man  die  mittlere  Zahl  der 
Hageltage  in  jedem  Bezirke  und  die 
Waldfläche  in  Percenten  neben  ein- 
ander, wie  es  in  beistehender  Ta- 
belle geschehen  ist^  so  reicht  ein 
Blick  hin^  um  zu  ttberzeugen,  dass 
mit  wachsender  Waldfläche  die  Zahl 
der  Hageltage  abnimmt 

Nnr  der  Serether  Bezirk  scheint 
eine  Ausnahme  za  machen,  da  bei 
bloss  11  Percent  Waldfläche  eine 
grössere  Anzahl  Hagel  tage  zu  erwarten  wäre.  —  Allein  man  er- 
sieht ans  der  vorangehenden  Tabelle,  dass  dessen  Flächenraum 
bedeutend  kleiner  ist  als  der  jedes  anderen  Bezirkes. 

Bei  denselben  Hagelyerhältnissen,  wie  sie  gegenwärtig 
daselbst  herrschen,  entfielen  auf  denselben,  wenn  seine  Ausdeh- 
nung die  des  Czernowitzer  Bezirkes  erreichen  würde,  10-8,  and 
wenn  er  die  Grösse  des  Kotzmauer  Bezirkes  hätte,  9*7  Hagel- 
tage. 

Man  kann  daher  fttr  die  Bukowina  ganz  allgemein  den  Satz 
aussprechen:  Der  Hagel  nimmt  mit  wachsender  Waldfläche  ab. 
Sollte  er,  wie  es  zu  vermuthen  ist,  durch  anderweitige  Zusammen- 
stellungen seine  Bestätigung  finden,  so  mttsste  jede  Hageltheorie 
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wenn  gie  eine  B^echtigang  finden  sollte ,  diese  Ersoheinnng  zu 
erklären  im  Stande  sein.  ^ 

Nachfolgende  Tabelle  gibt  die  Zahl  der  Ortschaften  an,  in 
denen  es  in  den  einzelnen  Jahren  gehagelt  hat: 


Bezirk 

1877 

1878 

1879 

1880 

1881 1882 

1883 1884 

1885 

Summa 

Mittel 

Czemowitz . . 

3 

6 

12 

23 

12 

4 

20 

9 

18 

107 

12 

Kimpolang  . . 

— 

— 

— 

2 

— 

— 

— 

— 

— 

2 

0-2 

10 

22 

39 

20 

25 

18 

30 

20 

29 

213 

24 

Radsatz  

2 

2 

4 

5 

6 

1 

— 

1 

2 

23 

3 

Screth 

3 

14 

16 

19 

5 

5 

7 

5 

14 

88 

10 

Storoiynetz  . 

2 

5 

11 

14 

10 

3 

11 

1 

6 

63 

7 

Saczawa 

4 

1 

11 

8 

5 

3 

18 

15 

17 

82 

9 

Wiinitz 

4 

5 

3 

9 

11 

2 

3 

2 

7 

46 

5 

Mittel.. 

3-5 

6-9 

13-0 

12-5 

9-3 

4-5 

9-9 

7-9 

11-6 

78 

— 

Im  Mittel  hagelt  es  also  jährlich  in  24  Ortschaften  des  Kotz- 
maner  Bezirkes  doppelt  soviel,  als  in  dem  zweithagelreichsten 
Bezirk.  Es  sind  also  die  HagelftUe  hier  nicht  nur  am  häufigsten, 
sondern  sie  erreichen  hier  auch  die  grösste  Ausdehnung;  denn 
dass  die  doppelte  Zahl  der  Ortschaften  nicht  nur  die  Folge  der 
grösseren  Häufigkeit  der  HagelfUUe  ist,  ersieht  man  aus  der 
später  folgenden  Betrachtung  der  einzelnen  HagelfUlle.  Nament- 
lich aber  sind  es  einige  Ortschaften,  welche  von  Hagelfällen  sehr 
oft  heimgesucht  werden.  Die  nachfolgende  Tabelle  gibt  solche 
Ortschaften  an. 


Ortschaft 


Werenczanka 

Czinken 

Kadobestie  . . 
Knczarmik  . . 
Sabin 


Bezirk 


Kotzman 


Zahl  der  Hagelfälle 
in  neun  Jahren 


20 
17 
17 
15 
12 


1  Eb  wurde  schon  wiederholt  behauptet ,  dass  die  Entwaldung  den 
Eagel  herbeizieht 
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Ortschaft 

Bezirk 

Zahl  der  Hagelfälle 

in  neun  Jahren 

Wassileu 

Kotzman 

12 

Barancze 

Czernowitz 

10 

Alt-Zuczka 

rt 

7 

Mihowa 

WiÄnitz 

9 

Banilla 

n 

9 

Zadowa 

Storoiynetz 

8 

Arbora 

Radautz 

6 

Petriczanka 

Sereth 

6 

Ich  habe  in  vorstehender  Tabelle  nur  diejenigen  Ortschaften 
angefahrt,  in  denen  es  in  jedem  Bezirke  am  häufigsten  hagelt. 

Im  Eotzmaner  Bezirke  könnte  man  noch  viele  andere  Ort- 
schaften angeben,  in  denen  es  in  neun  Jahren  mehr  als  sechs-^ 
aber  weniger  als  zwölfmal  gehagelt  hat. 

Interessant  sind  hauptsächlich  die  Ortschaften  des  Eotz- 
maner Bezirkes,  in  denen  die  HagelfUUe  so  überaus  häufig  sind. 
Ihre  Lage  bietet  nichts  bemerkenswerthes. 

Werenczanka  liegt  in  einer  flachen  Mulde,  um  Eadobestie 
und  Czinkeu  ist  das  Terrain  flach  wellenförmig,  aber  meilenweit 
erblickt  man  keinen  Wald.  Erst  gegen  den  Dniester  hin ,  in  dem 
ebenfalls  hagelreichen  Babin,  sind  grössere  Waldungen  anzutreffen. 

Überall  waren  frtther  in  jenen  Gegenden  grosse  Sümpfe, 
die  aber  gegenwärtig  meist  trockengelegt  sind. 

Die  vorstehende  Tabelle  beweist,  wie  ich  glaube,  die  Ab- 
hängigkeit der  Hagelfalle  von  der  Localität.  Denn  offenbar 
verhält  sich  Werenczanka,  gegen  den  Atmosphärenzustand,  in 
welchem  die  Disposition  zu  einem  Hagelfall  vorhanden  ist,  anders 
als  irgend  ein  anderer  Ort  in  demselben  Bezirke,  in  welchem  die 
HagelfUUe  viel  seltener  sind.  Ebenso  ist  das  Verhältniss  der 
Ortschaft  Rarancze  zum  Hagelfall  ein  anderes  als  beispielsweise 
von  Neu-Zuczka.  Dort  hagelt  eslOmalin  neun  Jahren,  in  Alt-Zuczka 
7mal,  in  Neu-Zuczka  aber,  welches  vom  ersten  kaum  eine  halbe 
Meile,  vom  letzteren  keine  viertel  Meile  entfernt  ist,  hat  es  in 
derselben  Zeit  blos  2mal  gehagelt. 

Man  kann  sich  die  Sache  auf  folgende  Art  vorstellen:  Der 
allgemeine  Luftzustand  ist  dem  Hagelfalle  günstig.  Um  aber 
denselben  herbeizufuhren,  muss  eine  Erhöhung  dieses  günstigen 
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Zustandes  darch  die  Localität  erfolgen.  Wo  dies  geschieht,  tritt 
der  Hagel  ein.  Ist  aber  der  allgemeine  atmosphärische  Zustand 
dem  Hagelfall  so  gttnstig,  dass  eine  Erhöhung  desselben  nicht 
nothwendig  ist,  so  wird  der  Hagel  grosse  Ausbreitung  gewinnen. 
Die letzterenHagelfälle  werden  sich  daher  an  den  meteorologischen 
Daten  des  Tages  erkennen  lassen,  und  hieher  scheint  mir  der 
Hagelfall  vom  4.  August  1880  zu  gehören.  Alle  Bezirke  der 
Bukowina  wurden  von  demselben  heimgesucht.  An  demselben 
Tage  erreichte  die  Temperatur  das  absolute  und  das  Tages- 
Maximum  des  Monats,  während  zugleich  das  Barometer  seinen 
niedrigsten  Stand  erreichte.  Hagelfälle  hingegen,  die  erst  durch 
locale  ESnfltlsse  gleichsam  losgelöst  werden^  würden  sich  in  den 
flbrigen  meteorologischen  Elementen  gar  nicht  oder  nur  wenig  zu 
erkennen  geben.  Dazu  gehören  die  Hagelfälle,  welche  nur  in  einem 
einzigen  Bezirke,  oder  in  wenig  Ortschaften  eines  Bezirkes  auftreten. 

So  waren  z.  B.  die  Hagelfälle  vom  29.  Mai  und  2.  Juni  1882 
bloss  in  der  hagelreichen  Ortschaft  Eadobestie,  und  die  Hagel- 
fälle vom  18.  Juni  und  12.  Juli  1882  bloss  in  Werenczanka  beob- 
achtet worden. 

Ein  Blick  auf  eine  Tabelle,  welche  sämmtliche  Hagelfälle 
der  nenn  Jahrein  der  Bukowina  umfasst,  genügt  um  zu  beweisen, 
dass  ein  Hagelfall  viele  andere  nach  sich  zieht 

Nor  wenige  Hagelfälle  traten  so  auf,  dass  ihnen  ein  zweiter 
am  nächsten  Tage  nicht  gefolgt  wäre.  So  hagelte  es  z.  B.  im 
Juli  1885  fast  ununterbrochen  vom  1.  bis  zum  21.  Nur  der  2., 
8.,  10.,  14.,  19.  des  Monats  sind  ausgenommen  und  die  Annahme 
ist  nicht  unberechtigt,  dass  man  auch  diese  Tage  nicht  hagelfrei 
gefunden  hätte,  wenn  man  die  Hagellisten  fOr  die  benachbarten 
Ctebiete  von  Oalizien,  Russlaud  und  Rumänien  in  der  Hand  hätte. 

Es  ist,  als  ob  die  Disposition  für  einen  Hagelfall  sich  längere 
Zeit  in  der  Atmosphäre  'erhalten  würde,  oder  auch,  dass  ein 
Hagelfall  die  Bedingungen  ftir  den  nächsten  günstiger  gestaltet. 
Für  das  letztere  scheinen  hauptsächlich  die  Hagelfälle  des 
August  1880  zu  sprechen.  Am  2.  August  hagelt  es  in  fünf  Bezirken 
der  Bukowina,  am  3.  nur  in  zweien,  am  4.  aber  kam  der  Hagel- 
fall,  welcher  sich  über  die  ganze  Bukowina  ausdehnte,  wodurch 
sich  gleichsam  die  hagelerzeugende  Kraft  erschöpft  hat,  so  dass 
es  am  5.  nnr  noch  in  dem  hagelreichsten  Bezirke  hagelt. 

Siub.  d.  mathem.-xiaturw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  5 
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Folgende  Tabelle  gibt  bemerkenswerthe  Hageltage  an.  In 
der  ersten  Colonne  ist  der  Tag  des  Monats,  in  der  zweiten  die 
Jahre  angeführt,  in  welchen  es  an  dem  betreffenden  Tage 
gehagelt  hat. 

Datum  Hagel  fiel  in  den  Jahren 


21.  Mai 1877 

22.  „  1866 

18.  Juni 1875 

19.  „   1879 

20.  „  1876 

29.  „   1883 

30.  „   1883 

1.  Juli  1879 

2.  „   1876 

11.  „     1877 

12.  „   1883 

13.  „  1878 

18.  ^  1875 

24.  „  1878 

22.  August 1877 

20.    „   1878 


1878, 
1879. 
1876, 
1883, 
1877. 
1885, 
1884, 
1883, 
1880, 
1879, 
1882. 
1880. 
1877, 
1883, 
1878, 
1879, 


1884. 

1883,  1882. 

1885,  1878. 

1880,  1884. 
1877. 

1885,  1877. 
1885. 

1881,  1882,  1883,  1884. 
1881,  1882,  1884,  1885. 


1879,  1884,  1885. 
1885. 

1880,  1883,  1885. 
1883. 


Man  ersieht  ans  vorliegender  Tabelle  das  gewiss  merk- 
würdige Resultat,  dass  gewisse  Tage  fUr  einen  Hagelfall  gleich- 
sam prädisponirt  sind. 

So  hagelt  es  am  2.  Juli  in  zehn  Jahren  in  der  Bukowina 
6mal,  nm  11.  Juli  in  neun  Jahren  6mal,  und  fasst  man  die  Zeit- 
periode Tom  11.  —  13.  Juli  zusammen,  so  hagelt  es  während 
derselben  alljährlich.  Ebenso  hagelt  es  in  der  Zeit  vom  18. — 20- 
Juni  in  elf  Jahren  lOmal.  Dieses  Zusammentreffen  des  Datums 
mit  dem  Hagelfall  einem  blossen  Zufall  zuzuschreiben,  wäre  gewiss 
unwissenschaftlich,  aber  auch  der  Versuch  einer  Erklärung  ans 
den  Hagelfällen  einer  kleinen  Provinz  erscheint  zn  gewagt,  wenn 
man  nicht  gerade  den  kosmischen  Ursprung,  welchen  Einige  dem 
Hagel  zuschreiben,  in  Anspruch  nehmen  wollte  *. 


i  Dieser  Ansicht  widerspricht  aber  das  häufigere  Vorkommen  der  Hagel- 
fälle auf  einem  kleinen  Gebiete,  wie  beispielsweise  im  Kotzmaner  Bezirke. 
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Zum  Scblnsse  will  ick  noch  die  Ansdehnnng  und  den 
räumlichen  Verlauf  der  Hagelfälle  näher  betrachten. 

Was  die  epatere  betrifft^  so  ist  sie  bei  verschiedenen  Hagel- 
fällen  sehr  verschieden.  Einzelne  Hagelfälle  erstrecken  sich  bloss 
auf  einen  oder  einige  nahe  nebeneinander  liegende  Ortschaften. 
So  hagelt  es  beispielsweise  oft  bloss  in  Werenczanka  and  der 
nächsten  Umgebong,  während  sonst  in  der  ganzen  Bukowina 
kein  Hagelfall  zu  verzeichnen  ist.  Nicht  selten  jedoch  hagelt  es 
auch  an  mehreren  von  einander  weit  entfernten  Orten  an  demselben 
Tage,  ohne  dass  zwischen  den  einzelnen  Hagelfällen  ein  Zu- 
sammenhang: besteht^  da  die  zwischen  liegenden  Gebiete  voll- 
ständig hagelfrei  sind.  Man  könnte  diese  Art  von  Hagelfällen 
als  iocale  bezeichnen  zum  Unterschiede  von  solchen,  welche  sich 
über  eine  zwar  nicht  breite  aber  langgestreckte  Zone  ausdehnen. 
So  erstreckt  sich  beispielsweise  der  Hagelfall  vom  2.  August  1880, 
vom  Ausflüsse  des  Sereth  aus  der  Bukowina,  einerseits  bis  an 
den  Dniester,  anderseits  bis  an  den  Czeremosz.  Offenbar  hängt 
sowohl  die  Breite  als  Länge  der  verhagelten  Zone  von  der  Grösse 
und  dem  Lauf  der  Hagelwolke  ab,  wobei  jedoch  nicht  aus- 
geschlossen ist,  dass  die  Richtung  ihrer  Bewegung  von  der 
Bodenbeschaffenheit  abhängt. 

Darauf  deuten  nach  meinem  Dafürhalten  die  Hagellinien, 
d.  i.  Linien,  welche  man  erhält,  indem  man  die  verhagelten  Orte 
mit  einander  verbindet  Ich  habe  gefunden,  dass  sie  in  den  meisten 
Fällen  zusammenfallen,  oder  nur  wenig  von  einander  differiren. 
So  fallen  die  Hagellinien  für  die  Fälle  vom  29.  Juni  1883,  vom 
10.  Juli  1879  und  28.  Juni  1885  fast  vollständig  zusammen. 
Dasselbe  gilt  für  die  Hagelfälle  vom  2.  August  1880  und 
16.  Juni  1879.  Man  könnte  diese  Art  von  Hagelfällen  vielleicht 
nicht  unpassend  Strichbagel  nennen.  Sollte  sich  das  Vorher- 
gesagte durch  anderwärtige  Beobachtungen  bestätigen,  so  mttsste 
man  bestimmte  Hagelstrichlinien  annehmen,  welche  zweifellos 
von  der  localen  Beschaffenheit  des  Landes  abhängig  wären. 


68 


Über  die  Einwirkung  der  Aldehyde  auf  Rhpdan- 
ammonium. 

Von  Leon  Brodskj. 

Im  18.  Basde  des  Joum.  f.  prakt.  Chem.^  Jahrg.  1878^  haben 
M.  Nencki  und  F.  Schaffer  mitgetheilt,  dass,  wenn  Chloral- 
hydrat  mit  getrocknetem  und  gepulvertem  Rhodanammoninm  bis 
zur  völligen  Yerflttssignng  erhitzt  wird,  die  beiden  Substanzen 
unter  Bildung  eines  neuen  Productes  aufeinander  einwirken. 

Die  Analyse  des  in  weissen  Nadeln  krystallisirenden  Pro- 
ductes ergab  die  empirische  Formel  C^B^Cl^NjS  und  seine  Bildung 
aus  Ghloraldehyd  und  Rhodanammoninm  wurde  von  den  genann- 
ten Autoren  nach  folgender  Gleichung  formulirt: 

2C  CljCHCOH),  +  2  CNSNH^  =  CgH^Cl^NjS  +  CNSH  +  4H,0 

Der  Körper  ist  in  Wasser  unlöslich,  wenig  löslich  in  kaltem 
Alkohol  und  Äther,  leichter  in  heissem  Alkohol.  In  wässerigen 
Alkalien  und  Mineralsäuren  ebenfalls  unlöslich.  Concentrirte 
Schwefelsäure  löst  ihn  bei  gelindem  Erwärmen  auf,  wobei  aber 
Chloral  entweicht.  In  Lösung  bleibt  Ammoniak  an  Schwefelsäure 
gebunden.  Auch  durch  Erwärmen  mit  Kali  oder  Natronlauge 
wird  diese  Substanz  unter  völliger  Zersetzung  gelöst.  Trocken 
erhitzt  schmilzt  der  Körper  nicht,  sondern  zersetzt  sich  unter 
Verkohlung  bei  etwa  180*.  Durch  Metalloxyde,  Jod  und  andere 
Entschwefelungsagentien  lässt  sich  diesem  Körper  der  Schwefel 
nicht  entziehen.  Eine  bestimmte  Constitutionsformel  haben 
Nencki  und  Sc  baff  er  fUr  diese  Substanz  nicht  aufgestellt.  Es 
bedurfte  dazu  weiterer  Untersuchungen,  namentlich  waren  Ver- 
suche ttber  das  Verhalten  anderer  Aldehyde  beim  trockenen 
Erhitzen  mit  Rhodanammoninm  wtinschenswerth.  Auf  Veran- 
lassung des  Herrn  Prof.  Nencki  habe  ich  das  Verhalten  des 
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ValeraldehydSy  des  Önanthols^  des  Benzaldehyds  und  des  Zimmt- 
aldehyds  beim  Erhitzen  mit  Rhodanammoniam  untersucht,  jedoeh 
nur  mit  Benzaldehyd  eine  Verbindung  erhalten,  die  zur  näheren 
Cntersnehung  einladend  war.  Ich  will  daher  zunächst  den  Ver- 
lauf der  Reaction,  sowie  die  Eigenschaften  des  dabei  entstehen- 
den neuen  Productes  beschreiben: 

Mao  erlangt  die  beste  Ausbeute,  wenn  Benzaldehyd  und 
trockenes,  fein  gepulvertes  Bhodanammonium  im  Verhältniss  von 
7 :  10  erhitzt  werden.  Sie  beträgt  etwa  12 — 13Vo  des  verwen- 
detea  Aldehyds.  Beim  Erhitzen  auf  dem  Sandbade  auf  160"* 
(Bhodanammonium  schmilzt  dabei  schon  bei  135 '')  bei  fortwäh- 
rendem ümrtthren  und  möglichst  genauem  Innehalten  der  Tem- 
peratur entsteht  unter  theilweisem  Vermischen  beider  Schichten 
ein  gelber  Körper.  Die  Temperatur  darf  nicht  166**  übersteigen 
und  nicht  unter  137 •  sinken.  Über  165**  (bei  180**)  bilden  sich 
schmierige  Producte.  Unter  137**  findet  keine  Einwirkung  statt. 
Das  Erhitzen  dauert  bei  Anwendung  von  70  Grm.  Benzaldehyd 
eine  bis  anderthalb  Stunden;  zum  völligen  Verschwinden  lassen 
sich  die  Schichten  nicht  bringen,  es  bleibt  viel  Benzaldehyd  und 
Rhodanammonium  unverändert.  Die  Ausscheidung  der  Körper 
findet  nur  allmälig  statt.  Die  Beaction  ist  schneller  zu  Ende,  wenn 
man  einen  grösseren  Kolben  nimmt,  wodurch  die  Bertthrungs- 
fläche  der  beiden  Flüssigkeiten  eine  grössere  ist.  Während  der 
Reaction  entweichen  Wasserdampf  und  etwas  Ammoniak.  Die 
noch  flttssige  Schmelze  wird  in  das  20fache  Volumen  kalten 
Wassers  gegossen,  wobei  sie  erstarrt.  Die  fest  gewordene  Masse 
wird  einigemal  mit  frischem  Wasser  stehen  gelassen,  das  Wasser 
abgegossen  und  zur  Befreiung  von  ttberschttssigem  Benzaldehyd 
mit  sehr  wenig  absolutem  Alkohol  auf  dem  Wasserbade  digerirt, 
wobei  die  Masse  zu  einem,  von  harzigen  Beimengungen  fast  freien 
Krystallbrei  zerfällt.  Die  Krystallmasse  wird  aus  707©  Alkohol 
zweimal  umkrystallisirt  und  ist  dann  vollständig  rein.  Der  Verlust 
an  Substanz  ist  beim  Umkrystallisiren  sehr  gering. 

Der  Körper,  den  ich  aus  weiter  unten  anzufahrenden  Grün- 
den Benzylidenthiobiuret  nennen  werde,  ist  in  Wasser  fast 
unlöslich,  wenig  löslich  in  kaltem  Alkohol  und  Äther,  leichter 
lOslich  in  kochendem  Alkohol.  Die  Lösung  erfolgt  nur  äusserst 
langsauL  Dnrch  verdünnte  wässerige  Alkalien  und  Barythydrat 
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wird  er  gelöst^  ans  der  Lösang  aber  durch  alle  Sänreii,  selbst 
COj,  unverändert  abgeschieden.  Kohlensaure  Alkalien  lösen  ihn 
beim  Erwärmen  auf;  beim  Erkalten  der  Lösungen  scheidet  sieb 
der  Körper  unverändert  aus.  Concentrirtes  Ammoniak  löst  ihn 
ziemlich  leicht  unter  geringer  Zersetzung;  beim  Verdunsten  dea 
Ammoniaks  krystaUisirt  der  grösste  Theil  der  Substanz  ebenfalla 
unverändert  aus.  Durch  concentrirte  Alkalien  und  Barytwasser 
(25 — 50%)  wird  der  Körper  gespalten.  Concentrirte  Schwefel- 
säure löst  ihn  beim  Erwärmen  auf;  beim  Vermischen  mit  Wasser 
scheidet  er  sich  unverändert  aus.  VerdOnnte,  sowie  concentrirte 
Salpetersäure  lösen  ihn  schon  in  der  Kälte  unter  starker  Ent- 
wicklung rother  Dämpfe  auf,  wobei  aber  kein  Nitroproduct 
erhältlich  war.  An  Metalloxyde  gibt  er  den  Schwefel  nicht  ab,, 
sondern  bildet  mit  ihnen  Salze. 

Der  Körper  zeigt  unter  dem  Mikroskop  dicke  Prismen^ 
sehr  oft  büschelförmig  gruppirt.  Er  schmilzt  bei  237'',  zersetzt  sich 
aber  sofort  unter  Entwicklung  von  Gasen.  Er  enthält  kein  Krystall- 
wasser  und  ist  nicht  hygroskopisch.  An  der  Luft  getrocknet,  ver- 
liert er  beim  Erhitzen  auf  110*"  nichts  an  Gewicht.  Die  zu  Analysen 
verwendete  Substanz  wurde  bei  110^  im  Luftbad  getrocknet  und 
ergab  folgende  Zahlen: 

0-2512  Grm.  der  Substanz  gaben  mit  chromsaurem  Blei  ver- 
brannt 0  •  4483  Grm.  CO,  und  0  •  1030  H,0  oder  48  •  68%  C. 
und  4-577^  H; 

0*3108  Grm.  Substanz  mit  chromsaurem  Blei  verbrannt  gaben 
0-5503  Grm.  CO,  und  0-1232  Grm.  H,0  oder  48-3Vo  C. 
und4-477oH; 

0-2447  Grm.  Substanz  mit  Kupferoxyd  verbrannt  gaben 
43-7  CCm.  Gas  bei  712  0  Druck  und  18-0**  T  oder 
19-2%  N; 

0-2746  Grm.  Substanz  in  zugeschmolzenem  Bohr  auf  280*" 
erhitzt  bis  kein  Druck  mehr  vorhanden  war,  gaben 
0-5783  Grm.  BaSO^  oder  28  877^  S. 

Die  Zusammenstellung  der  analytischen  Data  ergibt  daher 
die  empirische  Formel:  CgHgNgS,. 
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Geftinden  Theorie 

C^ 48-68^unir48-   37o  48-43% 

H3 4-57             4-47%  4-04% 

N3 19-   2«/,  18-937, 

S, 28-87%  28-707„ 

Obgleich  das  nene  Product  eine  neutrale  VerbiDdung  ist 
nnd  eine  alkoholische  Lösnng  Lakmaspapier  nicht  röthet^  so 
geben  doch  die  Lösungen  der  Substanz  mit  schweren  Metallen 
Salze. 

Die  Salze  der  Schwermetalle  werden  erhalten  durch  Kochen 
der  Hydroxyde  mit  einer  alkoholischen  Lösung  der  Substanz 
oder  direct  durch  Fällen  der  Letzteren  mit  alkoholischen  Lösun- 
gen der  Metallsalze.  In  diesen  beiden  letzten  Fällen  werden  aber 
Salze  von  sehr  verschiedener  Zusammensetzung  erhalten,  was 
seinen  Grund  darin  hat,  dass  die  Substanz  fähig  ist,  zwei  Reihen 
von  Salzen  zu  geben,  worin  ein  oder  zwei  Wasserstoffe  durch 
Metalle  ersetzt  werden  können.  Es  gelang  mir,  reines  Silber- 
salz darzustellen,  indem  ich  eine  verdünnte,  kochend  heisse 
Lösung  der  Substanz  in  überschüssige  ebensolche  Lösung  von 
Silbemitrat  hineingoss.  Die  Letztere  muss  etwas  freie  Salpeter- 
siore  enthalten. 

Dieses  Salz  fällt  aus  der  Lösung  als  ein  weisser  amorpher 
Niederschlag,  der  sich  nur  schwer  absetzt  und  am  Licht 
schwach  gelblich  wird,  ohne  jedoch  seine  Zusammensetzung 
merklich  zu  verändern.  Das  Salz  ist  in  Säuren  und  Ammoniak 
unlöslich,  leicht  löslich  dagegen  in  Gyankali,  woraus  es  durch 
verdünnte  Schwefelsäure  ganz  rein  und  unverändert  abgeschie- 
den wird.  Die  letzte  Eigenschaft  kann  sogar  zu  seiner  Reinigung 
und  zur  Entfernung  etwa  überschüssigen  freien  Benzylidenthio- 
binrets  dienen,  das  in  Gyankali  ganz  unlöslich  ist.  Über  IIb"" 
erhitzt,  zersetzt  sich  das  Salz  augenblicklich  unter  Hinterlassung 
eines  schwarzen  Rückstandes,  welches  beim  stärkeren  Erhitzen 
beim  Luitzatritt  ganz  reines  Silber  hinterlässt  Das  zur  Analyse 
verwendete  Salz  wurde  lange  Zeit  mit  Wasser,  Alkohol  und  Äther 
gewaschen  nnd  bei  etwa  50"*  C.  getroeknet.  Das  Waschen  musste 
mittetet  der  Lnftpnmpe  bewirkt  werden,  da  sich  das  Salz  viel 
BchwereT  als  Eisenoxydhydrat  auswaschen  lässt. 


72  L.  Brodsky. 

0*  2185  Grm.  des  Silbensalzes,  mit  cbromsanrem  Blei  verbraiuit 
gaben  0  1958  Grm.  CO,  und  0  034  Grm.  H,0  oder 
24-447oC  und  1-91%  H; 

0- 1482  Gm.  Substanz  hinterlassen  beim  Glühen  0  0734  Grm. 
Silber  oder  49-53%; 

0-2184  Grm.   Substanz ,  mit  Kupferoxyd  verbrannt,   gaben 
19  •  2  CCm.  Gas  bei  715  Druck  und  32**  T.  oder  9  •  157^  N. 
Daraus  lässt  sich  die  empirische  Formel  des  Silbersalzes 
ableiten: 

Theorie  Grefunden 
CeHjAgaNjSj 

Cj, 24-7P.0  24-44% 

H, 1-60^,  1-91% 

Ag, 49-437o  49-52% 

N3 9-617,  9-157o 

S 14-647,  — 

Beim  Versetzen  einer  alkoholischen  Lösung  von  Kupfer- 
Chlorid  mit  einer  alkoholischen  Lösung  des  Benzylidenthiobinrets 
entstehen  je  nach  der  Menge  der  angewendeten  Reagentien,  unter 
sonst  gleichen  Umständen^  verschieden  gefärbte  Niederschläge 
(gelb  bis  dunkelgrün),  jedoch  von  keiner  constanten  Zusammen- 
setzung. 

Das  Bleisalz  wurde  erhalten  durch  Vermischen  alkoholi- 
scher Lr)sungen  des  Benzylidenthiobinrets  und  Bleiacetat.  Es  ist 
ein  weisser^  amorpher,  in  Wasser  unlöslicher,  in  ttberschttssigem 
Bleiacetat  löslicher  Niederschlag,  der  durch  Wasser,  Kohlensäure 
und  Essigsäure  leicht  zersetzt  wird.  Nach  langem  Auswaschen 
mit  Wasser  enthielt  das  Salz  nur  5 -4370  Pb.  Unter  dem  Mikro- 
skop erscheint  das  Product  ganz  homogen  und  amorph. 

Die  Diacetylverbindung.  Wird  der  Körper  CgH^N^S, 
mit  überschttssigem  Essigsäureanhydrid  am  Rttckflussktthler  etwa 
eine  halbe  Stunde  gekocht,  so  löst  er  sich  allmälig  in  dem  Anhy- 
drid mit  schwach  röthlicher  Farbe  auf.  Man  versetzt  zweckmässig 
hierauf  die  erkaltete  Lösung  zunächst  mit  etwa  dem  gleichen 
Volumen  Alkohol  und  sodann  mit  viel  Wasser,  wobei  das  ent- 
standene Product  als  ein  gelblicher  Niederschlag  abgeschieden 
wird.  Man  lässt  absetzen,  filtrirt  und  krystallisirt  den  Nieder- 
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schlag  aus  heissem  Alkohol  um,  worans  beim  Erkalten  die  Ace- 
tylTerbindung  mit  etwas  onverändertem  Benzylidenthiobiuret 
krystallisirt.  Man  trennt  die  beiden  Verbindungen  durch  Äther^ 
worin  das  Benzylidenthiobiuret  nur  wenig,  die  Acetylverbindung 
hingegen  leicht  löslich  ist. 

Die  Diacetylverbindung  krystallisirt  in  gelben,  dicken, 
mikroskopischen,  stark  glänzenden  Tafeln,  die  in  Wasser  und 
Chloroform  unlöslich,  in  Äther  und  heissem  Wasser  leicht  löslich 
sind;  weniger  leicht  in  kaltem  Alkohol.  Durch  längeres  Kochen 
mit  absolutem  Alkohol  wird  zum  Theil  das  Benzylidenthiobiuret 
regenerirt;  viel  rascher  geschieht  dies  durch  Ammoniak.  Sie  gibt 
mit  AgNOj  einen  gelben,  mit  CuCl,  einen  braunen  Niederschlag. 
Sie  schmilzt  bei  ISO"*  zu  einer  klaren  gelbrothen  Flüssigkeit,  die 
sich  aber  gleich  weiter  zersetzt. 

Der  Körper  enthält  kein  Krystallwasser  und  ist  nicht  hygro- 
scopisch.  Die  Substanz  wurde  bei  110''  im  Luftbade  getrocknet 
and  ergab  bei  der  Verbrennung  folgende  Zahlen : 

0-3118  Orm.  gaben,  mit  chromsaurem  Blei  verbrannt,  0*5776 
CO,  and '0-1210  H,0  oder  50-527o  C  und  4-357o  H; 

0-2119  Grm.  gaben,  mit  Kupferoxyd  verbrannt,  27-6  CCm. 
Gas  bei  716  Mm.  Druck  und  26**  T.  oder  13 -5470  N; 

0*2603  6nn.  gaben,  mit  Kalihydrat  und  Salpeter  geschmolzen, 
0-3986  Grm.  BaSO^  oder  0-0547  Grm.  S  =  21  -OIV^. 

Die  Zusammenstellung  der  analytischen  Daten  zeigt,  dass 
die  Sabstanz  ein  Benzylidenthiobiuret  ist,  in  welchem  zwei 
Wasserstoffe  durch  Acetyl  ersetzt  sind. 

Verfluch  Theorie 

C,  3 50  •  527„  "(rT^ollTÖ^ 

H„ 4-35%  H....  4-237o 

N3 13-547«  N.... 13-687, 

S, 21-017„  S....20-85",o 

O, —  O....10-427„ 
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Zersetzung  des  Benzylidenthiobiurets  durch  Barythydrat. 

10  6rm.  Substanz  wurden  mit  100  Grm.  Barythydrat  und 
240  Grm.  Wasser  in  einem  Kolben  auf  dem  Wasserbade  4  Stun- 
den lang  erhitzt  und  in  das  Gemisch  fortwährend  Dampf  ein- 
leitet Der  Kolben  war  mit  einem  KUhler  verbunden,  der  in  eine 
Vorlage  mündete.  Es  wurde  so  lange  erhitzt^  bis  das  Destillat 
neutral  reagirte.  Das  Destillat  enthielt  Benzaldehyd,  welches  sich 
am  Boden  der  Vorlage  in  grossen  Tropfen  ansammelte.  Die  Flüs- 
sigkeit im  Kolben,  zuerst  ganz  klar  (da  sich  die  Substanz  in  der 
Barytlösung  sofort  aufgelöst  hat),  trübt  sich  bald  durch  Ausschei- 
dung von  kohlensaurem  Barium,  wird  gelb  und  riecht  nach 
Schwefelwasserstoff.  Nach  Beendigung  der  Reaction  wurde  in  die 
Flüssigkeit  Kohlensäure  eingeleitet,  um  den  Baryt  zu  entfernen. 
Der  Niederschlag  wurde  abfiltrirt,  das  Filtrat  eingedampft  und 
auf  die  darin  gelösten  Stoffe  untersucht.  In  dem  Filtrat  konnten 
durch  die  Eisenreaction  Rhodanbarium,  sowie  auch  Sulfoham- 
stoff  nachgewiesen  werden.  Der  Nachweis  des  letzteren  Körpers 
geschah  mittelst  Aldehydammoniak.  Erwärmt  man  nach  Nene  kl 
(Berl.  ehem.  Ber.  1874,  S.  162)  concentrirte  wässerige  Lösun- 
gen von  Sulfoharnstoff  und  Aldehydammoniak,  so  erstarrt  die 
Lösung,  sobald  sie  zu  kochen  beginnt,  zu  einem  Krystallbrei 
von  schwer  löslichen  kleinen  Nadeln  der  Verbindung:  CjH^jNjS, 
auf  die  ich  später  noch  zurückkommen  werde.  Dieses  Ver- 
halten des  Sulfoharnstoffes  ist  sehr  charakteristisch,  und  genau 
das  gleiche  Verhalten  gegen  Aldehydammoniak  zeigte  die  von 
mir  durch  Kochen  mit  Barythydrat  erhaltene  Lösung.  Die  letztere, 
mit  Metalloxyden  gekocht,  gab  schwarze  Niederschläge  von 
Metallsulfiden,  so  dass  die  Gegenwart  von  Sulfoharnstoff  unter 
den  Spaltungsproducten  des  Benzylidenthiobiurets  nicht  bezwei- 
felt werden  kann. 

Schwefelwasserstoff,  Ammoniak  und  GO^  sind  secundäre 
Spaltungsproducte  des  Thiohamstoffes  durch  Barythydrat.  Ver- 
fährt man  in  der  oben  beschriebenen  Weise,  so  wird  das  Benzy- 
lidenthiobiuret  vollständig  gespalten.  Der  nach  dem  Einleiten  von 
Kohlensäure  abfiltrirte  Niederschlag  löst  sich  ohne  Rückstand 
in   verdünnter  Salzsäure.  Kocht  man   am  Rttckflusskühler,   so 
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entstehen  aasserdem  aus  dem  Benzaldehyd  nndRhodanammoninm 
Prodaete,  wie:  Benzofisänre,  Persulfocyansäure  und  Cyanwasser- 
stoffsänre. 

Die  Spaltung  kann  folgen dermassen  formulirt  werden: 
G^N,H^  -4-  H,0  =  C^H^CHO  -4-  CNSH  -f-  CSN,H^ 
und  die  Bildung  der  Nebenproducte 

CSNjS^  -4-  2  H,0  =  H,S  -4-  2  NH,  +  CO,. 

Die  Thatsaehe,  dass  alle  Entschwefelungsagentien  den 
Schwefel  dem  Körper  nicht  entziehen  können,  deutet  darauf  hin, 
daas  der  Schwefel  nicht  mit  seinen  beiden  Valenzen  an  Kohlen- 
stoff gebunden  ist  Die  leichte  Zersetzbarkeit  der  Salze  des  Ben- 
zylidenthiobiurets  schon  durch  Kohlensäure,  sowie  die  Bildung 
des  Sübersulfids  beim  Erhitzen  des  Silbersalzes  auf  llö*",  sowie 
die  zwei  durch  Silber  oder  Acetyl  im  Molekül  ersetzbaren  Wasser- 
stoffe deuten  die  Gegenwart  zweier  Sulfhydrile  an.  Auf  Grund 
dieser  Thatsachen  lässt  sich  die  Bildung  und  die  molekulare 
Stmctnr  der  Verbindung  C,HjN,S,  folgendermassen  erklären: 

Beim  Erhitzen  von  Benzaldehyd  mit  Rhodanammouium  auf 
160**  C.  verwandelt  sich  zunächst  ein  Theil  des  letzteren  in  Sulfo- 
hamstoff.  In  der  zweiten  Phase  der  Reaction  bildet  sich  entweder 
ans  zwei  Molekülen  des  Sulfohamstoffes  unter  Abspaltung  von 
Ammoniak  oder  durch  Addition  von  Snlfocy ansäure  zu  Sulfoharn- 
stoff  das  Thiobiuret: 

(CSNjHJ,  =         C,S,N,H5  +  NH, 

oder:  CSN,H^    -f  CNSH  =  C.S^NjH^ 

Im  Momente  des  Entstehens  des  Thiobiurets  bildet  der  Sauer- 
stoff des  Benzaldehyds  mit  zwei  Wasserstoffen  des  ersteren  ein 
Molekül  Wasser  und  die  neae  Verbindung: 

CjS^NgEj  +  C^H^CHOrz:  C,H^N,S,  +  H,0. 

Der  Sulfohamstoff  par  excellence  hat  nach  allen  bisherigen 

UntersuehnDgen  die  Structurformel  C  =  S     .  Nun  ist  aber  durch 

\nh, 

Liebermann  und  seine  Schüler  (Berl.  ehem.  Ber.  1879,  S.  1588 
ond  1880  S.  682)  bekannt,  wie  leicht  bei  der  Bildung  substituirter 
Tbjohamstoffe  die  Verschiebung  im  Molekül  des  Thioharnstoffes 
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im  Sinne  der  Gleichung:  C  =  S      =  HS  —  C  stattfindet. 

Der  durch  Einwirkung  von  Chloressigsäure  auf  Sulfohamstoff 
entstehende  Glykotylsulfohamstoff  hat  z.  B.  nach  Liebermann's 

.NH— CH, 

Untersuchungen  nicht  die  Structurformel:  G  =  S         |     ,  sondern 

\nh— CO 

ist  nach  der  Formel  C  — S — CH.    zusammengesetzt.  Ftlr  das 

\     \ 

NH  — CO 
Tbiobiaret  sind  darnach  ebenfalls  zwei  Strnctnrformeln  möglich. 
Entweder: 

S  =  C 

1)  \nh  , 

S  =  C— NH, 
also  dem  Binret  entsprechend,  oder  auch 

^NH 

C— SH 

2)  \nH 

/ 
C— SH 

Vh 

Das  Benzylidenthiobiuret  würde  darnach^  je  nachdem  man  der 
einen  oder  der  anderen  Formel  den  Vorzug  gibt,  nach  der 
Structurformel: 

NH 

s=c  \ 

1)  \nh      ^chc,h, 

s=c       / 
\nh 
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oder  ancb 

HS— C  \ 

2)  y^      )0HC.H. 

HS  — C  / 

zusammengesetzt  sein« 

Mit  Klicksicht  darauf,  dass  das  von  mir  erhaltene  Benzy- 
üdentliiobinret  sich  nicht  leicht  entschwefeln  lässt  and  zwei  durch 
Metall  oder  Äcetyl  ersetzbare  Wasserstoffe  enthält,  was  ftlr  die 
Gegenwart  zweier  Snlfhydrilgmppen  spricht,  glaube  ich,  dass 
die  zweite  Formel  vorzuziehen  ist. 

Zimmtaldehyd, 

Wird  ein  Gemenge  von  Zimmtaldehyd  mit  trockenem,  fein 
gepulvertem  Rhodanammonium  erhitzt,  so  findet  auch  hier  bei 
160*  eine  heftige,  von  starkem  Schäumen  begleitete  Einwirkung 
der  beiden  Körper  auf  einander  statt.  Es  bildet  sich  eine  dunkel- 
braune, feste  Masse,  die  sich  nicht  ausgiessen  lässt,  so  dass  es 
nOthig  ist,  den  Kolben  zu  zerschlagen,  um  das  Product  zu 
erhalten.  Mit  Alkohol  erwärmt  schmilzt  die  Masse  schon  bei  ÖO"" 
ist  aber  darin  schwer  löslich.  Durch  Zusatz  von  Wasser,  sowie 
durch  Verdunsten  der  alkoholischen  Lösung  werden  nur  amorphe 
Producte  erhalten,  die  aus  Äther,  Alkohol,  Chloroform  und  Benzol 
nicht  krystallisiren.  Durch  mehrmaliges  Lösen  in  Alkohol  und 
Verdunsten  erhielt  ich  zwei  Substanzen,  von  denen  die  eine  bei 
171  "•  und  die  andere  bei  220**  schmilzt  Sie  enthalten  aber 
keinen  Stickstoff.  In  Alkalien  und  Säuren  sind  sie  unlöslich  und 
werden  auch  beim  Kochen  nicht  angegriffen. 

Valeraldehyd  und  Önanthol. 

50  Qtiü.  Valeraldehyd  wurden  mit  80  Grm.  Rhodanammo- 

nium  zuerst  im  Wasserbade,  dann  immer  höher  bis  auf  160**  am 

BüekßusakfihleT  erhitzt.  Rhodanammonium  schmilzt  dabei  schon 

unter  lOO"".  Obwohl  nun  Valeraldehyd  bei  92-5**  (Isopropylacet- 

Mebyd)  siedet,  fand  selbst  bei  160**  nur  sehr  schwaches  Sieden 
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statt,  SO  dass  im  Ktthler  keine  hernnterfli essenden  Tropfen 
bemerkbar  waren.  Der  Aldehydgerueh  verschwand  vollständig. 
Nach  einstllndigem  Erhitzen  auf  160''  Hess  ich  die  Schmelze 
erkalten.  Über  dem  erstarrten  Rhodanammonium  scheidet  sich 
eine  dnnkelrothe,  sehr  zähe  Flüssigkeit  ab^  die  in  Alkohol,  Äther 
und  Essigsänreanhydrid  leicht  löslich  ist  und  erst  bei  vollständi- 
gem Verdampfen  des  Lösungsmittels  unverändert  zurückbleibt. 
In  Wasser  ist  sie  unlöslich.  Es  liess  sich  daraus  kein  fester 
Körper  isoliren;  mit  Salzen  schwerer  Metalle  erhielt  ich  keine 
Niederschläge. 

Das  Verhalten  des  Önanthols  ist  dem  des  ValeraUlehyds 
vollkommen  analog. 

Aus  allem  Vorhergehenden  ergibt  es  sich  nun,  dass  die  Ein- 
wirkung von  Benzaldehyd  auf  Rhodanammonium  nach  anderem 
Modus  stattfindet,  als  dies  beim  Ghloral  der  Fall  ist.  Schon  die 
empirische  Bildungsgleichung  ist  in  beiden  Fällen  eine  verschie- 
dene. Man  hat  nämlich: 

1)  (CCljCHO),  -4- (CNSNHJ,  =  C.H.CleNjS -4-  CNSH  +  2H,0 

2)  C^H.  CHO  +  (CNSNHJ,  =  CgH3N3S,  -h  NH3  +  H,0. 

Man  kann  mit  ziemlicher  Sicherheit  annehmen,  dass  der  ans 
Benzaldehyd  erhaltene  Körper  wirklich  Benzylidenthiobiuret  ist. 
Das  aus  Ghloral  erhaltene  Product  kann  schon  deshalb  nicht  als 
Derivat  des  Biurets  angesehen  werden,  da  es  weniger  C  und  S  im 
Molekül  enthält.  Es  existirt  dagegen  eine  ebenfalls  von  Nencki 
erhaltene  Verbindung,  welche  uns  über  die  Natur  des  aus  Chloral 
entstandenen  Productes  Aufklärung  verschafft. 

Durch  Erhitzen  von  SulfobarnstofT  mit  Acetaldehyd  in  zuge- 
schmolzenen Röhren  erhielt  Reynolds  den  Äthylidensulfoharn - 
stoflf  gemäss  der  Gleichung  (Berl.  ehem.  Ber.  J.  1874,  S.  162): 

/NH.  NH. 

ch3cho  4-cs/      -  ch3ch<      >cs  +  h,0. 
\nh,  \nh/ 

£b*wärmt  man  dagegen  nach  Nencki  concentrirte  wässerige 
Lösung  von  Sulfoharnstoff  und  Aldehydammoniak,  so  erstarrt  die 
Flüssigkeit,  sobald  sie  zu  kochen  beginnt,  zu  einem  Krystallbrei 
von   schwer   löslichen  Krystallnadeln,    die    nach    der  Formel 
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C5H|^N3S  zasammeiigefietzt  sind.  Die  Entstehung  dieser  Verbin- 
dung erfolgt  nach  der  Gleichnng: 

2  (CH3CHONH3)  +  CSNjH^  =  CgH^jNjS  4-  2  H,0  -h  NH,. 

Der  Körper  CsH^^NgS  hat,  wie  man  sieht,  die  gleiche  empi- 
rische Zusammensetzung,  wie  das  aus  Chloral  und  Bhodanammo- 
nium  erhaltene  Produet,  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  sechs 
Wasserstoffe  durch  sechs  Chlore  ersetzt  sind.  Auch  in  seinem 
chemischen  Verhalten  ist  die  Verbindung  C5H2.GIQN3S  der  anderen 
analog;  nur  ist  der  Körper  aus  Aldehyd  weniger  beständig,  als 
das  aus  Chloral  erhaltene  Produet.  Während  das  letztere  erst 
durch  concentrirte  Schwefelsäure  unter  Entwicklung  von  Chloral 
zersetzt  wird,  wird  die  Verbindung  aus  Aldehydammoniak  schon 
durch  Kochen  mit  Wasser  allmälig  in  Aldehyd,  Ammoniak  und 
Sulfohamstoff  gespalten.  Viel  rascher  wird  die  obige  Zersetzung 
durch  verdünnte  Säuren  bewirkt.  Als  Nencki  in  einem  Versuche 
20  Qrm.  Substanz  in  Wasser  suspendirte  und  mit  etwas  mehr  als 
ä4iuiYalenter  Menge  Chlorwasserstoffsäure  auf  dem  Wasserbade 
erwärmte,  begann  bei  etwa  50"  die  Substanz  sieb  zu  lösen;  es 
destiUirte  reiner  Aldehyd  tlber  und  der  auf  dem  Wasserbade  ver- 
dunstete Rückstand  bestand  nur  aus  Sulfohamstoff  und  Salmiak. 
Ahnlich  wie  das  Produet  aus  Chloral  und  Bhodanammonium  wird 
die  Verbindung  CjHjjNjS  durch  Jod  und  Metalloxyde  nicht  ent- 
schwefelt. Dass  das  Produet  aus  Chloral  ein  Derivat  des  Sulfo- 
hamstoffes  ist,  habe  ich  übrigens  durch  Spaltung  desselben 
mittelst  Barythydrat  nachweisen  können.  Der  Körper  C5H5CI3N3S 
wurde  mit  Barytwasser  bis  zur  völligen  Lösung  am  BUckfluss- 
ktthler  gekocht;  hierauf  wurde  filtrirt,  ans  dem  Filtrate  das  Baryt 
entfernt  und  die  barytfreie  Lösung  auf  dem  Wasserbade  zum 
Symp  verdunstet,  woraus  beim  Erkalten  Sulfohamstoff  auskry- 
stallisirte,  der  dann  durch  verschiedene  Beactionen  als  solcher 
identificirt  wurde. 

Der  Körper  C5HJJN3S  entsteht  aus  Aldehydammoniak  und 
Solfoharnstoff  jedenfalls  nach  folgendem  Schema: 

OH  /^     ^"t^ 

•NB,  \jj„        ^      V 

CHjCH    CH3CH.NH, 
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Nach  der  Analogie  hat  daher  der  Körper  CjHjCl^NjS  die 
Stractnrformel : 

C— SH 

N   N 

II       \ 
CClj.CH  CC1,CH.NH,. 

Obgleich  Sulfohamstoff  vier  WasserstoflFe  enthält  und  durch 
zwei  Äthylidengruppen  (CH3CH)  gerade  vier  WasserstoflFe  substi- 
tuirbar  sind,  sehen  wir  in  den  beiden  obigen  Verbindungen,  dass 
nur  drei  Wasserstoffe  durch  Aldehydreste  ersetzt  wurden.  Dieser 
Umstand  spricht  entschieden  daillr,  dass  bei  der  Entstehung 
dieser  substituirten  Thioharnstoffe  das  Schwefelatom  aus  der 
Stellung  C  =  S  in  die  Stellung  C  —  SH  verschoben  worden  ist. 
Es  ist  nicht  richtig  und  dem  wahren  Sachverhalte  nicht  entspre- 
chend, wenn  alle  substituirten  Thioharnstoffe  als  von  gleicher 
molecularer  Structur  angesehen  werden.  Das  Schwefelatom  im 
Sulfohamstoff  ist  viel  loser  von  den  ttbrigen  Atomen  festgehalten, 
als  wie  dies  mit  dem  Sauerstoffatom  im  gewöhnlichen  Harnstoff 
der  Fall  ist,  weshalb  es  auch  viel  leichter  einer  Verschiebung 
noch  innerhalb  des  Moleküls  fähig  ist.  Wie'  leicht  der  Schwefel 
im  Sulfohamstoff  verschiebbar  oder  geradezu  abspaltbar  sei,  das 
zeigen  am  besten  die  im  hiesigen  Laboratorium  untersuchten 
Derivate  des  Sulfohamstoffes  und  der  Dibromsäuren.  ^  Erwärmt 
man  z.  B.  wässerige  Lösung  von  Sulfohamstoff  und  Dibrombem- 
steinsäure  zum  Sieden,  so  scheiden  sich  sofort  Schwefel  und 
Fumarsäure  aus.  Die  Reaction  zwischen  Dibrombemsteinsänre 
und  Sulfohamstoff  verläuft  ganz  glatt  im  Sinne  folgender 
Gleichung: 

/CO,H      H,Nv  /CO,H 

aH,Br,<  -h  >CS=zC,H,<  + 

\CO,H      H,N/  \C0,H 

Bibrombernstein-  Sulfoharn-  Fumarsäure 

säure  stoff 

+  CN,Hj  +  2(HBr)  +  S 
Cyanamid. 


1  Vergl.  Nencki  und  Sieber.  Joum.  für  prakt.  Chemie.  Bd.  25 
S.  72, 1882  und  TrzciAski,  Berliner  ehem.  Berichte.  1883,  S.  1067. 
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Es  ist  daher  nicht  leicht  zn  bestimmen,  wie  das  Schwefelatom 
in  den  sabstitnirten  Snlfoharnstoffen  gebunden  ist.  Nur  um  die 
wahrscheinliche  Stracturformel  eines  sabstitnirten  Thiohamstoffes 
aufzustellen,  bedarf  es  genauer  Untersuchung  seiner  weiteren 
Deriyate  und  Spaltungsproducte.  In  den  hier  beschriebenen  Sulfo- 
bamstoffen  wurde  überall  die  Stellung  G — SH  als  die  wahrschein- 
lichere angenommen.  In  Snlfoharnstoffen,  die  sich  leicht  ent- 
schwefeln lassen,  wie  z.  B.  Acetylsulfohamstoff,  ist  dagegen  die 
Annahme  wahrscheinlicher,  dass  hier,  wie  im  Sulfohamstoffe 
selbst,  der  Schwefel  mit  seinen  beiden  Valenzen  an  Kohlenstoff 
gebunden  ist 

Nenckfs  Laboratorium  in  Bern. 


StUi).  d.  mAtliem.-natunr.  Ol.  XCV.  Bd.  II.  Abth. 
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n.  SITZUNG  VOM  13.  JÄNNER  1887. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  I.  und  U.  Heft  (Jnni 
bis  Juli  1886),  II.  Abtheilung  des  XCIV.  Bandes  der  Sitzungs- 
berichte vor. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  E.  Hering  übersendet  eine  Arbeit 
aus  dem  physiologischen  Institute  der  deutschen  Universität  zu 
Prag:  ^Beiträge  zur  allgemeinen  Nerven-  und  Muskel- 
physiologie. XX.  Mittheilung.  Über  die  Innervation  der 
Krebsscheere",  von  Herrn  Prof.  Dr.  Wilh.  Biedermann. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  L.  Boltzmann  über- 
sendet eine  Mittheilung  von  Herrn  Prof.  Albert  v.Ettingshausen 
in  Graz:  „Über  eine  neue  polare  Wirkung  des  Magnetis- 
mus auf  die  Wärme  in  einer  vom  galvanischen  Strome 
durchflossenen  Wismuthplatte". 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  über- 
sendet eine  Abhandlung:  „Über  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen^. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen 
vor: 

1.  „Über  Raumcurven  mter  Ordnung  mit  (m — 2)fachen 
Secanten^,  von  Herrn  Dr.  Karl  Bobek  in  Prag. 

2.  „Über  die  Untersuchung  von  Acetylverbindun- 
gen  und  eine  neue  Methode  zur  Analyse  der 
Fette^,  Arbeit  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der 
technischen  Hochschule  in  Wien,  von  den  Herren  Dr.  R.  Be- 
nedikt und  F.  Ulzer. 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  G.  Clans  macht  eine 
Mittheilnng:  ^^Über  die  morphologische  Bedeutang  der 
lappenfOrmigen  Anhänge  am  Embryo  der  Wasser- 
assel''. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine  Abband- 
lang  von  Herrn  Prof.  E.  Edlnnd  in  Stockholm:  ^Über  uni- 
polare Indnction^. 

Herr  Prof.  v.  Lang  berichtet  ferner  über  weitere  Versuche: 
^Über  die  elektromotorische  Gegenkraft  des  elektri- 
schen Lichtbogens^. 


/ 


G* 
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Messung  der  elektromotorischen  Kraft  des  elek- 
trischen Lichthogens,  ü. 

Von  dem  w.  M.  Yiktor  y.  Lang. 

I. 

Ich  habe  vor  einiger  Zeit  ^  eine  Methode  angegeben ;  nach 
welcher  der  Widerstand  einer  Leitung  gemessen  werden  kann^ 
auch  während  ein  Strom  in  derselben  circulirt.  Diese  Methode 
habe  ich  dann  angewandt  um  die  elektromotorische  Kraft  eines 
von  Kohlenspitzen  gebildeten  Lichtbogens  zu  bestimmen.  Ein  der- 
artiger, am  8.  April  1885  ausgeführter  Versuch  ergab  fttr  diese 
Gegenkraft  die  Grösse  7on  39  V.  Nattlrlich  ftthlte  ich  das  Be- 
dttrfniss  diesen  einmaligen  Versuch  zu  wiederholen  und  womög- 
lich auch  den  Lichtbogen  zwischen  Metallspitzen  zu  untersuchen. 

In  der  That  habe  ich  diesen  Versuch,  trotz  seiner  Umständ- 
lichkeit am  25.  Juni  1885  wiederholt  und  dabei  auch  Elektroden 
aus  Kupfer  untersucht. 

Die  Anordnung  des  zweiten  Versuches  war  genau  dieselbe^ 
wie  die  des  ersten,  nur  wurden  diesmal  64  Bunsenelemente  an- 
gewandt, und  zur  Ersetzung  der  Lichter  standen  jetzt  Wider- 
stände zur  Verftlgung,  die  aus  spiralig  in  Luft  ausgespanntem 
Neusilberdrahte  von  1  *  6  Mm.  Durchmesser  bestanden.  Auch  die 
Herren  Professoren  K.  und  F.  Exner  und  Dr.  Lecher  hatten 
wieder  die  Güte,  mir  dieselbe  Hilfe  zu  leisten  wie  das  erste  Mal. 

Die  einzelnen  Messungen  zerfallen  in  solche,  die  mit  den 
Kohlenspitzen,  mit  Kupferspitzen  und  mit  den  daflir  eingeschal- 


1  Sitzber.  d.  Wr.  Akad.  Bd.  91,  IL  (1885)  S,  844. 
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teten  Widerständen  aasgeftihrt  wurden.  Diese  Beobachtangen 
warden  in  keiner  bestimmten  Ordnang,  sondern  darch  einander 
vorgenommen. 

Ich  beginne  mit  den  Messungen,  wo  statt  der  beiden  elek- 
trischen Lichter  beiderseits  gleiche  Widerstände  eingeschaltet 
waren,  deren  beiläufiger  Werth  in  der  zweiten  Columne  der 
nachfolgenden  Obersicht  angegeben  ist. 


Nr. 

/. 

w. 

1 

11  SE 

3-62  A 

7-82Q 

+72 

2 

7 

4-76 

5-94 

32 

11 

7 

4-68 

5-66 

—  5 

12 

7 

3-95 

6-60 

+  2 

13 

11 

3-45 

7-32 

—10 

14 

11 

3-39 

7-44 

9 

15 

11 

3-45 

7-35 

7 

18 

5 

5-63 

4-86 

4 

19 

3 

7-30 

3-75 

22 

20 

2 

8-67 

3-38 

14 

23 

2 

8-93 

3-35 

6 

24 

3 

7-48 

3-77 

14 

25 

4 

6-28 

4-37 

10 

Die  erste  Columne  gibt  die  Ordnungszahl  der  Beobachtung, 
die  dritte  die  beobachtete  Stromstärke  /  und  die  vierte  den 
beobachteten  Gesammtwiderstand  W.  Letzterer  muss  eine  lineare 
Function  der  reciproken  Stromstärke  sein,  wenn  die  elektro- 
motorische Kraft  der  Batterie  constant  bleibt.  Das  constante  Glied 
der  linearen  Function  ist  gleich  dem  Widerstände  der  Leitung 
von  den  beiden  äquipotentialen  Punkten  A,  B  bis  zur  Messbrlicke. 
Dieser  Widerstand  war  beiläufig  0  •  89  Q,  so  dass  das  Mittel  aus 
den  vorstehenden  Zahlen  die  Formel  gibt: 

Berechnet  man  nach  dieser  Formel  die  den  angegebenen 
Stromstärken  entsprechenden  Gesammtwid erstände  und  zieht  die 
80  berechneten  Werthe  von  den  beobachteten  ab,  so  erhält  man 
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die  in  der  fttnften  Columne  bemerkten  Differenzen  in  Einheiteo 
der  zweiten  Decimalstelle. 

Was  die  Beobachtungen  mitKoblenspitzen  betrifft;  so  wurden 
hiezu  dieselben  Eoblen  von  5  Mm.  Durchmesser  wie  das  erste 
Mal  benutzt,  und  folgende  Werthe  von  /  und  W  erhalten 

Nr.  /  W  W  2(H  — H^')  D 

3  3-46^         2-65ß  7-29Q         9-28Ö         3211 F 

4  4-44  1-67  5-95  8-56  38-01 


5 

4-36 

1-53 

604 

902 

39-33 

6 

4-71 

1-53 

5-66 

8-26 

38-90 

7 

413 

1-70 

6-34 

9-28 

38-33 

8 

3-82 

1-81 

6-79 

9-96 

38-05 

9 

3-60 

2-32 

715 

9-66 

34-78 

10 

4-00 

2-10 

6-62 

9-04 
Mittel 

36  16 
36-96 

Die  vierte  Columne  der  vorstehenden  Tabelle  enthält  den 
nach  der  Formel  1)  berechneten  Gesammtwiderstand,  wie  er  der 
beobachteten  Stromstärke  entsprechen  würde;  subtrahirt  man 
hievon  den  wirklich  beobachteten  Widerstand  und  multiplicirt 
mit  2;  so  erhält  man  die  Zahlen  der  fünften  Columne.  Diese  Zahlen 
geben  schliesslich  mit  der  Stromstärke  multiplicirt,  sechste 
Columne,  die  gesuchte  elektromotorische  Gegenkraft  des  Licht- 
bogens, welche  im  Mittel  37 -0  V  beträgt. 

Das  Ergebniss  dieses  Versuches  ist  also  recht  befriedigend 
und  die  Übereinstimmung  mit  dem  Resultate  des  ersten  Ver- 
suches, welcher  eine  elektromotorische  Gegenkraft  von  39  V.  er- 
gab, besser  als  erwartet  werden  konnte.  Ja,  die  Übereinstimmung^ 
wird  noch  grösser,  wenn  man  den  ersten  Versuch  auf  dieselbe  Weise 
berechnet  wie  es  bei  dem  vorliegenden  Versuch  geschah  und  sich 
nicht  damit  begnügt,  nur  das  Mittel  der  Beobachtungen  zur  Berech- 
nung der  elektromotorischen  Kraft  zu  benutzen,  was  fllr  die  Zwecke^ 
welche  ich  in  meiner  ersten  Abhandlung  verfolgte,  wohl  genügend 
war.  Die  genauere  Rechnung  gibt  nämlich  für  deuGesammtwider- 
stand  die  Formel 

^_22_^^Q^gg 
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and  für  die  dreizehn  Beobachtungen  mit  den  Kohlenliohtem 


/ 

E 

♦7-21^ 

3108K 

4-27 

38-24 

4-27 

38-24 

4-49 

36-19 

4-27 

36-30 

4-14 

38-25 

4-49 

36-51 

*8-21 

31-53 

4-49 

36  19 

*3-46 

51-00 

4-27 

35-70 

4-27 

34-07 

Mittel     36-94 

Dieses  Mittel  stimmt  also  vollkommen  genan  mit  dem  der 
zweiten  Versuchsreihe  überein.  Würde  man  bei  Bildung  des 
Mittels  die  drei  mit  einem  Sternchen  bezeichneten  Beobachtungen 
nicht  berücksichtigen ,  wie  dies  in  meiner  ersten  Abhandlung 
geschah  y  so  würde  das  Mittel  noch  immer  36*64  betragen.  Die 
elektromotorische  Gegenkraft  dürfte  also  ftlr  die  von  mir  benutzte 
Kohle  mit  5  Mm.  Durchmesser  und  bei  einer  mittleren  Strom- 
stärke von  4-3  A  nahezu  37  Volt,  betragen. 

U. 

Ich  komme  nun  zu  den  Beobachtungen  mit  den  Kupfer- 
Btäben,  welche  ebenfalls  5  Mm.  Durchmesser  hatten.  Da  nach 
Edlund's  Untersuchungen  für  Kupfer  von  vornherein  eine 
kleinere  elektromotorische  Gegenkraft  zu  erwarten  stand,  so 
hoffite  ich,  dass  die  Beobachtungen  mit  den  Kupferlichtem  leichter 
auszuführen  sein  vtrürden,  als  mit  den  Kohlenlichtem.  Allein  es 
zeigte  sich  das  Gegentheii;  es  hatte  grosse  Schwierigkeit,  die 
beiden  Eupferlichter  gleichzeitig  zum  mhigen  Brennen  zu  bringen, 
so  dass  im  Ganzen  nur  vier  solche  Beobachtungen  angestellt 
werden  konnten. 
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Diese  sind: 

V.  V. 

Lang, 

Nr. 

/ 

H' 

W 

S(,W—W') 

.     D 

16 

8-89^ 

1-69Ö 

3-41ß 

3-44& 

30-58 

17 

8-40 

2-23 

3-57 

2-68 

22-50 

21 

7-48 

1-90 

3-91 

4-02 

30-07 

22 

5-82 

2-42 

4-76 

4-68 

27-24 

Mittel     27-60 

Wir  erhalten  also  für  die  elektromotorische  Gegenkraft  des 
Enpferbogens  den  Betrag  von  27  -  6  V  and  es  ist  das  Yerhältniss 
dieser  Kraft  zu  der  des  Kohlenbogens  gleich  0-75. 

Edlnnd^  hat,  indem  er  den  Widerstand  des  Lichtbogens 
bei  verschiedenen  Längen  mass,  folgende  elektromotorische  Ge- 
genkräfte in  willkttrlicher  Einheit  ausgedrückt  erhalten : 

D  =  b'lb  harte  Kohle, 
5  -  48  Batteriekohle, 
4-58  Kupfer, 

2  •  86  Messing  mit  37%  Zn., 
2-50  Silber  mit  10%  Cu. 

Das  Yerhältniss  von  Kupfer  zn  Kohle  wird  also  nach 
Edlund  0-84 — 0  89,  was  von  dem  oben  gefundenen  Werthe 
nicht  allzu  sehr  abweicht. 

m. 

Edlund*  hat  es  bei  Besprechung  der  von  mir  befolgten 
Methode  als  wUnschenswerth  bezeichnet,  dass  die  elektromoto- 
rische Gegenkraft  für  dieselben  Kohlenspitzen  auch  nach  seiner 
ursprünglichen  Methode  durch  Variation  der  Länge  des  Lichtbogens 
ermittelt  werde.  Eine  Differenz  in  den  Resultaten  beider  Methoden 
wttrde  nämlich  auf  einen  sogenannten  Übergangswiderstand 
des  Lichtbogens  schliessen  lassen. 

Ich  habe  desshalb  auch  solche  Versuche  ausgeführt  und  dazu 
den  Strom  einer  Gramme-Maschine  kleinster  Gattung,  die  durch 
einen  einpferdigen  Gasmotor  in  Bewegung  gesetzt  wird,  benutzt 
Die  Kohlenspitzen  wurden  durch  dieselbe  Regulirungsvorrichtung 


1  Pogg.  Ann.  Bd.  133  (1868)  5353 

2  Pogg*.  Ann.  Bd.  26  (1885)  5520. 
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wie  frflher  in  constanter  Entfernang  gehalten,  indem  eine  Linse 
da«  Bild  des  Lichtbogens  anf  die  Wand  projicirte.  Die  Entfernung 
der  Spitzen  wurde  dagegen  meist  dnrch  flache  Keile  bestimmt, 
die  zwischen  sie  hineingesenktwnrden,  und  es  hatte  Prof.  F.  Exner 
die  Qttte,  diese  Messungen,  welche  der  Natur  der  Sache  nach 
Dicht  sehr  genau  sein  können,  auszufahren. 

Von  den  beiden  Eohlenspitzen  ftlhrten  Drähte  zu  einem 
Voltmeter,  bestehend  aus  einer  Tangenlenbussole  mit  ungefähr 
75  Windungen  und  vorgelegtem  grösseren  Widerstände.  Die 
Ablesung  dieses  Instrumentes  wurde  von  Dr.  E.  Lecher  besorgt. 

Die  Stromstärke  wurde  von  mir  an  der  schon  früher  ge- 
brauchten Tangentenbussole  gemessen,  welche  nach  der  im  April 
1855  ausgeführten  Messung  mit  einer  Dämpfung  versehen  worden 
war.  Als  dämpfende  Flüssigkeit  wurde  Vaselinöl  (Paraff.  liqu. 
Pharm.  Germ,  ü.)  verwandt,  auf  welches  ich  durch  Prof.  S. 
Exner  aufmerksam  gemacht  worden  war,  und  das  sich  in  der 
That  fbr  Dämpfangszwecke  wegen  seiner  Unveränderlicbkeit  als 
yorzliglich  erweist. 

Zur  Änderung  der  Stromstärke  wurden  die  beiden  früher 
erwähnten  Widerstünde  aus  Neusilberdraht  benutzt. 

Trotzdem  nun  alle  Sorgfalt  angewandt  wurde,  so  stimmen  die 
Beobachtungsreihen  von  verschiedenen  Tagen  nicht  sehr  gut 
untereinander.  Es  wurden  im  Ganzen  an  fünf  Tagen  zwischen 
Februar  und  Jnli  des  Jahres  1886  Messungen  ausgeführt,  die  Re- 
sultate der  einzelnen  Tage  schwanken  aber  zwischen  32  und 
36  V  fbr  die  Gegenkraft  des  Kohlenlichtes.  Bei  dieser  geringen 
Übereinstimmung  will  ich  daher  gar  nicht  die  einzelnen  Messun- 
gen mittheilen,  sondern  nur  das  Resultat  aus  der  Berechnung 
simmtlicber  brauchbarer  Beobachtnngen.  Die  Rechnung  geschah 
mit  Hilfe  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nach  der  Formel 

wo  p  der  beobachtete  Potentialunterschied  der  beiden  Kohlen- 
spitzen in  Volt,  /  deren  Entfernung  in  Millimeter  und  i  die  Strom- 
stärke in  Ampere  bedeutet.  Bei  Aufstellung  dieser  Formel  ist 
Dstfirlicb  angenommen,  dass  die  Constante  b  unabhängig  sei  von 
der  Stromstärke.  Bei  den  geringen  Änderungen  in  der  Strom- 
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Stärke,  welche  bei  vorliegenden  Versachen  stattfinden^  kann  diese 
Constanz  der  Grösse  b  wohl  angenommen  werden,  wenn  dies  aoch 
nicht  mehr  ftlr  weitere  Grenzen  der  Stromstärke  gelten  sollte. 

Die  Constante  a  ist  die  gesuchte  elektromotorische  Gegen- 
kraft des  Lichtbogens. 

Ich  bemerke  noch,  dass  bei  der  Rechnung  die  Beobachtungen 
der  einzelnen  Tage  mit  Hinweglassung  ganz  abweichender  zuerst 
in  einzelne  Gruppen  abgetheilt  und  innerhalb  derselben  durch 
Mittelnahme  zu  Normalbeobachtungen  vereinigt  wurden.  Mit 
diesen  Normalörtern  wurde  erst  die  Rechnung  ausgeführt. 

Es  wurden  nun  an  den  fttnf  Beobachtungstagen  im  Ganzen 
71  Messungen  ausgeführt,  und  von  diesen  58  zu  15  Normalbeob- 
achtungen vereinigt.  Die  Rechnung  gab 

ar=  35-07  +  1  •34  V 
h=    1-32±011Q 

Es  gibt  also  diese  Methode  um  2V  weniger  als  die  frühere. 
Die  Stromstärke  ist  allerdings  nicht  ganz  die  gleiche,  ist  aber 
bei  der  zweiten  Methode  doch  unbedeutend  höher  (zwischen  4*0 
und  5'4A).  Der  Abstand  der  beiden  Eohlenspitzen  varürte 
zwischen  0*4  und  2-5  Mm. 

IV. 

Nach  der  zuletzt  befolgten  Methode  von  Edlund  habe  ich 
die  elektromotorische  Gegenkraft  des  Lichtbogens  auch  bei  Me- 
tallen zu  bestimmen  versucht.  Es  fallen  diese  Versuche  der  Zeit 
nach  zwischen  die  früher  beschriebenen  Messungen  an  den 
Kohlenspitzen.  Bei  den  schwerer  schmelzbaren  Metallen  hatte  die 
Anwendung  von  Edlund's  Methode  keine  besonderen  Schwie- 
rigkeiten ,  bei  leichter  schmelzbaren  gelang  es  mir  aber  nur  mit 
Cadmium  und  Zink  brauchbare  Resultate  zu  erhalten.  Die  Mes- 
sung der  Entfernung  der  Spitzen  ist  freilich  immer  schwierig,  da 
sehr  oft  der  Lichtbogen  sich  nicht  an  den  äussersten  Endea 
bildet. 

An  den  Ablesungen  bei  diesen  Versuchen  betheiligte  sich 
auch  Dr.  P.  Czermak. 

Die  Ergebnisse  der  Messungen  werde  ich  in  derselben  Form 
wie  vorher  bei  der  Kohle  wiedergeben.  Ich  bemerke  noch,  dass 
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sämmtliche  Metalle  in  Form  von  Drähten  von  ebenfalls  5  Mm. 
Durchmesser  angewandt  wurden. 

Platin.  Es  wnrden  an  drei  verschiedenen  Tagen  vier  Be- 
obaehtungsreihen  mit  61  Messungen  ausgeführt.  Davon  wurden 
56  zu  15  Normalörtern  vereinigt  der  Rechnung  zu  Grunde  ge- 
legt Dieselbe  gab: 

a  =  27-41  ±1-16F 
b=    1-49  ±019ß 

Die  Stromstärke  variirte  zwischen  4*0  und  5*5  A,  die  Ent- 
fernung der  Spitzen  zwischen  0-3  und  3*2 Mm.  Während  der 
korzen  Dauer  der  Versuche  konnte  nur  am  negativen  Pol  eine 
LfiDgenabnahme  des  Drahtes  constatirt  werden,  der  positive  Pol 
war  dagegen  der  heissere. 

Eisen.  Zwei  Beobachtungsreihen  mit  43  Messungen  gaben 
40  brauchbare  Beobachtungen  in  acht  Gruppen  eingetheilt  Die 
Rechnung  gab: 

«  =  2503  ±216K 
b=    0-70  ±0-06  ß. 
Die  Stromstärke  variirte  zwischen  2-6  und  5*9  A  und  die 
Spitzenentfernung  zwischen  0*5  und  3-5 Mm.  Beide  Pole  bren- 
nen ziemlich  gleich  langsam  ab. 

Nickel.  21  Beobachtungen  an  zwei  verschiedenen  Tagen 
angestellt^   gaben  mit  AusscUass  von  zwei   Messungen   neun 
Kormalbeobachtungen  und  das  Bechnungsresultat 
«  =  2618  ±2-95  F 
b=    0-77  ±0-13ß 
Hiebei  war  die  Stromstärke  ziemlieh  constant  gleich  4  *  5  A, 
während  die  Entfernung  der  Spitzen  beträchtlich  zwischen  1  •  6 
and  7-3  Mm.  variirte.  Verkürzung  der  Drähte  durch  Abbrennen 
konnte  nicht  beobachtet  werden ,  doch  glttht  der  positive  Pol  sehr 
Start 

Kupfer.  Aus  zwei  Beobachtungsreihen  mit  45  Messungen 
warde  nur  eine  Messung  ausgeschieden  und  zehn  Normalbeob- 
McbtuDgen  gebildet.  Diese  gaben: 

23-86  ±1-33K 
0-67  ±0-04  ß 
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Die  Stromstärke  war  zwischen  4-1  und  6-2  A.  Die  Spitzen- 
entfernang  zwischen  0-6  und  7*0  Mm. 

Silber.  Drei  Beobachtungsreihen  mit  45  Einzelbeobach- 
tungen gaben  mit  Hinweglassung  dreier  Messungen  dreizehn 
Normalörter  und  fttr  die  Constanten  die  Werthe 

a  =  15-23  ±0-45 F 
bzn    0-96  rt0-06ß 

Die  Stromstärke  variirte  zwischen  3*7  und  b'l  A.  Die  Ent- 
fernung der  Spitzen  zwischen  0-3  und  7  -5  Mm. 

Zink.  An  zwei  verschiedenen  Tagen  wurden  im  Ganzen 
42  Beobachtungen  angestellt,  von  diesen  eine  verworfen,  nnd 
die  Übrigen  in  zehn  Gruppen  abgetheilt. 

a=  19-86  ±2-27  r 
b=    0-56  ±0-28Q 

Die  Variationen  der  Stromstärke  lagen  zwischen  2-6  nnd 
4-3  il,  die  der  Spitzenentfernung  zwischen  0-5  und  4*0  Mm.  Bei 
der  ersten  Versuchsreihe  nahm  die  Drahtlänge,  die  an  beiden 
Polen  28*5  Mm.  betrug,  am  negativen  Pol  bis  auf  258,  am  posi- 
tivem Pol  bis  auf  93  Mm.  ab.  Natürlich  war  der  grösste  Theil  des 
Drahtes  abgeschmolzen,  nicht  abgebrannt. 

Gadmium.  Es  wurden  zwei  Versuchsreihen  mit  57  Beob- 
achtungen ausgeführt,  davon  wurden  fünf  verworfen  und  die 
übrigen  52  Beobachtungen  zu  neun  Normalörtem  vereinigt.  Die 
Bechnunggab: 

a  =  10*28  ±3-38  F 
b=    2*56  ±l*27ß 

Die  Werthe  der  Stromstärke  lagen  zwischen  2*5  und  3-5^, 
die  der  Spitzenentfernung  zwischen  0  *  4  nnd  1  *  7  Mm.  Die  Län- 
gen der  Poldrähte  waren  vor  der  ersten  Versuchsreihe  275  Mm., 
nach  derselben  215  und  235  Mm. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  sehen  wir  also,  dass  bei  den 
Metallen  derWerth  der  elektromotorischen  Gegenkraft  des  Licht- 
bogens sehr  verschieden  ausfällt.  Auch  lässt  sich  nicht  verkennen, 
dass  dieser  Werth  für   die  schwerer  schmelzbaren   höher   ist, 
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wie  ftlr  die  leicbter  schmelzbaren.  Im  Einklänge  damit  zeigt  die 
nnfschmelzbare  Kohle  den  höchsten  Werth  der  Gegenkraft. 

Die  ÜbereinstimmnDg  zwischen  Schmelzpunkt  und  Gegen- 
kraft ist  nur  für  das  Silber  sehr  schlecht,  welches  seinem 
Sebmelzpnnkte  zufolge  eine  viel  höhere  elektromotorische  Kraft 
des  Lichtbogens  zeigen  sollte. 

Nachdem  aber  neuere  Untersuchungen^  lehren,  dass  diese 
Gegenkraft  auch  yon  der  Dicke  der  angewandten  Elektroden 
abhängt  und  dies  ja  bei  jedem  Metalle  verschieden  sein  kann^ 
80  ist  es  möglich  y  dass  gerade  durch  die  Anwendung  gleich 
dicker  Elektroden  jene  Übereinstimmung  zwischen  Schmelzpunkt 
und  Gegenkraft  verdeckt  wird. 

Univ.  Wien,  Phys.  Cabinet. 


1  S.  B.  Nebel,  Rep.  d.  Phys.  von  Exner.  Bd.  XXII  (1886)  S.  527. 
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Über  die  Anzahl  der  Primzahlen. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Gegenbauerr 

En  klid  hat  bekanntlich  znerst  im  nennten  Buche  der  Ele- 
mente in  angemein  einfacher  Weise  gezeigt ,  dass  die  Anzahl 
aller  Primzahlen  unendlich  ist.  Ich  werde  in  den  folgenden  Zeilen 
einen  neuen  Beweis  dieses  wiederholt  abgeleiteten  Theorems  mit- 
theilen. 

Sind  die  Functionen  X^(n)  und  ii^(n)  durch  die  Gleichungen: 


(r>l) 


n=l 
n=oo 


definirt,  wo 


ist,  so  ist: 


^«=14- 


lr[l)     =     1 

fV  in)  =  0, 

wenn  n  durch  eine  rte  Potenz  (ansser  1)  theilbar  ist, 

H,{n)  =  1 

in  allen  anderen  Fällen  nnd  es  hat  die  Über  alle  Divisoren  d  der 
ganzen  Zahl  n  erstreckte  Sainme : 

V 


d 


X,  [d) 
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den  Werth  1  oder  0,  je  nachdem  n  eine  rte  Potenz  ist,  oder  nicht, 
wihr^id  die  Samme: 

d 

ftr  Ji>-1  den  Werth  0  nnd  fttr  «  =z  1  den  Werth  1  besitzt. 
Nun  ist: 


x=l  *».v=l 

=  2'(t)(Zm*) 


oder,  weil  die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Summe  gleich  der  Anzahl  jener  ganzen  Zahlen  des  Intervalles 
l. .  .[m],  welche  rte  Potenzen  sind,  also  gleich  [s/m]  ist: 


2'[^]x,(.)  =  [v/«]. 


Schreibt  man  in  dieser  Relation  ftlr  m :  — ,  multiplicirt  sodann 

y 

mit  iLr{x)  nnd  summirt  bezüglich  y  von  1  bis  [m],  so  erhält  man 
die  Gleichung: 


=nT](2K7)-«) 


ans  welcher  folgt: 


|"t^^J^W  =  K 


Wäre  die  Anzahl  aller  Primzahlen  endlich ,  so  wäre  jede 
ganze  Zahl,  welche  grösser  als  die  (r — l)te  Potenz  des  Productes 
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$  dieser  Primzahlen  ist^  dnrch  eine  rte  Potenz  theilbar  mid  daher 
hätte  in  diesem  Falle  die  letzte  Gleichung  fUr  jede  ganze  Zahl  g, 
welche  oberhalb  $''- ^  liegt,  die  Gestalt: 


1  [v/| 


i>-ris)—9' 


Schreibt  man  in  dieser  Formel  für  g :  2'*^,  so  erhält  man : 


y=i      V  y 

Nnn  ist  aber: 

b^f\='[<Jfh'- 

wo  Sj,  den  Werth  0  oder  1  hat,  nnd  daher  hat  man  die  Gleichung: 

«'=?'■-*                            »=«'•-* 

y=r-^ 

ans  welcher  sofort  die  Beziehung: 

folgt. 

Verbindet  man  diese  Relation  mit  der  Gleichung  1),  so  ent- 
steht die  absurde  Ungleichung: 

3  >  2'-       (r  >  1) 

und  demnach  gibt  es  unendlich  viele  Primzahlen. 
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Über  unipolare  Induction. 


(Mit  3  Holzschnitten.) 

Von  £.  Edlnnd, 

Frofe»9or  an  der  k.  »chwed.  Akad.  der  Wi»»en$eh.  mu  Stockholm. 

In  den  Sitzungsberichten  der  kais.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien  fbr  Juli  1886  haben  die  Herren  Franz  Exner 
und  Paul  Czermak  ein  von  ihnen  angestelltes  Experiment  be- 
schrieben, wodurch  bewiesen  werden  soll,  dass  meine  Theorie 
der  unipolaren  Induction  unrichtig  sei.  Ich  werde  im  Folgenden 
zeigen,  dass  sich  die  Ergebnisse  des  fraglichen  Versuches  aus 
meiner  Theorie  mit  Leichtigkeit  deduciren  lassen,  und  dass  folg- 
lich meine  theoretischen  Anschauungen  durch  dieses  Experiment 
keineswegs  widerlegt  worden  sind. 

Das  Gesetz  der  Induction  in  einem  constanten  Magnetfelde 
kann  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  deducirt  werden  und 
lautet  folgendermassen:  ^  Wenn  sich  ein  Bahnelement  As  in  einem 
constanten  Magnetfelde  bewegt,  so  ist  die  Induction  proportional 
der  Intensität  des  Feldes,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels 
a  zwischen  dem  Elemente  und  der  Kraftlinie,  sowie  mit  dem 
Cosinus  desjenigen  Winkels  y,  den  die  Bewegungsrichtung  mit 
der  Normale  der  durch  die  Kraftlinie  und  das  Element  gelegten 
Ebene  bildet.  Dieses  Gesetz  ist  auf  die  unipolare  Induction  direct 
anwendbar.  Rotirt  das  Bahnelement  mit  der  Geschwindigkeit  oj 
in  der  Entfernung  r  um  einen  Magnetpol  von  der  Intensität  M,  so 
erhält  man,  wenn  man  das  absolute  Masssystem  anwendet,  ftlr 
die  nnipolare  Induction  den  Ausdruck 

M 

-^cüsin«  cos^  As.  1) 


1  Siehe  unter  andern:  Blavier,  Des  grandeurs^  ölectriques,  p.  358 
(Paris  1881). 

SiUb.  d.  ro»th«m.-i»*tanr.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  7 
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Es  ist  einleuchtend;  dass  hier  die  relative  Geschwindigkeit 
des  Bahnelementes  nnd  des  Magnetpols  massgebend  ist.  Die 
relative  Geschwindigkeit  unterliegt  keiner  Yerändening  dadurcb^ 
dass  man  gleichzeitig  dem  Bahnelement  und  dem  Magnetpole 
gleich  grosse  und  gleichgerichtete  Geschwindigkeiten  mittheilt. 
Sind  also  beide  in  Bewegung,  und  gibt  man  dem  Magnet- 
pole eine  solche  Geschwindigkeit,  dass  dieser  dadurch  in  Rahe 
kommt,  so  bleibt  die  relative  Geschwindigkeit  unverändert, 
wenn  man  dem  Bahnelement  eine  gleich  grosse  Geschwindigkeit 
in  derselben  Richtung  eitheilt.  Wenn  man  dieses  beachtet,  so 
kann  man  bei  Berechnung  der  unipolaren  Induction  den  Magnet- 
pol als  stillstehend  betraehten. 

Jede  Theorie  der  unipolaren  Induction,  die  gegen  das  aus 
der  mechanischen  Wärmetheorie  deducirte  Gesetz  streitet,  muss 
als  fehlerhafte  bezeichnet  werden. 

In  einem  vorhergehenden  Aufsatze  ^  habe  ich  auf  mathema- 
tischem Wege  aus  der  Formel  1)  folgenden  Ausdruck  deducirt, 
der  nicht  nur  bequemer  anzuwenden  ist,  sondern  der  auch  den 
Zusammenhang,  in  welchem  die  unipolare  Induction  zu  den 
elektrodynamischen  Erscheinungen  steht,  andeutet  Der  Elirze 
wegen  habe  ich  diese  Deduction  hier  nicht  aufgenommen,  da  sie 
vollständig  in  dem  citirten  Aufsatze  mitgetheilt  ist. 

Bezeichnet  ß  den  Winkel,  welchen  die  Bewegungsrichtung 
des  Bahnelements  mit  der  Kraftlinie  einschliesst,  und  rp  den 
Winkel,  welchen  das  Bahnelement  mit  der  Normale  der  dnreh 
die  Bewegungsrichtung  und  die  Kraftlinie  gelegten  Ebene  bildet, 
so  ergibt  sich  als  Ausdruck  für  die  Induction: 

TU 

-jdi  Qinß  cos  tp  As .  2) 

Diese  Formel  ist,  wie  oben  gesagt,  mit  der  Formel  1)  iden- 
tisch. Auf  diese  Formel  habe  ich  meine  Theorie  gegründet. 
Daneben  habe  ich  aus  mehrmals  angeführten  Gründen  angenom- 
men, dass  die  Induction  eines  Magneten  in  einem  Bahn- 
element, das  sich  in  einiger  Entfernung  von  dem  Magnet  befindet,. 


«  Wied.  Annalen.  Bd.  XXIX.  S.  420  (1886). 
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Fig.l. 


nicht  dadarcb  verändert  werde,  dass  dieser  in  Rotation  um  seine 
Axe  rersetzt  wird.  Es  ist  dies  der  Satz,  den  Exner  und  Czermak 
glaubten  dareh  ihr  Experiment  widerlegt  za  haben.  Wir  werden 
nnn  sehen,  wie  es  sich  hiennit  in  der  Wirklichkeit  verhält 

In  Fig.  1  stellt  m  einen  Magnet  vor,  dessen  Pole  bei  8 
und  n  liegen,  nnd  ab  einen  mit  djcm  Magnet  concentrischen  Mantel, 
der  in  den  Punkten  a  and  b  mit  dem  Leitangsdraht  ahegb^  in 
welchem  ein  paspender  Strommesser  eingeschaltet  ist,  in  Ver- 
bindung steht.  Wir  nehmen  nun  an,  daas  der  Mantel  ab  und  der 
Leitangsdraht  ahegb  in  Botation  um  die  Axe  des  Magneten  auf 
die  Weise  versetzt  ist,  dass  jeder 
Tbeil  der  geschlossenen  Leitungs- 
bahn mitderselben  Winkelgeschwin- 
digkeit V  rotire.  Die  Linien  se  und 
th  bezeichnen  zwei  Ebenen,  die 
durch  den  Magnetpol  und  die  re- 
gpectiven  Bewegungsrichtungen  der 
Punkte  e  und  h  gelegt  sind.  Der 
Winkel  fse  zwischen  den  beiden  ^ 
Ebenen  wird  als  sehr  klein  ange- 
nommen. Wenn  der  Abstand  von  s 
bis  d  nnd  e  respective  mit  r^  und  r^ 
bezeichnet  wird,  so  wird  wenn  p 
eine  Constante  bedeutet,  die  Ge- 
schwindigkeit des  ersten  Punktes 
mit  pr^v  und  die  des  letzten  mit  pr^v 
ausgedrückt.  Die  Längen  der  gegen 
die  Ebene  A«  gezogenen  Normalen  <£t; 

und  ef  sind  respective  r^  sia. {fae)  und  r^  sin.(/«e).  Das  Babn- 
element  eh  (=  As  in  der  Formel  2)),  multiplicirt  mit  cos  (feh) 
(=  cos  ^  in  der  Formel  2))  ist  gleich  rf  =  r^  sin  (fae).  Wenn  die 
geschlossene  Leitungsbahn,  von  oben  gesehen,  gegen  die  Uhr- 
zeiger rotirt,  und  wenn  s  ein  Südpol  ist;  so  entsteht  in  eh  eine 
elektromotorische  Kraft,  die  einen  Strom  von  unten  nach  oben 
in  der  vom  Pfeile  angedeuteten  Richtung  hervorzubringen  sucht. 
Sin  ß  in  der  Formel  2)  ist  in  diesem  Falle  der  Einheit  gleich, 
weil  die  Bewegungsrichtung  mit  der  Kraftlinie  einen  rechten 
Winkel  bildet.  Wenn  die  Intensität  des  Magnetpols  mit  M  und 

7* 
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M 

also  die  des  Magnetfeldes  in  dem  Pankte  e  mit  -^    bezeichnet 

wird,  so  erhält  man  nach  der  Formel  2)  fUr  die  Induction  in 
dem  Babnelement  eh  folgenden  Ausdmck: 

-^pr\v  sin  {f^e). 

Dasselbe  gilt  natürlich  anch  fttr  das  Element  dk^  das  zwischen 
denselben  Ebenen  liegt.  Hier  wird  auch  eine  ebenso  grosse  elektro- 
motorische Kraft  erzeugt,  die  einen  Strom  von  unten  nach  oben, 
also  in  einer  der  vorigen  entgegengesetzten  Richtung,  hervorzu- 
bringen sucht.  Weil  nun  das  Angeftthrte  seine  Giltigkeit  behält, 
welche  Lage  die  Ebenen  einnehmen  mögen,  so  folgt  hieraus,  dass 
in  dem  einen  Theile  der  geschlossenen  Leitungsbahn  eine  elektro- 
motorische Kraft  entsteht,  welche  derjenigen  gleich  ist,  welche 
in  dem  übrigen  Theile  erzeugt  wird,  und  weil  diese  Kräfte  in 
entgegengesetzter  Richtung  wirken,  kann  in  der  geschlossenen 
Leitungsbahn  kein  Strom  entstehen.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
dies  stattfinden  muss,  welche  Form  imd  Lage  der  Leitungsbahn 
gegeben  werden,  also  auch  in  dem  Falle,  dass  der  Mantel  nnd 
Magnet  einander  berühren.  Die  beiden  Theorien,  die  ältere  nnd 
die  von  mir  aufgestellte,  führen  folglich  zu  demselben  Resultat, 
nämlich  dass  in  einer  Leitungsbahn  dieser  Art,  welche  auf  die 
angenommene  Weise  um  den  Magnet  rotirt,  kein  Inductionsstrom 
entstehen  kann. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  der  Mantel  weggenommen  wird 
und  dass  die  Enden  des  Leitungsdrahtes  aheh  den  Magnet  selbst 
berühren,  das  eine  Ende  a  bei  einem  der  Pole  des  Magneten  und 
das  andere  bei  dessen  Mitte,  und  dass  der  Leitungsdraht  zusam- 
men mit  dem  Magnet  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  um 
die  Magnetaxe  rotire.  Nach  dem  von  Exner  und  Czermak 
angestellten  Experiment  entsteht  hiebei  in  der  geschlossenen 
Leitungsbahn  kein  Strom.  Weil  diese  Forscher  der  Meinung  sind, 
dass  nach  meiner  Theorie  im  Magnete  selbst  keine  elektromoto- 
rische Kraft,  die  der  im  Leitungsdraht  erzeugten  entgegenwirkt, 
entstehen  könne,  so  erklären  sie,  dass  meine  Theorie  mit  der 
Erfahrung  in  Widerspruch  stehe,  und  deswegen  unrichtig  sein 
müsse.  Wir  werden  nun  sehen,  wie  es  sich  hiemit  verhält. 


über  unipolare  Inductiou. 
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Fig.  2. 


Ein  vertical  stehender  Magnet  sn  (Fig.  2)  mit  nach  oben 
gekehrtem  Stidpol  rotirt,  von  oben  gesehen,  in  entgegengesetzter 
Richtung  wie  die  Uhrzeiger  um  den  stillstehenden  Leiter  abj 
der  mit  dem  Magneten  darch  einen  Nichtleiter  a  c 
Terbunden  ist.  Man  verändert  nun  nichts  in  der 
relativen  Bewegung  des  Magneten  und  des  S 
Leiters,  wenn  man  dem  Magnet  in  der,  seiner 
Bewejgnng  entgegengesetzten,  Richtung  eine  so 
grosse  Geschwindigkeit  gibt,  dass  er  in  Ruhe 
kommt,  und  gleichzeitig  dem  Leiter  eine  eben 
so  grosse  Geschwindigkeit  in  derselben  Rich- 
tung ertheilt.  Dieser  wird  sich  alsdann  den  Uhr- 
zeigern entgegen  um  den  stillstehenden  Magnet 
drehen ,  und  die  Induction  im  Leiter  bleibt  '^ 
dieselbe  wie  vorhin,  weil  die  relative  Bewegung 
keinerlei  Veränderung  erlitten  hat.  Nach  meiner  Theorie  wird  nun 
die  Elektricität  in  ab  von  a  nach  b,  das  heisst  von  unten  nach  oben 
geftihrt  Wenn  zwei  oder  mehrere  Magnete  auf  dieselbe  Weise 
mit  dem  Leiter  ab  verbunden  sind,  so  wird  die  Wirkung  der 
Induction  verstärkt,  weil  diese  von  sämmtlichen  Magneten  in 
derselben  Richtung  erfolgt.  Nun  kann  man  sich  aber  vorstellen, 
dass  ein  Magnet  aus  einer  grossen  Anzahl  neben  einander  liegen- 
der Elementarmagnete  zusammengesetzt  sei.  Wenn  man  also 
um  b  als  Mittelpunkt  herum  und  mit  dem  Abstände  zwischen  s 
und  b  als  Halbmesser  einen  Kreis  beschreibt  und  sich  den  von 
dem  Kreise  eingeschlossenen  Raum  mit  Elementarmagneten 
erfbllt  vorstellt,  so  suchen  alle  diese  Magnete  die  Elektricität 
von  a  nach  by  von  unten  nach  oben,  zu  ftihren.  Es  ist  einleuchtend, 
dass  dasselbe  geschehen  mtlsse,  wenn  der  Leiter  ab  selbst  ein 
Magnet  wäre,  und  wenn  er  sich  nicht  in  der  Axe,  sondern  anders- 
wo innerhalb  des  Magneten  befände.  Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen, 
dass  die  in  dem  rotirenden  Magneten  erzeugte  elektromotorische 
Kraft  der  Grösse  nach  derjenigen  gleich  sein  mnss,  welche  in 
dem  Leitungsdraht  entsteht.  Hieraus  folgt,  dass  kein  Strom 
erzengt  wird,  wenn  der  Magnet  selbst  einen  Theil  der  geschlos- 
senen LeitUDgsbahn  ausmacht,  und  das  Ganze  um  die  Axe  des 
Afagoeten  rotirt;   aber  dieses  stimmt  vollkommen  mit  dem  von 
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Exner  und  Czermak  angestellten  Experiment,  welches  folglich 
kein  „Experimentum  crucis''  ist. 

Obgleich  mit  diesem  Aufsätze  nur  beabsichtigt  wurde,  die 
Übereinstimmung  zwischen  dem  mehrgenannten  Experiment  und 
meiner  Theorie  darzuthun,  kann  ich  doch  schliesslich  nicht  um- 
hin einige  Zeilen  hinzuzufdgeu;  um  in  aller  Kürze  zu  zeigen, 
dass  die  alte  Theorie  nicht  stichhältig  sein  kann,  indem  ich  es  auf 
eine  andere  Gelegenheit  verschiebe,  einen  ausführlicheren  Beweis 
dafllr  zu  geben. 

Wenn  ein  Bahnelement  As  (Fig.  3)  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit V  um   einen  Magnetpol  s  in   dem  Abstände  r 

Fig.  3. 
a 


As^ 


rotirt,  so  wird  in  demselben  eine  elektromotorische  Kraft  inducirt, 

die    durch  -^  vr  cos  ^  As  ausgedrückt  werden  kann,  wo  M  und  ^ 
r 

die  oben  gegebenen  Bedeutungen  haben. 

Nach  der  durch  Exner  und  Czermak  vertretenen  alten 
Theorie  entsteht  in  dem  Bahnelemente,  wenn  es  in  Ruhe  ist,  eine 
gleich  grosse  und  gleichgerichtete  elektromotorische  Kraft,  falls 
der  Magnet  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  v  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  um  seine  Axe  rotirt.  Wir  wollen  nun  nach- 
sehen, ob  es  sicli  so  verhält. 

Wir  nehmen  an,  dass  der  Magnet  s  in  der  vom  Pfeile  ange- 
gebenen Richtung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  v  rotire,  und 
bezeichnen  dessen  Radius  mit  p.  Ein  magnetisches  Molekül  in,  das 
sich  auf  der  Peripherie  des  Magneten  befindet,  rotirt  dann  mit 
der  Geschwindigkeit  vp,  Geben  wir  nun  diesem  Molekül  und  dem 
Bahnelement  eine  gleich  grosse  Geschwindigkeit  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  so  geräth  das  Molekül  in  Ruhe^  und  das 
Bahnelement  As  bewegt  sich  mit  der  Geschwindigkeit  vp  gegen  n. 
Das  auf  demselben  Durchmesser  liegende  magnetische  Molekül  m^ 
bewegt  sich  aber  in  der  entgegengesetzten  Richtung  wie  m.  Wenn 
die  Geschwindigkeit  dieses  Moleküls  auf  dieselbe  Weise  auf  das 
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Bahnelement  As  übertragen  wird,  so  bewegt  sich  As  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  gegen  71,  zn.  Die  beiden  Moleküle  induciren  also 
in  entgegengesetzter  Richtung;  nnd  die  Summe  ihrer  Wirkungen 
würde  gleich  Null  sein,  wenn  ihre  Abstände  von  dem  Bahn- 
elemente gleich  wären.  Auf  dieselbe  Weise  findet  man,  dass  die 
Übrigen  magnetischen  Moleküle  einander  entgegenwirken.  Wenn 
auch  alle  yon  den  magnetischen  Molekülen  zum  Bahnelemente 
übertragenen  Geschwindigkeiten  dieselbe  Richtung  hätten,  müsste 

doch  die  Induction  kleiner  als-^  vp  cos  ^  As  werden,  weil  der  Ab- 
stand der  meisten  Moleküle  vom  Mittelpunkte  des  Magneten 
kleiner  als  p  ist  Hieraus  folgt  also,  dass  ein  um  seine  Axe  roti- 
reader  Magnet  unmöglich  dieselbe  Induction  in  einem,  in  einigem 
Abstände  befindlichen  stillstehenden  Bahnelement  hervorzubringen 
vermag,  als  wie  wenn  er  in  Ruhe  wäre,  und  das  Bahnelement 
mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  rotirte.  Die  alte  Theorie 
kann  folglich  nicht  richtig  sein. 

Die  supponirte  Rotation  der  magnetischen  Kraftlinien  (eine 
Rotation,  deren  Richtigkeit  noch  nicht  nachgewiesen  worden  ist) 
oder  die  unipolare  Drehung  des  Magneten  durch  den  von  der 
Leitungsbafan  eingeschlossenen  Raum,  welche  beide  Annahmen 
die  alte  Theorie  als  Hilfsmittel  benutzt,  liefern  keine  zuverlässige 
Erklärung  der  unipolaren  Induction.  Der  einzige  feste  Grund, 
worauf  eine  Erklärung  gebaut  werden  kann,  ist  das  Prineip  von 
der  ,,Erhaltung  der  Kraft^. 
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III.  SITZUNG  VOM  20.  JÄNNER  1887. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  L und II.  Heft  (Jnni  bi» 
Jali  1886);  III.  Abtbeilnng  des  XCIV.  Bandes  der  Sitzungs- 
berichte, ferner  das  X.  Heft  (December  1886)  des  VE.  Bande» 
der  Monatshefte  für  Chemie  vor. 

Der  Secretär  verliest  ein  Sehreiben  des  Prof.  C.  B.  Brühl, 
welches  den  Inhalt  der  von  Prof.  Brühl  eingesendeten  Fortsetzung 
des  Werkes:  „Zootomie  aller  Thierclassen"  bespricht. 

Das  w.  M.  Herr  Begierungsrath  Prof.  L.  Boltzmann  m 
Graz  übersendet  eine  Abhandlung  von  Herrn  H.  A.  Lorentz  ia 
Leyden:  „Über  das  Wärmegleichgewicht  unter  Gas- 
molekülen^  und  eine  Abhandlung  von  ihm  selbst:  „Über 
einen  neuen  Beweis  zweier  das  Wärmegleichgewicht 
unter  mehratomigen  Gasmolekülen  betreffender 
Sätze«. 

Herr  Regierungsrath  Boltzmann  übersendet  ferner  eine 
Abhandlung  von  Herrn  Dr.  E.  Aulinger  in  Graz:  „Über 
Membranen,  deren  beide  Hauptspannungen  durchaus 
gleich  sind«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  über- 
sendet  eine  Abhandlung  unter  dem  Titel:  „Die  Bedingungen 
für  die  Existenz  einer  bestimmten  Anzahl  von  Wurzeln 
einer  Congruenz". 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungea 
vor: 

1.  „Bestimmung  des  Siedepunktes    des  Ozons   und 
der  Erstarrungstemperatur  des  Aethylens«  und 
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2.  „Über  dns  Absorptions-Spectram  des  flüssigen 
Saaerstoffs  und  der  yerflUssigten  Luft",  vorge- 
nannte beide  Arbeiten  von  Herrn  Prof.  Dr.  K.  Olszewski 
in  Krakau. 

3.  ,,Beiträge  zur  Kenntniss  der  Azoverbindungen"^ 
von  Herrn  Prof.  J.  V.  Janovsky  in  Reiebenberg. 

4.  „Die  Darstellung  der  harmoniscben  Reihen  dureh 
Factoren^  Folgen  und  Beziehungen  derselben  zu 
den  Reihen  der  Potenzen  der  reciproken  Prim- 
zahlen", von  Herrn  Franz  Rogel,  logenieur  und  Assistent 
an  der  Staatsgewerbescbule  in  Salzburg. 

5.  „Über  die  Energie  und  die  Gleichgewiehtsver- 
hältnisse  eines  Systemes  di-elektrisch  polari- 
sirter  Körper",  von  Herrn  Dr.  Gottlieb  Adler  in  Wien. 

Das  w.  M.  Herr  Director  E.  Weiss  überreicht  eine  Notiz  von 
Herrn  Prof.  Dr.  O.Stolz  in  Innsbruck  unter  dem  Titel:  „Bemerkun- 
gen zu  der  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Dr.  E.  Weiss:  Entwick- 
lungen zum  Lagrange'schen  Reversionstheorem  etc.". 
(Denkschr.  d.  kais,  Akad.  d.  Wissensch.  XLIX.  Bd.  I.  Abth.  133). 

Herr  Dr.  Eduard  Mahl  er,  Assistent  der  k.  k.  Osterr.  Grad- 
messung in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Über  den 
Stern  mi&rt  der  Assyrer". 

Herr  Dr.  Mahler  überreicht  zugleich  sein  vor  Kurzem  er- 
schienenes Werk:  „Biblische  Chronologie  und  die  Zeit- 
rechnung der  Hebräer". 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodioa  sind  eingelangt; 

Annales  du  Musöe  d'Histoire  naturelle  de  Marseille: 
Zoologie.  Tome  H.  1884 — 85.  Herausgegeben  von  der  Stadt 
Marseilles,  1886;  Folio. 

Brühl  C.  B.,  Zootomie  aller  Thierclassen.  Lief.  34—39:  Rep- 
tilien-Kopf (Crocodile,  Eidechsen,  Schlangen),  Text  und 
Tafeln   Nr.    133—155;    ad  Lief.  37—38:    Hatteria-Kopf, 
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Text  und  2  Tafeln;  ad  Lief.  39:  Schnecken- Anatomie,  Text 
nnd  1  Tafel.  (Sämmtliche  Tafeln  vom  Verfasser  nach  der 
Natur  in  Stein  radirt).  Wien,  1886;  Folio. 

Mahler,  E.,  Biblische  Chronologie  und  Zeitrechnung  der  He- 
bräer. Wien,  1886;  8^ 

Ministferes  de  la  Marine  et  de  Tlnstruction  publique 
ä  Paris,  Mission  scientifique  du  Cap  Hörn  1882 — 83. 
Tome  HL  Magn6tisme  terrestre.  Röcherches  sur  la  Consti- 
tution chimique  de  l'atmosphfere.  Paris,  1886;  4^ 

Saint-Lager,  Histoire  des  Herbiers.  Paris,  1885;  8^ 
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Über  die  üntersachmig  von  ÄGetylverbindungen  und 
eine  neue  Methode  zur  Analyse  der  Fette. 

Von  B.  Benedikt  und  F.  ülzer. 

Aas  dem  Labor&torium  für  allgemeine  und  analytische  Chemie  an  der 
k.  k.  technischen  Hochscbnle  in  Wien.) 

(Vorgelegt  In  der  Sitzung  em  13.  Jlnner  1887.) 

In  den  meisten  Acetylverbindnngen;  welche  sich  von  Körperu 
der  Fettreihe  ableiten,  lässt  sich  die  Acetylbestimmnng  sehr  leicht 
in  der  Weise  vornebmen,  dass  man  durch  Titration  die  Alkali- 
menge bestimmt,  welche  zur  vollständigen  Verseifung  benöthigt 
wird.  Weniger  allgemein  anwendbar  ist  diese  Methode  bei 
aromatischen  Verbindungen,  indem  sie  nämlich  voraussetzt,  dass 
sich  die  Muttersubstanz  der  Acetylverbindung  beim  Kochen  mit 
alkoholischem  Kali  entweder  gar  nicht  oder  in  so  glatter  Weise 
zersetze,  dass  die  dazu  nöthige  Kalimenge  genau  berechnet  oder 
durch  den.  Versuch  ermittelt  werden  kann. 

Zur  Ausführung  des  Verfahrens  bedient  man  sieb  mit  Vor- 
theil  der  von  Köttstofer  *  zur  Bestimmung  der  Verseifungszahl 
von  Fetten,  insbesondere  von  Butter  und  Buttersurrogaten 
gegebenen  Vorschrift,  welche,  von  verschiedenen  Autoren  modi- 
ficirt,  gegenwärtig  in  folgender  Weise  ausgeführt  wird: 

Man  bereitet  folgende  Lösungen: 

1.  Titrirte  Salzsäure,  am  besten  circa  Y^-normal.  Der  Titer 
nrnss  mit  grosser  Sorgfalt  gestellt  sein. 

2.  Titrirte  Kali-  oder  Natronlauge,  ebenfalls  circa  y,-normal. 

3.  Alkoholische  Kalilauge.  Man  löst  ungefähr  30  Grm.  aus 
Alkohol  gereinigten  Kalihydrates  in  möglichst  wenig  Wasser  und 
Terdflont  mit  fuselfreiem  Weingeist  auf  1  Liter.  Man  lässt  die 
L^nng  zwei  Tage  stehen  und  filtrirt  sie  in  eine  Flasche,  in  deren 
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Hals  man  einen  Kantschukpfropfen  eingepasst  hat,  dnrch  dessen 
einfache  Bohrung  eine  bis  an  den  Boden  der  Flasche  reichende 
25  CCm.-E^pette  hindurchgeht.  Dieselbe  ist  an  ihrem  oberen  Ende 
mit  einem  Stückchen  Schlauch  undQnetschhahn  verschlossen.  Die 
Flasche  wird  an  einem  gleichmässig  warmen  Orte  aufbewahrt. 
Wnr  der  Weingeist  rein,  so  nimmt  die  Flüssigkeit  auch  nach 
längerem  Stehen  keine  braune,  sondern  nur  eine  gelbliche 
FärbuDg  an. 

4.  Alkoholische  Phenolphtal^inlösung  mit  circa  1  Grm.  des 
Farbstoffes  in  200  CCm.  Weingeist.  In  den  Kautschukpfropfen  der 
Flasche  ist  eine  1  CCm.-Pipette  eingesetzt. 

Die  Menge  der  zur  Analyse  zu  verwendenden  Substanz 
hlingt  von  ihrem  Acetylgehalt  ab,  sie  soll  so  gewählt  werden, 
dass  zu  ihrer  Verseifung  12 — 20  CCm.  deralkoholischenEalilange 
verbraucfit  werden.  Von  Substanzen  mit  grosem  Acetylgehalt 
kann  man  zur  Erhöhung  der  Genauigkeit  des  Resultates  die 
doppelte  Menge  nehmen,  nur  mUssen  dann  50  CCm.  der 
alkoholischen  Kalilauge  an  Stelle  der  unten  vorgeschriebenen 
25  CCm.  zur  Verseifung  verwendet  werden. 

Die  Substanz  (meist  1—2  Grm.)  wird  in  einem  weithalsigen 
Kölbchen  von  100—150  CCm.  Inhalt  abgewogen.  Dann  füllt  man 
die  in  die  Vorrathsflasche  eingesetzte  25  CCm.-Pipette  genau  bis 
zur  Marke  mit  alkoholischer  Kalilauge  und  lässt  dieselbe  in  den 
Kolben  fliessen.  Ist  die  Hauptmenge  abgelaufen,  so  lässt  man 
noch  einige  Zeit  abtropfen,  wobei  man  die  nachfliessenden  Tropfen 
zählt,  um  bei  allen  folgenden  Versuchen  die  Pipette  genau  bis 
zu  demselben  Punkte  entleeren  zu  können.  Sodann  erhitzt  man 
den  mit  einem  kleinen  Trichter  bedeckten  Kolben  15  Minuten 
auf  dem  Wasserbade  zum  schwachen  Sieden,  fllgt  1  CCm.  Phenol- 
phtalSinlOsung  zu  und  titrirt  mit  Salzsäure  bis  zur  Entfärbung 
zurück. 

In  genau  derselben  Weise  stellt  man  den  Titer  der 
alkoholischen  Kalilösung.  Man  erwärmt  also  wieder  25  CCm.  der- 
selben 15  Minuten  auf  dem  Wasserbade  und  titrirt  sodann  mit 
Salzsäure.  Da  ihr  Titer  etwas  veränderlich  ist,  so  wird  er  vor 
jeder  Versuchsreihe  neu  gestellt. 

Aus  der  Differenz  zwischen  der  zweiten  und  ersten  Titrirung 
lässt  sich  die  Kalimenge  leicht  berechnen,  welche  zur  Verseifting 


Acetylv erbindangen  n.  s.  w.  109 

der  Substanz  nothwendig  war^  und  daraus  ergibt  sich  weiter  die 
Verseifangszahl,  d.  i.  die  Anzahl  Milligramme  Kalihydrat, 
welche  zur  Verseifung  von  1  Grm.  der  acetylirten  Substanz 
verbraucht  werden. 

Ist  die  zu  untersuchende  Verbindung  eine  Säure,  so  wird 
ein  Theil  des  Ealihydrates  zur  Absättigung  der  Carboxylgmppe, 
der  Best  zur  eigentlichen  Verseifung,  d.  i.  zur  Neutralisation  der 
entstehenden  Essigsäure  verwendet.  In  solchen  Fällen  kann  die 
Verseifnngszahl  als  die  Summe  der  „Säurezahl"  und  der 
^Acetylzahl"  angesehen  werden. 

Moleenlargewiehtsbestimmimg  von  Fettalkoholen.  * 

Das  Molekulargewicht  höherer  Fettalkohole,  ferner  des 
Cholesterins  und  ähnlicher  Verbindungen  lässt  sich  durch 
Ermittlung  der  Verseifnngszahl  ihrer  Essigsäureester  ebenso 
sicher  und  auf  einfachere  Weise  bestimmen,  als  nach  der  schönen 
Methode  von  C.  Hell.  * 

Man  stellt  durch  Kochen  mit  dem  gleichen  bis  doppelten 
Gewichte  Essigsäureanhydrid  den  Essigester  her,  giesst  die 
heisse  Mischung  in  Wasser  ein  und  kocht  wiederholt  mit  Wasser 
ans.  Das  Product  kann  endlich  noch  aus  Weingeist  umkrystalUsirt 
werden.  Sodann  bestimmt  man  die  Verseifnngszahl. 

Als  Beispiel  sei  die  Moleculargewichtsbestimmung  des 
Cetylalkohois  angeffihrt: 

Titer  der  Salzsäure :  1  CCm.  HCl  =    0  •  02577  Gm.  KHO. 
25  Ca  alkohoHsche  Kalilauge     =    30-35  CCm.  HCl. 

2-5715  Grm.  Cetylessigsäureester  wurden  mit  25  CCm.  alko- 
holischer Kalilauge  verseift,  zum  Zurtlcktitriren  10-90  CCm.  HCl. 
Terbraucht. 

Somit  ist  die  30-36— 10-90  =  19-45  CCm.  Salzsäure  ent- 
sprechende Kalihydratmenge  zur  Verseiiiing  verwendet  worden, 
alBo  19-45  X  0-02577  =  0-5012  Grm.  KHO.  Die  Verseifnngszahl 
ist  sonach 

501-2:2-5715  =  194-9. 


*  Vergl.  auch  Benedikt:  Analyse  der  Fette  und  Wachsarten,  pag.  116. 
«Liebig'sAnn.  223,  269. 
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Das  Moleculargewicht  (M)  des  Essigsäareesters  ergibt  sich 
au8  der  Proportion: 

Jf:56-li=  1000: 194-9, 

darans  folgt  if=:  287*7,  während  es  sich  ans  der  Formel 
CjeHjgOCjHsO  zu  284  berechnet. 

Von  dem  in  dieser  Weise  ermittelten  Molecnlargewicht  des 
Essigsänreesters  hat  man  in  allen  Fällen  42  (entsprechend 
CnHjO)  abzuziehen,  um  das  gesuchte  Moleculargewicht  des 
Alkohols  zu  finden. 

In  gleicher  Weise  wurde  das  Moleculargewicht  des  Chol- 
esterins ermittdt  Die  Bastimmung  ergab  M  =  368*4,  während 
das  aus  der  Formel  C^^H^^O  berechnete  Moleculargewicht  372  ist. 

Untersuchung  ?on  Oxy sauren. 

Die  Säurezahl  und  daraus  das  Moleculargewicht  organischer 
Säuren  lässt  sich  bekanntlich  sehr  rasch  durch  Titration  der 
weingeistigen  Lösung  von  circa  5  Grm.  der  Säure  mit  wässriger 
Vt-Normallauge  unter  Anwendung  von  Phenolphtal^in  als  Indi- 
cator  ermitteln.  Will  man  erfahren,  wie  viele  Hydroxylgruppen 
in  der  Formel  der  Säure  enthalten  sind,  so  acetylirt  man  die 
Säure  in  gewohnter  Weise,  reinigt  das  Product  durch  wieder- 
holtes Auskochen  mit  Wasser,  dem  man  zum  Schlüsse  noch  ein 
ümkrystallisiren  aus  Weingeist  folgen  lassen  kann,  und  bestimmt 
nunmehr  die  Säurezahl  und  die  Verseifungszahl  der  acetylirten 

Säure.  Je  nachdem  die  Acetylzahl  1,  2,  3 n-mal  so 

gross  als  die  Säurezabl  ist,  enthält  die  Verbindung  1,  2,  3,  ...  .n 
Acetylgruppen,  respectiye  die  nicht  acetylirte  Säure  Hydroxyl- 
gruppen. 

Will  man  dieses  Verfahren  zur  Untersuchung  Yon  aroma- 
tischen Säuren ,  Farbstoffen  etc.  anwenden ,  so  muss  man 
zurerst  die  ursprüngliche,  nicht  acetylirte  Substanz  auf  ihr  Ver- 
halten gegen  alkoholische  Kalilauge  prüfen.  Dazu  Terf&hrt  man 
genau  wie  bei  der  Bestimmung  der  Verseifungszahl  Das  Ver- 
fahren ist  anwendbar,  wenn  dabei  die  Verseifungszahl  0  gefunden 
wird,  oder  wenn  sich  eine  in  mehreren  Versuchen  constante  Ver- 
seifungszahl ergibt.  Wir  behalten  uns  vor,  über  eine  Reihe  der- 
artiger Versuche  demnächst  ausführlich  zu  berichten. 
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Als  Beispiel  für  die  Untersuchung  von  Oxyfettsäuren  sei 
die  Dioxy Stearinsäure  angeführt. 

Gefunden:     Bereehnet: 

Sfiurezahl  der  Acetjldioxystearinsäure  .'. . .  139 - 0  140-2 

Verseifungszahl  „        „       „      412-2  420-6 


AcetylzaW 2732  280-4 

Somit  verhält  sich  die  gefundene  Acetylzahl  zur  Säurezahl 
nahezu  wie  2  : 1. 

Untersuchang  tob  Fetten. 

Durch  Anwendung  dieses  Verfahrens  lässt  sich  eine  Lttcke 
aasftillen;  welche  die  Analyse  der  Fette  bisher  aufwies. 

Die  natürlichen  Fette  bestehen,  wenn  wir  von  wachsartigen 
Beimengungen  und  geringen  Mengen  von  Kohlenwasserstoffen  ab- 
Bchen,  aus  Olyceriden  Yon  flttchtigen,  wasserlöslichen  und  nicht- 
flOehtigen,  unlöslichen  Fettsäuren.  Die  nichtflttchtigen  Fettsäuren 
kann  man  in  gesättigte  und  ungesättigte  unterscheiden  oder  die 
Eintheüungiu  der  Weise  vornehmen,  dass  man  die  Oxyfettsäuren 
jenen  Säuren  gegenüber  stellt,  welche  keine  Hydroxylgruppen 
enthalten. 

Die  Fettanalyse  begründet  ihre  „quantitativen  Reactionen^ 
zur  Unterscheidung  der  Fette  auf  dem  grösseren  oder  geringeren 
Gehalt  derselben  an  den  genannten  Gruppen  von  Fettsäuren. 

Das  Bei  eher  f  sehe  Verfahren  liefert  ein  Mass  fttr  den 
Gehalt  an  flttchtigen  Fettsäuren. 

Die  Hehner'sche  Methode  lehrt  die  Menge  der  unlöslichen 
Fettsäuren  bestimmen. 

Das  nach  v.  Hübl  gemessene  Jodadditionsvermögen 
gestattet^  Schlttsse  auf  den  behalt  eines  Fettes  an  ungesättigten 
Säuren  zu  ziehen. 

Nur  zur  Bestimmung  des  Gehaltes  an  Oxyfettsäuren  hatte 
man  bisher  kein  Hilfsmittel.  Durch  Anwendung  unserer  Methode 
lässt  sich  der  Hydroxylgehalt  und,  wenn  die  Natur  der  Oxysäure 
bekannt  ist,  auch  der  Gehalt  des  Fettes  an  dieser  Säure  genau 
ermitteln.  Man  ist  dann  im  Stande  zu  entscheiden,  ob  ein  Fett 
Oberhaupt  Ozysäureu  enthalte,  Fette  von  bekanntem  Oxyfett- 
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Säuregehalt  zu  identifieiren  und  in  einigen  Fällen  VerfSlsehungen 
qualitativ  und  quantitativ  nachzuweisen. 

Wir  haben  vorläufig  die  wichtigsten  Öle  in  den  Bereich 
unserer  Untersuchung  gezogen. 

100  Grm.  des  Öles  werden  mit  70  Grm.  in  50  CCm.  Wasser 
gelösten  Kalihydrates  und  150  CCm.  starken  Weingeists  bis  zur 
vollständigen  Yerseifung  am  RUckflusskühler  gekocht.  Der 
Kolbeninhalt  wird  in  eine  geräumige  Sehale  ausgegossen,  mit 
einem  Liter  Wasser  verdünnt,  mit  verdtinnterSchwefelsäure  ange- 
säuert und  so  lange  gekocht,  bis  die  Fettsäuren  als  vollkommen 
klare  Schichte  oben  aufschwimmen  und  der  Alkohol  vertrieben 
ist.  Die  Fettschichte  wird  noch  zweimal  mit  Wasser  ausgekocht, 
dann  durch  Abhebem  oder  mittelst  des  Scheidetrichters  vom 
Wasser  getrennt  und  in  ein  kleines  Becherglas  gegossen,  aus 
welchem  sie  nach  dem  völligen  Absetzen  des  Wassers  im  Luft- 
trockenkasten bei  einer  ihren  Schmelzpunkt  um  20 — 30  **  ttber- 
steigenden  Temperatur  auf  ein  trockenes  Filter  gegossen 
werden. 

50  Grm.  der  Fettsäuren  werden  sodann  mit  40  Grm.  Essig- 
säureanhydrid zwei  Stunden  in  einemKölbchen  mitRUckflussrohr 
gekocht,  die  Mischung  in  ein  hohes  Becherglas  von  einem  Liter 
Inhalt  entleert,  mit  500 — 600  CCm,  heissem  Wasser  «bergossen 
und  gekocht  ^  Um  ein  Stossen  der  Flüssigkeit  zu  vermeiden, 
leitet  man  durch  ein  nahe  dem  Boden  des  Bechers  mttndendes 
Capillarrohr  einen  langsamen  Kohlensäurestrom  ein.  Nach 
einiger  Zeit  hebert  man  das  Wasser  ab  und  kocht  noch  drei- 
mal mit  der  gleichen  Wassermenge  aus.  Dann  ist,  wie  man  sich 
durch  Prüfung  mit  Lackmuspapier  überzeugen  kann,  alle  Essig- 
säure entfernt.  Endlich  filtrirt  man  die  acetylirten  Säuren  im  Luft- 
bade durch  ein  trockenes  Filter  und  wägt  4 — 5  Grm.  zur 
Bestimmung  der  Säurezahl,  2 — 3  Grm.  zur  Bestimmung  der  Ver- 
seifungszahl  ab.     Bei    Ricinusöl  wird    man  zweckmässig   die 


<  Essigsäureanhydrid  wird  durch  warmes  Wasser  sehr  rasch  zerlegt 
Versuche,  die  Entfernung  der  Essigsäure  dadurch  zu  heschleunigen,  dass 
man  nach  dem  Kochen  mit  Essigsäureanhydrid  statt  in  Wasser  in  ver- 
dünnten Weingeist  eingoss,  haben  ergeben,  dass  sich  dabei  ein  Theil  der 
Fettsäure  leicht  ätherificirt. 


Acetylverbindongen  u.  s.  w.  1 13 

doppelte  Menge  alkoholischer  Kalilauge,  also  50  CCm.  zur  Ver- 
seifimg  verweDden. 

Inder  folgenden  Tabelle  sind  die  bei  der  Untersnehung  einiger 
Öle  gefundenen  Zahlen  zusammengestellt. 

Die  erste  Columne  enthält  die  Säurezahlen  der  nicht  acetylir- 
ten  Fettsäuren,  ans  welchen  nach  der  Formel  M  =  56100 :  S  die 
in  der  zweiten  Colnmne  stehenden  mittleren  Moleculargewichte 
berechnet  sind.  Die  Säurezahlen  des  Rttböles  und  Ricinusöls  sind 
an&Uend  niedrig.  Es  steht  dies  in  voller  Übereinstimmung  mit 
den  von  Valenta*  ermittelten  Yerseifnngszahlen  dieser  Öle.  Der 
Orund  dieser  Erscheinung  liegt  in  dem  hohen  Moleculargewicht 
der  darin  enthaltenen  Fettsäuren,  der  Brassicasäure  und  Ricinns- 
^Isäure. 

Die  dritte,  vierte  und  ftinfte  Columne  enthalten  die  Säure- 
zahlen, Verseifungs-  und  Acetylzahlen  der  acetylirten  Fettsäuren. 
Die  Betrachtung  der  Acetylzahlen  lehrt,  dass  nur  das  Ricinusöl 
mit  der  Zahl  153*4  einen  grossen  Gehalt  an  Oxyfettsäuren 
besitzt,  dass  aber  auch  andere  Öle,  insbesondre  Cottonöl,  Mohnöl 
und  SesamOl,  nicht  ganz  zu  vernachlässigende  Mengen  solcher 
Säuren  enthalten. 

Das  Verfahren  lässt  sich  somit  sehr  gut  zur  Untersuchung 
von  Ricinusöl  anwenden,  indem  es  ermöglicht,  die  Abwesen- 
heit von  Verfälschungen  zu'  constatiren  und  die  Quantität  bei- 
gemischter Öle  genau  zu  bestimmen,  da  schon  ein  Zusatz  von 
nur  fünf  Procent  eines  anderen  Öles  die  Acetylzahl  um 
7*5  Einheiten  erniedrigt. 

Die  Identifirung  von  Cottonöl  kann  durch  Bestimmung  der 
Acetylzahl  leicht  bewirkt  werden. 

Wir  sind  damit  beschäftigt,  das  Verhalten  der  festen  Fette 
und  Wachsarten  bei  didser  Reaction  zu  studiren  und  deren  An- 
wendbarkeit znr  Untersuchung  solcher  Producte  der  Fettindustrie 
zu  prüfen,  welche  Oxyfettsäuren  enthalten,  so  des  Ttlrkischroth- 
Öles  und  des  Destillat-Stearins. 


«Dingler'8  Journal  249,271. 


Siub.  d.  nuitheni.-naturw.  Cl.  XC\.  Bd.  II.  Abth. 
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Fettsäuren  aus: 


Arachisöl 

Cottonöl 

Crotonöl 

Hanföl 

Leinöl 

Mandelöl 

Mohnöl 

NUSBÖI 

Olivenöl 

Pfirsichkernöl 

RicinuBÖl 

Rüböl 

Sesamöl 


Nicht  acetylirt 


Acetylirt 


Säure- 
zahl 


198-8 
199-8 
2ül-0 
199-4 
201-3 
201-6 
200-6 
204-8 
197-1 
202-5 
177-4 
182-5 
200-4 


Mole- 
cular- 

gewicht 


282-2 
280-8 
279-1 
281*8 
278-7 
278-3 
279-7 
273-9 
284-6 
277  0 
316  2 
307-4 
279-9 


Säure- 
zahl 


193-3 
196-7 
195-7 
196-8 
196-6 
196-5 
194  1 
198  0 
197-3 
196  0 
142-8 
178-5 
192-0 


Versel- 

fungB- 

zahl 


196-7 
212-3 
204-2 
204-3 
205-1 
202  3 
2ü7-2 
205-6 
202-0 
202-4 
•296-2 
184-8 
203-5 


Acetyl 
zahl 


3-4 

16-6 

8.5 

7-5 

8-5 

5-8 

13- 1 

7-6 

4-7 

6-4 

153-4 

6-3 

11-5 
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Ober  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  unter 
öasmolekülen. 

Von  H«  A.  Lorents  in  Leyden. 

(Mit  7  Holzschnitten.) 

I.  Über  die  Umkehmng  der  Zusammenstösse. 

§.  1.  In  den  Betrachtungen  des  Herrn  Boltzmann  über  das 
Wännegleichgewicht  anter  mehratomigen  Gasmolekttlen  ^  wird 
folgender  Satz  angewandt:  Wenn  dnreh  einen  Zusammenstoss 
zwei  Molektlle;  welche  die  Beweguugsznstände  A  and  B  besitzen 
die  Bewegungen  A'  nnd  B'  annehmen;  so  kOnnen  aaeh  umgekehrt 
durch  einen  Stoss  zwei  Theilchen  von  den  Bewegnngszuständen 
Ä'  nnd  B'  zn  A  nnd  B  übergehen. 

Dieser  Satz  scheint  mir  nicht  allgemein  giltig  zu  sein.  Zwar 
kann  die  Bewegung  eines  Systems,  zwischen  dessen  Theile  nur 
Ton  der  Entfernung  abhängige  Anziehungen  oder  Abstossungen 
wirken,  wenn  sie  in  der  einen  Richtung  möglich  ist,  auch  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  vor  sich  gehen ;  man  hat  sich  nur  zu 
denken,  dass  plötzlich  alle  Geschwindigkeiten  umgekehrt  werden. 
Demgemäss  kOnnen  wir,  wenn  wir  nach  einem  Stosse  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Punkte  zweier  Moleküle  umkehren,  diese 
letzteren  wieder  gegen  einander  laufen  lassen  und  einen  „umge- 
kehrten^ Stoss  erhalten.  Allein  dabei  nehmen  die  Moleküle  nicht 
wieder  die  Bewegungsznstände  an,  welche  sie  vor  dem  ursprüng- 
lichen Stosse  besassen,  sondern  andere,  welche  sich  von  jenen 
durch  die  entgegengesetzte  Richtung  aller  Geschwindigkeiten 
unterscheiden. 

Um  dieses  kurz  auszudrücken,  will  ich  jeden  Bewegungs- 
zustand  durch  einen  Buchstaben  andeuten,  und  einen  Znsammen- 


1  Sftzber  d.  kais.  Akad.  68, 1871;  66, 1872,  Abschn.  IV;  72, 1872,  §.  2. 

8* 
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stoss  80  bezeichnen,  daBS  ich  vor  und  hinter  das  Zeichen  — >^ 
die  Symbole  der  Bewegungen  schreibe,  welche  die  Theilchen  vor 
und  nach  dem  Stosse  haben. 

Ein  wirklich  stattfindender  Stoss  sei  dann: 

[A,B]->[A^,B^.  1) 

Wenn  man  den  Bewegnngszustand,  der  aus  Ä  entsteht 
durch  Umkehrang  aller  Geschwindigkeiten,  mit  A  ( — )  bezeichnet, 
so  wird  das  Symbol  ftlr  den  Stoss,  den  man  aus  1)  erhält,  indem 
man  die  Bewegungen  rückläufig  macht: 

[A'  (-),  B'  (-)]  -^  [A  (-),  B  (-)].  2) 

In  der  Abhandlung  tlber  mehratomige  G«smolekttle  ist 
indess  nicht  von  diesem  Stosse  die  Rede,  sondern  von: 

[A',  B"]  ->  [A,  B].  3) 

Diesen  Zusammenstoss  werde  ich  im  Folgenden  das  Um- 
gekehrte Yon  1)  nennen. 

§.  2.  Um  der  Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Stosse  3) 
näher  zu  treten  \  betrachte  ich  einen  speciellen  Fall.  Ich  setze 
nämlich  die  Molekttle  als  glatte,  starre,  vollkommen  elastische 
Körper  von  beliebiger  Gestalt  voraus.  Ein  solches  Molekül  wird, 
so  lange  es  frei  ist,  neben  der  fortschreitenden  Bewegung  des 
Schwerpunktes  eine  rotirende  Bewegung  um  diesen  Punkt 
besitzen,  welche  ich  kurz  eine  Poinsot'sche  Bewegung 
nennen  will.  Beide  Bewegungen  zusammen  bilden  das,  was  ich 
die  Bewegungsart  des  Moleküls  nenne;  dagegen  beziehe  ich 
das  Wort  Bewegungszustand  auf  augenblickliche  Zu- 
stände, so  dass  bei  jeder  Bewegungsart  eine  Reihe  von  Be- 
wegungszuständen  durchlaufen  wird,  welche  man  auch  als 
Phasen  bezeichnen  kann. 

Wenn  von  der  Lage  eines  Moleküls  die  Rede  ist,  meine  ich 
damit  die  Weise,  wie  dasselbe  gerichtet  ist,  abgesehen  von  dem 
Orte  des  Schwerpunktes. 

Die  Bewegungsgrössen  der  verschiedenen  Theile  eines 
Moleküls  setze  ich,  indem  ich  sie  nach  dem  Schwerpunkte  ver- 
lege, zu  einer  resultirenden  Bewegungsgrösse  und  einem  Moment 


1  Mein  College,  Herr  Kamerlingh  Onnes,  machte  mich  zuerst  auf 
diese  Frage  aufmerksam. 
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znsammen.  Stoss  (Momentankraft)  nenne  ich  das  Zeitintegral 
der  Kraft,  welche  ein  Molekül  während  der  Begegnung  mit  einem 
zweiten  erleidet;  indem  wir  diesen  Stoss  aach  nach  dem  Schwer- 
punkte versetzen;  erhalten  wir  ein  Stosspaar  mit  einem 
bestimmten  Momente,  das  wir  anch  kürz  das  Moment  des 
Stoss  es  nennen  können.  Natürlich  setzt  sich  der  Stoss  mit  der 
resnltirenden  Bewegnngsgrösse^  wie  sie  vor  der  Begegnung  war, 
and  ebenso  das  Moment  des  Stosses  mit  dem  Momente  der  Be- 
wegongsgrössen  zusammen. 

Die  Poinsot'sche  Bewegung  eines  Moleküls  ist  durch  das 
Moment  der  Bewegnngsgrössen  und  die  kinetische  Energie  der 
Rotation  bestimmt.  ^ 

Der  Effect  eines  Zusammenstosses  lässt  sich  in  der  Weise 
bestimmen,  dass  man  zunächst  die  Intensität  des  Stosses  als 
Unbekannte  einführt^  mittelst  derselben  die  neuen  Bewegungs- 
zustände  berechnet  und  nachträglich  die  Unbekannte  bestimmt 
aus  der  Bedingung,  dass  die  gesammte  kinetische  Energie  der 
beiden  Moleküle  durch  die  Wechselwirkung  nicht  geändert  wird. 

§.  3.  Die  Frage,  ob  der  umgekehrte  Stoss  3)  möglich  ist, 
kann  man  sich  stellen,  sowohl  wenn  man  unter  A,  B,  A'y  B' 
Bewegnngszustände,  als  wenn  man  darunter  Bewegungsarten 
versteht.  Ich  wähle  die  letztere  Auffassung;  erscheint  dabei  der 
>>t08s  unmöglich,  so  ist  er  es  ebenso,  wenn  man  mit  Ä  u.  s.  w. 
Bewegnngsznstände  meint. 

Es  möge  dann  ein  Molekül  durch  einen  Stoss  von  der  Be- 
wegungsart Ä  zu  der  Bewegungsart  A'  übergehen.  In  dem 
Momente,  in  welchem  der  Stoss  stattfindet^  habe  dasselbe  die  in 
Fig.  1  durch  den  Durchschnitt  Pmit  der  Ebene  QZZ'  angedeutete 
Lage;  Q  sei  der  getroffene  Punkt  der  Oberfläche  des  Theilchens, 
V  die  Berühmngsebene  in  Q^  Z  der  Schwerpunkt^  Z'  dessen 
Projeetion  auf  F,  F  der  Stoss,  der  natürlich  normal  zu  Fist,  mit- 
hin F  X  QZ'  das  Moment  desselben.  Wenn  es  nöthig  ist,  unter- 
scheide ich  die  beiden  Punkte,  den  einen  auf  der  Oberfläche 
des  Moleküls,  den  anderen  in  der  Ebene  F,  welche  in  Fig.  1 


1  Ist  n&mlich  E  diese  Energie,  K  das  Moment  der  Bewegnngsgrössen, 

so  bestimmt  der  Ausdruck die  Entfernung  vom  Schwerpunkte  flir  die 

Ebene,  welche  fortwährend  durch  das  Centralellipsoid  berührt  wird. 
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zusammenfallen,  als  Q^  und  Q„.  Die  Gerade  ZZ'  wird  auch  LL 
genannt  werden. 

Wir  fragen  nun,  ob  es  möglich  ist,  dass  das  Molekttl,  wenn 
es  die  neue  Bewegungsart  A'  hat,  durch  einen  Stoss  zu  der 

ursprünglichen  Bewegungsart 


Fig.  1. 


zurückkehrt.  Soll  das  der  Fall 
sein,  so  müssen  durch  diesen 
Stoss  die  resultirende  Bewe- 
gungsgrösse,  das  Moment  der 
Bewegungsgrössen  und  die 
kinetische  Energie  gerade  die 
entgegengesetzten  Verände- 
rungen erleiden,  wie  durch  den 
Stoss  F.  Wir  wollen  uns  mit 
der  Energie  vorläufig  nicht 
beschäftigen.  Damit  für  die 
beiden  anderen  Grössen  die 
Änderungen  entgegengesetzt 
werden  wie  in  Fig.  1,  muss 
zunächst  bei  dem  umgekehrten 
Vorgange  der  Stoss  wieder 
den  Werth  F  haben,  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtet  sein, 
wie  in  jener  Figur.  Wenn  wir 
an  dem  Punkt  der  Oberfläche, 
der  von  dem  Stosse  —F  ge- 
troffen wird,  eine  Tangential- 
ebene legen,  so  muss  diese 
die  Richtung  von  V  haben; 
wir  können  sogar,  da  ein 
Molekül  von  bestinuntem  Be- 
wegungszustande den  Stoss 
— Fempfangenkann,  während 
sich  sein  Schwerpunkt  an 
jedem  beliebigen  Orte  befindet, 
annehmen,  dass  das  Theilchen  im  Momente  des  Stosses  — F  die 
Ebene  V  wieder  in  dem  Punkte  Q^  berührt.  Nur  mnss  dann  das 
Molekül  an  der  anderen  (negativen)  Seite  von  V  liegen  als  in 
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Fig.  1  und  soll  nan  noch  das  Moment  des  Stosses  dem  Momente 
in  dieser  Figor  gleich  nnd  entgegengesetzt  sein,  so  mnss  der 
Schwerpunkt  (Fig.  2)  wieder  in  der  nämlichen  Geraden  LL  liegen, 
wie  in  Fig.  1. 

§.  4.  Nicht  in  jeder  Lage  kann  das  Molekttl  die  Ebene  V 
an  der  negativen  Seite  in  Q^  berühren,  so  dass  gleichzeitig  der 
Sehwerpnnkt  m  LL  fällt  Denn  der  Punkt  seiner  Oberfläche, 
welcher  Berfihrnngspunkt  werden  soll,  muss  der  Bedingung 
genügen,  dass  die  Normale  in  demselben  einen  bestimmten  Ab- 
stand (=  Q^Z')  zu  Z  bat  Alle  Punkte  der  Oberfläche,  welche 
diese  Eigenschaft  besitzen,  liegen  in  einer  Curve  (oder  in  einem 
System  zweier  oder  mehrerer  Curven).  Jeden  Punkt  davon  kann 
man  zum  Berührungspunkt  maehen;  hat  man  aber  einen  be- 
stimmten Punkt  gewählt,  so  kann  das  Molekül  nur  noch  in  einer 
Weise  in  die  Lage  der  Fig.  2  gebracht  werden.  Indem  man  nach 
und  nach  jeden  Punkt  der  Curve  zum  Berührungspunkt  mit  V 
macht,  erhält  man  eine  ganze  Reihe  von  Lagen,  in  welchen  der 
Stoss  — F  in  der  erforderlichen  Weise  geschehen  kann.  Lässt 
mim  das  Theilchen,  während  man  den  Schwerpunkt  festhält,  alle 
diese  Lagen  durchlaufen,  so  wird  irgend  eine  im  Molekül  durch  Z 
gezogene  Gerade,  etwa  eine  der  Trägheitsaxen,  eine  Kegel- 
fläche  beschreiben,  welche  zur  Yersinnlichung  der  Reihenfolge 
der  erwähnten  Lagen  dienen  kann.  Man  muss  sich  dabei  erinnern, 
dass,  sobald  die  eine  Trägheitsaxe  mit  einer  bestimmten  Linie 
der  Kegelfläche  zusammenfällt,  auch  die  anderen  Axen  ganz 
bestimmte  Richtungen  haben  müssen.  Wenn  zwei  oder  mehr 
Cnrven  der  genannten  Art  auf  der  Oberfläche  des  Moleküls  ge- 
zogen werden  können,  besteht  auch  der  Kegel  aus  mehreren 
Theilen. 

Zu  den  für  den  Stoss  —F  geeigneten  Lagen  gehört  in  der 
Regel  die  Lage  P  nicht;  denn  wenn  man  in  Fig.  1  das  Molekül 
in  der  Richtung  von  LL  nach  der  negativen  Seite  von  Fver- 
.schiebt,  wird,  besondere  Gestalten  der  Oberfläche  ausgenommen, 
{?,  nicht  mehr  Berührungspunkt  werden  können. 

Wohl  gehört  zu  den  geeigneten  Lagen  eine  andere,  welche 
man  aus  P  erhält,  wenn  man  dem  Molekül  um  die  Axe  QZ'  eine 
Drehung  von  180*  gibt.  Diese  neue  Lage  ist  in  Fig.  2  gezeichnet 
nad  wird  mit  P'  angedeutet  werden. 
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Welche  die  übrigen  ftlr  den  Stoes  geeigneten  Lagen 
sind,  das  hängt  ganz  von  der  Gestalt  der  Oberfläche  des 
Moleküls  ab. 

§.  5.  Bei  der  Poinsot'schen  Bewegung  A,  welche  das 
Theilchen  vor  dem  Stosse  FansfÜbrte,  dnrchlief  es  eine  bestimmte 
Reihe  von  Lagen;  ebenso  bei  der  Bewegung  ^'.  Soll  nun  das 
Molekül  durch  den  Stoss  — F  von  der  Bewegungsart  A'  zu  A 
zurückkehren,  so  muss  dieser  Stoss  bei  einer  Lage  geschehen, 
welche  die  beiden  Bewegungen  mit  einander  gemein  haben; 
ausserdem  muss  diese  Lage  zu  den  oben  betrachteten  für  den 
Stoss  geeigneten  gehören.  Wird  diesen  verschiedenen  Bedingungen 
genügt,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Stoss  nicht  nur  die  resultirende 
Bewegungsgrösse  und  das  Moment  der  Bewegungsgrössen  in  der 
erforderlichen  Weise  verändert,  sondern  auch  die  kinetische 
Energie,^  dass  er  also  wirklich  die  Bewegungsart  A  wieder 
herstellt. 

Die  Lage  P  gehört  den  beiden  Poinsot'schen  Bewegungen 
A  und  A'  gleichzeitig  an,  aber  sie  ist,  wie  wir  sahen,  für  den 
Stoss  nicht  geeignet;  die  Lage  P'  anderseits  ist  das  wohl,  aber 
sie  kommt  in  der  Regel  weder  bei  A  noch  bei  A'  vor.  Denn,  wenn 
man  bei  einer  Poinsot'schen  Bewegung  den  Körper  von  einer 
der  wirklich  vorkommenden  Lagen  aus  um  180''  um  eine  beliebige 
Axe  dreht,  erhält  man  eine  Lage,  welche  der  Körper  bei  der 
Poinsot'schen  Bewegung  nie  erreicht  haben  würde.  Die  Rich- 
tung QZ'  (Fig.  1)  ist  aber,  der  Bewegungsart  A  gegenüber,, 
wirklich  eine  beliebige  Axe. 


1  Wie  wir  §.  2  bemerkten,  ist  eine  Poinsot'sche  Bewegung  bestimmt 
durch  das  Moment  der  Bewegungsgrösaen  und  die  kinetische  Energie.  Die 
erstere  Grösse  genügt  aber  zur  Bestimmung  der  Bewegimg,  wenn  auch  eine 
der  Lagen  gegeben  ist.  Denn  die  Richtung  des  Momentes  der  Bewegungs- 
grossen  gibt  uns  die  Richtung  der  Ebene,  welche  das  Trägheitsellipsoid  fort- 
während berühren  muss,  und,  da  wir  eine  Lage  dieses  EUipsoides  kennen» 
ist  nur  eine  Entfernung  jener  Ebene  vom  Mittelpunkte  möglich.  Für  die 
gegebene  Lage  kennt  man  dann  auch  die  Rotationsaxe;  die  Winkel- 
geschwindigkeit aber  lässt  sich  aus  dem  Momente  der  Bewegungsgrössen 
ableiten. 

Aus  dem  hier  Gesagten  geht  hervor,  dass,  wenn  ein  Molekül  in  einer 
Lage,  welche  zu  der  Poinsot'schen  Bewegung  A  gehört,  ein  Moment  der 
Bewegungsgrössen  erhält,  wie  es  bei  dieser  Bewegung  vorkommt,  es  letz- 
tere nothwendig  annehmen  muss. 
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Ich  will  jetzt  zeigen,  dass  auch  keine  andere  Lage  als  Pnnd 
P  den  gestellten  Bedingungen  gentigen  kann.  Dieser  Beweis 
lässt  sich  am  einfachsten  ftthren,  wenn  die  Bewegungen  A  und  A' 
derart  sind,  dass  das  Molekül  nach  bestimmten  Zeitintervallen 
immer  wieder  zn  den  nämlichen  Lagen  znrttckkehrt.  Man  betrachte 
dann  eine  der  Trägheitsaxen  a  des  Molekttls.  Dieselbe  beschreibt 
bei  A  nnd  A'  jedesmal  einen  geschlossenen  Kegel;  eine  solche 
Fläche  beschreibt  sie  auch,  wenn  man  dem  Theilchen  snccessive 
alle  fllr  den  Stoss  geeigneten  Lagen  gibt.  Drei  Regel  haben 
aber  im  Allgemeinen  keine  beschreibende  Linie  mit  einander 
gemein;  ein  specieller  Zusammenhang  zwischen  den  Flächen  ist 
aber  im  vorliegenden  Falle  dadurch  ausgeschlossen,  dass  der 
Kegel  der  geeigneten  Lagen  durch  die  Gestalt  der  Oberfläche  des 
Moleküls  bedingt  wird,  während  die  beiden  anderen  Kegel  davon 
anabhängig  sind.  ^ 

Und  nun  haben  wir  nur  noch  auf  die  eine  Trägheitsaxe  a 
unsere  Aufmerksamkeit  gerichtet.  Betrachtet  man  auch  die  beiden 
anderen  Axen  j3  und  7,  so  kann  man  behaupten,  dass  sogar,  ganz 
abgesehen  von  der  Bewegungsart  A\  keine  einzige  Lage,  welche 
bei  der  Bewegung  A  vorkommt,  ftlr  den  Stoss  geeignet  sein  kann. 
Die  Kegelfläche,  welche  die  Axe  a  bei  der  Bewegung  A  beschreibt, 
wird  den  Kegel,  welcher  die  für  den  Stoss  geeigneten  Lagen  vor- 
stellt, in  bestimmten  beschreibenden  Linien  schneiden.  Gibt  man 
aber  der  Axe  «  die  Richtung  einer  dieser  Linien  £,  so  muss  die 
Axe  ß,  wenn  man  eine  ftlr  den  Stoss  geeignete  Lage  erhalten 
8oUy  eine  Bichtnng  haben,  welche  abweicht  von  derjenigen,  welche 
sie  annimmt,  wenn  a  bei  der  Poiii so t 'sehen  Bewegung  mit  L 
zusammenfällt 

§.  6.  Complicirter  verhält  sich  die  Sache,  wenn  die 
Poinsot'schen  Bewegungen  nicht  periodisch  sind.  Die  Axe  a 
beschreibt  dann  bei  jeder  derselben  nicht  eine  geschlossene 
Kegelfläche,  sondern  sie  durchläuft  einen  Kegeiraum  (etwa  den 
Raum  zwischen  zwei  Kegeln),  innerhalb  dessen  sie  jede  Richtung 
erreichen  kann,  wenn  nur  die  Bewegung  während  hinreichend 


1  Man  beachte  hiebe!,  dass  die  Stoffvertheilung  im  Inneren  des 
Moleküls  keineswegs  homogen  zu  sein  braucht;  das  Trägheitsellipsoid  kann 
also  bei  einer  gegebenen  Oberfläche  noch  jede  Gestalt  und  Lage  haben. 
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langer  Zeit  fortgesetzt  wird.  Die  beiden  zu  den  Bewegungen  A 
und  A'  gehörigen  Kegelräume  können  nun  einen  gewissen  Raum 
mit  einander  gemein  haben,  welcher  alle  Richtungen  der  Axe  a 
enthält,  welche  sowohl  bei  A  als  bei  A'  vorkommen  können. 
Wählt  man  fUr  a  eine  beliebige  Richtung  in  diesem  Räume,  so 
werden  die  Richtungen  von  /3,  welche  bei  den  Bewegungen  A  und 
A*  vorkommen,  nicht  zusammenfallen;  da  aber  dieses  Zusammen- 
fallen nur  eine  weitere  Bedingung  liefert,  kann  es  innerhalb  des 
letzterwähnten  Eegelraumes  eine  Kegelfläche  (eigentlich  ein 
Stück  einer  solchen  Fläche)  geben,  welche  die  Richtungen  von  « 
enthält,  bei  welchen  jenes  Zusammenfallen  stattfinden  kann.  Diese 
Kegelfläche  kann  nun  schliesslich  durch  den  Kegel,  der  die  fttr 
den  Stoss  geeigneten  Lagen  vorstellt,  in  einzelnen  bestimmten 
beschreibenden  Linien  geschnitten  werden,  aber  wenn  man  a  in 
die  Richtung  einer  dieser  letzteren  legt,  und  /3  in  die  Richtung, 
welche  bei  den  Bewegungen  A  und  A'  vorkommt,  wird  ß  nicht 
so  orientirt  sein,  wie  das  in  einer  fUr  den  Stoss  geeigneten  Lage 
der  Fall  sein  muss. 

§.  7.  Zur  weiteren  Erläuterung  wähle  ich  den  Fall,  dass  die 
Bewegungsart  A  der  Ruhezustand  ist  (auch  was  die  progressive 
Bewegung  betrifll).  Durch  den  Stoss  F  wird  dann  das  Theilchen 
in  fortschreitende  Bewegung  und  in  Rotation  gesetzt  und  die 
Frage  nach  der  Möglichkeit  der  umgekehrten  Zusammenstösse 
geht  darauf  hinaus,  ob  es  möglich  ist,  das  Molekül  durch  einen 
neuen  Stoss  wieder  plötzlich  zur  Ruhe  zu  bringen. 

In  Betreff  der  Bedingungen,  welchen  dieser  Stoss  — F  zu 
gentigen  hat,  gilt  dann  wieder  das  früher  Gesagte ;  auch  jetzt 
kann  man  wieder  die  Reihenfolge  der  für  den  Stoss  geeigneten 
Lagen  aufsuchen.  Da  die  Lage  P,  bei  welcher  das  Theilchen 
den  Stoss  F  erhielt,  nicht  zu  dieser  Reihe  gehört,  ist  es  unmög- 
lich, dasselbe  wieder  in  der  ursprünglichen  Lage  zur  Rahe  zu 
bringen.  Wir  können  es  aber  als  gleichgiltig  betrachten,  in 
welcher  Lage  letzteres  geschieht,  und  dann  genügt  es,  wenn  nur 
eine  der  für  den  Stoss  geeigneten  Lagen  bei  der  Bewegang  A^ 
vorkommt. 

Das  ist  nun,  wie  schon  gezeigt  wurde,  im  Allgemeinen 
unmöglich,  wenn  diese  Bewegung  eine  periodische  ist.  Ist  sie  das 
nicht,  so  kann  die  Sache  möglich  sein,  aber  braucht  es  nicht 
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immer  zu  sein.  Bei  der  Poinsot'schen  Bewegung  kann  dann 
Dämlich  die  eine  Trägheitsaxe  a  alle  Bichtangen  innerhalb  eines 
bestimmten  Kegelraames  erhalten,  und  in  diesem  Baume  wird 
ein  Stttck  der  Kegelfläche  liegen,  welche  die  iUr  den  Stoss 
geeigneten  Bichtnngen  Ton  a  repräsentirt  Fügt  man  nun  noch 
die  Bedingung  hinzu,  welche  aus  der  Betrachtung  der  Axe  J3 
hervorgeht,  so  sieht  man  ein,  dass  in  einigen  Fällen  in  dem 
erwähnten  Theile  der  Eegelfläche  eine  oder  mehrere  beschreibende 
Linien  allen  Bedingungen  genügen  können,  dass  aber  ebenso  gut 
Fälle  denkbar  sind,  in  welchen  jener  Theil  keine  einzige  der- 
artige Linie  enthält. 

Speeiell  können  wir  die  Frage  verneinen,  ob  die  Lage, 
welche  ich  früher  P'  genannt  habe,  bei  der  Poinsot'schen  Be- 
wegung Ä'  vorkommt.  Nach  dem  Stosse  F  (Fig  1)  wird,  da  das 
Molekül  vorher  in  Buhe  war,  die  Axe  des  Momentes  seiner 
BewegungBgrOssen  senkrecht  zur  Ebene  QZZ'  gerichtet  sein. 
Es  sei  R  diese  Axe,  in  einer  bestimmten  Bichtung,  etwa  in  der 
Figur  nach  vorn,  genommen;  sie  ist  als  die  Axe  des  Kegels  zu 
betrachten,  dessen  Grundlinie  Poinsot  die  Herpolodie  nennt. 
Eine  der  Trägheitsaxen  des  Moleküls,  etwa  die  früher  mit  a 
bezeichnete,  ist  die  Axe  des  Kegels,  welcher  über  jenen 
ersten  rollt. 

Es  sind  nun  Bewegungen  möglich,  bei  welchen  eine  der 
beiden  Richtungen  längs  dieser  Axe  (ich  will  sagen  die  positive) 
fortwährend  einen  spitzen  Winkel  mit  R  bildet.  Dreht  man  dann 
aas  einer  der  dabei  vorkommenden  Lagen  das  Molekül  um  180^ 
am  eine  Axe,  welche  mit  QZ'  (Fig.  1)  parallel  ist,  und  also 
senkrecht  znr  Richtung  R  steht,  so  wird  die  positive  Richtung 
von  a  einen  stumpfen  Winkel  mit  R  bilden;  die  neue  Lage  kann 
also  bei  der  Poinsot'schen  Bewegung  nicht  vorkommen. 

§.  8.  Beispielsweise  betrachte  ich  den  Fall  eines  Theilchens, 
das  vor  dem  Stosse  in  Ruhe  ist,  noch  unter  speciellen  Voraus- 
setzungen. Ich  wähle  in  Fig.  3  zur  Ebene  der  Zeichnung  die 
Ebene,  welche  (Fig.  1)  durch  F  und  Z  gelegt  wird;  dieselbe 
schneide  die  Oberfläche  des  Moleküls  in  der  Curve  S.  Das  Mole- 
kül sei,  was  seine  Gestalt  betrifft,  nicht  symmetrisch  in  Bezug 
anf  diese  Ebene,  wohl  aber  was  die  Trägheitsmomente  betrifft. 
Es  sei  mithin  die  durch  Z  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung 
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gezogene  Gerade  eine  Hanptaxe.  Durch  den  Stoss  F  entsteht 
dann  einfach  eine  Botation  um  diese  Axe  (welche  wir  als  stabil 
voraussetzen).  Dabei  können  nun  keine  anderen  Punkte  der  Ober- 
fläche mit  einer  V  parallelen  Ebene  in  Berühmng  kommen,  keine 
anderen  also  den  Stoss  — F  empfangen  als  die  Punkte,  in  welchen 
das  Theilchen  von  einer  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung 
stehenden  Cylinderfläche  beiUhrt  wird.  Da  die  Oberfläche  nicht 
symmetrisch  in  Bezug  auf  jene  Ebene  ist,  wird  der  geometrische 
Ort  der  erwähnten  Berührungspunkte  nicht  mit  8  zusammenfallen, 
sondern  er  wird  im  Allgemeinen  theilweise  über,  theilweise  unter 
dieser  Curve  liegen;  es  kann  der  Fall  vorkommen,  dass  er  mit  S 
ausser  Q  nur  noch  einen  einzigen  Punkt  ff  gemein  hat.  Kein 
anderer  Punkt  als  Q  und  ff  kann  als  Berührungspunkt  beim 
Fig.  3.  Stosse  — F  dienen,  da  bei  jedem  anderen 

das  Moment  des  Stosses  nicht  in  der 
Ebene  der  Zeichnung  fiele.  Q  aber  ist 
desshalb  nicht  geeignet,  weil  ein  dort 
angebrachter  Stoss  immer  die  Rotation, 
welche  von  F  hervorgebracht  wurde, 
beschleunigen  wird,  und  der  Punkt  ff 
wird,  sogar  wenn  er  (wie  in  der  Figur) 
in  letzterer  Hinsicht  eine  geeignete  Lage 
hat,  nicht  der  Bedingung  genügen,  dass  die  Normale  dort  ebenso 
weit  von  Z  entfernt  ist  als  in  Q. 

§.  9.  Wenn  nach  diesen  Betrachtungen  die  Unmöglichkeit 
der  „umgekehrten^  Zusammenstösse  bei  der  angenommenen 
Beschaffenheit  der  Moleküle  nachgewiesen  ist,  wird  man  diese 
Stösse  auch  bei  anderen  Voraussetzungen  über  die  Natur  der 
Moleküle  (wenn  man  letztere  z.  B.  als  Systeme  sich  anziehender 
Punkte  auflfasst)  wohl  nicht  ohne  Weiteres  den  Betrachtungen 
zu  Grunde  legen  dürfen. 

Eine  Frage,  welche  mit  der  nach  den  umgekehrten  Zusam- 
menstössen  zusammenhängt,  ist  die,  ob  in  einer  Gasmasse  eine 
gewisse  Bewegungsart  der  Theilchen,  und  eine  andere,  welche 
sich  davon  nur  durch  die  entgegengesetzten  Geschwindigkeiten 
unterscheidet,  bei  welcher  also  die  nämlichen  Lagen  und  Con- 
figurationen  in  umgekehrter  Folge  durchlaufen  werden,  in  gleichem 
Masse  auftreten,  das  heisst  also,  in  der  Bezeichnungsweise  des 
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§.  ly  ob  die  Bewegungsart  Ä  {—)  ebenso  oft  vorkommt  als  die 
Bewegangsart  Ä. 

Wenn  mhende  Moleküle  durch  einen  Stoss  ebenso  gat  die 
Bewegung  A  ( — )  als  die  Bewegung  A  erhalten  könnten,  wenn 
weiter  ebenso  gut  Zasammenstösse  der  Art: 

[A{-),  Bi-)]  ->  [A\-),  B'{-)], 

wie  solche  der  Art: 

[A,  B]  ^  [A',  B'] 

stattfänden,  so  hätte  man  Grund,  diese  Frage  bejahend  zu  beant- 
worten. 

Zunächst  aber  ist  es  nicht  wahr  (wenigstens  bei  der  im  Vor- 
hergehenden vorausgesetzten  Beschaffenheit  der  Moleküle),  dass 
die  beiden  genannten  Arten  von  Stössen  gleich  möglich  sind. 
Denn  wenn  die  Stösse : 

[A,B]  -^  [A',B'] 
vorkommen,  bestehen  auch  die  Stösse: 

;  [ji'i-),B\-)]-^[A{-),Bi-)], 

I 

I  aber  dann  sind  in  der  Regel,  wie  wir  sahen,  die  Stösse : 

i 

[Ai-),  Bi-)]  -^  [A'i-),  B'i-)] 
unmöglich. 

Zweitens  kann  man  auch  nicht  behaupten,  dass  ruhende 
Moleküle  durch  einen  Stoss  ebenso  gut  die  eine  als  die  andere 
der  Bewegnngsarten  A  und  A  ( — )  erhalten  können.  Wenn  näm- 
lich ein  Molekül  in  einer  gewissen  Lage  durch  einen  Stoss  aus 
dem  Ruhezustand  in  die  Bewegung  A( — )  versetzt  wird,  so  würde 
es,  wenn  es  zuerst  die  Bewegung  A  hatte,  und  dann  in  der  näm- 
lichen Lage  den  gleichen  Stoss  erhielte,  zur  Buhe  gebracht 
werden.  Die  soeben  ausgesprochene  Behauptung  ist  aber  gleich- 
bedeutend mit  der  oben  als  unrichtig  hingestellten  Aussage,  dass 
ein  Theilchen  ebenso  gut  die  Bewegung  A  durch  einen  Stoss  ver- 
lieren, als  gewinnen  kann. 

§.  10.  Für  die  Annahme,  dass  die  Bewegungsarten  oder  die 
Bewegungszustände  A  und  A{ — )  in  gleicher  Häufigkeit  unter  den 
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Molekülen  eines  Gases  angetroffen  werden,  scheint  mir  nach 
diesen  Betrachtungen  kein  hinreichender  Grund  zu  bestehen. 
Man  könnte  noch  meinen,  einen  solchen  Grund  durch  Erwägungen 
über  die  Gleichheit  der  Eigenschaften  eines  Gases  in  verschiede- 
nen Richtungen  und  dergleichen  gewinnen  zu  können.  Allerdings 
wird  man  zugeben,  dass,  wenn  zwei  Bewegungsarten  betrachtet 
werden,  bei  welchen  gleiche  Geschwindigkeiten  des  Schwer- 
punktes in  verschiedenen  Richtungen  vorkommen,  und  bei 
welchen  die  inneren  Bewegungen  in  Bezug  auf  diese  Rich- 
tungen die  nämlichen  sind,  ebenso  viele  Moleküle  die  eine  als 
die  andere  Bewegungsart  zeigen  werden.  Ebenso  dass  Bewegungs- 
arten, deren  eine  als  das  Spiegelbild  der  andern  in  Bezug  auf 
eine  feste  Ebene  betrachtet  werden  kann,  in  gleicher  Häufigkeit 
vorkommen.  Dass  aber  hieraus  keineswegs  auf  das  in  gleichem 
Masse  Vorkommen  der  Bewegungszustände  Ä  und  A( — )  ge- 
schlossen werden  darf,  ist  leicht  zu  zeigen.  Man  kann  sich 
vorstellen,  dass  an  jedem  Molekül  zwei  Endpunkte  zu  unter- 
scheiden sind,  welche  durch  diese  oder  jene  Eigenthttmlichkeit 
von  einander  verschieden  sind,  und  welche  ich  als  die  Pole  P 
und  Q  bezeichnen  will.  Es  ist  nun  ein  Bewegungszustand  A  denk- 
bar, bei  welchem  immer  in  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewe- 
gung der  Pol  P  nach  vom  gerichtet  ist,  und  wobei  dennoch  den 
oben  ausgesprochenen  allgemeinen  Bedingungen  genügt  wird. 
Bei  dem  entgegengesetzten  Bewegungsznstande  A{ — )  würde 
aber  der  Pol  Q  vorwärts  gerichtet  sein. 

Die  über  das  Auftreten  der  Bewegungsarten  A  und  A  ( — ) 
gemachten  Bemerkungen  scheinen  mir  desshalb  nicht  ohne  Inter- 
esse, weil  sich  zeigen  lässt,  dass  die  Annahme,  dass  entgegen- 
gesetzte Bewegungszustände  in  gleichem  Masse  vertreten  sind, 
genügt,  um  den  Schlüssen  des  Herrn  Boltzmann  über  die 
Bewegungen  mehratomiger  Moleküle  wieder  Geltung  zu  ver- 
schaffen. Bevor  ich  aber  diesen  Beweis  mittheile,  möge  eine  ein- 
leitende Betrachtung  über  einatomige  Gasmolekttle  hier  Platz 
finden.  Dieselben  betrachte  ich  der  Einfachheit  wegen  als  elastische 
Kugeln ;  es  können  dieselben  aber  auch  materielle  Punkte  sein^ 
welche  sich,  wenn  sie  einander  sehr  nahe  kommen,  mit  von  der 
Entfernung  abhängigen  Kräften  anziehen  oder  abstossen. 
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U.  Tereinfaeliter  Beweis  des  Satzes^  dass  bei  einatomigen 

Gisen  die  darch    das  Maxwell'sclie  Gesetz  bestimmte 

Gesehwindigkeitsyertheilnng  die  einzig  mögliche  ist. 

§.11.  Eb  seien  {^^  >;,  C  die  Geachwindigkeitscomponenten 
eines  MolekttlSy  und  es  sei  zur  Zeit  t: 

die  Anzabl  der  Moleküle  in  der  Volumeneinheit,  ftlr  welche  die 
Geschwindigkeiten  zwischen : 

I  und  ?+rff,  ti  und  13+^19,  C  imd  C+^C  4) 

liegen.  Die  Bewegungsart  dieser  Theilchen  heisse  A, 

Von  den  Zusammenstössen,  welche  diese  Moleküle  erleiden, 
betrachten  wir  eine  bestimmte  Gruppe,  jene  Stösse  nämlich,  bei 
welchen  die  Summen  der  gleichgerichteten  Oeschwindigkeits- 
componenten  der  beiden  Moleküle  zwischen  x  und  x-^dx,  y  und 
y+</y,  «  und  z-^-dz  liegen,  während  die  Richtung  der  gemein- 
ecbaftlichen  Normale  innerhalb  eines  unendlich  schmalen  Kegels 
Ton  bestimmter  Sichtung  im  Baume  und  mit  der  ÖfFhung  do^  liegt. 
Die  Anzahl  dieser  Zusammenstösse  ist  in  der  Volumeneinheit  und 
während  der  Zeit  8t: 

dn  =  a*F(^  >9,  C)/^(^--?,  y— *7,  «—0  V  (iOsädxdydzduid^drjdZSt  5) 

Dabei  bedeutet  a  den  Durchmesser  der  Moleküle,  V  die 
relative  Geschwindigkeit,  ^  den  spitzen  Winkel,  welchen  dieselbe 
mit  der  gemeinschaftlichen  Normale  im  Momente  des  Zusammen- 
stosses  bildet. 

Das  Fortschreiten  mit  den  Geschwindigkeiten  x — 1^  y — >?, 
z — C  wül  ich  die  Bewegungsart  B  nennen. 

Durch  den  Stoss  entstehen  neue  Bewegungsarten  ^'undJ9'; 
wenn  bei  A'  die  Geschwindigkeiten  ?',  yj',  C  sind,  so  sind  sie 
bei  ff:  x — ^',  y — V,  z — C'« 

Bei  Molekülen  yon  der  angenommenen  Beschaffenheit  sind 
nun  auch  die  umgekehrten  Stösse: 

möglich.  Die  Anzahl  derselben,  oder,  genauer  gesagt,  der  Stösse, 
bei  welchen  eines  der  Theilchen  nach  dem  Stösse  Geschwindig 
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keiten  zwischen  den  Grenzen  4)  besitzt,  während  die  Summen 
der  Geschwindigkeitscomponenten  der  beiden  Theilehen  und  die 
Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normale  wieder  den  angege- 
benen Bedingungen  genügen,  ist: 

dn'  =  G^F(V,  V,  C0^(^-?',  »->?',  «-CO 

Fcos  J^dxdydzduid^drsd^St.     6) 

§.  12.  Wenn  y  eine  Grösse  ist,  welche  von  den  Geschwindig- 
keiten eines  Moleküls  abhängt,  also  eine  Function  von  ^, )?,  C^ 
kann  man  in  einem  bestimmten  Augenblicke  ftlr  jedes  Theilehen 
den  Werth  von  y  nehmen,  und  über  alle  Theilehen  der  Volumen- 
einheit Summiren.  Ich  bezeichne  das  Resultat  mit  2y. 

Man  kann  diese  Berechnung  ausführen  vor  und  nach  der 
Zeit  dt  und  die  Differenz  der  beiden  Resultate  bilden,  also  }£y. 

Dabei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  ist  möglich, 
dass  f  zu  allen  Zeiten  die  nämliche  Function  von  ^y  in^  C  Ist;  die 
Natur  der  Function  kann  sich  aber  auch  mit  der  Zeit  ändern, 
oder  y  kann  von  ^,  >?,  C  und  ^  abhängen. 

Im  ersten  Falle  wird  für  jedes  Molekül,  das  während  der 
Zeit  St  seine  Bewegung  ungeändert  behalten  hat,  auch  y  nn- 
geändert  bleiben  und  die  Variation  von  ^f  entsteht  nur  dadurch, 
dass  einige  Theilehen  durch  Zusammenstösse  andere  Geschwin- 
digkeiten erhalten  haben,  mithin  auch  ein  anderes  tf. 

Ändert  sich  die  Gestalt  der  Function  mit  der  Zeit,  so  wird 
auch  für  ein  Molekül,  das  keinen  Zusammenstoss  erleidet,  der 
Werth  von  y  zur  Zeit  t-^dt  von  dem  Werthe  zur  Zeit  i  ver- 
schieden. Man  kann  dann  setzen: 

wo  d^Sy  von  den  Zusammenstössen,  d^^y  von  der  Gestaltsände- 
rung der  Function  y  herrührt. 

§.  13.  Um  d^2y  zu  berechnen,  betrachte  man  zunächst  einen 
der  Zusammenstösse: 

[^,i?J->[^',iB']. 

Wir  wollen  zur  Abkürzung  mit  yi  und  y,  die  Werthe  der 
Function  für  die  beiden  Theilehen  vor  dem  Zusammenstösse,  mit 


Gleichgewicht  d.  lebend.  E^raft  unter  Gasmolekülen.  129 

%\  und  }^  die  Werthe  nach  dem  ZnsammenstoBse  bezeichnen. 
Diese  vier  Zeiohen  stehen  also  an  der  Stelle  von: 

Die  beiden  Moleküle  liefern  vor  dem  Stosse  ftlr  2^  den  Bei- 
^7i+fi»  nach  dem  Stosse  den  Beitrag  ^»i+^j;  es  wird  also 
durch  einen  Zosammenstoss  ^tf  nm: 

Termehrty  nnd  dnrch  die  dn  Zusammenstösse  nm: 

Ebenso  findet  man,  dass  Sy  dnrch  die  dti!  Znsammenstösse: 

nm: 

(yi+5Pt-yi— ?iy^ 

znnimmt.  Die  beiden  Gruppen  von  Stössen  liefern  also  zusammen 
für  i^ff  den  Beitrag: 

oder,  wenn  man  5)  nnd  6)  berücksichtigt, 

-fl[?',>/,CO^(*— ?',»— V,*— CO}  Viio^ädxdydzdt^dKdrid^^t.  7) 

IHe  ZnsammenstOsse,  welche  wir  jetzt  berücksichtigt  haben, 
sind  diejenigen,  welche  der  Gruppe  von  Theilchen,  deren  Ge- 
schwindigkeiten zwischen  den  Grenzen  4)  liegen,  nnd  welche  ich 
die  Gruppe  P  nennen  will,  entweder  ein  Molekül  entziehen,  oder 
ein  Molekül  zuftlhren,  und  ausserdem  unter  den  durch  Xyy^  %  und 
durch  die  Kegelfläohe  i/co  näher  vorgeschriebenen  Bedingungen 
stattlBnden.  In  dem  Ausdrucke  7)  sind  4^  19,  Cj  ^9  y^ «  nnd  die  zwei 
Winkel,  welche  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normale 
bestimmen,  und  deren  Differentiale  in  dtA  enthalten  sind,  als  die 
unabhängigen  Veränderlichen  zu  betrachten,  ^,  T,  ^^  V,  C'  als  die 
abhängigen  Yariabelen. 

Wran  man  nun  den  Ausdruck  7)  zunächst  nach  den  beiden 
genannten  Winkeln  integrirt  ttber  alle  Werthe,  welche  sie  bei 

Sibb.  d.  mfttbein..natarw.  Cl.  XOV.  Bd.  H.  Abth.  9 
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bestimmten  C,  lo,  Cf  J^y  t/j  ^  haben  können,  and  wenn  man  dann 
weiter,  während  C;  y?»  C  constant  gehalten  werden,  naeh  x^  y,  z 
integrirt  zwischen  — co  nnd  +cx),  erhält  man  die  Zunahme 
Yon  If  durch  alle  Stösse  ohne  Einschränkung,  wodurch  die 
Molektllzahl  der  Gruppe  P  ab-  oder  zunimmt. 

Um  daraus  die  Änderung  von  2^  durch  alle  Stösse  abzuleiten, 
hat  man  noch  nach  C,  13,  C  zwischen  — 00  und  +00  zu  integriren. 
Nur  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  jeder  Zusammenstoss  zwei 
Oruppen  von  Theilchen  ein  Molekül  entzieht  und  zwei  anderen 
Gruppen  ein  Molekül  zuflihrt,  so  dass  man  bei  dem  angegebenen 
Verfahren  jeden  Zusammenstoss  viermal  mitzählt.  Deutet  man 
alle  angegebenen  Operationen  durch  ein  einziges  Integralzeichen 
an,  so  wird  schliesslich : 

—F(f',V,COJ^(^—^';»— *?'>«— CO}  VcoB^dxdydzdtüd^drjdC.  8) 

Was  S^I^f  betrifft,  bemerke  man  zunächst,  dass  ftLr  jedes 
Theilchen,  das  keinen  Zusammenstoss  erleidet;  die  Grösse  f 
während  der  Zeit  St  um: 

zunimmt,  wo,  bei  Ausführung  der  Differentiation  nach  t,  die 
Grössen  ^,  19,  C  als  constant  zu  betrachten  sind.  Die  Gruppe  von 
Theilchen,  deren  Geschwindigkeiten  zwischen  den  Grenzen  4) 
liegen,  liefert  also  ftlr  S^ltp  den  Beitrag: 

F{^,r,,0^^d^dndCSt.  9) 

Zwar  sollte  man  eigentlich  -f  8t  multipliciren  mit  der  An- 

ot 

zahl   derjenigen   Theilchen   in  dieser  Gruppe,  welche  keinen 

Zusammenstoss   erleiden;   da  aber  die  Anzahl  der  Moleküle, 

welche  mit  anderen  inCoUision  gerathen  sind,  von  der  Ordnung  dt 

ist,  hat  man  im  Ausdrucke  9)  nur  eine  Grösse  von  der  Ordnung  ot^ 

fortgelassen. 
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Aas  9)  erhält  man  i^^^fj  wenn  man  in  Bezug  auf  C»  ^,  C 
zwischen  — c»  und  -f-oo  integrirt;  es  ist  also: 

J.Sy  =  oVJF(?,  ri,  C)  ^rffrfWC.  10) 

Natürlich  kann  man  schreiben: 

und  ergibt  sich  hieraus: 

Aus  den  mitgetheilten  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  der 
Werth  des  Gliedes: 

^8F 


St  y-^fd^dndi 


durch  die  Gleichung  8)  gegeben  wird. 

§.  14.  Wir  können  in  Betreff  der  Function  f  jede  beliebige 
Annahme  machen,  da  über  die  Art  und  Weise,  wie  sie  von  ^,19,  Zjt 
abhängt,  nichts  vorausgesetzt  wurde.  Es  wird  sogar  an  unseren 
Deductionen  nichts  geändert,  wenn  die  Function,  welche  über 
die  verschiedenen  Moleküle  summirt  wird,  zuftllig  zusammen- 
hängt mit  der  Function,  welche  die  Geschwindigkeitsvertheilung 
vorstellt.  Es  ist  demnach  erlaubt  zu  setzen: 

y=:logF($,>7,0. 

Dadurch  geht  zunächst  die  Gleichung  10)  über  in: 

^,2y  =  itJF  l^d^dndi;  =  dtj^-^d^dr^d^  = 

=  St.^fFd^dndi. 

Da  aber: 

JFdUnd^ 

die  Anzahl  der  Theilchen  in  der  Volumeneinheit  vorstellt,  welche 
Anzahl  sich  im  Laufe  der  Zeit  nicht  ändert,  erhält  man: 

J,2y  =  0. 

9* 
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Die  ganzeÄnderung  von  S^  wird  demnach  durch  8)  gegeben^ 
nnd  man  hat  folglich,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

mit: 

^i,     F„    F\,    Fi 
bezeichnet: 

djFlogFrffrf>jrfC  = 

"  ^^'o"^/log(^^')  {F^F^—F[F^)  Kco8  J^dxdydzduid^dnd^. 

Sobald  nicht  F^F^  =  F[F{  ist,  hat  der  Ausdruck  unter  dem 
Integralzeichen  stets  das  negatiye  Zeichen,  und  es  kann  demnach^ 
wenn  wir  mit  einem  willkürlichen  Zustande  des  Gases  anfangen, 
die  Grösse: 

£=  JFlogFrffrfrjrfC 

nur  abnehmen.  Diese  Abnahme  wird  fortdauern,  bis  ein  stationärer 
Zustand  erreicht  ist,  in  welchem  E  ein  Minimum  ist 
Es  muss  dann  aber  bei  jedem  Zusammenstoss: 

F^F^=F[F'^ 

sein,  woraus  in  bekannter  Weise  das  Maxwell' sehe  Oesetsi 
abgeleitet  werden  kann. 

ni.  Betrachtung  mehratomiger  Molekttle  unter  einer 
Hypothese, 

§.  15.  Jedes  der  einander  gleichen  GasmolekUle  möge  aus 
r  Atomen  bestehen  und  der  Bewegungszustand  desselben  sei 
durch  die  Grössen: 

bestimmt,  welche  die  gleiche  Bedeutung  haben,  wie  in  der  Ab- 
handlung des  Herrn  Boltzmann  über  das  Wärmegleichgewicht 
unter  mehratomigen  Gasmolekülen  (Wiener  Sitz.  Ber.  Bd.  63^ 
S.  397). 

Zur  Zeit  t  mögen  in  der  Yolumeneinheit: 
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Theilchen  yorkommen,  ftlr  welche  die  Variabelen  zwischen  den 
Grenzen: 

Ij  und  ?j+rfli,. .   Cr-i  nnd  Cr-i-4-rfCr-i,  «i  nnd  Wj+rftii,. . . 

. .  .Wr  und  tOr  -^dwr     H) 

eingeschlossen   sind;    den  Bewegnngszustand  dieser  Moleküle 
will  ich  mit  a  andeuten. 

Wie  das  durch  die  Aufnahme  von  t  unter  die  unabhängigen 
Variabelen  ausgedrückt  ist,  braucht  der  Zustand,  den  wir  be- 
trachten^ vorläufig  nicht  stationär  zu  sein,  wobei  noch  zu  bemerken, 
dass  jetzt  nicht  nur  durch  die  Zusammenstösse,  sondern  auch 
durch  die  inneren  Bewegungen  der  Theilchen  eine  Änderung  you  f 
mit  der  Zeit  eintreten  kann.  Bei  jedem  sich  selbst  überlassenen 
Molekül  ändert  sich  ja  fortwährend  der  Bewegungszustand. 

Es  sei  weiter  ff  eine  vorläufig  willkürliche  Function  von 
fj,. .  .Cr-i;  f'iy. .  .t9r  und  U  Man  kann  dann  wieder  in  jedem 
Augenblicke  für  alle  Theilchen  der  Yolumeneinheit  den  Werth 
dieser  Function  nehmeü;  2y  sei  die  Summe  aller  dieser  Werthe. 
Wir  betrachten  die  Änderung  dS^,  welche  diese  Grösse  zwischen 
den  Augenblicken  t  und  /+$/  erleidet. 

Es  besteht  nnn  wieder  S^f  aus  zwei  Theilen,  beidC;  wie  ity 
unendlich  klein.  Der  erste,  den  ich  mit  d,S^  bezeichne,  rührt 
davon  her,  dass  während  der  Zeit  $t  eine  unendlich  kleine  Zahl 
von  Molekülen  einen  Zusammenstoss  erleiden,  und  dadurch  einen 
ganz  neuen  Bewegungszustand,  also  auch  einen  neuen  Werth 
von  ff  erhalten.  Die  zweite  Zunahme  ^^S^  hat  zur  Ursache  die 
unendlich  kleine  Änderung,  welche  für  jedes  der  übrigen  Mole- 
küle in  dem  Werthe  von  tf  auftritt.  Während  diese  Änderung  in 
dem  vorhergehenden  Abschnitte  nur  dadurch  hervorgebracht 
wurde,  dass  sich  ^  bei  constanten  |,  V7,  C  mit  der  Zeit  änderte, 
wird  sie  jetzt  auch  theilweise  verursacht  durch  die  Änderungen, 
welchen  in  einem  frei  fortfliegenden  Molekttl  ?p . . .  Cr-i,  «i, . . .  Wr 
unterworfen  sind. 

§.  16.  Berechnung  von  J,2y.  Neben  den  Theilchen  mit  dem 
Bewegnngszustande  a  betrachtQ^  wir  eine  zweite  Gruppe,  für 
welche  die  Variabelen  zwischen  den  Grenzen : 
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f/  und  ?(+rfCi,. .  .Cr-i  und  Cr_i+rfCr-i,  u\  und  tij+rfw'j,. . . 

.  ..tr/lund  ii^+i/to^     12) 

liegen;  dieser  Bewegungszustand  möge  a'  heissen. 

Es  können  nun  noch  zwischen  einem  Molekül  mit  dem  Zu- 
stande a  und  einem  mit  dem  Zustande  af  Zusammenstösse  unter 
sehr  verschiedenen  Umständen  stattfinden.  Wir  wählen  eine 
bestimmte  Art  von  Stössen  aus,  indem  wir  die  Bedingung  stellen^ 
dass  zu  Anfang  der  Wechselwirkung  die  parallel  OX  und  0  Y 
laufenden  Coordinaten  des  einen  Schwerpunktes  in  Bezug  auf 
den  anderen  zwischen  bestimmten  Grenzen  liegen. 

Wir  wollen,  wie  das  auch  Herr  Boltzmann  thut,  die 
Grössen : 

^v  ^'iJ  •  •  •   Cr-i,  ?f,  . . .    C-i 
mit: 

bezeichnen,  wobei: 

«  =  6r 

ist,  und  ebenso  an  die  Stelle  von: 

u^,  »1,  . . .  Wr,  u\,  ...  tei, 
schreiben: 

9v  9v  •  •  •  9*n  ?»r+i,  . .  -  ?f 

Sind  welter  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  ersten 
Molektlls  x,  jfj  Zj  jene  des  Schwerpunktes  des  zweiten  Theilchen» 
a/,  y,  «',  so  bezeichnen  wir  die  relativen  Coordinaten: 


mit: 

Pt-«>  P«-*i  p«-3. 

Die  Anzahl  nun  der  Stösse,  zu  deren  Anfang  p^^s  und  p«_4 
zwischen  den  Grenzen: 

/i,_.5  und /i,»5+rfp4-5,  p.-4  und|i,_4+rfp.-4 

liegen,  ist  von  Herrn  Boltzmann  berechnet  worden  (a.  a.  0* 
S.  410).  Man  kann  ftir  dieselbe  schreiben: 

dn  =  /-(fj,. .   Wr)fi^[,. .  .w'r)[ui]dp,dp^ . .  .dp.^Kdq^ . .  .dqfit.     13) 
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Ich  habe  hier  mit  [eo]  den  absoluten  Werth^  der  Grösse 
angedentet,  welche  Herr  Boltzmanneo  nennt.  Die  letztere  aber 
wird  definirt  durch  die  Gleichung  : 

hF  2F  8F 

"-  8F  ^^ 

wenn: 

^iPvPv      -P— s) 

die  Function  ist,  welche  Herr  Boltzmann  einfuhrt,  um  den 
Beginn  oder  das  Ende  der  Zusammenstösse  zu  charakterisiren, 
und  wenn: 

PvPtf'  P*-3 

die  Werthe  sind,  welche: 

rfp,   dp^  dp,^i 

dt'  di'"     dt 

zu  Anfang  des  Stosses  haben. 

§.  17.  Nach  dem  Zusammenstösse  liegen  die  den  Bewegungs- 
znstand  bestimmenden  Yariabelen  ftlr  das  erste  Molekül  zwischen: 

E|  und  Ej+rfEp  . . .  Z^-i  und  Zr-i+rfZ^-i,  ü^  und  ü^-^dü^  . . . 

. . .  TF,  und  Wr'\'dWry     16) 

fftr  das  zweite  zwischen: 

E'j  und  KJ+rfE^, . . .  ZJ_i  und Z'r-x-^-dVr-x^  U[  und  U'^-^dü'^, . . . 
'  ...W'r und  W'r-hdW'r.     16) 

Wir  wollen  aber  für: 

auch  schreiben: 

^19  ^%y'  '  -Pir—S}  ftr-t;  Ar-1;  •  •  •  ^«—6 


1  Diese  Unterscheidong  ist,  wie  mir  scheint,  nicht  überflüssig,  weil  u 
nicht  positiv  zu  sein  braucht,  dn  aber  jedenfalls  eine  positive  Zahl  ist. 
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and  f&r: 

u,,v,,...Wr,u[,r[,...w!. 

Die  Differenzen: 

werden  zu  Ende  des  Zusammenstosses  zwischen  den  Grenzen: 
P,^i  und  P._5+rfP— 5,  P.-4  und  P._4-HrfP,-.4 

liegen,  während  mit  P,-3  der  Endwerth  von  ^ — z  bezeichnet 
werden  möge. 

Man  kann  nun  ftlr  den  Schluss  des  Zusammenstosses  eine 
Grösse  Ji  berechnen,  welche  der  Grösse  oj  analog  ist,  welche  für 
den  Anfang  betrachtet  wurde. 

Sind  nämlich : 

die  zu  Ende  der  Wechselwirkung  bestehenden  Werthe  von: 

dP^     dP^         dP.^z 
dt   '     dt  '"     dt 

und  versteht  man  jetzt  unter  F  die  Function: 
so  ist: 

R.   -h  Ä-    -I-  .  .  .  -^r-=; Ä,_3 

a=  '"■      '''\^  "-' —      ") 

8P.-3  ^ 

Herr  Boltzmann  zeigt  nun,  dass  immer: 
[ä]  rfPj . . .  rfP,_4  rföi  . . .  rfe.  =  M  dp^ . .  .rfp._4  dq^  . .  .dy,      18) 
ist* 


1  Herr  Boltzmann  behauptet  eigentlich,  dass: 

A^Pj. .  .rfö,  =  wrfpj. .  .dq»  oc) 

sei,  welche  Gleichung  aber,  wie  mir  scheint^  so  lauten  muss : 
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§.  18.  Wenn  wir  die  Bewegungszustände,  welche  die  beiden 
Theilchen  nach  dem  betrachteten  Zusammenstosse  besitzen,  mit 
Ä  und  Ä'  bezeichnen,  kann  der  Stoss  selbst  durch  das  Symbol: 

[a,  «T  ->  [A,  A'] 
vorgestellt  werden. 


venu  man  nämlich,  wie  immer  in  ähnlichen  Fällen,  die  Differentiale: 

dp^,...dq„  dPi,...dO, 

positiv  nimmt 

Ein  Beispiel  möge  dies  zunächst  klar  machen.  Die  Moleküle  seien 
«inzehie  materielle  Punkte,  welche  einander  abstossen,  sobald  die  Ent- 
fernung r  kleiner  als  eine  gewisse  Grösse  wird.  Man  kann  dann  einfach: 

F=r^  =pj^s  +l?J-4  ^-;>?-8 

setzen,  und  es  wird  für  den  Anfang  des  Zusammenstosses: 

..  '-(f-g)-'-(g-a)---'(s-s) 

oder,  wenn  man: 

pt^%  =  r  COS  «,  |i«— 4  =  r  cos  j3,  pa—$  =  r  cos  7  (mit  positivem  r) 

setzt,  und  unter  vn  die  in  der  Richtung  von  r  genommene  relative  Geschwiu- 
digkeit  der  Theilchen  versteht: 

Vn 


008  7 


Dabei  ist  Vn  positiv  zu  rechnen,  wenn  die  Moleküle  sich  von  einander 
entfernen,  also  hier  negativ. 

Dessgleichen  hat  man  zu  Ende  des  Zusammenstosses: 

Vn 

^~cosr' 

wo  Vn  und  r  analoge  Bedeutungen  haben  wie  v»  und  7. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass,  sobald  die  Wechselwirkung  angefangen  hat 
eine  sehr  energische  Abstossung  eintritt,  so  gehen  wir  zu  dem  Fall  starrer 
elastischer  Kugeln  über.  Wir  haben  dann  aber: 

und: 

Vn  =  —Vn 
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Umgekehrte  Zasammenstösse  nach  dem  Schema: 
[A,  Aq  ->  [a,  «1 
sind  nnn  in  der  Regel  unmöglich,  wohl  aber  die  Zusammenstösse 

[^  (-),  A'  (-)]  ->  [«  (-),  af  (-)], 

mithin : 

DasB  auch  im  Allgemeinen  nicht  a),  sondern  ß)  die  wahre  Gleichung 
ist,  sieht  man  ein,  wenn  man  bei  der  Betrachtung  eines  ZusanunenstosBes 
sich  von  beiden  Seiten  der  Stelle  nähert,  wo  F  sein  Maximum  oder  Minimum 
hat.  Es  sei  r  die  Zeit,  wo  letzteres  geschieht,  und  es  seien  r — 9  und  r-4-d 
zwei  von  dieser  Zeit  gleich  weit  entfernte  Augenblicke.  Die  Yariabelen, 
welche  zu  Anfang  des  Zusammenstosses  zwischen : 

p^  und  j?,  4-  rfjp,,. .  .pt^i  und;?,_4  -h  dpt^^y  q^  und^,  ■+■  dq^,.. . 

.  ..qtVOidqt-hdq» 

eingeschlossen  sind,  werden  zur  Zeit  r — d  etwa  zwischen: 

p{  nndpl  +  dp\,. .  .^r/  und  ^  -h  d^, 

und  zur  Zeit  r+$  zwischen : 

P{  und  P{  -+-  rfP{,. . .  Oi  und  (?,'  +  rfp,' 

liegen.  Nennt  man  weiter  für  die  genannten  Zeitpunkte  u'  und  H'  die 
Grössen,  welche  mit  o»  und  H  analog  sind,  so  hat  man  nach  der  Beweis- 
fOhrung  des  Herrn  Boltzmann: 

ftidp^ . . ,  dq^  =  (M}'dp\ . . .  rf^ 
und: 

ildP,,..dOs  =  il'dPl.,,dOi, 

welche  Gleichungen  giltig  bleiben,  wie  klein  man  auch  die  Zeit  d  wähle. 
Wir  wollen  nun  den  Zusammenhang  zwischen: 

w'rfy, . . . dqf^  und  Sl'dP{ . . . rfOJ 

betrachten,  indem  wir  d  zur  Null  nähern  lassen. 

Da  sich  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  2^  die  Grössen  p  nur 
unendlich  wenig  ändern,  kann  man  zunächst  von  der  Änderung  des 
Nenners  von : 

hF 
hps-Z 
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welche  wir  die  entgegengesetzten  von 

[a,  «1  ->  [A,  A^ 
nennen  können. 

Den  Bewegnngsznstand  A  ( — )  haben  die  Theilchen,  fbr 
welehe  die  Yariabelen  zwischen : 

S,  nnd  E,  +  rfH,, . . .  Z,_tiind  Zr~i  +  rfi?r-i,  • . . 

—U^  und  — (ü;  +  rf  rj,. . .  —Wr  nnd  -(TF.  +  rf  TF,) 

liegen,  ebenso  den  Bewegnngsznstand  A*  ( — )  die  Moleküle;  ftlr 
welche  die  Veränderlichen  zwischen: 

S{  nnd  E(+ rfE(, . . .  ZUi  und  Z'r^t + dZ'r_i, . . . 

—U{nnd  —  {ü{-¥dü[\...—W'r\ind—{W'r-^dWi) 

eingeschlossen  sind. 

Es  mtlssen  weiter  zu  Anfang  eines  entgegengesetzten  Zu- 
sammenstosses  die  Grössen  a/ — x  und  j/ — y  zwischen: 

P._5  und  P._5H-rfP,-»,       P.-4  und  P._4+rfP.-4 

liegen,  während  der  Werth  von  z' — z  wieder  P,_t,  oder  unendlich 
wenig  davon  verschieden  ist. 

Die  Anzahl  der  entgegengesetzten  Zusammenstösse  in  der 
Zeit  Qt  erhält  man  nun  aus  13)  durch  geeignete  Änderung  der 
Bnchstaben.  Sie  ist  nämlich: 

[H,]dP,...dP.^,dQ,... dQ.it    19) 

Da  aber  zu  Anfang  der  jetzt  betrachteten  Stösse  die  Di£fe- 
rentialquotienten  von  P^,. .  .P,_8  nach  der  Zeit  die  Werthe: 

— Ä,,   — Ä„.  .  .  — Ä,-8 

absehen.  Der  Zahler  aber  ist  der  Werth  von: 

dF 
dr 

uid  da  nnn  F  zur  Zeit  r  ehi  Minimum  oder  Maximum  erreicht,  wird  dieser 
Differentialqnotient  zu  den  Zeiten  r— d  und  r+^  gleiche  Werthe  mit  ent- 
gegengesetEten  Zeichen  annehmen.  Man  hat  demnach  auch: 

woraus  hervorgeht,  dass  nur  {ß)  die  wahre  Gleichung  sein  kann. 
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haben,  so  findet  man,  analog  mit  14): 

^*  ^  8F  » 

WZ 
wo  F  gleichbedeutend  ist  mit  F  in  17).  Mithin  ist: 

[Äi]  =  [ft] 
nnd  nach  18): 

[ftj]  dP^ . .  .rfP,_4  rföi  • .  .rfÖ.=Mrfft . .  .rfp._4  rf?, .  .  .dq.. 

Stellt  man  den  gemeinschaftlichen  Werth  beider  Grössen 
durch  dÄ  vor,  so  wird: 

.   dn  =  f{^„.,  ,wr)f%..  M)dAdt, 
dN  =  f(S,,. . .-  Wr)f(ß\,.  ..-Wl)  dASt 

§.  19.  Bei  jedem  der  c/n-Zusammenstösse  hat  nun  die  Grösse 
<p  fllr  die  beiden  Moleküle  vor  der  Wechselwirkung  die  Werthe: 

f  {ty  ?!,. .  .Wr)  und  y  {t,  ?(,. .  .w'r\ 
nach  der  Wechselwirkung  die  Werthe: 

SO  dass  durch  diese  Zusammenstösse  die  Summe  Sy  um: 

{y(^,E„...TF.)  +  y(^,H;,...TFO-y(^f„...i..)- 

^f{t,^[,,..w'r)]dn  =  ^dn 
zugenommen  ist. 

Ebenso  ist  die  Zunahme  von  2y,  welche  von  den  rfJ^TStössen 

herrtthrt: 

{y(f,e,,...-«,.)  +  y(^,a,...-«,0-y(^,Hp...-TF,)  — 

~  y  {t,  H;,.  . .  -  Wr)]  dN=  nfdN. 

Wir  wollen  nun  die  Beschränkung  einfuhren,  dass  die  bis 
jetzt  unbestimmt  gelassene  Function  y  der  Bedingung: 

genügt.  Dann  wird: 
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und  man  erhält  für  die  Zunahme  von  Y<p,  welche  ans  den  dn  und 
den  dN  Stössen  zusammen  hervorgeht: 

Wi^f  ■  '^r)f{K'„.  •  .trO-Z-CB,,.    .-Wr)nK.  ..-W^]dA5t. 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  dp^, . . i/p«-t  dq^. .. dq^ 
ifltegrirty  erhält  man,  wie  bei  der  analogen  Integration  im  vorher- 
gehenden Abschnitte  das  Vierfache  von  ^i2y-  Mithin  ist: 

-f{:S.,,...-Wr)f{^[,...-W'r)\dA. 

§.  20.  Wir  wollen  nun  die  allerdings  nicht  beweisbare  Vor- 
aassetzung  machen,  dass  in  dem  Gase,  wenn  dasselbe  seinen 
stationären  Zustand  angenommen  hat,  neben  jeder  Gruppe  von 
Holeklllen,  mit  dem  Bewegungszustande  A,  eine  andere  ebenso 
zahlreiehe  besteht,  deren  Theilchen  gerade  die  entgegengesetzten 
Bewegnngszustände  [il(~)]  haben,  wie  die  der  ersten  Gruppe. 
Wir  nehmen  also  an,  dass  dieses  gleichmässige  Auftreten  der 
Zustände  Ä  und  A{ — )j  wenn  es  in  irgend  einem  Augenblicke 
nicht  besteht,  durch  die  Zusammenstösse  von  selbst  hervor- 
gemfen  wird. 

Wir  können  uns  weiter  Zustände  des  Oases  denken,  welche 
von  dem  stationären  Zustande  abweichen,  aber  dennoch  jenes 
gleichmässige  Vorkommen  zeigen;  wir  wollen  nun  annehmen, 
dass  diese  Eigenthttmlichkeit  fortwährend  bestehen  bleibt, 
während  solch  ein  abweichender  Zustand  in  den  stationären 
Zustand  ttbergeftthrt  wird. 

EOns^  ausgedrückt,  wir  nehmen  an,  dass  im  stationären 
Zustande: 

ist,  und  dass,  wenn  in  einem  nicht  stationären  Zustand  diese 
Relation  besteht,  dieselbe  immerfort  bestehen  bleibt. 

Das  Gas  befinde  sich  nun  in  einem  willkürlichen  Zustand, 
fllr  welchen  die  Gleichung  21)  gilt  Wir  können  dann,  ohne  mit 
der  Voraussetzung  20)  in  Widerspruch  zu  gerathen,  den  speciellen 
Fall  betrachten,  dass: 

y  =  log /*(?,,...  IT.)  22) 
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ist.  Dann  wird,  wenn  wir  znr  Abkürzung: 

setzen  y 

J.Sy  =  1  Stjlog  (^)  {f,  U-f[  f[)  dA.  23) 

§.  21.  Um  J,2y  zu  berechnen,  setzen  wir  fllr  ein  frei  fort- 
fliegendes Molekül: 

dt  -''''  dt"'^'"'     dt     -*»^-^' 

rftt,  ^        rfl?|   .  dWr  ^ 

~dt—^''1ü''^'''~df^^'' 

Die  Änderung,  welche  für  dasselbe  während  der  Zeit  6t 
die  Grösse: 


?(',?,.•• 

.  Cr-., 

«„• 

..V,r) 

erleidet,  ist  dann: 

''[^ 

89 

...+XSr_S 

8^ 
8C-. 

+  \ 

8y 

8«.  +•" 

.+^r 

8^1 

8wJ 

24) 

Man  erhält  hieraus  $^£9,  indem  man  mit  der  Molekttlzahl 
einer  Gruppe: 

multiplicirt,  und  nach  ^^j, .  .Wr  integrirt. 

Betrachten  wir  gleich  den   speciellen,   durch   22)    ange- 
gebenen Fall. 

Das  erste  Glied  in  24)  fllhrt  dann  zum  Integral: 


i^<- 


dWr, 


dessen  Werth  0  ist,  weil  die  Zahl  der  Moleküle  sich  nicht  ändert. 
Das  zweite  Glied  gibt  uns: 

j  *i  -^d^^.,,dwr. 
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Da  die  Grösse  x^  nicht  von  ^|y...Cr-i  abhängt,  kann  die 
Integration  nach  ^^  unmittelbar  ausgefllhrt  werden.  Weil  man  nnn 
annehmen  mass,  dass  die  Function  f  ftlr  die  äussersten  Werthe, 
welche  die  Grössen  ^^y, .  .Wr  haben  können,  verschwindet,  wird 
anch  das  jetzt  betrachtete  Integral  =  0. 

Gleiches  findet  man  fttr  die  Integrale,  welche  aus  den 
fibrigen  die  Grössen  x  enthaltenden  Gliedern  von  (24)  herror- 
gehen,  und  ebenso  auch  ftlr  die  darauf  folgenden  Glieder.  Es 
sind  ja  die  Grössen  X  von  u^. .  .Wr  unabhängig. 

Schliesslich  erhalten  wir: 

und  wir  können  dann  weiter,  da  durch  die  Gleichung  23)  der 
totale  Werth  von  S^f  gegeben  ist,  behaupten,  dass  im  stationären 
Zustande  fttr  jede  Art  von  Zusammenstössen: 

fift=nn  25) 

sein  mnss. 

§.  22.  Dieses  ist,  wie  auch  Herr  Boltzmann  fand,  die 
DOthwendige  Bedingung  für  den  stationären  Zustand.  Dass  die 
Bedingung  auch  hinreichend  ist,  geht  nach  seiner  Ansicht 
hervor  ans  der  Betrachtung  der  Anzahl  einer  gewissen  Gruppe 
Ton  Stössen  und  der  Anzahl  der  umgekehrten  Stösse,  welche  er 
als  möglich  voraussetzt  Diese  Zahlen  findet  er  gleich,  wenn  die 
Relation  besteht. 

Nach  unseren  Betrachtungen  ist  25)  auch  die  hinreichende 
Bedingung,  sobald  man  nur  die  Hypothese  des  §.  20  annimmt 
Denn  aus  25)  folgt,  dass  die  früher  mit  dn  und  dN  bezeichneten 
Zahlen  einander  gleich  sind,  und  dass  also,  wenn  in  der  Zeit  St 
eine  gewisse  Anzahl  von  Molekülen  den  Bewegungszustand  A 
verlieren,  ebenso  viele  andere  den  Zustand  A  ( — )  annehmen. 
Natttrlich  werden  dann  auch  neben  Moleküle,  welche  letzteren 
Zustand  verlieren,  ebenso  viele  andere  gestellt  werden  können, 
welche  den  Zustand  A  annehmen.  Ist  nun  P  die  Anzahl  der 
Tbeilchen,  welche  die  Bewegung  A  und  Q  die  Zahl  der  Moleküle, 
welche  die  Bewegung  A  ( — )  besitzen,  so  ist  also: 

P+ö  =  const 
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Da  aber  nach  der  Voraussetznng  des  §.  20  immer: 

ist,  muss  auch: 

P  =  const. 

nnd  der  Zustand  stationär  sein. 


Herr  Boltzmann  fand  nach  Durchsicht  der  vorliegenden 
Abhandlung;  welche  ich  ihm  vor  ihrer  Publication  als  Mannscript 
tibersandt  hatte,  einen  neuen  Beweis,  sowohl  daftlr,  dass  eine 
ZustandsTcrtheilung,  fllr  welche  allgemein  die  Gleichung  25) 
besteht,  durch  die  Zusammenstösse  nicht  verändert  wird,  als 
auch  dafür,  dass,  wenn  diese  Gleichung  nicht  besteht,  die  Grösse 
£  log  nat  /*,  tlber  alle  Moleküle  erstreckt,  nur  abnehmen  kann. 
Diese  neuen  Beweise,  welche  er  die  Güte  hatte,  mir  brieflich 
mitzutheilen,  scheinen  mir  einwurfsfrei. 

IT.  Über  die  Bezielrnng  zwischen  den  Differentialen  der 

Yariabelen^  welche  Beginn  und  Ende  eines  Zusammenstosses 

charakterisiren. 

§.  23.  Da  mir  beim  Beweise,  welchen  Herr  Boltzmann  flir 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  19)  seiner  Abhandlung  „Über  das 
Wärmegleichgewicht  zwischen  mehratomigen  Gasmolekttlen'^, 
der  Durchgang  durch  die  Stelle,  wo  F  sein  Maximum  hat,  also 
e  =:  0  wird,  Schwierigkeiten  zu  bereiten  scheint,  so  gebe  ich  hier 
einen  anderen  Beweis  dieser  Gleichung. 

Als  Einleitung  betrachte  ich  die  Bewegung  einer  Gruppe 
von  Molektllen  in  einem  Baume,  in  welchem  irgend  welche  von 
festen  Centren  ausgehende  Kräfte  wirken,  so  dass  die  auf  jedes 
Atom  wirkende  äussere  Kraft  blos  von  den  Coordinaten  dieses 
Atoms  abhängt  Wenn  der  Schwerpunkt  eines  MolekOls  sich 
zuerst  in  Äy  Fig.  4,  befindet,  und  der  Bewegungszustand  in  diesem 
Augenblicke  bekannt  ist,  wird  der  Schwerpunkt  eine  bestimmte 
Linie  AC  beschreiben;  ich  nenne  das  eine  Bewegungslinie.  Indem 
ich  nun  eine  unendlich  kleine  geschlossene  Curve  BD  nehme, 
welche  um  Ä  herumläuft,  und  von  jedem  Punkte  dieser  Curve 
aus  eine  Bewegnngslinie  ausgehen  lasse  (dabei  immer  mit  dem 
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nimlichen  Bewegungsznstande  des  Moleküls  anfangend)  erhalte 
ich  eine  „Bewegnngsröhre*'. 

Ich  betrachte  nun  zwei  beliebige  ebene  Querschnitte  BD 
und  EF  der  Bohre,  und  lasse  nach  einander  von  den  Punkten  der 
Fläche  BD  aus  nicht  Moleküle  mit  einem  ganz  bestimmten 
Bewegungszustande  ausgehen,  sondern  Moleküle,  deren  Bewe- 
gnngszustände  unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind, 
and  zwischen  bestimmten  Grenzen  liegen. 

Diese  Moleküle  werden  alle  einmal  die  Ebene  EF  passiren 
ond  im  Momente,  wo  sie  das  thun,  liegen  ihre  Zustände  zwischen 
anderen  Grenzen.  Es  besteht  nun  eine  einfache  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Querschnitten  BD  und  EF  und  den  Grössen,  welche 
angeben,  wie  weit  bei  BD  und  bei  EF  die  erwähnten  Grenzen 
auseinander  liegen. 


Fig.  5. 


Ich  lege  die  ar-Axe  senkrecht  zur  Ebene  BD  und  bringe 
(Fig.  5)  in  der  Bewegungsröhre  eine  ganze  Reihe  von  Querschnitten 
an,  welche  mit  BD  parallel  sind.  Es  sei  B'D'  unendlich  wenig  von 
BD  entfernt^  und  zwar  sei  für  5/>  a?  =  a,  für  Ä'/>'  jr=a-h5. 

Die  anderen  Coordinaten  des  Schwerpunktes  mögen  y  und  z 
heissen,  die  Geschwindigkeitscomponenten  des  Schwerpunktes 
«,  ß,  7;  die  relativen  Coordinaten  von  r — 1  der  zusammensetzen- 
den Atome  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  (r  ist  die  Zahl  der 
Atome)  seien: 

^1^   ^l>    ?P   ^2^  •   •   •   ^r—iy 

die  dazugehörigen  relativen  Geschwindigkeiten : 

«itib.  d.  mAthenu-n«tarw.  Ol.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  10 
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die  aus  den  äusseren  Kräften  abzuleitenden  Beschleunigungen 
des  Schwerpunktes: 

und  die  relativen  Beschleunigungen  der  erwähnten  Atome  gegen 
den  Schwerpunkt,  welche  aus  den  inneren  und  äusseren  Kräften 
zu  berechnen  sind  (das  heisst  die  Werthe  von  fj,  u.  s.  w.): 

Wenn  die  Moleküle  die  Ebene  BD  passiren,  mögen   die 
bestimmenden  Grössen  zwischen: 

OL  und  a-k-da, . .  •  7  und  y-^dy, 

?1       n      ?1+^?U  •  •  •  ^r-i    und   Cr-lH-rfCr-l, 
^1      77      Wj+rf«,,  .  .  .  Wr-l   und  Wr—l-hdWr-i 

liegen;  ausserdem  liegen  dann,  wenn  BD  ein  Eechteck  ist,  oder 
wenn  man  nur  einen  rechteckigen  Theil  von  BD  betrachtet, 
y  und  z  zwischen: 

y  und  y-\-dy,  z  und  z-^-dz. 

Wenn  die  Moleküle  (das  heisst  die  Schwerpunkte)  die  Ebene 
5' />' erreichen,  liegen  die  genannten  Grössen  etwa  zwischen: 

a'  und  a'-hrfo/, ...  7'     und  7' -4-^7', 

U[      „      u\-\-du[,...w',.^\     „     W'r-i-^dw'r^i^ 

y^  und  y'-i-dy',  %'  und  zf-\-dJ. 
Da  ein  Molekül  die  Zeit: 

OL 

braucht,  um  zu  dem  Querschnitt  B'D'  zu  gelangen,  hat  man: 

OL  OL 

o/rza+A— ,   p'z=/3-+-/x— ,    7'=7  +  v— , 

OL  OL  OL 

n  n 

f;=zC,  -+-Wj  —  ,    .  , Cr-I  =  Cr-l-4-«?r-l  —  » 

OL  OL 

>  % 

Ui  =1  U.  -f-X , Wr^i  Zn  XOr-\  +Zr^l  • 

^  ^   OL  OL 
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Diese  Grössen  sind  sämmtlich  Functionen  von: 

Vi  «;  «>  P;  7^  ^1  •  •  •  Cr-l,  «1,  .  .  .  Wr-.i 

und  e«  wird  das  Verhältniss  von: 

dK  '=.dyd%dadßd'^d^^  . .  .  rffr-i  dtt^  .  .  .  dwr-i 
und: 

dK'-djfdJdJd^'didKl.^  .  rfCi_,  rfii{ .  .  .  rfirj_, 

in  bekannter  Weise  dnrcb  eine  Functionaldeterminante  bestimmt, 
welche  die  Gestalt: 

^li^^'-^y -^8^(^-4) 

annimmt.  Da  nun  \  jui,  v,  Xp. .  .Z;.^t  Beschleunignngscomponenten 
sind,  welche  nicht  abhängen  von  den  Geschwindigkeiten,  reducirt 
sieh  die  Determinante  anf : 

.J     1  OL  CK. 

1+A— r  «-f-X  

or  OL 

Man  hat  somit: 

J.drfdxlda!d^'did?x .  .  .  rfCr-irfw'i .  .  -  rftr',_i  =: 

:=zadydzdocdßdy  rf?i  .  .  .  d^r-idu^  . . .  rfirr_i 

oder,  da,  wenn  man  die  Flächeninhalte  der  Querschnitte  knrz 
mit  BD,  B'D'  andeutet, 

dydz'.dtfdz'^BDiB'D', 
afX  B'D'  Xda!  ...  dw'r-x  =ccXBDXdcc...  dwr^t. 

Diese  Relation  muss  nun  auch  gelten,  wenn  B'D'  um  eine 
endliche  Strecke  von  BD  entfernt  ist.  An  irgend  einer  Stelle  der 

10* 
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Bewegungsröhre  ist,  wenn  Y  die  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes der  da  passirenden  Moleküle  ist,  und  5  den  Winkel 
vorstellt,  den  diese  Geschwindigkeit  mit  der  a?-Axe  bildet, 
ai=  Fcos  3,  und,  wenn  dS  der  senkrechte  Querschnitt  ist: 


COS  5 

mithin  «  X  5/>=  Vy^dS.  Es  besteht  also  die  einfache  Relation : 
VdSXda,..  dwr^t  =  V'dS'  Xdc/  ...  dwf,-i. 

An  die  Stelle  von  VdS  kann  man  natürlich  auch  das  Pro- 
duct  eines  beliebig  gerichteten  Querschnittes  in  die  Geschwin- 
digkeit des  Schwerpunktes  senkrecht  zu  demselben  setzen. 

Der  Satz  in  dieser  Gestalt  lässt  sich  z.  B.  anwenden,  wenn 
auf  ein  Gas  die  Schwerkraft  wirkt. 

Besteht  keine  äussere  Kraft,  so  wird  die  Bewegungsröhre 
ein  Cy linder,  und  V-zz  F',  mithin: 

da  , .  .  dWr-i  -zzdaf ,  ,  ,  dWr-\, 

das  bekannte  Kesultat. 

§.  24.  In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  nun  die  Bewegung 
zweier  Moleküle  behandeln,  welche  mit  einander  in  Wechsel- 
wirkung treten.  Wir  wollen  dieselben  als  verschieden  von  einan- 
der voraussetzen.  Es  mögen  für  das  erste  MolekUl  die  Grössen: 

die  nämliche  Bedeutung  haben,  wie  oben;  f\ir  das  zweite 
Theilchen  seien  die  analogen  Grössen: 

wobei  zu  bemerken,  dass  bei  jedem  Molekttl  die  relative  Be- 
wegung der  Bestandtheile  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  dieses 
Moleküls  selbst  zu  nehmen  ist. 

Es  seien  weiter  a?,  y,  z  die  relativen  Coordinaten  des  ersten 
Schwerpunktes  in  Bezug  auf  den  zweiten. 

In  einem  Räume,  der  fest  mit  dem  Schwerpunkte  des 
zweiten  Moleküls  verbunden  ist,  und  sich  mit  diesem  Punkte 
verschiebt,  beschreibt  der  Schwerpunkt  des  ersten  eine  gewisse 
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Linie,  welche  man  die  relative  Bewegnngslinie  nennen  kann. 
Dementsprechend  führe  ich  eine  relative  BewegnngsrGhre  ein.  Die 
Fig.  5  stelle  jetzt  eine  solche  Eöhre  vor,  in  welcher  wir  wieder 
Querschnitte  senkrecht  zur  j?-Axe  anbringen. 

Man  hat  nnn  zn  beachten,  dass,  während  bei  der  relativen 
Bewegung  der  Schwerpunkt  des  ersten  Molekttls  die  Bohre 
durchläuft,  sich  der  Bewegnngszustand  beider  Moleküle  ändert 

Wir  betrachten  nun  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Zusammen- 
stössen,  bei  welchen  die  Grössen,  welche  die  Bewegungszustände 
der  Molektll^  bestimmen,  zwischen  bestimmten  Grenzen  ein- 
geschlossen sind.  Bei  allen  diesen  Stössen  können  wir  der  rela- 
tiren  Bewegungsröhre  die  nämliche  Gestalt  geben;  fUr  alle 
betrachteten  Fälle  gilt  also  die  Fig.  5. 

In  den  Momenten,  wo  die  Schwerpunkte  der  „ersten*  Mole- 
küle die  Querschnitte  BD  passiren,  liegen : 

zwischen  den  Grenzen: 

«  und  a4-rf«, . . .  ti?r-i  und  ti?^- 1 4- rfir^^t, 
o*  und  a*-|-rfa*, . . .  tr%_i  und  w**_i-f-dii?V>_i; 

im  Momente,  wo  sie  die  Querschnitte  B^D'  durchsetzen,  zwischen: 

af  und  ol-^dal^ . . .  Wr_x  und  tr^_iH-rfii?'__i, 
a*'  und  a*'H-da*', . .  .  w*;^_,  und  w^L,  H-rfii?;i_r 

Wenn  wir  wieder  rechteckige  Theile  von  BD  und  Ä'/>' 

betrachten,  liegen  y  und  %  im  ersten  Falle  zwischen: 

y  und  y-\-dy^  %  und  z-^dz, 
im  zweiten  Falle  zwischen: 

y'  und  y^-^dy'y  z'  und  z'-^-dz', 
während  x  zuerst  den  Werth  n,  dann  den  Werth  a+d  hat. 
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Da  der  erste  Schwerpunkt  die  Zeit: 


a — or 


braucht,  um  bei  der  relativen  Bewegung  von  BD  nach  B'D'  zu 
gelangen,  hat  man: 


a — a*  ^'         ^  a — a* 

«'  =  «+/ —,  ....   •fz=.f+v 


OL — or 


'         *        ^  OL — a* 

0 


i:'=^+«: 


a — a* 
5 


OL-- OL* 


WO  die  Beschleunigungen: 

X,  /x,  V,  A*,  ;x*,  V*,  X,, . . .  z,_,,  x; . . .  z:,_, 

unabhängig  von  den  Geschwindigkeiten  sind. 
Man  hat: 

yy  ^1  «,  ß,  7.  ?i;  •  •  •  -«^r-i,  «*,  /3*,  7*7  CJ  . . .  <*^, 

als  die  unabhängig,  die  Grössen  mit  Accenten  als  die  abhängig 
Variablen  zu  betrachten. 
Das  Verhältniss  von: 

dy  dz  doL ,  , ,  dw*^_^ 
und: 

dj/  dxf  da!  ,.,  dio'J^^^ 

wird  nun  wieder  durch  eine  Functionaldeterminante  bestimmt, 
welche  sich  reducirt  auf: 
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Da  wieder: 


-  1  _  (t:^  - 


dy  dz 


(a— «*)  +  ^^ ~- 

^  ^  a — er 


BD 


ist,  wird  schliesslich: 

welche  Gleichung  dann  natürlich  auch  wieder  gelten  mnss,  wenn 
die  beiden  Querschnitte  £D\ind  B'D'  um  eine  endliche  Strecke 
Yon  einander  entfernt  sind.  Man  kann  auch  schreiben: 

VdS.da. .  .dwr-i  da*. .  ,dw%_^  = 


=  rdS'.doi!,.,dw'r-ida*'. 


dw%_,, 


wenn  V  (sowie   V)    die  ganze   relative   Geschwindigkeit   des 
einen  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  den  anderen  vorstellt,  und 

Fig  Fig.  7. 


dS  (wie  dS')  einen  senkrechten  Querschnitt  der  relativen  Be- 
wegungsröhre. 

Die  Gleichung  gilt  ebenso  gut,  wenn  man  unter  dS  und  dS ' 
beliebige  schiefe  Querschnitte  versteht;  nur  müssen  dann  für  V 
nnd  V  die  Gesctwindigkeiten  senkrecht  zu  diesen  Quer- 
schnitten genommen  werden. 
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Bei  dem  hier  gegebenen  Beweise  könnte  eine  Schwierigkeit 
noch  dadurch  entstehen^  dass  die  relativen  Bewegungslinien 
einen  Verlanf  haben  könnten,  wie  Fig  6.  Man  umgeht  dieselbe 
durch  die  in  Fig.  7  angegebene  Construction  der  Bewegungs- 
röhre. 

Es  ist  dort  zunächst  eine  Bewegungslinie  gezeichnet,  dnreh 
den  Funkt  A,  wo  sie  sich  am  meisten  dem  Schwerpunkte  S  des 
zweiten  Moleküls  nähert,  eine  Ebene  senkrecht  zu  der  Linie 
gelegt,  in  dieser  die  unendlich  kleine  geschlossene  Curve  A  B 
gewählt,  und  dann  sind  durch  alle  Punkte  der  letzteren  Bewe- 
gungslinien gezogen,  welche  senkrecht  zu  der  Ebene  AB  stehen. 
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Neuer  Beweis  zweier  Sätze  über  das  Wärmegleioh- 
gewicht  unter  mehratomigen  Gasmolekülen. 

Von  Lndwigr  Boltzmann, 

wirtfiehem  Mägliede  der  kaüerf.  Aindtmie  der   Wüeeneehaften. 

Herr  Lorentz  hat  mich  brieflich  auf  einen  wesentlichen 
Irrthum  aufmerksam  gemacht,^  welcher  in  dem  Beweise  ent- 
halten ist,  den  ich  für  zwei  das  Wärmegleichgewicht  zwischen 
mehratomigen  Gasmolekttlen  betreffende  Sätze  gab.'  Da  diese 
Sätze  als  apecielle  Fälle  noch  allgemeinerer  Sätze  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung betrachtet  werden  können,  welche  letztere 
ich  in  meinen  Abhandlungen  über  „die  Beziehung  zwischen  dem 
zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  und  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung"  und  über  „die  Theorie  monocyk- 
lischer  Systeme"*  entwickelt  habe,  so  war  es  von  vornherein 
nicht  wahrscheinlich,  dass  sie  sich  als  falsch  erweisen  wtlrden; 
es  handelte  sich  aber  darum ,  sie  durch  einen  neuen  einwnrfs- 
freien  Beweis  zu  stützen.  Es  lässt  sich  ein  solcher  gewinnen, 
wenn  man  einer  Idee  folgt,  welche  ich  schon  in  den  „weiteren 
Studien"  *  (drei  Zeilen  vor  Formel  55,  sowie  in  einer  zwischen 
Formel  76)  und  77)  eingeschalteten  Anmerkung  andeutete,  aber 
bisher  nicht  weiter  entwickelte. 

Denken  wir  uns  ein  Gas,  welches  aus  lauter  gleichbeschaf- 
fenen mehratomigen  Molekülen  besteht. 

1  Eine  ausführliche  Erörterung  der  Betrachtungen  Lorentz'  ist  in 
einer  Abhandlung  desselben  in  diesem  Hefte  der  Sitzb.  der  W.  Ak.  ent- 
halten. 

2  Wiener  Sitzungsb.  Bd.  LXUI,  1871.  Bd.  LXVI,  1872,  Absch.  4, 
Bd.  LXXII,  1875,  §.  2. 

i  Wiener  Sitzb.  Bd.  LXXVI,  1877  und  Bd.  LXL,  1884. 
♦  Wiener  Akad.  Bd.  LXVI,  1872. 
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Wir  bezeichnen  die  laufende  Distanz  der  Schwerpunkte 
zweier  Moleküle  mit  s  und  nehmen  an,  dass;  sobald  a  grösser  als 
eine  gewisse  Constante  p  ist,  niemals  eine  bemerkbare  Wechsel- 
wirkung zwischen  beiden  Molekülen  stattfindet.  Eine  Kugel  vom 
Radius  /i,  deren  Centrum  der  Schwerpunkt  eines  Moleküls  ist, 
bezeichnen  wir  als  die  Sphäre  des  betreffenden  Moleküls.  Wir 
können  daher  auch  sagen:  sobald  der  Schwerpunkt  eines  Mole- 
küls ausserhalb  der  Sphäre  eines  zweiten  Moleküls  liegt,  findet 
zwischen  beiden  niemals  erhebliche  Wechselwirkung  statt.  Jeder 
Vorgang,  wobei  der  Schwerpunkt  eines  Moleküls  in  die  Sphäre 
eines  zweiten  eindringt,  soll  ein  Stoss  heissen. 

Es  ist  dabei  allerdings  möglich,  dass  der  Schwerpunkt  des 
ersteren  Moleküls  die  Sphäre  des  letzteren  wieder  verlässt,  ohne 
dass  erhebliche  Wechselwirkung  stattgefunden  hat,  dass  also 
durch  einen  Stoss  die  Bewegung  keines  der  beiden  stossenden 
Moleküle  erheblich  modificirt  wird.  Durch  die  Mehrzahl  der  Stösse 
aber  wird  in  der  That  eine  bedeutende  Modification  der  Bewe- 
gung beider  Moleküle  bewirkt  werden. 

Obwohl  der  in  Rede  stehende  Beweis  auch  leicht  auf  den 
Fall  übertragen  werden  kann,  wo  der  Zustand  eines  Moleküls 
durch  generalisirte  Coordinaten  bestimmt  ist,  so  will  ich  doch 
der  grösseren  Deutlichkeit  halber  die  Moleküle  als  Aggregate 
von  je  r  materiellen  Punkten  (den  Atomen)  auffassen. 

Ich  bezeichne  die  Coordinaten  dieser  Atome  bezüglich  eines 
Coordinatensystems,  dessen  Axen  fixe  Richtungen  haben,  dessen 
Ursprung  aber  im  Schwerpunkte  des  betreffenden  Moleküls  liegt, 
mit  ?„  >3i,  Ci7  Ij-'-Cr;  die  Componenten  der  Geschwindigkeiten  der 

Atome  in  den  Coordinatenrichtungen  mit  u^ Wr.  Dann  sage 

ich,  der  Zustand  eines  Moleküls  sei  bestimmt,  wenn  für  dasselbe 
die  Werthe  dieser  Coordinaten. und  Geschwindigkeitscomponen- 
ten  zwischen  den  Grenzen 

Ij  und  ^,  ^-rfCi , C-i  und  Cr-i  ^-rfC -i  ^ 

Mj  und  Wj-h^Wj, Wr  und  Wr-hdwr 

liegen.  C^  ist  durch  die  Gleichung  des  Schwerpunktes  bestimmt. 
Seien  zwei  Moleküle  gegeben;  der  Zustand  des  ersteren  sei 
durch  die  Bedingung  1)  gegeben,  der  Zustand  des  zweiten  da- 
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durch;    dass  für   dasselbe    die  Variablen   zwischen  folgenden 
Grensen  liegen: 

H|  und  Hi-hrfHj, Z^_i  und  Z^_i-i-rfZ^«i 

O;  und  O.^dU,, Tf.  und  Wr-hdWr  ^^ 

Die  Distanz  der  Schwerpunkte  beider  Moleküle  soll  gleich  p 
sein;  es  soll  sich  also  der  Schwei*punkt  des  zweiten  Moleküls 
genau  auf  der  Oberfläche  der  Sphäre  des  ersten  befinden ;  endlich 
soll  die  Kichtung  der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  inner- 
halb eines  unendlich  kleinen  Kegels    * 

rfi  3) 

liegen.  Dann  wollen  wir  die  Zusammenstellung  dieser  beiden 
Moleküle  eine  kritische  Constellation  nennen.  Jede  kritische 
Constellation  stellt,  wenn  in  dem  Momente,  wo  sie  eintritt,  der 
Schwerpunkt  des  zweiten  Moleküls  in  die  Sphäre  des  ersteren 
eintritt,  den  Beginn  eines  Stosses  dar  (sie  heisse  dann  eine 
Änfangsconstellation);  wenn  dagegen  in  diesem  Momente  der 
Schwerpunkt  des  zweiten  Moleküls  die  Sphäre  des  ersten  ver- 
lässt,  stellt  sie  das  Ende  eines  Stosses  dar  (Endconstellation). 
Die  kritischen  Constellationen,  für  welche  die  Schwerpunkts- 
distanz beider  Moleküle  im  Momente  ihres  Eintrittes  ein  Mini- 
mnm  ist,  können  ausser  Acht  gelassen  werden,  da  sie  gleich- 
zeitig Beginn  und  Ende  eines  Stosses  darstellen,  welcher  aber 
keinen  modificirenden  Einfluss  auf  die  Bewegung  der  Moleküle 
hat  Wir  bezeichnen  zwei  Constellationen  als  entgegengesetzt, 
wenn  in  beiden  sämmtliche  Coordinaten  die  gleichen  Werthe, 
sämmtliche  Greschwindigkeitscomponenten  ebenfalls  die  gleiche 
Grösse,  aber  entgegengesetztes  Zeichen  haben;  wir  bezeichnen 
zwei  kritische  Constellationen  als  einander  entsprechend,  wenn 
sämmtliche  Coordinaten  der  Atome  des  ersten  Moleküls  relativ 
gegen  seinen  Schwerpunkt  und  ebenso  sämmtliche  Coordinaten 
der  Atome  des  zweiten  Moleküls  relativ  gegen  den  Schwerpunkt 
des  letzteren  und  ebenso  sämmtliche  Geschwindigkeitscompo- 
oenten  dieselbe  Grösse  und  dasselbe  Zeichen  haben,  wogegen 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  einen  Moleküls  bezüglich 
der  durch  den  Schwerpunkt  des  anderen  gezogenen  Coordinaten- 
axen  zwar  dieselbe  Grösse  aber  das  entgegengesetzte  Zeichen 
haben;  aus  irgend  einer  Constellation  wird  also  die  ihr  entspre- 
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chende  gebildet,  indem  man  das  erste  Molekül  völlig  unverändert 
lässt  und  das  zweite  Molekül  ohne  Änderung  der  Gonfiguration  and 
der  Geschwindigkeiten  seiner  Atome  parallel  zu  sich  selbst  um 
das  Stück  2p  in  der  Richtung  der  von  seinem  Schwerpunkt  gegen 
den  Schwerpunkt  des  ersten  Moleküls  hingezogenen  Geraden 
verschoben  denkt,  mit  andern  Worten,  indem  man  ohne  Änderung 
des  Zustandes  und  ohne  Drehung  der  Moleküle  im  Räume  die 
Orte  der  Schwerpunkte  beider  Moleküle  vertauscht.  Es  ist  nun 
ohne  weiters  Folgendes  klar:  Denken  wir  uns  sämmtliche  An- 
fangsconstellationen  zusammengefasst  und  die  jeder  derselben 
entgegengesetzte  Gonstellation  aufgesucht,  so  erhalten  wir  sämmt- 
liche Endconstellationen  und  umgekehrt.  Ebenso  erhalten  wir 
sämmtliche  Endconstellationen,  wenn  wir  die  sämmtlichen  An- 
fangsconstellationen  entsprechenden  au&uchen,  was  auch  wieder 
umgekehrt  gilt. 
Sei  nun 

wofür  wir  auch  kurz  /"rfw  schreiben  wollen,  die  Anzahl  der  Mo- 
leküle, welche  zur  Zeit  t  in  der  Volumeinheit  deü  Zustand  1) 
haben.  Ebenso  sei 

woflir  wieder  Fdü  geschrieben  werden  soll,  die  Zahl  der  Mole- 
küle in  der  Volumeinheit,  welche  zur  Zeit  t  den  Zustand  2) 

haben,  so  ist 

dn  =fdfß}FdQp*gdXdt 

die  Zahl  der  Zusammenstösse,  welche  während  der  Zeit  rf^  in 
der  Volumeinheit  so  geschehen,  dass  deren  Anfangsconstellation 
durch  die  Bedingungen  1),  2)  und  3)  bestimmt  ist,  g  ist  dabei 
die  Componente  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
des  zweiten  Moleküls  gegen  den  des  ersten,  welche  in  die  Rich- 
tung fällt,  die  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Schwerpunkte 
im  Momente  des  Beginns  des  Zusammenstosses  hat.  Für  die 
Constellationen,  mit  welchen  alle  diese  Stösse  enden,  sollen  die 
Variablen  ?j . . .  Cr-i  Wj . . .  tVr  3«) 

für  das  eine  Molekül  zwischen  den  Grenzen 

||  und  ^['hd^[ w'r  und  wi -h dwr.  4) 
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f&r  da8  andere  Molekül  zwischen  den  Grenzen 

H;undE;-+-rfH; WrimiWr  +  dWl  5) 

und  die  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  der  Molekttle  in 
eioem  Regel  von  der  Öffnung 

dl'  6) 

liegen.  Mit  rfw'  bezeichnen  wir  das  Product  aller  in  4),  mit  dQ' 
das  aller  in  5)  vorkommenden  Differentiale,  g'  sei  die  Compo- 
Dente  der  relativen  Geschwindigkeit  beider  Moleküle  im  Momente 
des  Endes  des  Stosses^  welche  in  die  Richtnng  fUllt^  die  dieVer- 
bindnngslinie  der  Schwerpunkte  in  diesem  Momente  hat.  Nach 
den  in  meinen  bereits  citirten  Abhandlungen  über  mehratomige 
Gasmoleküle  bewiesenen  Sätzen  ist  dann 

gdoydQdXzug'dia'dQ'dk'.  7) 

(Vergl.  hierüber  den  Abschnitt  IV  der  in  diesem  Hefte  der 
Berichte  der  Wiener  Akademie  enthaltenen  Abhandlung  des 
Herrn  Lorentz,  wo  man  nur  für  dS  und  dS'  die  beiden  Elemente, 
welche  die  relative  Bewegnngsröhre  ans  der  Sphäre  des  zweiten 
Moleküls  heransBchneidety  zu  setzen  braucht;  um  zu  obiger  Glei- 
chung zu  gelangen.)  Fassen  wir  nun  sämmtliche  Endconstella- 
tionen  dieser  dn  Stösse  ins  Auge,  bilden  die  jeder  derselben 
entsprechende  Constellation  und  bezeichnen  mit  dn'  die  Zahl  der 
Stösse,  welche  während  der  Zeit  di  in  der  Volnmeinheit  so  ge- 
schehen, dass  sie  mit  den  in  der  beschriebenen  Weise  gebilde- 
ten Constellationen  beginnen,  so  ist 

dn'zuTdoi'F'dQ'pydk'dt 

and  man  hat  dn  =  dn',  wenn  fF  z=  f'F'  ist.  Da  nun  durch  jeden 
der  dn  Stösse  ein  Molekül  den  Znstand  3)  nnd  eines  den  Zustand 
4)  verliert,  wogegen  durch  jeden  der  dn'  Stösse  eines  den  Zu- 
stand 3)  und  eines  den  Zustand  4)  gevönnt,  so  wird  die  Zahl 
der  Molekttle,  welche  den  Zustand  3)  haben  und  ebenso  die  Zahl 
derer,  welebe  den  Zustand  4)  haben,  iiicht  verändert,  wenn  ftir 
alle  möglichen  Stösse  die  Bedingung  fF  =  fF'  erftlllt  ist. 

Da  aber  dasselbe  dann  natürlich  wie  von  den  Zuständen  3) 
nnd  4),  so  an  eh  von  allen  andern  Zuständen  gelten  muss,  so  wird 


;  wer- 
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unter  dieser  Bedingung  die  Zustandsvertheilung  unter  den  Mole- 
külen durch  die  Stösse  überhaupt  nicht  verändert,  was  der  erste 
zu  beweisende  Satz  ist. 

Um  auch  den  zweiten  Satz  zu  beweisen,  bediene  ich  mich 
zunächst  der  Abstraction,  welche  ich  in  meinen  Abhandlungen 
über  das  Wännegleichgewicht  von  Gasen  schon  mehrfach  an- 
gewendet und  deren  Bedeutung  ich  daselbst  bereits  erörtert  habe. 

Ich  nehme  an,  dass  die  Moleküle  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Zuständen  anzunehmen  im  Stande  sind,  welche  ich  der  Reihe 
nach  mit  1,  2,  3  u.  s.  w.  bezeichne;  übrigens  kann  jeder  belie- 
bige Zustand  mit  1,  jeder  beliebige  andere  mit  2  u.  s.  w.  be- 
zeichnet werden;  (a,  b)  drücke  symbolisch  eine  kritische  Con- 
stellation  zweier  Moleküle  aus,  welche  die  Zustände  a  und  b 
haben,  (ä,  a)  drücke  die  ihr  entsprechende,  (— a,  — b)  die  ihr 
entgegengesetzte  Constellation  aus. 

Ein  Stoss,  welcher  mit  der  Constellation  (a,  b)  beginnt  und 

mit  der  Constellation  (r,  d)  endet,  soll  mit  \^^]  bezeichnet^ 

den.  Wa  sei  die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit,  welche 
den  Zustand  a  haben,  eine  analoge  Bedeutung  habe  tr»  u.  s.  w. 
(f^l'tVa'Wb  sei  die  Anzahl  der  Stösse  in  der  Yolumeinheit,  welche 
mit  der  Constellation  (a,  b)  beginnen  und  mit  der  Constellation 
(c,  d)  enden;  wenn  dann  dwa  den  Zuwachs  bedeutet,  den  «?• 
durch  die  Stösse  während  der  Zeit  dt  erfährt,  so  ist 

wobei  die  Summen  über  alle  möglichen  Werthe  der  Grössen 
Xj  y,  Zy  fij  p,  q  zu  erstrecken  sind.  Wir  denken  uns  nun  alle  Aus- 
drücke für  —^ ,  -^  ....  aufgeschrieben ;  setzen 

E  =  w^  {Iw^ — 1)  -4-  w^  (Iw^ — 1)  -4-  .... ; 

bezeichnen  mit  dE  den  Zuwachs,  welchen  E  während  der  Zeit 
dt  durch  die  Stösse  der  Moleküle  erfährt  und  denken  uns  in 

dE      dw.  ,  dw^  , 
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die  obigen  Werthe  von  -^ ,  -^ ,  . . .   substituirt;  /  bedeutet 

den  natUrliehen  Logarithmus.  Der  Stoss  (g^^)  in  welchem  übri- 
gens 1,  2,  3,  4  beliebige  Zustände,  (2,  1)  und  (3,  4)  beliebige 
kritische  Constellationen  sein  können,  liefert  sowohl  in  den 
Ausdruck  ftlr  dvo^  als  auch  in  den  fUr  dw^  das  Glied 

^2  3 

3  4       1      « > 

in  deu  Ausdruck  für  — j-^  und  -^  aber  je  ein  gleiches  positivem 

dE 
Glied.  Alle  diese  Glieder  liefern  dann  in  -r-  die  Summe 

dt 

Der  entsprechende  Stoss  (J'J),  d.  h.  derjenige,  welcher  als  An- 
fangsconstellation  diejenige  Constellation  (4,  3)  hat,  welche  der 
Endconstellation  (3, 4)  des  früher  betrachteten  Stosses  entspricht, 

liefert  in    -7-^    und  -^   je  das  Glied  — C\\w^w^,  in    -rr 
dt  dt     "^  56    3    4?  ^^ 

und  -j-^  aber  wieder  je  zwei  gleiche  positive  Glieder. 
dt 

In  gleicher  Weise  schreite  man  zu  dem  Stosse  (^g)  fort^ 
welcher  dem  Stoss  (J*)  entspricht  u.  s.  w. 

Da  wir  es  jetzt  nur  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Zuständen 
zu  thnn  haben,  so  müssen  wir  in  dieser  Reihe  einander  entspre- 
chender Stösse  jedenfalls  einmal  zu  einem  Stosse  f  '  )  ge- 
langen, welchem  irgend  ein  vorhergehender  entspricht  und  es 
läsfit  sich  beweisen,  dass  dem  ersten  Stosse,  für  welchen  diess 

stattfindet,  der  Stoss  (  o'  ^  )  entsprechen  muss,  denn  würde  ihm 

J  r.)  entsprechen ,  so  mOssten  (x,  y)  und  (6,  5) 

entsprechende  Constellationen  sein,  es  müsste  also  (o?,  y)  iden- 
tisch mit  (5,  6)  sein  und  zwei  Stösse,  von  denen  der  eine  mit  der 
Constellation  (*,  *— 1),  der  andere  mit  (4,  3)  beginnt,  müssten 
zur  gleichen  Endconstellation  führen,  folglich  müsste  die  Anfangs- 
i'onatellation  (—5,  —6)  sowohl  zur  Endconstellation  (—4,  —3)  als 
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auch  zur  Endconstellation  ( — i,  — i-4-1)  führen.  Die  beiden  letz- 
teren Constellatioiien  mlissten  daher  ebenfalls  identisch  sein^  da- 

her  mtisste  der  Stoss  f    '  )  mit  dem  Stosse  \^r.)  und  ans 

/  ^- 2   k 3  \ 

demselben  Grande   der   Stoss   f  '  1   mit  dem  Stosse 

( 'V  a)  i^^^^^s^^  ^^^^7  der  Cyklus  wäre  also  schon  früher  geschlossen. 

Die  Gleichung  7)  in  unsere  jetzige  Bezeichnungsweise  ttber- 

tragen,  bedeutet  aber,  dass  die  Coßfficienten  (7^*  und  C^J  ein- 

dE 

ander  gleich  sein  müssen.  Hieraus  folgt,  dass  man  alle  in  —r- 

enthaltenen  Glieder  in  Cyklen  von  der  Form  anordnen  kann: 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  mit 
IX  und  setzt  tr^  w^  =  a,  w^w^  z=z  ß  . ,  .j  so  ist: 

X  =  ß'-ßyß-T  ^-8 «»-«.  8) 

Unter  den  Zahlen  a,  ß,  7  . . .  muss  es  mindestens  eine,  z.  B.  7^ 
geben,  welche  nicht  grösser  ist  als  ihre  beiden  Nachbarwerthe 
ß  und  d,  es  ist  dann 

.  =  (i)'-V.  •  9) 

wobei 

genau  dieselbe  Form,  aber  um  ein  Glied  weniger  als  X  hat. 

Der  Factor  von  F  ist  =  1 ,  wenn  entweder  7  =  ß  oder  7  =  3^ 
ist,  sonst  immer  kleiner  als  eins.  Wendet  man  dieselbe  Betrach- 
tung auf  Tan,  so  reducirt  sich  X  endlich  auf  ein  Product  von 
Brüchen,  deren  jeder  ^1  ist  und  die  nur  dann  alle  =1  sein 

können,  wenn   die  Grössen  «,  ß,  7, alle  unter  einander 

gleich  sind.  ^ 


1  Der  Güte  Prof.  Merten's  verdanke  ich  nachfolgenden  andern 
Beweis.  Es  seien  a^,  a^,  a^. .  *a^  irgend  n  gegebene  positive  Zahlen,  welche 
der  Grösse  nach  geordnet  die  Reihe 

(i%j  o^,  ay. . .  QfA,  av 
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Es  kann  daber  E  nur  abnehmen  oder  constant  sein  und 
zwar  letzteres  nur  dann,  wenn  ftlr  alle  Znsammenstösse  (    '  ,) 
die  Gleichung 

erfllllt  ist.  Dass  E  dnrch  die  Bewegung  der  Atome  in  den  Mole- 
külen im  Verlaufe  derjenigen  Zeit,  während  welcher  diese  mit 
keinem  andern  im  Stosse  begriffen  sind,  nicht  verändert  werden 
kann,  habe  ich  schon  in  meinen  bereits  eitirten  weiteren  Stadien 
Abschnitt  V  bewiesen.  Da  nun  fltr  den  stationären  Zustand  E 
nicht  weiter  abnehmen  kann,  so  muss  ffar  denselben  die  Glei^ 
chung 

Warn  =  WcWd 

ttr  alle  möglichen  Znsammenstösse  erDlIIt  sein. 

Will  man  den  Übergang  von  der  Betrachtung  einer  end- 
lichen Zahl  Ton  Zuständen  zu  der  einer  unendlichen  vermeiden 
nnd  sogleich  von  den  Differentialen  Gebrauch  machen^  so  ist  es 
am  kürzesten,  die  Methode  anzuwenden,  welche  zuerst  Herr 
Lorentz  in  der  in  diesem  Hefte  der  Wien.  Akad.  Berichte  ab- 
gedruckten Abhandlung  eingeführt  und  mir  brieflich  mitgetheilt 
hat  — 

Sei  f  eine  beliebige  Function  der  Zeit  und  der  den  Zustand 
eines  Moleküls  bestimmenden  Variablen  Ci Cr-it^i .  •  •  tr^; 


bilden  mögen,  so  dass 

Man  setze  allgemein 
wobei  oii-i  =  Ol  zu  denken  ist;  es  erhellt  dann  zunächst,  dass 

A«^0,  A«H-;ip^0,  Aa+A^H-A^^O,....  Aa4-A{i  + A^.  .4-A,x^0. 

Man  hat  daher  identisch 
OjlÄii — ia2)-ha^{la2—Ui^)-h. . .  ==  Ao/floH-ApteßH-, .  .H-Av/flk* 

(Aa4-Ap-f-AY-+-. .  .-^A^)/^^  j 

in  welcher  Somme  kein  Glied  negativ  sein  kann. 

Siizb.  d.  inatham.-nacorw.  Cl.  XGV.  Bd.  II.  Abth.  11 
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gemäss  den  Betrachtungen,  welche  Herr  Lorentz  dort  anstellt, 

ist:        —  /y/'rfa)  =  ^  5  5f^^f^'^^—f—^y'^^P^9^i         10; 

wobei  das  einfache  Integral  eine  Integration  bezüglich  der  in 
dtjif  das  Dreifache  eine  Integration  bezüglich  aller  in  do}dQdX 
enthaltenen  Differentiale  bezeichnet,  djff'doi  bezeichnet  die  Ver- 
änderung, welche  dieses  Integral  blos  in  Folge  der  Stösse  der 
Moleküle  während  der  Zeit  dt  erfährt.  Die  übrigen  Grössen 
haben  dieselbe  Bedeutung  wie  zu  Anfang  dieser  Abhandlung, 
f  und  4>  sind  die  Werthe  einer  beliebigen  Function  der  Vari- 
ablen 3a)  und  der  Zeit  ^,  wenn  darin  die  Variablen  substituirt 
werden,  welche  die  Zustände  der  beiden  Moleküle  zu  Anfang 
eines  bestimmten  Stosses  characterisiren,  y'  und  ^  sind  die 
Werthe  derselben  Function,  wenn  man  darin  die  Variablen 
substituirt,  welche  die  Zustände  der  Moleküle  am  Ende  dieses 
Stosses  characterisiren  und  welche  als  Functionen  der  ersteren 
Variablen  und  der  Kichtungswinkel  der  Verbindungslinie  der 
Schwerpunkte  im  Momente  des  Beginnes  des  Stosses  aufzufassen 
sind.  Wir  wollen  uns  den  diesem  Stosse  entsprechenden  gebildet 
denken,  dessen  Anfangsconstellation  also  der  Endconstellation 
des  2uerst  betrachteten  Stosses  entspricht,  und  bezeichnen  mit 
y"  und  ^'  die  Werthe,  welche  die  Functionen  y  und  4>  annehmen, 
wenn  man  darin  die  Variablen  substituirt,  welche  den  Zustand  der 
beiden  Moleküle  am  Ende  dieses  zweiten  Stosses  characterisiren; 
femer  wollen  wir  uns  zu  diesem  zweiten  Stosse  nochmals  den 
entsprechenden  bilden  und  mit  f'"  und  ^"  die  Functionswerthe 
bezeichnen,  welche  durch  Substitution  der  die  Endzustände  beider 
Moleküle  für  diesen  letzteren  Stoss  characterisirenden  Werthe 
der  Variablen  entstehen,  u.  s.  f. 

Ferner  seien  f  und  F'  die  Werthe  der  Functionen  f  und  F, 
wenn  darin  die  Variablen  substituirt  werden,  welche  die  Zustände 
der  beiden  Moleküle  characterisiren,  mit  denen  der  zweite  Stoss 
beginnt,  und  analoge  Bedeutungen  sollen  f"  und  F"  für  den 

dritten  Stoss  etc.  haben;  dann  kann  die  Grösse  -nS?/^^  in  die 
Form  gebracht  werden: 

p^gdo^dQdk\fF(f'-h^—f—^)+f'F'{f''+^'—<p'—^'h 

^f"F'\f'-^^"—f—^')+  . . . .]  11) 
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Setzt  man  y  =  Ifj  go  verschwindet  die  Veränderung 

welche  die  Grösse  Jff^^  dadurch  erfährt,  dass  die  Func- 
tion f  ausser  den  Variablen  |j Wr  noch  explicit  die  Zeit 

enthält. 

Ferner  verschwindet  auch  die  Veränderung,  welche  dieses 
Integral  durch  die  Bewegung  der  Atome  in  jedem  MolekttlC;  so 
lange  dieses  mit  keinem  andern  in  Wechselwirkung  begriffen  ist, 
erfährt,  gemäss  den  Auseinandersetzungen  im  Abschnitt  V  meiner 
^weiteren  Studien". 

Es  wird  also  dann  die  gesammte  Veränderung  dieses  Inte- 
grals durch  die  Formel  10)  dargestellt,  welche  auch  in  die 
Form  11)  gebracht  werden  kann. 

Setzt  man  wieder 

fF  =  a,  f'F'  =  ßy  f'F"  =  ^  u.  s.  w., 

so  wird  der  Ausdruck,  welcher  in  Formel  11)  in  der  eckigen 
Klammer  steht,  der  natürliche  Logarithmus  von 

ß«-?  y3-T  jT-8 12) 

Es  hat  diese  Grösse  genau  die  Form  des  Ausdruckes  8), 
nnr  dass  jetzt  der  Cyklus  der  Grössen  oc,  ß,  7 . . .  im  Allgemeinen 
kein  endlicher  ist.  Doch  wird  man  jedenfalls,  wenn  man  die 
Reibe  dieser  Grössen  nur  genügend  lang  fortsetzt,  zu  einem 
Gliede  gelangen,  dessen  Basis  wieder  sehr  nahe  =  a  ist,  so 
dass  der  Unterschied  zwischen  dem  Ausdrucke  12)  und  einem 
in  sich  geschlossenen,  beliebig  klein  gemacht  werden  kann. 
Sobald  durch  einen  Stoss  die  Bewegung  beider  Moleküle  nicht 
verändert  vrird,   kann  es  freilich  vorkommen,  dass   von   den 

Grössen  a,  ß,  7,    eine  gleich   der  ihr  benachbarten  ist; 

wenn  wir  aber  nur  p  nicht  so  gross  wählen,  dass  dies  bei  der 
Mehrzahl  der  Stösse  der  Fall  ist,  so  wird  auch  die  Mehrzahl 
dieser  Grössen  gänzlich  verschieden  von  den  beiden  benach- 
barten sein,   es  wird  also  auch  die  Mehrzahl  der  Brüche  kleiner 

11* 
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als  eins  sein^  als  deren  Product  der  Aasdrnek  12)  dargestellt 
werden  kann  und  welche  alle  die  Form  des  Factors  von   Y  in 

dE 

der  Formel  9)  haben.  Daher  wird  -j~  negativ  und  nur  dann  =  O 

sein,  wenn  ftlr  alle  Stösse  die  Bedingung 

fF  =  f'F' 
erfüllt  ist,  womit  auch  der  zweite  zu  beweisende  Satz  bewiesen  ist» 
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cPu    _      rf*t?  dhü  1 

^  dxdy  dxdy        dxdy\ 


r.   du       ^    dv       ^,  .  rftü 

Da  nan  ans  den  Gleichungen  8)  folgt: 

dH d}w      d^v d^w 

woraas  wir  unter  der  Voraussetzung  einer  blos  schwingenden 
%wegUDg  erhalten: 

11=: — jpir;  1?  =:  —  qw^ 

•gibt  sich  uns  nach  der  Substitution  dieser  Werthe  und  der- 
n  ihrer  Differentialquotienten : 

y+?*)[(l+?*)  ^-2p?-^^  +(1+^.)_J  H. 
dr      „      rf«       .^       -.   dt) 

turw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  12 
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wo  p  eine  ungerade  Primzabl  ist  und  die  Co^fficienten  Uq,  a^. .  .^ 
a^-3,  a,.2  ganze  Zahlen  sind^  dadurch  ausgedrückt  werden^  dass- 
die  Determinanten 

l««-+*l(^  *=0,  1,  2,  ...,rO  («*+•(/>-!)  =  «*) 

oder  die  Determinante 

l^i-f-*  '(|-=0,  1,2,...,  n-1,  n  ;  /l=0.  1,  2,  . . .,  n-1,  r) 

für  r  =  n,  n-hl;  . . .,  p — 3,  p — 2  die  Piimzahl  p  als  Factor  ent- 
hält, während  die  Determinante 


|fli+* 


(i,  4=0,  1,  2,  ...,n-l) 


ZU />  theilerfremd  ist.  Die  Anzahl  dieserBedingungen  ist  wesentlich 
geringer,  als  die  Anzahl  der  von  Herrn  König  aufgestellten. 

In  den  folgenden  Zeilen  werde  ich  einen  einfachen  Beweis- 
des  Krön  eck  er 'sehen  Theorems  angeben. 

Aus  der  ganzzahligen  Oleichung 

kann  man  durch  successive  Multiplication  mit  x^  x%  . .  .^  ai^  da» 
folgende  Gleichungssystem  ableiten: 

a?y(a?)  =  a^af^'^-^a^ap^'^-^  . . .  -hiioa?-ha,+(ao^-»-ai)(ar^'~^ — 1) 

Multiplicirt  man  die  vorstehenden  X-hl  Gleichungen  der 
Reihe  nach  mit  dem  A^juncten  der  Elemente  der  letzten  Vertical- 
reihe  der  Determinante 

'«••-fi|(.-,  A.=0,  1,2 X-1,  \)     («A-f  *(;,-l)  =  flp) 
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und  addirt  dieselben^  so  entsteht  die  Belation 

Z—J  (1=0,  1,  2,  ...,  X-l,  X;  *=iO,  1,2,  ...,  X-1,T) 

x=X 

=  X,_,_x  (*)  1) 

in  welcher  fx{a:)  nnd  ^x-iQv)  ganze  ganzzahlige  Functionen  vono? 
von  nicht  höherem  als  dem  Grade  X  bez.  X— 1  sind. 

Da  nach  dem  Fermat'schen  Satze  jede  dnrcb  die  ungerade 
Primzahl  p  nicht  th  eilbare  ganze  Zahl  der  Congruenz 

a;«*-^  —  1=0  (mod.  p) 

genügt,  so  folgt  aus  dieser  Gleichung,  dass  jede  von  Null  ver- 
schiedene Wurzel  der  Congruenz 

/•(o?)  =  0    (mod.  p)  2) 

auch  Wurzel  der  Congruenz 

Xp_,_x(^)-0(mod.p)  3) 

sein  muss,  wenn  nicht  sänmitliche  Co^fficienten  von  f^ix)  durch 
p  theilbar  sind. 

Bertlcksichtigt  man  nun,  dass  die  letzte  Congruenz  nicht 
mehr  als  p — 2— X  verschiedene  Wurzeln  haben  kann,  wenn  nicht 
sämmtliche  Co^fficienten  derselben  durch  p  theilbar  sind  und  dass 
mindestens  einer  der  CoSfficienten  von  yx(^)  zu  p  theilerfremd  ist, 
wenn  die  Determinante 

l^»'-f*l(#.it=0,l,2 X-1,X) 

p  nicht  als  Factor  enthält,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die 
Detenninante 

|a,•-^.it|(,•,*=o,  1, 2,  ...,x-i,  X) 

ftlr  A  zz  «,  n-hl,  . . .,  p — 3,  p— 2  den  Factor  p  besitzen  muss, 
wenn  die  Congruenz  2)  mindestens  p — 1 — n  unter  einander  und 
von  Null  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  und  dass  die  Determinante 

1^*+* '(i,i=0,l,2,. .  .,H-2,n-l) 
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za  p  theilerfremd  sein  rnnss^  falls  die  Anzahl  der  Wurzeln  dieser 
Congruenz  genau  p — 1 — n  ist. 

Die  eben  abgeleiteten  p — 1 — n  nothwendigen  Bedingungen 
für  die  Existenz  von  genau  p — 1 — n  unter  einander  und  von  Null 
verschiedenen  Wurzeln  einer  Congruenz  können  in  folgender 
Weise  durch  eine  gleiche  Anzahl  von  anderen  ersetzt  werden. 

Hat  die  Congruenz  2)  genau  p — 1 — n  unter  einander  und 
von  Null  verschiedene  Wurzeln^  so  ist  einerseits  die  Anzahl  der 
Wurzeln  der  Congruenz  3)  ftir  A  =  n — 1  gleich  dem  Grade  und 
es  kann  daher  in  derselben  der  Co^fficient  von  d??-^-*  d.  i.  die 
Determinante 

l^*+*|(,-,A.3-o.l.2 n-l.n-1) 

welche  auch  der  Co6fficient  von  jf*  in  y„(^)  ist,  nicht  durch  p 
heilbar  sein,  anderseits  hat  die  Congruenz  3)  fttr  X  =  n  mehr 
Wurzeln  als  der  Orad  anzeigt  und  daher  müssen  nach  einem  be- 
kannten Satze  alle  Co6fficienten  derselben,  d.  b.die  Determinanten 

|**«-f-A  '(,_o^  1^  2 n-l,  n;  A=0,  1.  2,  . . .,  n-1,  x;  T=n,  n-f  1,  ....  j»— 8.p-2) 

p  als  Factor  enthalten. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  die  aufgestellten  Be- 
dingungen nicht  nur  noth wendig,  sondern  auch  hinreichend  sind. 

Ist  zunächst  das  zuletzt  abgeleitete  System  von  Bedingungen 
erftlllt,  so  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  1)  für  alle  durch  p 
nicht  theilbaren  gnnzen  Zahlen  x  die  Congruenzen 

■c=p-2 

5Pn-i(a?)/(a?)  —   y  |a,.+A|a?''~'*~''  (mod. /i) 

Z^  (1=0, 1.  2 n-2,  n-l;  1=0,  1.  2 n-2,  t) 

T=n-1 

fnia;)f{x)  =  0  (moi.p) 

von  denen  die  erste  zeigt,  dass  die  Congruenz  2)  nicht  mehr  als 
p — 1 — 71  Wurzeln  besitzen  kann. 
Da  nun  die  Congruenz 

fn  (^)  =  0  (mod.  p) 

nicht  mehr  als  n  Wurzeln  besitzen  kann,  so  nmss  nach  der  zweiten 
von  den  eben  angegebenen  Congruenzen  die  Congruenz  2)  min- 
destens p — 1 — n  unter  einander  und  von  Null  verschiedene 
Wurzeln  besitzen;  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  ist  daher  genau  gleich 
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;?— 1 — n.  Das  zweite  System  von  Bedingungen  für  die  Existenz 
von  p — 1 — n  unter  einander  und  von  Null  verschied elien  Wurzeln 
der  Congmenz  2)  ist  demnach  nicht  nur  nothwendig^  sondern 
auch  hinreichend. 

Nun  ist  aber;  wie  man  sofort  erkennt  ^  das  erste  System 
von  Bedingungen  hinreichend  f&r  das  Bestehen  des  zweiten 
nnd  also  auch  fbr  die  Existenz  von  p — 1 — n  Congruenzwurzeln. 

Hiemit  ist  das  bemerkenswerthe  Theorem  des  Herrn  E ron- 
eck er  vollständig  bewiesen. 
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Über  Membranen,  deren  beide  Hauptspannungen 
durchaus  gleich  sind. 

Von  Dr.  £daard  Aulinger^ 

Ättütenten  an  der  k.  k  technischen  Hochschule  in  Orot. 

Es  dürfte  wohl  von  vornherein  anzunehmen  sein^  dass  eine 
Flttesigkeitshant;  die  zwischen  festen  Begrenznngslinien  ausge- 
spannt ist,  im  Falle  des  Gleichgewichts  eine  Minimalfläche  bildet, 
sobald  auf  dieselbe  gar  keine  oder  doch  nur  beiderseits  gleiche 
und  entgegengesetzt  gerichtete  äussere  Kräfte  wirken.  Unter 
diesen  Verhältnissen  wird  auch  die  Annahme  gestattet  sein,  dass 
die  Spannung  der  Haut  in  jedem  Punkte  nach  allen  Sichtungen 
parallel  der  jeweiligen  Tangentialebene  gleich  sei. 

Wenn  nun  auch  diese  Schlüsse  bei  Flüssigkeitshäuten  ohne 
Zuhilfenahme  einer  Rechnung  gestattet  sind,  so  erschien  es  mir 
doch  nicht  uninteressant,  zu  untersuchen,  in  wieweit  die  Elasti- 
citätsgleichungen  geeignet  sind,  für  Membranen  überhaupt  anter 
der  Annahme  einer  solchen  nach  allen  Richtungen  gleichen 
Spannung  Resultate  zu  liefern. 

Es  sei  zu  diesem  Behufe  eine  sehr  dünne  Membrane  gegeben, 
deren  freie  Oberflächen  durch  die  Gleichung  z  •=.  f{Xj  y)  dar- 
gestellt sein   mögen.  —   Bezeichnen   wir  mit  h  den  Ausdruck 

V/l4-j[i*+y*,  wobei  p  ■=  -T— ,  q  =  -1—  ist,  so  haben  wir  als 

Bedingungen  des  Gleichgewichtes  im  Innern  der  Membran,  wenn 
wir  von  allen  auf  die  Masse  wirkenden  Kräften  absehen,  und 
unter  der  Voraussetzung,  dass  iV„  N^,  N^  die  normalen,  T^  Tj,  T^ 
die  tangentiellen  elastischen  Kräfte  in  den  Richtungen  der  x- 
respective  y-  und  «-Axe  vorstellen,  folgende  Gleichungen: 
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dx  dy  *  I 

dx  dy  * 

dx  dy 

In  Folge  der  an  den  Randflächen  herrschenden  Spannung 
yrirke  auf  ein  Flächenelement,  dessen  Normale  durch  die  Rieh- 
tnngswinkel  a,  ß,  y  gegeben  sei,  eine  spannende  Kraft  P  mit  den 
Richtnngswinkeln  ?,  in,  C;  dann  haben  wir  noch  die  Bedingungen: 

iV,  cosa+Tj  cos^-hTj  CO87  =  PcosC  \ 

T^  coHa-hN^  cosß+T,  COS7  ==  Pco8>7  [  2) 

jP,  co8a-4-7\  cosß+iVgCosv  =  PcosC  j 

Weil  femer  auf  die  freien  Oberflächen  keine  Kräfte  wirken, 
80  haben  wir  noch  ausserdem,  wenn  die  Normale  eines  Ober- 
fiächenelementes  die  Richtungswinkel  ^,  fx,  v  besitzt,  die  Bedin- 
gungsgleicbnngen : 

N^  cosi-hTj  cosfJL+T,  cosv  =  0 
Tj  cosX+iVjj  cosfx-hT,  cosv  =  0 
T,  cosX+r^  C08fJL-4-JVg  cosv  =  0, 

welche  Gleichungen  sich  unter  Berttcksichtigung  der  bestehen- 
den Relationen: 

pdx-i-qdy — dz  =  0 
und 

cosXrfiT+cos/üirfy-l-cosvrft;  =  0 

auf  die  Form  bringen  lassen: 

TzP-^N^q  =  TA  3) 

Wir  wissen,  dass  wir  aus  diesen  Bedingungen  zunächst  zwei 
Folgerungen  ableiten  können,  nämlich,  dass  erstlich  Kräfte  in 
Folge  der  Spannung  nur  parallel  den  Tangentialebenen  an  die 
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freien  Oberfläche  wirken,  und  zweitens,  dass  wir  nur  zwei  Haupt- 
spannungen Pj  mit  den  Richtungswinkeln  «^ ,  j3j ,  7^  und  P,  mit 
«j,  ß^y  7,  erhalten.  Es  ergibt  sich  hiebei  die  Relation : 

(Pj — Pj)(C0Sa,  COSaj-HCOSßj  C08Pj-hC087j  C087j)  =  0. 

Sind  nun  P^  und  P^  verschieden ,  so  stehen  ihre  Richtungen 
auf  einander  senkrecht,  und  man  erhält  auch  leicht  fUr  jedes 
Flächenelement;  dessen  Normale  mit  der  Bichtung  von  P^  einen 
Winkel  oj  bildet,  die  zugehörige  Spannung  P,  die  ihrerseits  mit 
Pj  den  Winkel  ^  einschliesst,  in  Bezug  auf  Grösse  und  Bichtung 
durch  die  beiden  Belationen: 

p 

I^  =  Pl  cos*w-4-i^  sin*w,  tg^  =  -^  tgw. 

Sind  aber  P,  und  P^  gleich ,  so  ist  die  Spannung  P  nach 
allen  Richtungen  dieselbe  und  immer  normal  gegen  das  zu- 
gehörige Flächenelement  gerichtet. 

Setzen  wir  diesen  letzteren  Fall  voraus,  so  gehen  die  Glei- 
chungen 2)  in  folgende  ttber: 

{Ny—P)  cosa-HTg  cosß  +  r,  C0S7  =  0 
Tj  cosa-h(iV3— P)  cosß+r,  COS7  =  0 
Tj  cofla+Tj  cosß-4-(iV3— P)  COS7  =  0 

Unser  Problem  erfordert  nun,  dass  P  von  den  Bichtungs- 
winkeln  a,  ß,  7  unabhängig  sei;  legen  wir  uns  daher  in  dem  be- 
treffenden Punkte  der  Membrane  eine  Ebene  parallel  der  o^^^Ebene 
durch,  wobei  ßzn  ß^:=  90"  und  dementsprechend  7^  =  90"* — «j 
wird,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen  zu  folgenden: 

(N^—P)  cosa^  +  Tj  sin«,  =:  0 
Tg  cos«, -4- 7\  sin«!  =  0 

T,  cos«,  -4-(iV3— P)  sina,  =:  0 

dz 
und,  indem  wir  berücksichtigen,  dass  tg«,  :=  -=-z=p  ht^  er- 
halten wir : 

T,  =  -T,p\  4) 

r,  =  -{N,-P)p 
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Ebenso  ergibt  sich  uns  flir  «  =  a,  =  90**  und  7^  =  90°-  p, 
für  eine  zur  yz-Ebene  parallele  Ebene  und  unter  Berttcksichti- 

gung,  dass  tgß,  =^  =  q  ist: 

N^—P  =  —T,q  \  5) 

T,=-{N,-P)q 

Ausserdem  gelten  noph  die  Oleichongen  3).  Es  sind  jedoch 
diese  neun  Gleichungen  an  die  Lage  der  Fläcbenelemente  derart 
geknüpft,  dass  von  den  Gleichungen  4)  und  5)  nur  fQnf  unab- 
hängig sind,  und  man  von  den  Oleichungen  3)  nur  eine  zu  Hilfe  zu 
nehmen  braucht,  so  dass  man  aus  den  so  bestehenden  sechs 
Gleichungen  die  elastischen  Kräfte  durch  P  ausdrttcken  kann. 

Aus  den  nunmehrigen  Gleichungen: 

iV,  =  P-T^\  T,  =  -T,p,  T,  =  (P-N,)p 
iV;  =  P-T,q',  T^  =  -T,q',  T,p+T,q  =  N, 

erhahen  wir  durch  einfache  Rechnung: 

Y-f        ^+g'       .     M  _p  _1±P'       .    nr  _p    _P2±f_ 


P9  T  --P     P .    T  --P  ? 


Fuhren  wir  diese  Wertlie  in  die  Gleichungen  1)  ein,  so 
ergeben  sich  folgende  Bedingungen: 

^^+^,  [(l+j«)r-2py.+(l+p«>]+ 


1+q*  dP pq  rfP_Q 

(l+i»*+y«)"»  ■  dx      (l+p*+qy,  '  dy~ 

{l^pi+qrf^  K^  +qy-2pqs+{\  +p»>]- 

PI rfP  .         1+p'         i^  _  0 

(l+p*+j*)".  ■  dx  "^  (l+j»«+j»)".      dy  ~ 


6) 
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^        P         ,^^ J i?-o^    ^^ 

wobei  -T-=-  =  r,  -z — r-  =  »  und  ^-^  =z  ^  gesetzt  wurde. 
dx^  dxdy  dy^ 

Multiplieiren  wir  die  erste  dieser  Oieichungen  mit  p,  die 
zweite  mit  q,  und  subtrahiren  wir  die  Summe  der  beiden  von 
der  dritten  Gleichung,  so  erhalten  wir: 

(1  +y«)r— 2py«-4-(l  +p«)^  =  0,  7) 

und  diese  Gleichung  stellt  wirklieh  eine  Minimalfläche  vor,  wie 
wir  von  vornherein  vermuthen  konnten.  In  dieser  Fläche  sind  die 
Hauptkrümmungen  in  jedem  Punkte  gleich  und  entgegengesetzt 
gerichtet. 

Weiters  folgt  nun  aus  den  Oieichungen  6): 

,,  ,    ,,  dP  dP  dP       ,.       ^   dP 

and 

dP  dP 

woraus  sich  noch  ergibt: 

(l+P*+y')^  =  0  und  (l+p«  +  ?»)  ^  =0, 

oder  -r—  =  -j—  ■=.  0;  das  heisst,  die  Spannung  P  ist  in  jedem 
ax         äy 

Punkte  der  Membrane  dieselbe. 

Bemerkenswerth  ist  der  Fall,  in  welchem  eine  solche  Mini- 
malfläche eine  Botationsfläche  ist.  Bekanntlich  erhält  man  da 
durch  einfache  Integrationen,  wenn  man  die  Rotationsaxe  zur  z- 
Axe  macht,  und  die  Ebene  des  kleinsten  Radius  zur  ary- Ebene 
nimmt,  die  erzeugende  Curve  von  der  Form : 

z  =  ±  cl(t±S/ZE^'j  oder  p  =  ±.(eT^e-T), 
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wobei  p*  =  ar*-hy*  ist  und  c  alle  Werthe  von  0  bis  oo  erhalten 
kaim.  Es  ist  dies  die  Gleichung  der  Kettenlinie.  Für  c  =  0  er- 
hält man  die  Ebene;  wächst  c,  so  wird  die  Cnrve  immer  steiler, 
bis  sich  für  c  =  oo  der  Cylinder  ergibt. 

Ich  habe  mir  eine  solche  Fläche  anschaulich  gemacht,  indem 
icb  zwei  Kreisdrähte  ttbereinandergelegt  in  eine  Mischung  von 
Seifenwasser  und  Glycerin  tauchte,  die  Haut,  die  sich  beim 
Herausziehen  im  Kreise  ausspannte,  durchstach,  und  dann  die 
Kreise  parallel  zu  einander  längs  der  Axe  auseinanderzog. 

Um  die  Gleichungen  fllr  die  Bewegung  einer  solchen  Mem- 
brane zu  erhalten,  müssen  wir  die  Gleichung  der  Fläche  gebildet 
denken,  welche  die  deformirte  Membrane  bildet.  lu  derselben 
spielen  s-hu  und  y-ht?  die  Rolle  der  independent  Veränderlichen, 
«+» ist  eine  Function  derselben.  Bezeichnen  wir  mit  p^,  q^,  r„  «^ 
und  ^j  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  z-Goordi- 
nate  z-f-ir  dieser  Fläche  in  dem  Punkte,  dessen  laufende  x-  und 
jf-Coordinaten  ap-^u  und  y-hv  sind,  nehmen  wir  femer  an,  dass 
die  Spannung  P  bei  der  Deformation  der  Membrane  sich  nahezu 
constant  erhalten  habe,  was  man  ja  voraussetzen  darf,  wenn 
«,  V,  10  im  Verhältniss  zu  a:,  y^^z  sehr  klein  sind,  so  haben  wir, 
sobald  k  die  Dichte  der  Membrane  bedeutet,  folgende  Bewe- 
gnngsgleichungen : 

Aus  der  Gleichung  %  =f(a:,  y)  bilden  wir  uns  nun: 

5-hi0  =/^(j?-hu) — M,  (y-f-r) — i?]-f-ii?  z= 

nnd  daraus  erhalten  wir: 


d(z'\'%D)  du  dv        dw 

d{x-\-u)      ^    ^  (ix  dx       dx 


h  -  ±rrd^  =  P-P-j:;:  —  9:ri  +  zn:  —r»^»<^, 
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sobald  wir  hiebe!  wie  im  Folgenden  nur  die  ersten  Potenzen  von 
u,  V,  w  und  der  respectiven  Differentialqnotienten  mit  in  Reehnnng 
ziehen. 

Ebenso  ergibt  sich: 

du  dv         dw 

und  durch  nochmalige  Anwendung  derselben  Operationen: 


d^u            d^v       d^w       ^     du 
'•'=''    Pdx^       ^  ds*^  ds*-^'  dx 

— 

.^     dv         dr             ds 

2»  -r -j—  U -j—  Vj 

dx         dx            dx 

d^u               dh           d^w 
'•  -  *    ^  dxdy        ^  dxdy    '    dxdy        '' 

du 

dv              du        ^  dv 
dy              dx           dx 

ds 
dx 

ds 

dhi            dh        d^w       ^     du 

— 

^     rfj?          ds              dt 

dy         dy             dy 

Mit  diesen  Werthen  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  der 
öleichung:  (l-h}*)r — 2pg«-i-(l-4-/>*)^  =  0,  sowie  unter  Zu- 
ziehung der  folgenden  durch  die  Differentiation  derselben  ent- 
standenen Relationen: 

die  Öleichung: 
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2p?[- 


fPu  dH  dho  1 


-4-     ,     ,       + 


+(i+p*) 


Da  nun  ans  den  GleichungeD  8)  folgt: 

d*u  _         d^w      rf*t  _         rf*tr 

woraus  wir  nnter  der  Voranssetzung  einer  blos  schwingenden 
Bewegung  erhalten: 

80  ergibt  sich  nns  nach  der  Substitution  dieser  Werthe  und  der- 
jenigen ihrer  Differentialquotienten : 

+2[(l+y«)(f>r+y«)— py(p«+yO] -;^  + 
+2[(H-p«)(p«+j<)-|»j(pr+9»)]  -^  + 

Sitzb.  d.  mAthem.*natanr.  Ol.  XCY.  Bd.  II.  Abth.  12 
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Durch   eine  leichte  Transformation  der  GoSffieienten  von 

-=—  und  -7-  vermittelst  der  Gleichung  der  Minimalfläche,  sowie 
dx  dy  ' 

unter  Berücksichtigung  der  Relationen  9)  für  den  CoSfficienten 

von  w  erhalten  wir: 

(l+??>i-2p,?i«i+(H-pfX  = 

+2(q*-p0^  +2(p*-r)-^  -2(rt-«>]. 

Demnach  sind  die  Gleichungen  für  die  Schwingungsbewe- 
gung einer  Membrane  von  der  eingangs  erwähnten  Eigenschaft 
die  folgenden: 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  auch  geben  durch: 


Ä=       ^ 


dr»  -  (H.p»+j«)'l. 


rf'Kl+yVl  g       </*{??«>} 


dx^  dxdy 


rf«{(i+j>>{i 

Wenn  wir  nnn  den  Fall   einer  Rotationsfläche  ins  Auge 
fassen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 


rf*fC 


2c*xy  tPtc  p* — c*y*     rf*tp 

p*(p* — c*)  dxdy         p*(j>* — c*)     dy* 

2c*x        dw  2c*y        dw 

p\p*—c^  ~dx         p»(p»_c«)  ■^"'"(p 


2c»         I 
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und  betrachten  wir  schliesslich  den  Fall,  in  welchem  alle  Grössen 
blos  Functionen  von  r  und  p  sind  und  kein  Theilchen  seine 
Meridianebene  yerlässt,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 


rfr*  ""  p  L  rf.o*  p     p* — c^     dp  (p* — c*) 


2c* 

w 


12* 
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Über  die  Energie  und  die  Gleiobgewichtsverhaltnisse 
eines  Systemes  dielektrisch -polarisirter  Körper. 

Von  Dr.  «ottlieb  Adler, 

Privaldocent  an  der  Wiener  Univertüät. 

In  einer  früheren  Arbeit  *  habe  ich  den  Ausdruck  für  die 
Energie  eines  unter  dem  Einflüsse  unveränderlicher  magnetischer 
Kräfte  magnetisch-polarisirten  Systemes  hergeleitet  und  in  eini- 
gen Anwendungen  gezeigt,  wie  derselbe  sich  mit  Vortheil  ver- 
wenden lässt,  um  nach  dem  Principe  der  virtuellen  Verschiebun- 
gen die  Gleichgewichtsverhältnisse  magnetisch  -  polarisirbarer 
Flüssigkeiten  im  magnetischen  Felde  rechnend  zu  verfolgen. 
Die  vorliegende  Arbeit  erstrebt  die  entsprechenden  Resultate  ftlr 
die  analogen  Verhältnisse  eines  dielektrisch-polarisirten  Systemes 
zu  gewinnen.  Die  Schwierigkeit,  welche  sich  der  Übertragung^ 
jener  Resultate  auf  die  Verhältnisse  eines  dielektrisch-polarisirten 
Systemes  entgegenstellt,  liegt  nicht  etwa  in  den  Eigenschaften 
dieses  letzteren,  für  das  ja  dieselben  Grundgleichungen  und,  wie 
die  Erfahrung  lehrt,  sogar  exacter  gelten,  wie  für  ein  magnetisch- 
polarisirbares,  sondern  in  der  Veränderlichkeit  der  die  Polarisi- 
rung  hervorrufenden  Kräfte,  welche  Veränderlichkeit  namentlich 
dann,  wenn  die  Träger  der  inducirenden  Kräfte  Conductoren 
sind,  von  derjenigen  elektrischen  Vertheilung  herrtlhrt,  welche 
die  im  Dielektricum  geweckten  Kräfte  in  denselben  bewirken. 

Um  die  Schwierigkeit,  welche  die  Veränderlichkeit  der 
wirksamen  Kräfte  mit  sich  bringt,  zu  beheben,  soll  nach  dem 
Vorgange  von  Thomson*  und  Maxwell,   der  auch  in  der 


1  Sitzgsber.  d.  kais  Akad.  zu  Wien,  Bd.  XCIL,  S.  1439.  u.  flF. 

2  Thomson,  Mathematical  und  physical  papers,  Art.  LXI.  S.  auch 
Reprint  of  papers  on  electrostatics  and  magnetism.  §.  561. 
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früheren  Arbeit  eingehalten  worden  ist,  der  Ausdruck  ftlr  die 
Energie  eines  dielektrisch-polarisirten  Sjstemes  hergeleitet  werden 
als  Ansdmck  des  Gesammtbetrages  der  Arbeit,  die  gegen  die 
s&mmtlichen  —  die  ursprünglichen  sowohl  als  die  durch  die 
Polarisimng  geweckten  —  elektrischen  Kräfte  geleistet  werden 
muss,  um  in  allen  Theilen  des  dielektrisch-polarisirbaren  Systems 
das  auf  die  Yolumseinheit  bezogene  elektrische  Moment  fx  aus 
dem  ursprünglich  unpolarisirten  Zustand  snccessive  zu  erzeugen. 
Als  Orundforniel  gilt  dabei  die  folgende:  Um  gegen  die 
Wirkung  einer  unveränderlichen  Kraft  vom  Potential  <i>  einen 
unendlich  kleinen  Elementarmagnet  zu  erzeugen,  dadurch  etwa, 
dass  man  die  beiden  gleich  grossen  aber  entgegengesetzten 
Massen  — m  und  +m  aus  der  Unendlichkeit  in  ihre  um  die 
Strecke  ds  der  Länge  und  Richtung  nach  entfernten  Lagen  bringt, 
ist  nach  dem  Begriffe  des  Potentinls  eine  Arbeit  aufzuwenden 

dQ  =  —  »i<l>-hnt(^-h  ^  da)  =  m  .  -^  ds. 

Führt  man  an  Stelle  des  magnetischen  Momentes  des  er- 
zeugten Elementarmagnetes  m.ds  das  auf  die  Volumseinheit  be- 
zogene magnetische  Moment  desselben,  jui,  und  das  Volum  des- 
selben dr  ein,  so  ist  m.ds  =  {i.dr  und 

84> 

«der  wenn  man  die  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  der 
durch  das  Potential  4>  hervorgerufenen  Gesammtkraft  J 

*^  -  ~  a^ '  ^  -  ~  17 '  ^  -  ~  ^ 

und  ebenso  die  Componenten  des  magnetischen  Momentes  ^,  ig,  C 
einfuhrt,  so  ergibt  sich  für  den  zur  Erzeugung  des  Elementar- 
magnetes  nothwendigen  Arbeitsaufwand  —  seine  Energie  —  der 
Ausdruck: 

dQ  =  — /Ji.rfr.  J.C0S(J,  jUi)  =  _(CF+r,G-h^jy)rfr, 

wo  (J,  jüi)  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Richtung  der  Kraft  J 
mit  der  Richtung  des  Momentes  |ui  einschliesst,  wobei  als  Richtung 
einer  elektrischen  Kraft  jene  festgesetzt  ist,  nach  welcher  sie 
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eine  positive  Masse  in  dem  von  ihr  hervorgerufenen  Felde  treibt^ 
als  Bicbtnng  des  Momentes  die  Biehtung  von  dem  negativen  zum 
positiven  Pole  des  polarisirten  Volnmelementes. 

Nach  Thomson 's  Vorgänge  der  successiven  Erzeugung  des 
elektrischen  Momentes  von  0  auf  seinen  endgiltigen  Betrag  /jl 
wird  man  dann  diese  Grandformel  rücksichtlich  des  unveränder- 
lichen Theiles  der  wirksamen  elektrischen  Kräfte  unbedingt^ 
rücksichtlich  des  veränderlichen  Theiles  derselben  aber  für  ein 
unendlich  kleines  Intervall  des  Ansteigens  des  elektrischen 
Moments,  während  dessen  man  diesen  Krafttheil  als  constant  an- 
sehen kann,  in  Verwendung  bringen  dürfen.  Hievon  soll  nun  An- 
wendunggemachtwerden auf  den  einfachen  speciellen  Fall,  auf  den 
sich  die  in  der  vorliegenden  Arbeit  zu  behandelnden  Experimente 
Quincke 's  beziehen,  dass  das  dielektrisch-polarisirbare  System 
das  elektrische  Feld  erfüllt,  welches  durch  zwei  auf  constanter 
Potentialdifferenz  erhaltenen  Condensatorplatten  hervorgerufen 
wird.  Hiebei  soll  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen  ange- 
nommen werden,  dass  diese  Potentialdifferenz  erzeugt  wird,  in- 
dem die  obere  Condensatorplatte  durch  Verbindung  etwa  mit 
dem  Pole  einer  galvanischen  Batterie  auf  dem  constanten  Poten- 
tial P  erhalten  werde,  die  untere  Platte  aber,  die  in  dem  gegen 
ihre  Dimensionen  sehr  kleinen  Abstand  d  von  Jhr  sich  befinden 
mag,  zur  Erde  abgeleitet,  das  Potential  0  besitzen  möge. 

Wir  wählen  femer  die  Ebene  der  unteren  Condensatorplatte 
zur  X  7  Ebene  eines  Coordinatensystemes,  nehmen  zur  positiven 
Z-Achse  die  Biehtung  der  nach  abwärts  gezogenen  Normale  der 
unteren  Platte,  so  dass  «  =  0  und  z  =  —  rf  die  Gleichungen  der 
unteren,  respective  oberen  Condensatorplatte  sind. 

Zu  Beginn  des  gedachten  Vorganges  der  successiven  Polari- 
sirung  des  Dielektricums  ist  dann  das  Feld  zwischen  den  beiden 
Condensatorplatten   ein    homogenes,    das   Potential    desselben 

P  P 

-T- «,  die  Kraft  des  Feldes  somit  — ;  nach  vollzogener  Polari- 

sirung  des  Dielektricums  wird  das  elektrische  Feld  nicht  mehr 
ein  homogenes  sein.  Wohl  wird  das  Potential  desselben  nach 
wie  vor,  da  die  einzelnen  Dielektrica  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
als  homogen  vorausgesetzt  werden  sollen,  die  Gleichung  AF=:  O 
im  ganzen  Baum  zwischen  den  Condensatorplatten  erfüllen  and 


wo 
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an  den  Condensatorplatten  die  constanten  Werthe  0  and  P  an- 
nehmen mtissen.  Aber  an  den  Grenzflächen  der  einzelnen  Di- 
elektrica  gegeneinander  wird  noch  die  die  Homogeneität  des 
elektrischen  Feldes  zerstörende  Bedingungsgleichnng  treten,  dass 

f— — j   nnd  \jT—-)  die  DiflTerentialquotienten  der  gesachten 

Potentialwerthe  sind,  genommen  nach  den  Normalen,  gezogen 
gegen  das  Innere  des  ersten  and  zweiten  Dielektricams,  deren 
Dielektricitätsconstanten  resp.  K^  and  K^  sind.  Die  letzte 
Bedingangsgleichnng  endlich,  der  das  Potential  V  an  der 
Grenze  zwischen  t)ielektricam  and  Gondensatorplatte  genttgen 
mass,  lant^t: 

IT"- — T'  ^^ 

wo  a  die  aaf  der  bezüglichen  Stelle  der  Gondensatorplatte  be- 
findliehe FIftchendichte  bedentet. 

Hiebei  gibt  die  Gleichung  3)  lediglich  an,  vne  die  gesammte, 
an  der  Grenze  zwischen  Dielektricum  and  Gondensatorplatte  an- 

1  iv 

zunehmende  wirksame  Schichte,  deren  Flächendichte  — -. — r— 

betragt,  sich  theilt  einerseits  in  die  aaf  dem  Gondensator  wirk- 
lich befindliche  Dichte  a  and  anderseits  in  die  an  der  Grenze 
des  Dielektricnms  anzunehmende  —  fictiye  —  Oberflächenladang, 
deren  Flächendichte  nach  den  Gesetzen,  mit  denen  ein  polari- 
sirtes  Dielektricam  nach  aassen  wirkt,  bekanntlich  gleich  ist  ^ 
der  Normalcomponente  des  an  dieser  Stelle  herrschenden  elek- 
trischen Momentes. 

Wir  wollen  nun  das  Potential  im  elektrischen  Felde,  wie  es 
nach  vollzogener  Polarisirnng  des  Dielektricums  gilt,  in  die 
Summe  zweier  Potentiale  zerfallen: 

d 


1   S.  Maxwell,  Lehrbuch  der  Elektricität  und  des  Magnetismus, 
n.  Bd.  §.  386  u.  §.  427;  auch  Wiedemann,  Blektricität,  Bd.  II,  §.  14. 
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und  ontersncheDy  welchen  Massenvertheilungen  jedes  dieser 
beiden  Potentiale  einzeln  seine  Entstehung  verdankt. 

Der  erste  Theil  erftlllt  die  Gleichung  AFrzO  im  ganzen 
Räume  zwischen  den  Condensatorplatten,  er  gibt  für  die  obere 
und  untere  Condensatorplatte  respective  die  constanten  Werthe 
P  und  0  des  Potentiales  und  wtirde  daher  fttr  sich  ein  homogenes 
elektrisches  Feld  definiren,  dessen  nach  abwärts  gerichtete  Kraft 

p 
die  Grösse  -j  hat.  Da  er  des  weiteren  in  diesem  ganzen  Raum 

stetig  ist,  verdankt  dieser  Theil  somit  seine  Entstehung  einer 

1     P 
wirksamen  Schiebt  vom  Betrage  -j — -r^  positiv  an  der  Grenze 

zwischen  Dielektricum  und  oberer  Condensatorplatte,  negativ  und 
gleichgross  an  der  Grenze  zwischen  Dielektricum  und  unterer 
Condensatorplatte. 

Nach  der  ebenerwähnten  Beziehung  3)  befindet  sich  von 

E    P 

dieser  wirksamen  Schichte  ein  Betrag  -^--  -=-  auf  der  oberen, 

respective  unteren  Condensatorplatte   selbst  und  der  restliche 

p 

Betrag  —  i  —  ist  die  auf  der  gegenüberliegenden  Grenze  des 

Dielektricums  infolge  seiner  Polarisirung  auftretende  fictive 
Ladung,  identisch  mit  derNormalcomponente  des  an  dieser  Stelle 
herrschenden  geweckten  elektrischen  Momentes. 

Der  zweite  Theil  des  gesammten  Potentials,  %  hat  somit  im 
ganzen  elektrischen  Felde  die  Gleichung  AiB  =  0  zu  erfüllen, 
femer  an  der  oberen  sowohl  als  anch  an  der  unteren  Conden- 
satorplatte den  Constanten  Werth  0  anzunehmen,  endlich  der  an 
Grenze  zweier  Dielektrica  geltenden  Unstetigkeitsgleichung  2)  zn 

p 

genügen,  da  der  erste  Theil  des  gesammten  Potentiales yz 

a 

auch  hier  stetig  bleibt. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form: 

8«,      «t  W 
oder  in  der  identischen  Umformung: 
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wo  jr_i 

ist,  und  berttcksichtigt,  dass  der  Differentialquotient  nach  der 
Nonnalen  genommen  des  ersten  Theiles  des  gesammten  Poten- 

p 

tiales -T- «  an  der  betrachteten  Grenze  stetig  bleibt,  so  er- 

a 

gibt  sich 

Sw,         8iij  l-h4;r*j        Bn/  ^ 

Diese  Gleichung  wird  in  den  speciellen  Fällen,  welche  in 
dieser  Arbeit  bebandelt  werden  sollen,  in  denen  sämmtlich  das 
dielektrisch-polarisirte  System  von  einem  Dielektricnm  nnd  einer 
in  derselben  befindlichen  Luftblase  gebildet  sein  wird,  da  ftlr 
letztere  A^  =  0  ist,  die  einfache  Gestalt  annehmen: 

Ans  den  entwickelten  Gleichungen  ist  unmittelbar  ersicht- 
lich, das  8  lediglich  herrührt  von  der  an  der  Grenze  zweier  Di- 
elektrica  auftretenden  fictiven  Oberflächenladung,  deren  Flächen- 
dichte gleich  ist  der  Normalcomponente  des  an  dieser  Stelle 
herrschenden  elektrischen  Momentes,  sowie  des  weiteren  von 
derjenigen  Flächendichte,  welche  durch  diese  letztere  in  den 
Condensatorplatten  indncirt  wird  und  bewirkt,  dass  das  von  der 
an  der  Grenze  zweier  Dielektrica  auftretenden  fictiven  Ober- 
flächenladung herrührende  Potential  im  Innern  der  oberen  sowohl 
wie  der  unteren  Condensatorplatte  den  Werth  0  ergibt. 

Die  geftlhrte  Untersuchung  zeigt  des  weiteren  —  und  dies 
ist  ftir  die  folgende  Herleitung  allein  von  Wichtigkeit  — ,  dass 
demnach,  wenn  wir  uns  den  Vorgang  der  dielektrischen  Polari- 
sation vorstellen  als  bestehend  in  der  successiven  Vergrösserung 
des  elektrischen  Momentes  von  0  bis  auf  seinen  schliesslichen 
Betrag  /&  in  allen  Theilen  der  polarisirbaren  Substanz,  8  in 
jedem  Augenblicke  des  gedachten  Vorganges  proportional  sein 
wird  der  Grösse  des  bereits  geweckten  elektrischen  Momentes.  — 


186  G.  Adler, 

Hat  dieses  also  zum  Beispiele  in  irgend  einem  Augenblicke  in 
allen  Theilen  der  polarisirbaren  Substanz  den  Bruchtheil  dfx 
seines  endgiltigen  Betrages  erreiebt,  so  ist  in  diesem  Augenblicke 
der  Wertb  von  $  der  Bruchtheil  6S  seines  endgiltigen  Betrages, 
69?  die  von  6®  herrührende  Gesammtkraft,  ÖX,  Ög,  ög  ihre  Com- 
ponenten.  Um  sonach,  wenn  das  elektrische  Moment  den  Betrag 
9|x  erreicht  hat,  dasselbe  auf  (e-hrfe)|UL  zu  steigern  gegen  die  Wir- 
kung der  in  diesem  Momente  wirksamen  Componenten  der  Total- 
kraft 

P 

ist  somit  ein  Aufv^and  von  Arbeit  nöthig,  deren  Betrag  nach  der 
Grundformel  (1)  ist: 

Q  =  — ;j;(ex.rf9|+9?)rf9>5  +  [e3  +  -^]Crf9)rfa?rfyrf«     l  a) 

und  um  somit  ans  dem  ursprünglichen  unpolarisirten  Zustand  in 
allen  Theilen  der  dielektrisch-polarisirbaren  Substanz  das  end- 
giltige  Moment  zu  erzeugen,  ist  die  Arbeit  nothwendig: 

Q  =  -;;ni(93e?-h9?).5H-[93-h  -J]Cy9rfarrfyrf^ 

hiezu  ist  noch  hinzuzufttgen  die  gegen  die  elektrische  Molecular- 
kraft,  welche  der  Polarisirung  entgegenwirkt,  zu  leistende  Arbeit, 

deren  Betrag,    wie  Stefan^   gezeigt   hat,  ^  dxdydz  ist,  be- 

zogen  auf  das  Volumelement.  Der  Gesammtbetrag  der  Arbeit, 
die  an  dem  zwischen  den  Condensatorplatten  befindlichen  Di- 
elektrieum  zu  seiner  Polarisirung  geleistet  werden  muss,  ist 
demnach 

E  =  -5U^^dxdydz-^SSR^^-^^^^2>Q^dydz 

OL* 


1  Stefan,  Zur  Theorie  der  magnetischen  Kräfte.  Wiener  Sitzungs- 
berichte. Bd.  LXIX,  S.  185—196. 
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WO  die  Integrationen  zu  erstrecken  sind  Über  den  Banm  zwischen 
den  Condensatorplatten. 

Berücksichtigt  man^  dass  nach  Poisson's  Theorie  der 
magnetischen  oder  elektrischen  Polarisation  die  Componenten 
£,  r,y  C  des   magnetischen  oder  elektrischen  Momentes  |ul  mit 

p 
den  Componenten  der  wirksamen  Kräfte  Je,  %  Q  -^  -j    durch 

die  Relationen  yerknttpft  sind 

?z=*3e,  ri=k^,   C=:*(S  +  -^). 

WO  *  =  — 2^ — ,  K  die  Dielektricitätsconstante  ist,  so  ergibt  sich 
Itir  E  der  einfachere  Ausdruck 


1  Der  im  Text  aufgestellte  Ausdruck  tür  E  stellt  streng  genommen 
nicht  die  Energie  des  ganzen  polarisirten  Systemes  dar,  sondern  lediglich 
jenes  Theils,  der  sich  im  Zwischenräume  zwischen  den  Condensatorplatten 
befindet;  hinzuznfligen  wäre  also  noch  jener  Theil  E%  der  die  Arbeit  an> 
gibt,  die  an  dem  ausserhalb  dieses  Raumes  befindlichen  Theil  des  dielek- 
trisch polarisirten  Systems  zu  seiner  endgiltigen  Polarisirung  aufgewendet 
▼erden  muss.  Ffir  diese  Arbeit  ergibt  sich,  wenn  man  nach  denselben 
Gesichtspunkten  vorgeht,  die  zum  Ausdrucke  £  geführt  haben,  wenn  man 
mit  F,  G,  H  die  Componenten  jenes  —  unveränderlichen  —  Krafttheiles  be- 

p 
rechnet,  der  im  Räume  zwischen  den  Condensatorplatten  —  war, 

d 


E'  =  -^J{Fi-hGr,-^Hi;)dT', 


die  Integration  erstreckt  über  den  ganzen,  ausserhalb  derCondensatoi-platte 
befindlichen  vom  dielektrisch-polarisirten  System  eingenommenen  Raum. 
Sind  aber  die  Condensatorplatten  sehr  gross  und  einander  sehr  nahe ,  so 
werden  F,  G,  H  von  den  Rändern  der  Condensatorplatte  nach  auswärts  sehr 
rasch  abnehmen  und  schon  in  massiger  Entfernung  von  dieser  =  0  gesetzt 
werden  können,  so  dass  der  hinzuzufügende  Betrag  J?'  sehr  klein  ist.  Zudem 
wird  in  den  folgenden  Anwendungen  eine  Änderung  der  Configuration 
und  somit  eine  Änderung  im  Ausdrucke  der  Energie  lediglich  in  jenem 
Theile  der  Flüssigkeit  in  Betracht  kommen ,  der  den  Raum  zwischen  den 
Condensatorplatten  ei'fÜIlt,  so  dass  wir  fiir  diese  speciellen  Fälle  in  aller 
Strenge  berechtigt  sind,  den  Ausdruck  für  E  als  den  Ausdruck  für  die 
Energie  des  gesammten  dielektrisch-polarisirten  Systems  anzusehen. 
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Da  dieser  Ansdrack  die  an  dem  Dielektricum  zn  seiner  Po- 
larisirung  aufzuwendende  Arbeit  angibt,  so  wird  der  Zuwachs 
dieses  Ausdruckes  fltr  irgend  eine  Verschiebung  den  Betrag  der- 
jenigen Arbeit  angeben,  die  gegen  die  sämmtlichen  wirksamen 
elektrischen  Kräfte  aufgewendet  werden  moss,  um  die  gedachte 
Verschiebung  hervorzurufen.  Das  Princip  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen, angewendet  auf  ein  dielektrisch-polarisirtes  System 
in  einem  von  auf  constantem  Potential  erhaltenen  Gondensator- 
platten  erzeugten  elektrischen  Felde,  wird  sich  somit  dabin 
fassen  lassen,  dass  für  jede  virtuelle  Verschiebung  die  Summe 
aus  dem  Zuwachse  der  Energie,  vermehrt  um  die  Arbeit,  die 
gegen  die  Wirkung  anderweitiger  Kräfte  bei  der  gedachten  Ver- 
schiebung geleistet  werden  muss,  verschwinden  mttsse. 

§.  2, 

Von  den  im  Vorstehenden  abgeleiteten  Gesetzen  soll  nun  eine 
Anwendung  gemacht  werden  auf  eine  von  Quincke  *  herrtthrende 
Versuchsanordnung,  die  er  benützt  hat,  um  die  Dielektricitäts- 
constante  von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen.  Bei  dieser  Versuchs- 
anordnung wurden  die  auf  sehr  geringe  Distanz  einander  gegen- 
übergestellten ,  auf  constanter  Potentialdifferenz  erhaltenen  Con- 
densatorplatten  in  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  getaucht,  so 
dass  sie  von  ihr  allseitig  umgeben  waren.  Es  wurde  sodann  in 
den  Raum  zwischen  den  Condensatorplatten  eine  flache  Luftblase 
geblasen,  die  die  obere  und  untere  Condensatorplatte  in  gleich 
grossen  Kreisflächen  berührte  und  durch  eine  in  der  oberen  Con- 
densatorplatte befindliche  Öffnung  mit  einem  Manometer  coni- 
municirte. 

Wurden  die  Condensatorplatten  zu  einer  Potentialdifferenz 
geladen,  so  zeigte  diese  Luftblase  an  dem  Manometer  eine  Druck- 
vermehrung an,  welche  benützt  wurde,  um  die  Dielektricität«- 
constante  der  Flüssigkeit  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  eine  der  Quincke'schen  ähnliche,  doch  ein- 
fachere Versuchsanordnung  rechnend  verfolgen,  wir  wollen 
nämlich  die  Annahme  mächen,  dass  die  Luftblase,  welche 
die  Mitte  des  Raumes  zwischen  den  Condensatorplatten,  beide 


1  Quincke,  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  XIX.  S.  718. 
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bertthrend;  einnimmt,  genan  eine  cylindriscbe  sei,   da8S  also 

ihre  seitliche  Begrenzung  lediglich    durch    die    senkrecht    zu 

den  Condensatorplatten  verlaufenden  Kraftlinien  gebildet  werde. 

Da  dann  an  der  cylindrischen  Grenzfläche  die  fictive  Oberflächen- 

ladong  als  Normalcomponente  des  an  dieser  Stelle  auftretenden 

d  V 

elektrischen  Momentes k  = verschwindet  —  wie  man 

on 

sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  ttberlegt,  dass  die  ursprüngliche 

p 

Kraft  -j  zu  einer  solchen  Componente  des  elektrischen  Mo- 
mentes keine  Veranlassung  gibt,  eine  solche  also  überhaupt  nicht 
anftreten  kann  — ,  so  verschwindet  auch  die  von  dieser  Grenz- 
schichte herrührende  Zusatzkraft  91,  respective  ihre  Componente 
3,  and  der  Ausdruck  (I)  ftlr  die  Energie  geht  in  den  einfacheren 
»ber: 

e,  =  -ssSy{^)\  (10 

£ 1 

WO  k=  — —  ist  und  K  die  Dielektricitätsconstante  der  unter- 

suchten  Flüssigkeit  bedeutet. 

Wir  gehen  nun  von  der  Erfahrungsthatsache  aus,  dass, 
wenn  die  Condensatorplatten  zu  constanter  Potentialdifferenz  ge- 
laden sind,  der  Druck  im  Inneren  der  Luftblase ,  wie  das  Mano- 
meter angibt,  um  p  ansteigt,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  nach 
dem  Principe  der  virtuellen  Verschiebungen  die  Grösse  dieses 
Überdruckes  zu  bestimmen. 

Wir  nehmen  eine  virtuelle  Verschiebung  derart  vor,  dass 
das  Volumenelement  Sv  der  polarisirbaren  Flüssigkeit  aus  dem 
Räume  oberhalb  der  Condensator platte,  wo  die  elektrische 
Kraft  =  0  ist  und  es  daher  nichts  zur  Energie  beitragen  konnte, 
in  den  Raum  zwischen  den  Condensatorplatten  tritt  und  hier  das 
Volom  Sv  der  Luftblase,  das  auch  nichts  zum  Betrage  der  Energie 
beigetragen,  weil  ihr  A  =  0  ist,  verdrängt;  dann  ist  bei  der  ge- 
dachten Verschiebung  gegen  die  elektrischen  Kräfte  eine  Arbeit 
ZQ  leisten,  deren  Betrag  gleich  ist  dem  Zuwachs  der  Energie  E^, 
alao  gleich 


190  G.  Adler, 

Weiter  ist  bei  der  gedachten  Verschiebung  Arbeit  zu  leisten 
gegen  den  bei  der  Ladung  der  Condensatorplatten  erfabrungs- 
mässig  entstehenden  Überdruck  p,  ihr  Betrag  ist  z=:p,iv\  nach 
dem  Principe  der  virtuellen  Verschiebungen,  wie  es  oben  formu- 
lirt  worden  ist,  muss  demnach  die  Summe  der  sämmtlichen  bei 
der  Verschiebung  aufzuwendenden  Arbeit  verschwinden;  also 

«ein,  woraus  sich 


=m 


ergibt,  jene  Formel,  nach  der  Quincke  aus  seinen  Versuchen  den 
Werth  der  Dielektricitätsconstante  Kz=:  l+4;rj;  berechnet  bat. 

§.  3. 

Quincke 's  Experimente  ^  zeigten  ferner,  dass  eine  Luftblase^ 
welche  blos  die  obere  Condensatorplatte  berührt,  nach  der  La- 
dung des  Condensators  sich  in  Richtung  der  Kraftlinien  verlän- 
gerte und  senkrecht  zu  ihnen  sich  zusammenzog.  Es  soll  in 
diesem  Paragraph  diese  Erscheinung  lediglich  qualitativ  durch 
einen  Überschlag  des  Ausdruckes  für  die  Energie  hergeleitet 
werden,  wobei  wir  nach  dem  Vorgange  Kirchhoff's  annehmen 
wollen,  dass  die  Luftblase  ursprünglich  eine  Kugel  war,  die  die 
obere  Condensatorplatte  in  einem  Punkte  berührt. 

Für  die  Energie  E  ist  der  Ausdruck  gefunden: 

«  =  -iY?(T--8)^r,  D 

das    Integral    erstreckt  über   den   Raum   zwischen    den    Con- 
densatorplatten,  das   ursprünglich   homogene   elektrische  Feld 

p 

von  der  Kraft  -j.   —   Die  Zusatzkraft  3  stammt,  wie   oben 

hergeleitet  worden  ist,  von  der  an  der  Grenze  zwischen  dielek- 
trisch polarisirter    Flüssigkeit    und  Luftblase    anzunehmenden 


1  Quincke,  Wiedom.  Ann.  Bd.  XXIV.  Seite  376. 
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fictiven  Oberflächenschichte  her,  deren  Dichte  a  gleich  ist  der 
Normaleomponente  des  an  dieserStelle  herrschenden  elektrischen 
Momentes,  also  wenn  ^,  -n^  C  die  Componenten  dieses  Momentes^ 
j,  m,  n  die  Bichtnngscosinus  der  Normalen  znr  Grenze  bedeuten, 

<y  =  /f  +  mifj-hTfjC. 

Ist  die  Begrenzung  ein  von  den  Kraftlinien  gebildeter  Cylinder, 
80  ist  diese  fictive  Oberflächenladung  gleich  0,  da  dann  die  Rich- 
tung des  geweckten  elektrischen  Momentes  die  Richtung  der 

p 

indneirenden  Kraft  -y  besitzt. 
d 

Ist  aber  die  Luftblase  eine  Kugel,  welche  die  obere  Conden- 
satorplatte  in  einem  Punkte  berührt,  wie  als  Gestalt  der  Luft- 
blase vor  erfolgter  Polarisirung  des  Dielektricums  angenommen 
werden  soll,  so  ist  die  fictive  Dichte  q  der  Oberflächenladung 
proportional  in  jedem  Punkte  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den 
der  Radius  der  Kugel,  gezogen  an  diesen  Punkt  mit  der  Richtung 

p 
der  inducirenden  Kraft  — ,     der    Richtung    der    positiven    Z- 

Axe,  einschliesst.  Variirt  aber  die  Oberflächendichte  einer  Kugel 
nach  diesem  Gesetze,  dem  Gesetze  einer  „Gleitschichte', ^  dann 
wirkt  sie  nach  aussen  so,  wie  zwei  gleich  grosse,  homogene,  mit 
derselben  aber  dem  Zeichen  nach  einander  entgegengesetzten 
Baumdichte  p  geladene  Kugeln,  die  gegen  einander  um  eine 
unendlich  kleine  Strecke  ^  verschoben  sind,  wo 

ist,  unter  ts^  den  Maximalwerth  der  Plächendichte  verstanden, 
oder  wie  zwei  auf  der  Z-Axe  befindliche,  dem  Mittelpunkte  der 
Engel  unendlich  nahe,  gleich  stark  aber  entgegengesetzt  gela- 
dene elektrische  Punkte.  In  unserem  Falle,  wo  die  obere  Con- 
densatorplatte  auf  einem  positiven  Potential  erhalten,  also  positiv 
geladen  ist,  die  Kräfte  somit  die  Richtung  der  positiven ,  nach 
abwärts  gerichteten,  Z-Axe  haben,  ist  das  Zeichen  der  an  der 
Grenze  zwischen  Dielektricum  und  Luftblase   anzunehmenden 


1  S.  Mascart  u.   Joubert,   Lehrbuch  der  Elektricität  und  des 
Magmetisinns,  §.  157. 
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fictivenOberflächendichte,  in  der  oberen  Hälfte  der  Kugel  poaitiy^ 
in  der  unteren  Hälfte  negativ ,  da  die  Ladung  von  den^emgen 
Pole  des  polarisirten  Dielektricums  henührt,  der  der  Luftblase 
zugekehrt  ist,  so  dass  sich  diese  letztere  wie  eine  diamagnetisch- 
polarisirte  Substanz  verhält. 

Die  Zusatzkraft  3  i'^trt  lediglich  von  dieser  fictiven  Ober- 
flächenladung her,  wir  wollen  blos  ihr  Zeichen  bestimmen; 
wenn  man  sich  die  Wirkung  der  nach  dem  Cosinusgesetz  vari- 
irenden  Oberflächenladung  der  Kugel  durch  die  Wirkung  zweier 
in  der  Richtung  der  Z-Axe  übereinander  liegender,  gleich  stark 
aber  entgegengesetzt  geladener  elektrischer  Punkte,  der  posi- 
tive oberhalb,  der  negative  unterhalb,  aber  beide  unendlich 
nahe  dem  Mittelpunkte  der  Luftblase  gelegen,  ersetzt  denkt,  dann 
ist  unmittelbar  zu  ttbersehen,  dass  im  ganzen  elektrischen  Felde  die 
Kraft  3  nach  aufwärts  gerichtet  ist  — unter  Richtung  der  elek- 
trischen Kraft  nach  der  obigen  Festsetzung  jene  verstanden,  nach 
welcher  sie  die  positive  Masse  treibt  — ,  somit  im  Sinne  der  nega- 
tiven Z-Axe  und  daher  entgegengesetzt  der  ursprünglich  im 

p 

elektrischen  Felde  vorhanden  gewesenen  Kraft  —  wirkt,  daher 

diese  vermindert  ^ 

Die  Energie  des  dielektrisch  polarisirten  Systemes 


-=-/II(t-8)- 


ist  aber  eine  wesentlich  negative,  es  wird  daher  das  dielektrisch 
polarisirte  System  „von  selbst"  jene  Änderung  derConfiguration 
anstreben,  bei  welcher  diese  Energie  ein  Minimum,  somit  das 
Integral 


d 
ein  Maximum  wird. 


J  2   d\i 


1  Im  gleichen  Sinne  wirkt,  wie  leicht  zu  übersehen,  auch  der  zweite 
TbeU  dieser  Zusatzkraft  3»  der  herrührt  von  jener  elektrischen  Schichte, 
welche  durch  die  Wirkung  der  an  der  Grenze  der  Luftblase  auftretenden 
fictiven  Oberflächenladung  in  den  Condensatorplatten  durch  Influenz  auf- 
tritt; denn  diese  influencirte  Ladung  ist  der  bereits  vorhandenen,  wie  leicht 
zu  übersehen  ist,  entgegengesetzt  in  Bezug  auf  das  Zeichen. 
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P 

Da  nnn  -7-  invariabel  ist,  so  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass 

das  YolHmen  der  Luftblase  nngeändert  bleiben  soll,  das  Dielek- 
tricom  eine  derartige  Änderung  der  Confignration  anstreben,  bei 

p 

der  3,  das  die  Grösse  -r,  wie  eben  nachgewiesen  wurde,  ver- 
mindert, möglichst  klein  werde.  Es  verschwindet  aber  diese  Grösse 
3,  wie  oben  gezeigt,  wenn  die  Begrenzung  der  Luftblase  von  den 
Kraftlinien  gebildet  ist,  sie  also  eine  zu  diesen  parallel  laufende 
cylindrische  Fläche  ist. 

Es  zeigt  somit  dieser  Überschlag,  dass  die  dielektrisch 
polarisirte  Flüssigkeit  die  ursprüngliche  Gonfiguration  in  der  sie 
eise  kugelförmige  Luftblase  enthält,  gegen  die  Wirkung  des  in 
der  Luftblase  herrschenden  Überdruckes  sowie  gegen  die  Capil- 
larkräfte  dahin  zu  ändern  streben  wird,  die  Hauptdimensionen 
ihrer  Begrenzungen  den  Kraftlinien  parallel  zu  stellen,  in  welchem 
Falle  dann  an  diesen  die  Normalcomponente  des  elektrischen 
Momentes,  respective  die  fictive  Flächendichte,  die  zum  Auftreten 
der  Gegenkraft  g  Veranlassung  gibt,  verschwindet. 

§.4. 

Die  in  ftüheren  Paragraphen  lediglich  nach  der  qualitativen 
Seite  verfolgten  Verhältnisse  einer  die  obere  Condensatorplatte 
berührenden  ursprünglich  kugelförmigen  Luftblase  sind  zuerst 
von  Kirch  hoff*  durch  Rechnung  hergeleitet  worden,  und  er 
hat  die  Differentialgleichung  jener  Rotationsfläche  aufgestellt,  in 
welche  die  kugelförmige  Begrenzung  der  Luftblase  nach  der 
Ladung  des  Condensators  übergeht. 

Es  soll  im  Folgenden  gezeigt  werden,  wie  man  unter  Zu- 
grundelegung des  Ausdruckes  (1)  flir  die  Energie  nach  dem 
Principe  der  virtuellen  Verschiebungen  eben  diese  Differential- 
gleichong  herleiten  kann,  wobei  jedoch  bezüglich  der  Einzeln- 
heiten der  Rechnung  selbst  auf  die  erwähnte  Abhandlung  ver- 
wiesen werden  soll. 


1  S.  Kirchhoff,  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  XXV.,  S.  608  u.  flF. 
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Um  den  Ausdruck  (I)  fllr  die  Energie  aufzustellen,  müssen 

p 

wir  zunächst  die  zur  ursprünglichen  Kraft  -j  nach  erfolgter  Pola- 

risirung  des  dielektrisch-polarisirten  Systems  hinzutretende  Kraft 
"Sti  deren  Potential  S  sein  soll,  bestimmen.  Wir  wollen  nach 
dem  Vorgange  Kirchhofes  die  Annahme  machen^  dass  diese 
lediglich  herrühre  von  der  an  der  Grenze  der  Luftblase  anzuneh- 
menden —  fictiyen  —  Oberflächenladung^  deren  Flächendichte 
gleich  der  Normalcomponente  des  hier  herrschenden  elektrischen 
Momentes  ist;  dabei  vernachlässigen  wir  jenen  zweiten  Theil 
derselben,  der  von  der  —  sehr  kleinen  —  Ladung  herrührt, 
welche  durch  die  Wirkung  der  von  dieser  ideellen  Schichte  her- 
rührenden Kräfte  in  den  Condensatorplatten  influenzirt  wird. 
Wie  im  vorhergehenden  Paragraphe  schon  erwähnt,  lässt  sich 
das  Potential  dieser  an  der  Grenze  der  kugelft^rmigen  Luftblase 
auftretenden,  fictiven  Oberflächenschichte ,  deren  Flächendichte 
als  Normalcomponente  des  geweckten  elektrischen  Momentes 
dem  Cosinus  des  Winkel  zwischen  Radius  und  Z-Axe  proportional 
ist  und  die  daher  eine  „  Gleitschichte ^  darstellt,  im  Baume  ausser- 
halb der  Luftblase  ersetzen  durch  das  Potential  zweier  mit  den 
gleich  grossen,  aber  entgegengesetzten  Massen  +^  und  — e  ge- 
ladener Punkte^  die  dem  Mittelpunkte  der  Luftblase  unendlich 
nahe  auf  der  Z-Axe  sich  in  der  Entfernung  8  übereinander  — 
und  zwar  die  positive  oberhalb  der  negativen  —  befinden 
Das  Potential  dieser  zwei  Punkte  ist  das  Potential  eines  unend- 
lich kleinen  Magnetes  vom  Momente  ^.$  und  daher 

S&zn-^   COSW, 

wo  a>  den  Winkel  zwischen  dem  Radius  vector  r  und  der  Axe 
des  unendlich  kleinen  Magnetes,  deren  Richtung  wir  oben  als 
die  Richtung  vom  negativen  zum  positiven  Pol  definirt  haben, 
bedeutet;  ftlhrt  man  an  Stelle  des  Winkels  oj  den  ihn  auf  180 "^ 
ergänzenden  Winkel  6  ein,  den  der  Radius  vector  mit  der  posi- 
tiven, nach  abwärts  gerichteten,  Z-Axe  einschliesst,  so  ist 

SS  = ,  cos  6; 
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bezeichnen  wir  init  R  den  Radius  der  kugelförmigen  Luftblase^ 
«0  ergibt  sich  nach  Kirchhoff  für  den  vorliegendeu  Fall: 

4;r*        P    R^ 

somit  fttr  die  bievon  herrührende  Totalkraft 

%nk      P  R* 

Qod  fllr  ihre  im  Ausdrucke  fllr  E  vorkommende  2-Componente 

8;r*        P    R^        .^ 
^  2Ä^-*-l     d      r^ 

und  fbr  den  Ausdruck  der  Energie  des  dielektrisch  polarisirten 
Systems  erhalten  wir  sonach: 

Nunmehr  wollen  wir  auf  die  Qleichgewichtsverhältnisse  vor 
und  nach  erfolgter  Polarisimog  der  Flüssigkeit  das  Princip  der 
virtuellen  Verschiebungen  anwenden. 

Damit  die  Gestalt  der  Luftblase  vor  erfolgter  Polarisirung 
eioe  kugelförmige  sein  kann,  müssen  wir  von  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  absehen;  es  kommen  also  für  eine  virtuelle  Ver- 
schiebung eines  Oberflächenelementes  dai  der  Luftblase  um  Sn  in 
Richtung  ihrer  nach  auswärts  gekehrten  Normale  nur  die  Capillar- 
kräfte  und  der  von  ihnen  herrtlhrende  Überdruck  im  Innern  der 
Luftblase,  p,  in  Rechnung,  und  es  ergibt  sich  als  Gleichgewichts- 
bedingung 

— ^  .dü},dn — p.doiSn  =  0,  la) 

wo  H  eine  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängige  Constante 
bedeutet;  somit 

Nach  erfolgter  Polarisirung  wird  erstens,  wie  die  im  §.  2 
behandelten  Vorgänge  lehren,  der  Druck  im  Innern  der  Luftblase 

13* 
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einen  veränderten  Wertb  p-^-f/  haben,  zweitens  wird  die  kugel- 
förmige Begrenzung  der  Luftblase  in  eine  andere  ttbergegangen 
sein,  deren  Hauptkrtlmmungsradien  wir  mit  r^  und  r,  bezeichnen 
wollen^  endlich  drittens  wird  in  Rechnung  zu  ziehen  sein^  dasB 
jetzt  bei  einer  virtuellen  Verschiebung  des  Flächenelemente» 
d(ß)  um  Sn  in  Richtung  der  nach  auswärts  gekehrten  Normale  auch 
gegen  die  elektrischen  Kräfte  eine  Arbeit  zu  leisten  ist^  dadurch 
dass  hierbei  das  Yolumelement  dui  Sn  aus  dem  elektrischen  Felde 
zwischen  den  Condensatorplatten  ausgeschaltet  wird  and  an  eine 
Stelle  tritt^  wo  die  elektrische  Kraft  0  ist,  und  dass  somit  der  Be- 
trag E  um  denjenigen  vermindert  wird^  den  das  ausgeschaltete 
Volumelement  beigetragen  hat.  Wir  erhalten  als  neue  Gleich- 
gewichtsbedingung die  folgende 

— (p-h/i')rfw*n  =  0,  2a) 

wobei  wir  benutzten,  dass  an  der  Luftblase,  da  wir  die  Abwei- 
chung von  der  Kugelgestalt  als  sehr  gering  voraussetzten,  r 
nahezu  gleich  R  gesetzt  werden  kann^  und  dass  weiters  die  elek- 
trischen Kräfte  in  der  neuen  Gestalt  der  Luftblase  dieselben  sind, 
die  sie  bei  der  ursprünglichen,  kugelförmigen  Begrenzung  waren. 
Führen  wir  fllr  p  seinen  Werth  aus  Gleichung  (1  a)  ein ,  sa 
ergibt  sich  die  Gleichgewichtsbedingung  in  der  Form: 

Wir  machen  jetzt  mit  Kirchhoff  die  Annahme,  dass  die 
neue  Begrenzung  der  Luftblase  eine  Rotationsfläche  ist,  deren 
Rotationsaxe  die  Z-Axe,  deren  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  der 
Luftblase  ist,  dass  ferner  für  alle  ihre  Punkte  der  Radius  vector 
vom  Mittelpunkte  aus  gezogen 

r  =  Ä(l-*-tt) 

einen  von  R  nur  unendlich  wenig  verschiedenen  Werth  haben 
soll,  also  u  als  unendlich  klein  angesehen  werden  kann. 
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Wir  fuhren  als  Variable  den  vom  Mittelpunkte  der  Luftblase 
aus  gezählten  Radius  vector  r  (bezüglich  u)  und  den  cos  0  =  fx 
ein. — 

Kirchhoff  findet  dann  den  Ausdruck: 

filhrt  man  diesen  Werth  in  unsere  Gleichgewichtsbedingung 
(2^)  ein^  so  ergibt  sich  für  die  Rotationsoberfläche^  die  die  neue 
Begrenzung  der  Luftblase  bildet,  die  Differentialgleichung: 

dieselbe  Differentialgleichung,  die,  von  Kirch  hoff  auf  anderem 
Wege  gefanden;  von  ihm  zuerst  aufgestellt  worden  ist.  Hierin 
sind  A  und  B  abkürzungs weise  gesetzt  für  die  Ausdrücke: 


U2K-h] 


Als  particnläres  Integral  dieser  Differentialgleichang  gibt 
Kirchhoff  an: 

Die  weitere  Bedingung,  dass  das  Volum  der  Luftblase  un- 
Tcrändert  bleiben  soll,  welche  Bedingung  durch  das  Litegral 


/ 


+1 

udii  =  0 


sich  ausdrücken  lässt,  stellt  eine  Beziehung  zwischen  Ä  und  B 


1  Die  hier  eintretende GrOsse B  ist  mit  der  entsprechenden  Ki rc hh o f  f- 

when  nicht  identisch;  das  Yerhältniss  der  letzteren  zur  ersteren  ist  9A^: 

^f+1),  welches  Verhfiltniss  für  alle  möglichen  Werthe  des  AT  nur  zwischen 

3  9 

den  Grenzwerten  -ö"  ^^^  T  *'^^  bewegen  kann. 
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■"her,  nämlich  A=-^B]  und  somit  ergibt  sich: 
o 


4(^--l)- 


Daher  erleidet  die  Luftblase  fUr  fx  =  1 ,  das  heisst  in  Rieb- 

tuug  der  Kraftlinien  eine  Dilatation  vom  Betrage  -^,   und 

senkrecht  zu  ihnen,  fttr  /jl  =  0  also,  eine  Contraction  vom 

ß 
Betrage  j^,  also  eine  halb  so  grosse  als  die  Dilatation  beträgt. 

Dilatation  sowohl  als  Contraction  sind,  wie  die  Grösse  B,  mit  ** 
proportional,  und  daher  bei  magnetisch-polarisirbaren  Flüssig- 
keiten im  magnetischen  Felde  nicht  zu  beobachten,  weil  bei 
diesen  die  Werthe  von  *  sehr  klein  sind. 

Es  haben  somit  die  in  diesem  Paragraphen  auf  Grund  des 
Principes  der  virtuellen  Verschiebungen  geführten  Betrachtungen 
zu  denselbenReeultaten  geftlhrt,  wie  sie  Kirchhoff  auf  anderem 
Wege  hergeleitet  hat. 
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fiemerkimg  zu  der  Abhandlung  des  Herrn  Professor 

Dr. E,  Weiss;  „Entwicklungen  zum  Lagrange'- 

sohen  Reversionstheorem  etc."' 

Von  0.  Stolx  in  Innsbruck. 

Die  in  §.  2 — 4  der  obigen  Abhandlang  vorgefÜhrteD  Reihen- 
entwicklnngen,  welche  fttr  die  Mechanik  des  Himmels  von  grosser 
Bedentnng  sind^  lassen  sich,  wie  Weiss  selbst  schon  aus  ihrem 
Baue  geschlossen  hat  (a.  a.  0.  p.  144),  verallgemeinern.  Wir  er- 
balten sie  als  die  zunächst  liegenden  Resultate  bei  Aafl^lsung  der 
folgenden  Aufgaben. 

1.  Wir  setzen  in  der  Lagrange'schen  Gleichung 

%■=:  X'\'Otf{z)j  1) 

worin  wir  «,  «  als  veränderlich,  x  als  constant  und  zwar  so  ge- 
wählt, dass  fix)  nicht  Null  ist,  betrachten 

z  =  x  -^yy 
wodurch  sie  in 

y—of{x^y)  =  0  2) 

übergeht,  fix-hy)  sei  eine  Potenzreihe  nach  y: 

worin /•/^/^'. . .  an  Stelle  von  /(ar),  f*(x),  f\x) stehen.  Nun 

legen  wir  uns  zuerst  folgende  Aufgabe  vor: 


1  Denkschriften  der  kais.  Akademie  der  Wissensohaften  XLIX.  Bd. 
I.  Abth.,  p.  133. 
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„Ftthrt  man  in  2)  anstatt  a  die  Veränderliche  ß  durch  die 
Substitution 

a  = ^ 4^ 

ein,  wodurch  die  Gleichung  2)  in 

übergeht,  so  sind  die.  bisher  willkürlichen  Constanten 
fl^a, ...On-i,  von  denen  nur  die  erste  nicht  Null  sein 
darf,  so  zu  bestimmen,  dass  die  Potenzreihe  von  ß, 
welche  sich  durch  Umkehrung  der  vorstehenden  Glei- 
chung für  y  ergibt,  die  Gestalt  hat 

so  dass  auf  das  Glied  erster  Ordnung  in  ß  unmittelbar  das  (ii+  l)ter 
Ordnung  folgt." 

Wenn  man  in  5)  für  /t^-*-y)  den  Ausdruck  3)  und  hierauf 
ftlr  y  die  Reihe 

6,i3-4-6,i3«-4-...4-6^ß^ -*-...  7) 

einsetzt  und  die  linke  Seite  nach  steigenden  Potenzen  von  ß 
ordnet,  so  ist  aus  den  Werthen  der  Coöfficienten  von  ß^ß^ . . . .  ß" 
unmittelbar  zu  ersehen,  dass  es  nach  Fixirung  von  a^  stets  ein 
und  nur  ein  System  von  Coßfficienten  a^  o,. .  .On-i  gibt 
das  der  obigen  Forderung  Genüge  leistet.  Wir  wollen  indess  diese 
Üo^fficienten  herleiten  aus  dem  independenten  Ausdrucke  von 
öp  in  7),  wie  er  willkürlichen  Werthen  der  o©  a, . .  .a«-i,  wenn 
nur  a^  nicht  verschwindet,  entspricht. 

Nach  dem  von  Jacobi  aufgestellten,  von  Weierstrass  ^ 
sicher  begründeten  und  wesentlich  erweiterten  Verfahren  bringt 
man  die  Gleichung  5)  in  die  Form 

%y-Hßy  y)  =  0, 

so  dass 

*(i3,y)  =  ß/{a:  +  y)-(a,ß+a,ß^^  .  . .  -4-fl,<ii3»-%  8) 

1  Vergl.  dessen  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre,  p.  108  ff. 
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eine  nach  steigenden  Potenzen  von  ß,  y  fortschreitende  Beihe  be- 
deutet, welche  zugleich  mit  /3  identisch  verschwindet.  Dann 
läset  sich  jeder  positiven  Zahl  7  eine  positive  Zahl  B  so  zuordnen, 
daes  für  jeden  Werth  von  J3,  dessen  absoluter  Betrag  (Modul) 
kleiner  als  B  ist,  die  Gleichung  5)  eine  und  nur  eine  Wurzel  y 
hat,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  7  ist.  Und  zwar  wird  sie 
dureh  die  nach  Potenzen  von  p  zu  ordnende  Beihe 

00 
y=);J_[*i'>-.,  9) 


X 


^pai 


worin  [O''],?-!  den  CoSfficienten  von  yp-^  in  der  Entwicklung  von 
4^  nach  Potenzen  von  y  bezeichnet,  dargestellt. 

Man  kann 

[*p>-i=       1^{2)^-VU  10) 

(p— 1)! 

setzen. 

Versteht  man  unter  O'*'' .  • . .  -r— ,  -r-5-  . . .,  so  ist 

oy       dy* 

DJO»  =  6**'«-*-3<I>«<I>"  11) 

DJ**  =  24**'«-+-36*«*'*''-f-4*34>/// 


Daraus  erhellt  sofort,  dass  der  Ausdruck  10)  den  Factor  ßp 
enthält 

Es  hätte  keine  Schwierigkeit  für  Z)y'^4>^  einen  indepen- 
denten  Ausdruck  anzuschreiben;  doch  kann  es  unterbleiben, 
da  wir  zunächst  davon  keinen  Gebrauch  machen  werden.  In  den 
Formeln  11)  ist  zu  setzen 

^  =  ß  fia;-^y)—a,]  -a,ß«- . . . . -a,_,/3-i   j 
<D"  z=z  ßf'ix-^-y). .  .  .*(^)  =  ßf^\X'^'y).        ' 

Nachdem  in  12)  und  11)  y  =:  0  gesetzt  ist,  findet  man  aus 
9)  die  Potenzreihe 

«0  «0 
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Somit  ist  6j  =  0,  wenn  a^  =:/^  ist.  Benutzen  wir  diese  An- 
nahme sofort  und  sehreiben  für  a^-^-a^ß-^- . . .  -4-ri»_aj3"-2 1{|3),  so 
ergibt  sich  aus  9) 

+  -Ä-  ß*  rr"-wß<ß)-Gr"ß'<ßn + 

UWq 

Also  ist  ^3  =  0,  wenn 

ff'—2aoa^  =  0 
ist ;  ferner  b^  =  0,  wenn 

fY'-Qala,  =  0 

ist  u.  8.  w.  Sowie  aus  diesen  Gleichungen  a^  und  a,  sich  be- 
stimmen lassen^  so  liefert  die  GleicfauDg 

/  «5 

rii_i  mittelst  der  bereits  bekannten  Werthe  von  a^a^. . .  -a^-^' 

2.  Zufolge  des  Vorstehenden  lässt  sich  die  Umkehrung  der 
Gleichung  2)  in  zwei  Schritte  zerlegen.  Nachdem  die  Werthe 
von  a^a^.., ttn-i  bestimmt  sind,  entwickelt  man  mittelst  der 
Gleichung  4\  d.  i. 

/3— «(ao-*-«iß  +  «fß*+  •  •  •  +an~iß"-0  =  0 

ß  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  a.  Hierauf 
wird  aus  5)  ftlr  y  die  nach  Potenzen  von  ß  fortschreitende  Reihe 
6)  mittelst  der  Formel  9)  hergeleitet 

Nimmt  man  in  4)  n  =  1  und  setzt  oo  =  1,  so  ergibt  sich 
nach  dem  soeben  Bemerkten  a^  =  f,  also 


Somit  erhält  man  ftir  y,  also  auch  ftlr  z  zzzx-^-y  eine  nach 
Potenzen  von 
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fortschreitende  Reihe^  welche  mit  9)  in  der  Abhandlung  des 
Herrn  Weiss  identisch  ist.  Nunmehr  ist  t.(|3)  =  0  und  es  ver- 
schwindet ^^  ftlr  y  =  0. 

Lfisst  man  den  Nenner  auf  der  rechten  Seite  von  4)  qua- 
dratisch sein  und  setzt  oo  =/*,  so  ergibt  sich  neben  a^'='f 
Oj  =  Vt/^?  80  ^ass  jetzt 

2^ 


ist.  Nach  Gleichung  Y)  a,  a.  0.  besteht  zwischen 

^        1-fa 
and  der  HilfsgrOsse  p  die  Gleichung 


13) 


_       2P 


^  —  o^  •  /•'«»*  ' 


also  waltet  zwischen  a  und  p  die  Beziehung 

«(2/-+2/'p+r'i»*)  =  2j, 

ob.  Die  HilfsgrOsse  p  des  Herrn  Weiss  ist  mithin  identisch  mit 
der  in  13)  vorkommenden  Veränderlichen  ß.  Um  die  Umkehrung 
der  Gleichung  13)  leichter  zu  bewerkstelligen  ^  ftihrt  man  anstatt 
a  eine  neue  Veränderliche  C  durch  die  Relation 

/'a-l  =  -/«:C 

ein.  Denn  dadurch  geht  sie  in 

r'0^^2fß-^2ft  =  O 

Qber  und  es  ergibt  sich 

80  dass  man  ß^  mit  Hilfe  des  binomischen  Satzes  in  eine  nach 
Potenzen  von  4'  fortschreitende  Reihe  entwickeln  kann.  Herr 
Weiss  hat  a.  a.  0.  p.  144  statt  f  eine  weitere  Hilfsgrösse  vi  ein- 
geführt, wodurch  in  der  Potenzenreihe  für  ßnn  nur  die  Potenzen 
von  Tj*  erscheinen. 
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3.  Haadelt  es  sich  endlich  darum,  eine  in  einer  gewissen 
Umgebung  des  Punktes  y=0  eindeutig  definirte  und  holomorphe 
Function  von  %  beziehungsweise  y  y(«)  =  K^-4-y)  in  eine  nach 
Potenzen  von  ]3  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln;  so  wird 
man  sich  der  Formel  ^ 

y  (j?  -*-  y)  =  y  (or)  -*-  yiJ-  [4>"y'(ar +y)lv«-i  =         / 


1 

V       1_  cnn-lr 
0 


14^ 


1 


bedienen.  Mittelst  derselben  gelangt  man  direct  zu  den  Co6fli- 
cienten  X«,  und  P„  in  den  Relationen  8)  und  11)  der  in  Rede 
stehenden  Abhandlung. 


1  Sie  läset  sich  sowohl  aus  der  Formel  9)  ableiten ,  als  auch  durch 
complexe  Integration  in  ähnlicher  Art,  wie  Herr  P.  du  Bois-Reymond 
im  74.  Bd.  des  Journals  von  Borcbardtp.  281  vorgeht.  Die  Formel  14) 
ist  femer  enthalten  in  einer  von  Herrn  6.  Teixeira  aufgestellten  üm- 
kebruDgsformel,  welche  auch  Herr  £.  Cesäro  bewiesen  hat.  (Vergl.  Nouv. 
Ann.  de  Math.,  3.  s6r.,  4.  Bd.,p.  316.) 
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ZWEITE  ABTHEILUNG. 


Enthält  die  Abbandlnngen  ans  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  und  Astronomie. 
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IV.  SITZUNG  VOM  3.  FEBRUAR  1887. 


Der  Secretär  legt  den  eben  erschienenen  fünften  Theil 
des  von  der  kaiserlichen  Akademie  herausgegebenen  Werkes 
Ober  die  österreichische  Jan  Mayen  Expedition  vor. 
Derselbe  bildet  die  II.  Abtheilnng  des  II.  Bandes  dieses  Werkes 
nnd  enthält  die  „Magnetischen  Beobachtungen^^  bear- 
beitet von  dem  Linienschiffs-Lieutenant  Herrn  August  Gratzl. 

Nachdem  die  übrigen  Publicationen  des  aus  acht  Theilen 
bestehenden  Jan  Mayen -Werkes  bereits  im  abgelaufenen 
Jahre  zur  Ausgabe  gelangt  sind;  so  ist  nun  mit  dem  vorliegen- 
den fünften  Theil  das  ganze  Werk  vollendet. 

Femer  legt  der  Secretär  den  erschienenen  LIL  Band  der 
akademischen  Denkschriften  vor.  Dieser  Band  enthält  aus- 
schliesslich die  Publication  des  „Canon  der  Finsternisse^ 
von  dem  verewigten  Akademiker  Theodor  v.  Oppolzer. 

Der  Secretär  theilt  mit,  dass  von  Herrn  Dr.  Eduarde 
Ab  reu,  Mitglied  der  königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Lissabon,  ein  Schreiben  an  die  kaiserliche  Akademie  gelangt  ist, 
worin  derselbe  berichtet,  dass  er  zum  Zwecke  des  Studiums 
des  Pasten r'schen  Heilverfahrens  gegen  Lyssa  im  Auftrage 
der  k.  portugiesischen  Regierung  nach  Paris  entsendet  wurde  und 
dass  er  infolge  seiner  Mission  sich  veranlasst  sieht,  Zweifel  gegen 
die  Zweckmässigkeit  dieses  Verfahrens  auszusprechen. 

Die  Direction  des  k.  k.  militär- geographischen  Institutes 
fibermittelt  die  34.  Lieferung  (12  Blätter)  der  neuen  Special- 
karte der  österr.-ungar.  Monarchie  (1:75000). 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  v.  Barth  ttbersendet  eine  Mittheilung 
ans  dem  chemischen  Laboratorium  der  deutschen  technischen 
Hochschule  zu  Prag  von  den  Herren  Prof.  Dr.  W.  Gintl  und 
L.  Storch:  „Zur  Chemie  des  Ecgonins". 
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Derselbe  übersendet  ferner  drei  Abhandlungen  aus  dem 
Laboratorinm  der  Staatsgewerbesehnle  in  Bielitz : 

1.  „Über  die  Einwirkung  von  Brom  auf  Harnstoff", 
von  Herrn  Alois  Smolka. 

2.  „Über  die  Natur  der  Zuckerarten  in  der  Soja- 
bohne* und 

3.  „Über  das  Fett  der  Sojabohne",  letztere  beiden  Arbei- 
ten von  den  Herren  Th.  Morawski  und  J.  Stingl. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  ttber- 
sendet  eine  Abhandlung:  ,,Über  ein  Theorem  des  Herrn 
Bugajef*. 

Herr  Dr.  M.  Wilckens,  Prof.  an  der  k.  k.  Hochschule  ftir 
Bodencultur  in  Wien,  ttbersendet  eine  Mittheilung:  „Über  ein 
fossiles  Pferd  Persiens". 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen 
vor: 

1.  „Über  Curven  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte 
Zwei,  ihre  Systeme  berührender  Kegelschnitte 
und  Doppeltangenten",  von  Herrn  Dr.  Karl  Bobek  in 
Prag. 

2.  „Über  das  Normalsystem  und  die  Centralfläche 
der  Flächen  zweiter  Ordnung",  von  Herrn  Emil 
Waelsch  in  Prag. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  A.  Winckler  überreicht  eine  für 
die  Sitzungsberichte  bestimmte  Abhandlung:  „Über  den  Multi- 
plicator  der  allgemeinen  elliptischen  Differential- 
gleichung". 

Das  w.  M.  Herr  Director  E.  Weiss  berichtet  tiber  die 
Auffindung  von  drei  neuen  Kometen. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  A.  Ritter  v.  Kern  er  bespricht  eine 
auf  den  Schneefeldern  der  Alpen  vorkommende  Bac- 
t  e  r  i  a  c  e  e ,  welche  er  Micrococcus  frigidus  nennt. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  G.  Tschermak  berichtet  über  eine 
Arbeit  des  Herrn  Prof.  F.  Becke  in  Czernowitz:  „Atzversuche 
am  Pyrit". 


über  den  Multiplioator  der  allgemeinen  elliptischen 
Differentialgleichung. 

Von  dem  w.  M.  A.  Wlnckler. 

Die  Differentialgleichung,  womit  die  nachstehenden  Bemer- 
knogen  sich  beschäftigen  nnd  welche  die  allgemeine  elliptische 
Differentialgleichung  genannt  wird,  hat  die  Form: 

dx  dy 

Wie  bekannt,  hat  zuerst  Eul  er,  von  einer  in  Bezug  auf  ;r 
und  y  quadratischen  Gleichung  ausgehend,  diese  Differential- 
gleichnng  abgeleitet  and  hieraus  geschlossen,  dass  die  erstefe 
das  algebraische  Integral  der  letztern  sei.  Ebenso  bekannt  ist, 
dass  später  Lagrange,  umgekehrt,  aus  der  Differentialgleichung 
der^i  algebraisches  Integral  gefunden  hat.  Die  beträchtlichen 
Vereinfachnngen,  welche  hierauf  Euler  zu  wiederholten  Malen 
an  dieser  directen  Herleitung  vornahm,  änderten  im  Wesentlichen 
nichts  an  der  Methode  von  Lag  ränge,  welche,  soweit  mir  die 
betreffende  Literatur  ^  bekannt  ist,  bis  jetzt  durch  kein  anderes 
Integrationsverfahren  ersetzt  wurde.  Allerdings  sind  in  neuerer 
Zeit  verschiedene,   sehr  bemerkenswerthe   Darstellungen    der 
Lagrange 'sehen  Integralgleichung  gefunden  nnd  auch  die  ent- 
gprechenden  Formen  des  Multiplicators  ^  berechnet  worden,  aber 
eine  directe  Herleitung  des  letztern,  welche  die  Eenntniss  des 


i  Man  findet  dieselbe  in  dem  Werke:  „Elliptische  Functionen^  von 
I&neper  ausführlich  angegeben. 

2  S.  die  Abhandlung  von  HerrnRud.  Sturm:  „Über  den  integrirenden 
Factor  der  elliptischen  DiiTerentialgleiehung^  in  den  „Mathem.  Annalen" 
TooCIebflch.  Bd.  XXI. 

Stiifc.  4.  iiutbeni.-n*turw.  Cl.  XCV.  Bd.  11.  Abth.  14 
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algebraischen  Integrals  nicht  voraussetzt  und  blos  von  den  in  der 
Differentialgleichung  liegenden  Bedingungen  der  Aufgabe  aus- 
geht, ist  meines  Wissens  nicht  bekannt.  Hierin  liegt  der  Grund, 
aus  welchem  ich  auf  dieses  Thema  von  zumeist  historischem 
Interesse  zurttckkomme.  Die  sehr  einfache,  hierbei  zur  Anwendung 
kommende  Bemerkung  ist  die  folgende. 
Zwischen  den  beiden  Functionen: 

besteht  die  Bedingung,  dass  die  Cogfficienten  der  gleichen 
Potenzen  von  x  und  y  einander  gleich  seien.  Hiervon  ausgehend, 
ergeben  sich  die  allem  Folgenden  zu  Grund  liegenden  Relationen 
zwischen  jenen  Functionen  und  ihren  Differentialquotienten  erster 
und  zweiter  Ordnung.  Da  nämlich: 

Y'  =    4a^^-h3ajy*H-2ffjjy-f-a3 
X"  =  12aQX^'h6a^x  +2«^ 
Y"  =  12a,y*+6a,y  ^2a, 

so  hat  man  sechs  Gleichungen,  woraus  entweder  die  drei  letzten 
oder  sämmtliche  GoSfQcienten  a  eliminirt  werden  können.  Die 
hierbei  sich  ergebenden  Relationen  sind  die  folgenden: 

Aus  ihnen  kann  man  mittelst  leichter  Umformungen  sowohl 
den  Multiplicator  als  das  algebraische  Integral  der  elliptischen 
Differentialgleichung  ableiten. 

Der  Einfachheit  wegen  sei 

X=n\     Y=v^ 

so  dass  auch  u  und  v  blosse  Functionen  resp.  von  x  und  y 
bezeichnen. 
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Die  beiden  vorangehenden  Gleichnngen  können  dann  in 
derFonn: 

2(uu'-4-W)        2(m«— r«)      «    ,         , 

6(ar-y)(ttM'+i7rO-6(fi«-r«)-(a?-.y)*(titt"-i?ü''-Htt'*-!/*)  =  0  ...(2) 
geschrieben  werden^  deren  letzte  von  den  Coöfficienten  a  frei  ist. 

1. 

Da  u  nnd  v  die  mit  beliebigen  Vorzeichen  zn  wählenden 
Werthe  von  y^l^und  y/T  haben,  so  lässt  sich  die  gegebene 
Differentialgleichung : 

dx    _^    dy 


allgemein  durch 


dx 
u 


ausdrücken,  in  der  die  Veränderlichen  getrennt  sind,  welche 
aber  auch  nach  Hinznfttgung  eines  Multiplicators  in  einer  zweiten 
Form  integrabel  werden  soll.  Bezeichnet  p  diesen  Multiplicator, 
genügt  also  p  der  Bedingung: 

9a?  cy 

so  hat  man  zwei  Gleichungen,  aus  welchen  ti  und  v  eliminirt 
werden  können.  Die  aus  der  Elimination  hervorgehende  Gleichung: 

hat 

zimi  Integral,  welches  die  gesuchte  zweite  Form  des  Integrals 
der  gegebenen  Differentialgleichang  ist. 

Macht  man  hiervon  auf  den  vorliegenden  Fall  Anwendung, 
80  folgt,   dass    der  Mnltiplicator  der  allgemeinen  elliptischen 

Differentialgleichung  —  =  -^  dieselbe  Function  von  a?  und  y  ist, 

14* 
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welche,  gleich  einer  willkürlichen  Constante  gesetzt,  das  algebra^ 
ische  Integral  jener  Gleichung  liefert,  und  umgekehrt,  dass  mit 
letzterm  zugleich  auch  der  Mnltiplicator  gefunden  ist. 

Vermöge  dieses  einfachen  Zusammenhanges  und  des  Um- 
standes,  dass  jede  der  Bedingung 

da?  3y 

als  particuläre  Lösung  genügende  Function  von  s  und  y  hier 
ausreichend  ist,  lassen  sich  für  den  Mnltiplicator  und  die 
Integralgleichung  zwei  verschiedene  Formen  finden,  wie  gezeigt 
werden  soll. 

Um  zunächst  einen  Ausdruck  für  p  zu  erhalten,  gehe  man 
aus  von  der  Gleichung  (1),  welche  in  der  Form 

2u'  2(u-ht?) 


~^V^-..^3  ~2a,(a?+y)-a, 


geschrieben  und  mit 1 multiplicirt,  sich  in  die  folgende: 

1     2(u-hry        1     2(ti-ht?)*       2ao,    ,    ,      a,       ^ 
u      {x—yY         u     (x—yY         a  ^        u 

verwandelt,  die  man  auch  in  die  Form: 

+  —  •  -öy  [§r^  - "o  (^+»)*-«,(a?+y)]  =  0 
bringen  kann.  Hiernach  hat  man,  wenn  zur  Abkttrznng : 
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gesetzt  wird,  die  Gleichung 

8«         8« 
8a?         oy 

Hält  man  diese  mit  der  Bedingung  für  p: 

8a?         8y 

zusammen,  so  ergibt  sich,  dass  p  z=z  eine  der  Aufgabe  ent- 
sprechende particuläre  Lösung,  daher: 

p  =  (^z^«  -«o(^+y)*-«i(^-»-y) 

ein  Mnltiplicator,  und 

das  algebraische  Integral  der  elliptischen  DifiFerentialgleichung  ist. 
Durch  Substitution  der  aus  m*  =  X,  r*  =  F  fllr  u  und  v 
folgenden  Werthe  erhält  man  hieraus: 

^^f^-^/^'  -«o(^+y)*-«,(*+y)  =  c 

Übereinstimmend  mit  der  Qleichung,  welche  Lagrange  für  das 
Integral  gefanden  hat. 

Aus  dieser  Gleichung  leitete  Euler*  durch  Differentiation 
den  Mnltiplicator  der  in  Rede  stehenden  Differeutialgleichung  ab 
und  erhielt  hieftir  den  Ausdruck 

[4r-4-(a?-y)rVx=fc[J[+(y^a?)jVT 

welcher,  wenn  man  wieder  X 1=  w*,  y  =  u*  setzt,  die  einfachere 
Form: 


>  Inatit.  calc.  integr.  Vol.  IV.  Snpplementum  VIII. 
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annimmt,  also  mit  der  oben  für  p  erhaltenen  nicht  zusammenfällt» 
Indessen  kann  p^  auf  einfache  Art  durch  p  ausgedrückt  werden. 
Wenn  man  die  Gleichung  (1),  mit  u  multiplicirt,  und  wie  folgt 
geschrieben: 

0  =  — ^ (^ly)3 '^2a,(x^y)u^a,u 

zur  vorhergehenden  addirt,  so  ergibt  sich: 


oder 


r 

\2(u^v)u'       2(fiH-r)»      o    ^   ^  ^        1 


Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  der  nach  x  genommene 
partielle  Differentialquotient  von  p;  man  hat  daher: 


8p 

l —    *t  L_ 

Auf  gleiche  Weise  folgt 


P^  =  -"8;r 


8p 

Abgesehen  hievon  entspricht  nun  aber,  dem  Vorhergehenden 
gemäss,  dieser  zweiten  Form  p^  des  Multiplicators  auch  eine  solehe 
Pi'=  C  der  Integralgleichung,  nämlich: 

{x^yf 

welche  der  Differentialgleichung  in  der  That  genügt,  was  sich 
ergibt,  wenn  man  nach  ausgefllhrter  Differentiation  auf  die  Grund- 
gleichung (2)  Rücksicht  nimmt. 

Da  der  Ausdruck  linker  Hand  der  von  Euler  berechnete 
Multiplicator  ist,  so  erscheint  diese  Integralgleichung,  durch  X 
und  Y  ausgedrückt,  in  der  folgenden  Form: 

[4r-Kar^y)F]V/Z±[4X-4-(y-^ar)XV7  ^  ^ 
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welche  von  a^  und  a^  frei  und  weniger  einfach  als  die  Gleichung 

TOD  Lagrange^    aber   ihres   Ursprunges    wegen   bemerkens- 

werth  ist 

2. 

Durch  das  Vorstehende  ist  der  Multiplicator  p^  von  Euler 
noch  keineswegs  als  direct  aus  der  Differentialgleichung  herge- 
leitet zu  betrachten.  Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  auch  dieser 
Multiplicator,  analog  wie  weiter  oben  p,  ohne  Zuhilfenahme  des 
Integrals  ganz  allein  aus  der  Bedingung  der  lutegrabilität : 

und  der  Gleichung  (2),  wonach: 

ist,  gefunden  werden  kann.  Da  nämlich: 

2(im'-h»tjO  =  (w-r)(f/-rO+(M+i?)(«'+t/) 
also: 

6(tt«-r*)-6(ar— i^Xttu'+wO  =  3(M-r)[2(tt-4-r)-(a?-y)(w'-t/)] 

-  3(j?-y)(tt+t?)(t«'+pO 

so  kann  man  die  vorangehende  Gleichung  in  folgender  Weise 
darstellen: 

3(M-t?)[2(tt-hr)-(a?-y)(tt'-rO] 
wofllr  offenbar  auch : 

ud  weiter  durch  Zerlegung: 

u\—-     ^      +        ii'+^-{a!-yW     1 

Jt/  3  ,^+t/+(^-y).//      I 

"^     L  P        x-y  "^  2(H+v)-{x-y){v'-t^)\  "  " 
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geBchrieben  werden  kann.  Diese  Gleichang  nun  lässt  sich,  wenn 
zur  Abkürzung: 

gesetzt  wird,  durch  die  folgende: 

8  log  «4    ,      8  log  «4       ^ 

oder,  was  dasselbe  ist,  durch 

ersetzen,  welche  mit  der  oben  angeftihrten  Bedingung: 

verglichen,  zeigt,  dass  p^  •= «,  eine  particuläre  Lösung  der 
letztern,  folglich 

ein  Multiplicator  der  allgemeinen  elliptischen  Differentialgleichung 
ist.  Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  im  vorigen  Art.  ange- 
gebenen ttberein.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  Euler  denselben 
weder  als  Multiplicator  bezeichnet,  noch  gezeigt  hat,  wie  man 
umgekehrt  mittelst  desselben  die  Integralgleichung  (von  La 
grange)  wieder  finden  könne,  was  er  doch  sonst  in  sehr  vielen 
anderen  Fällen  zu  zeigen  nicht  unterliess.  Um  aber  jene  Gleichung 
auf  diesem  Wege  zu  finden,  scheint  die  Benützung  der  Relation 
(1)  unerlässlich  zu  sein.  Die  Gleichung: 

^_^  — 0 

u  V 

wird  zwar  durch  den  Factor  p^  integrabel  und  kann  nach  Hinzu- 
ftlgung  desselben  in  der  symmetrischen  Form: 
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dargestellt  werden,  aber  ihre  Integration  lägst  sich  anf  die 
gewöhnliche  Weise  nicht  ausführen,  wenn  man  nicht  znyor  die 
beiden  Elammergrössen  mittelst  der  Gleichnng  (1)  so  transformirt, 
dass  aus  der  ersten  iif  nnd  aus  der  zweiten  v!  wegfällt.  Mit  Bück- 
siebt  auf  die  Symmetrie  genügt  es,  diese  Transformation  bei  dem 
CofifiBcienten  von  dx  zn  zeigen.  Man  addire  zn  demselben  die 
linke  Seite  der  Gleichnng  (1): 

wodurch  jener  GoSfficient  in: 

2(^+^)»*^       2(^+^)'      o^/^.,A     ^ 


=  ^'  [^^3^  -«o(^+y)*-«i(^+y)] 


und  analog  der  Co6fficient  von  dy  in: 

%t>^u)xf       2(r-Mi)«      ^„.^.     „ 

also  die  Differentialgleichung  in: 

8j?  By    ^ 

übergeht,  wenn  man  %  die  frühere  Bedeutung  beilegt.  Durch 
Integration  dieser  Gleichung  ergibt  sich  das  gesuchte  allgemeine 
Integral: 

wie  im  vorigen  Art.  mittelst  des  MuMplicators  ^  gefunden  wurde. 

übrigens  ist  noch  zn  bemerken,  dass  diese  Integralgleichung, 

ohne  dass  es  dazu  eines  Multiplicators  oder  der  Anwendung  der 
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Lagrange'schen  Methode  bedürfte,  unmittelbar  und  sehr  ein- 
fach  aas  der  Gleichung  (1): 

hergeleitet  werden  kann.  Offenbar  wird  die  rechte  Seite  derselben 
durch  Multiplication  mit  1-h -r^integrabel.  Fttgt  man  der  linken 

Seite  den  gleichwerthigen  Factor bei,  so  ergibt  sich: 

u 

(^n^i ir^(i- ir)=[2«o(-+y)+«t](i+^) 

oder,  wenn  man  noch  mit  dx  multiplicirt  und  berücksichtigt,  dass 


—  dx  -zzdy^     u'dx  =  rfw,     v' , —  dx  =  vfdy  =  dv 


ist: 


woraus  durch  Integration  sofort  die  Gleichung: 
hervorgeht. 


219 


Über  ein  Theorem  des  Herrn  Bugaj  ef. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Gegenbaner. 

Herr  Bugaj  ef  hat  im  XIIL  Bande  der  „Nouvelles  Annales^ 
Ton  Gerono  und  Bourget  folgenden  arithmetischen  Satz  ohne 
Beweis  mitgetheilt: 

Ist  f(s)  die  Anzahl  aller  zu  x  theilerfremden  Zahlen  des 
Interyalles  1 . .  .^^  [a]  die  in  a  enthaltene  grösste  ganze  Zahl  nnd 

^^  Pif  Pv  "  -y  Pt  verschiedene  Primzahlen  sind,  so  besteht  die 
Belation 

Ich  werde  in  den  folgenden  Zeilen  zwei  arithmetische 
Theoreme  derselben  Classe  ableiten,  von  denen  das  erste  eine 
Verallgemeinernng  des  Bngajef'schen  Satzes  ist. 

Igt  y(*-^)(iit)  die  Summe  der  (k — l)ten  Potenzen  aller  Zahlen 
welche  nieht  grösser  als  m  und  zu  m  theilerfremd  sind^  fki^)  die 
Anzahl  der  Systeme  von  ^  zu  m  theilerfremden  Zahlen  des  Inter- 
valles  1 . .  .Hl,  so  bestehen  bekanntlich  die  Formeln 

"y  y(*-i)(in)  ___       1        yr5,-i(m) 


C(pa)   £.      «..' 


m^oo 


Z 


y*(*»)   _C(pg— ^) 
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wenn 

nsoo 
n=l 

Sk-i(m)  =  l*-i+2*-i+3^-i-h. . .  +m*-^ 
ist. 

Multiplicirt  man  diese  Formeln  mit  ^(a)  nnd  berücksichtigt^ 
dass 

ist,  wo  |üLp(»)  den  Werth  0  oder  +1  besitzt,  je  nachdem  n  durch 
eine  p^  Potenz  theilbar  ist,  oder  nicht,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

Z'^'*'"°^y(^-i)(iw)  _Jyij,^(n)S,^i(m) 
{nm^y    ""  ^        (nm^y 

911,91 =oo  m,nrsoo 

Z-i     (nrnf)'  La     (nmf)' 

01,91^1  m,  91^1 

aus  denen  sich  folgende  Relationen  ergeben: 


wo  die  Summation  bezüglich  rfp  über  alle  Theiler  von  m  zu  er- 
strecken ist,  deren  complementärer  Divisor  eine  />te  Potenz  ist. 
Ist  nun 

so  bat  jeder  Theiler  rfp,  dessen  complementärer  Divisor  eine  pte 
Potenz  ist,  die  Form 
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nnd  daher  ist  (ip(dp)  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn 


und  demnach 


;J^=if:^--i- 


ist.  Die  eben  abgeleiteten  Relationen  verwandeln  sich  daher  in 
die  folgenden: 

Nan  ist 

1  [^]^-v)=Z<^)^-''H 


=m%^-m 


m=l  ^  **p  '  l* 


und  daher  erhält  man  durch  Benützung  der  eben  entivickelten 
Belationen  das  folgende  Theorem. 

Igt  y(*-i)(a?)  die  Summe  der  (* — l)ten  Potenzen  aller 
Zahlen,  welcher  kleiner  als  x  und  zu  x  theilerfremd  sind,  y*(a?) 
die  Anzahl  der  Systeme  von  A;  zu  jr  theilerfremden  Zahlen  des 
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tilt;. 

wenn 

9»  ^^oo 

.  »  X  r  :9MfaeBe  grösate  ganze  Zahl 

<(r)  —  >:  ^ 

ist. 

MultipHcirt  man    die^se 

dass 

=.   »j 

--=r"J.ip*-.)(^) 

ist,  wo  |üLp(n)  den  Wertli   O 
eine  p^  Potenz   theilbar 
Gleicbnngen 

«n,ns=oo 


,n=sl 
9ii,n=oo 


Zj      (nm.^y 
aus  denen  sich  folgend o  Rc 

wo  die  Summation  bez:«sli 
strecken  ist,  deren  coro.pl< 
Ist  nun 


so  hat  jeder  Theiler   dp  »    d.^x 
Potenz  ist,  die  Form 


^..P+T.^^:^ 


rtetfvaie  speciell  p  =  2,  *  =  1,  so 
c«  Sali  des  Herrn  Bugajef. 


hlagenen  Wege  die  Relation 

ilementärei'  Divisor  eine 

chicden ,  wenn 
«intL 


> 
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-^ninnie 


2  '^p(^'p) 


ach  den  Werth  +1  oder  0^  je  nachdem  sämmtliche 

n  der  Primzahlpotenzen,  deren  Product  gleich  m  ist, 

mg  anf  den  Modul  rp  einer  von  p  verschiedenen  Zahl 

sind  oder  nicht 

ler  Verbindung  der  zuletzt  angegebenen  Relation  mit 

ang 


=  y. 


-•v4?^(N/i)) 


n 

m=l 


laher  das  folgende  arithmetische  Theorem. 

r)  den  Werth  0,  wenn  a?  einen  Primfactor  in  einer 

ilt,  deren  Exponent  nach  dem  Modul  r  einer  von  0 

liedenen  Zahl  congruent  ist,  und  in  allen  anderen 

erth  ( — 1)'^,  wo  r  die  Anzahl  jener  Primzahlen  ist, 

p  Darstellung  von  a?  durch  ein  Product  von  Primzahl- 

dinem  Exponenten  von  der  Form  *r+l  erhoben 

:ner  [a]  die  in  a  enthaltene  grösste  ganze  Zahl  und 

hl  jener  Zahlen  des  Intervalles  l...n,  in  denen 

ponenten  der  dieselben  zusammensetzenden  Prim- 

ich  dem  Modul  rp  einer  von  p  verschiedenen  Zahl 

so  besteht  die  Belation 

zasl 

mng  lägst  sich  auch  in  folgender  Form  schreiben : 
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Intervalles  1« . .  .^,  [a]  die  in  «  enthaltene  grttsste  ganze  Zahl 
und 

80  besteben  die  Relationen 

«aal  «=1 

x=n  x=L\/'»  J 

Setzt  man  in  diesem  Theoreme  speciell  p  z=  2,  *  =  1,  so 
erhält  man  den  arithmetischen  Satz  des  Herrn  Bngajef. 
Aus  der  Gleichung 


7/1:=! 

leitet  man  auf  dem  eben  eingeschlagenen  Wege  die  Relation 


P'{^^)=i^^'-'> 


ab. 

Ist  nun 


'9 


m  =  p;''^+*'  /»;«'P+*' . . .  p'/'-^''     (0  ^  *^  <  rp) 

80  hat  jeder  Tbeiler  drf,  dessen  complementärer  Divisor  eine 
(rp)te  Potenz  ist,  die  Form 

und  daher  ist  |üLp(rfrp)  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn 

Tj  =  T,  =  . . .  =  r,  =  0 
ist  und  sämmtliche  Zahlen  k^  zu  p  theilerfremd  sind. 
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Die  Summe 


X'^P^^^p) 


^rp 


h&t  demnach  den  Wertb  +1  oder  0,  je  nachdem  sämmtliche 
Exponenten  der  Primzahlpotenzen ,  deren  Prodnct  gleich  m  ist, 
in  Beziehung  auf  den  Modul  rp  einer  von  p  verschiedenen  Zahl 
coDgruent  sind  oder  nicht 

Aus  der  Verbindung  der  zuletzt  angegebenen  Relation  mit 
der  Gleichung 


=I'(^)(?^(v/f): 


ergibt  sich  daher  das  folgende  arithmetische  Theorem. 

Hat  \r(a:)  den  Werth  0,  wenn  o?  einen  Primfactor  in  einer 
Potenz  enthält,  deren  Exponent  nach  dem  Modul  r  einer  von  0 
oder  1  verschiedenen  Zahl  congrnent  ist,  und  in  allen  anderen 
Fällen  den  Werth  ( — 1)^,  wo  t  die  Anzahl  jener  Primzahlen  ist, 
welche  bei  der  Darstellung  von  x  durch  ein  Product  von  Primzahl- 
potenzen zu  einem  Exponenten  von  der  Form  *r-i-l  erhoben 
werden,  ist  ferner  [a]  die  in  a  enthaltene  grösste  ganze  Zahl  und 
A{n)  die  Anzahl  jener  Zahlen  des  Intervalles  1. .  .n,  in  denen 
sämmtliche  Elxponenten  der  dieselben  zusammensetzenden  Prim- 
zahlpotenzen nach  dem  Modul  rp  einer  von  p  verschiedenen  Zahl 
congrnent  sind,  so  besteht  die  Relation 


Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  in  folgender  Form  schreiben : 
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wo 


Xssoo 


x-[(/n-] 

ist^  aas  welcher  Relation  sofort  die  Beziehung 

folgt. 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  der  Darstellung  einer  Zahl 
durch  ein  Product  von  Potenzen  von  Primzahlen  kein  Exponent 
auftritt,  welcher  nach  dem  Modul  rp  der  ganzen  Zahl  p  congruent 

CM 


ist,  beträgt  im  Mittel - 


CO») 
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Beitnräge  zur  Kenntniss  der  AzoverbiDdungen. 

Von  Prof.  J.  V.  JanOTsky. 

(Mit  S  Holzschnitten.) 

^Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  20.  Janaer  1887.) 

In  der  Abhandlimg  über  Nitroazokörper  und  Brom- 
substitntionsproducte  des  Azobenzols^  habe  ich  nach- 
gewiesen, dass  durch  Einwirkung  von  Brom  (1  Molekül)  auf  in 
Eisessig  gelöstes  Azobenzol  (1  Molekül)  zwei  Bromazobenzole 
entstehen,  Yon  denen  eines,  nach  einer  Analyse  meines  Assistenten 
Herrn  L.  Erb,  sich  als  Monobromazobenzol  erwies. 

Die  weiteren  Untersuchungen  über  die  Bromirung  von  Azo- 
körpern,  welche  ich  in  einer  kurzen  Abhandlung  im  13.  Hefte 
der  Berichte  der  deutschen  chemischen  Oesellschaft  zu  Berlin  * 
mit  Herrn  Erb  veröffentlichte,  ergaben,  dass  neben  diesem  Mono- 
bromazobenzol,  noch  zwei  andere  Monobromide  und  eventuell  ein 
Dibromid  entstehen. 

Bekanntlich  ist  es  Mher  nicht  gelungen  Monohalogen- 
derivate  des  Azobenzols  weder  durch  directe  Substitution  dar- 
zustellen, noch  selbe  durch  Condensation  mit  Diazoverbindungen 
zu  erhalten.  Die  von  uns  dargestellten  Monobromazobenzole  waren 
überhaupt  die  ersten  Monohalogenazoverbindungen. 

Wenige  Monate  nach  Veröffentlichung  unserer  Arbeit  in 
diesen  Sitzungsberichten,  hat  Herr  Heu  mann  in  den  Berichten 
der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  aus  Diazokörpem  (p-) 
Monochlorazobenzol  erhalten  und  ist  ihm  auch  gelungen,  auf 
diesem  Wege  das  Nitril  der  Azobenzolmonocarbonsäure,  welches 
ich  aus  der  Parasulfosäure  des  Azobenzols  im  Jahre  1882  dar- 
stellte,* zu  erhalten. 


1  Berichte  der  kais.  Akademie  d.  Wissenschaften.  Jahrg.  1886,  p.  623. 
-  Berichte  der  deutschen  ehem.  Gesellschaft  1886,  p.  2155. 
3  Siehe  diese  Berichte  1882,  p.  762. 

SIttb.  d.  m«thexn.-n*torw  Cl.  XCV.  Bd.  II,  Atth.  15 
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Wir  haben  nun  die  Untersuchung  der  directen  Substitutions- 
prodacte  der  Azokörper,  welche  uns  für  die  Stellungsfrage  wichtig 
erscheint;  fortgesetzt  und  kamen  zu  folgenden  Resultaten. 

Monobromsubstitntionsproducte. 

Die  Darstellung  der  Bromazobenzole  durch  directe  Ein- 
wirkung von  Brom  hat  bekanntlich  Werigo  zuerst  versucht  und 
nachgewiesen^  dass  Dibrom  und  Tetrabromazobenzid  (Azobenzol) 
dabei  entsteht.  Ersteres  wurde  auch  durch  Reduction  des  p-Brom- 
nitrobenzols  mit  alkoholischer  Kalilauge  erhalten^  und  ist  somit 
ein  symmetrisches  Diparadibromazobenzol 

BrCeH^— N  =  N— aH^Br 

(4)  (1)     (1)  (4) 

Dasselbe  schmilzt  bei  205''  (uncorr.)  und  bildet  gelbe  Nadeln. 

DasTetrabromazobenzol  krystallisirt  in  feinen^  fast  farblosen 
Nadeln,  die  bei  302**  schmelzen.  Dieses  Product  erhielt  Werigo 
durch  Bromiren  in  alkoholischer  Lösung. 

Die  Darstellung  der  Monobromazobenzole  gelingt  in  essig- 
saurer Lösung,  wie  ja  von  vornherein  zu  erwarten  war.  Da  jedoch 
diese  Substitutionsproducte  leicht  Hydrazoverbindungen,  wie  auch 
Additionsproducte  liefern,  so  ist  ein  genaues  Einhalten  der  Ver- 
hältnisse, wie  auch  der  Temperatur  von  Wichtigkeit.  Löst  man 
10  Grm.  Azobenzol  in  50  Cc.  Eisessig,  erwärmt  auf  50 — 60**  C. 
und  trägt  9  Grm.  (theor.  8-89)  Brom  ein,  so  findet  eine  langsame 
Einwirkung  statt;  lässt  man  nun,  nachdem  man  4  Stunden  bei 
obiger  Temperatur  behandelt,  erkalten,  so  erstarrt  der  Kolben- 
inhalt zu  langen,  orangerothen  Krystallen,  welche  aus  den  Brom- 
azobenzolen  bestehen. 

Die  Hauptmasse  ist  ein  leicht  lösliches  Product  und  besteht, 
wie  wir  nachgewiesen,  aus  Meta-,  Para-  und  in  kleiner  Menge 
(3 — 5o/o)  Orthobromazobenzol  neben  o-Dibromazobenzol. 

Durch  successives  Behandeln  mit  Spiritus  von  80©/^  nnd 
absolutem  Alkohol  lassen  sich  das  Para-  und  Metabromid  vom 
Orthobromide  abscheiden,  schliesslich  bleibt  ein  in  goldglänzenden 
Blättchen  schwer  lösliches  Dibromid  zurück,  welches  einen 
Schmelzpunkt  von  187°  C.  hat  und  irrthümlich  als  Monobromid 
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in  der  Abhandlung^  die  in  den  Berliner  Berichten  erschien;  von 
uns  beschrieben  wurde. 

Das  Meta-  nnd  Parabromid  können  nur  durch  fractionirte 
Krjstallisation  aus  Spiritus  getrennt  werden. 

Der  Abbau  derselben,  der  mit  Zinn  und  Salzsäure  ausgefUhrt 
wurde,  gab  aus  dem  bei  53—55**  C.  schmelzenden  Bromide  ein 
flüssiges  Monobromanilin  —  alsoMetabromanilin  —  das  bei  82 °C. 
schmelzende  Bromid  gab  Parabromanilin  (63  "*  C.)  und  das  Di- 
bromazobenzol  ein  Orthobromanilin  (29 — 30"*  C).  Somit  ist  das 
bei  82*  C.  schmelzende  Product 

CeH,N  =  N.C,H,Br 
(1)  (4) 

das  bei  55 — 56°  schmelzende  Bromid 

CeHjN  =  N.CeH,Br. 

(1)         (3) 

Das  Orthomonobromid  konnte  nicht  rein  abgeschieden  werden, 
da  es  in  geringster  Menge  entsteht. 

Das  Dibromid  187**  C.  (Schmelzpunkt)  ist 

BrCeH.N  =  NCeH.Br. 

(2)         (1)     (1)        (2) 

Parabromazobenzol. 

Das  bei  82**  C.  schmelzende  /^Bromazobenzol  ist  unzersetzt 
flüchtig  und  krystallisirt  in  orangerothen,  brillant  glänzenden 
Tafeln,  die  unter  dem  Mikroskope  die  Combination  Poo,  ooPoo, 
ooPoo,  respective  ooPoo,  ooPoo,  OP  zeigen. 
Bei  raschem  Verdunsten  scheiden  sich  Durch-  //\ 
wachsnngszwillinge  ab,  deren  Enddächen  nicht  aus- 
gebildet sind,  sowie  auch  Vierlinge.  Alkohol  löst 
es  in  der  Kälte  schwer,  beim  Kochen  sehr  leicht 
an£  Aus  Petroleumäther,  Äther,  in  welchen  das  ^^ 
Bromid  leicht  löslich  ist,  krystallisirt  es  in  eben 
solchen  Kiystallen.  Von  Salpetersäure  wird  es  leicht  nitrirt. 
Schwefelsäore  löst  es  so  wie  Azobenzol.  Beim  Kochen  mit 
Beductionsmitteln  wird  es  nur  schwer  abgebaut,  am  leichtesten 
mit  Zink  und   Salzsäure,  oder  Zinn  und    Salzsäure  .Schwefel- 

15* 
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ammonium  bei  andanemdem  Kochen  fftrbt  es  dankler.  Eine 
alkalische  Zinnchloridlösung  lässt  das  Bromid  nngeändert  —  eine 
sanre  Lösung  scheidet  bald  ein  in  blassgelben  Tafeln  krjstalli- 
sirendes  Bromhydrazobenzol  ab. 

Durch  Einwirkung  von  Salpetersäure  in  Eisessiglösung  ent- 
stehen gleichzeitig  zwei  Producte  und  zwar  ein  in  Alkohl,  Aceton, 
Äther  leicht  lösliches,  in  gelben  Nadeln  krystallisirendes  Product, 
dessen  Schmelzpunkt  107 — 108*  C.  (uncorr.)  ist;  dieses  gab  bei 
der  Brombestimmung  26*33  Brom  statt  26*15  und  ist  somit  ein 
Monobromnitroazobenzol 

Ci,H.Br.NO,.N, 

(4)  (l!' 

bei  andauerndem  Kochen  mit  Amonhydrosulfid  färbt  es  sich  grttn 
(in  alkoholischer  Lösung),  dann  gelb  und  fUUt  beim  Erkalten  ein 
in  glänzenden  Blättchen  krystallisirendes  Amidobromazobenzol 
heraus. 

Das  zweite  bei  der  Nitrirung  in  Eisessig  entstehende  Product 
ist  roth,  krystallisirt  in  wolligen  Nadeln,  löst  sich  schwer  in 
Alkohol,  leichter  in  Aceton  und  gar  nicht  in  Petroleumäther.  Der 
Schmelzpunkt  ist  190*  C. 

Die  Analyse  desselben  ergab : 


th. 

C  =  41-55 

41  05 

H=  204 

1-98 

3r=  23-04 

22  08 

und  ist  dieses  Product  somit  ein  /^Bromdinitroazobenzol.  Beinci 
Reduciren  mit  Amonhydrosulfid  färbt  es  sich  braun  und  liefert 
ein  Keductionsproduct,  welches  die  Lösungen  stark  tingirt,  durch 
Säuren  roth  gefärbt  wird  und  den  Keactionen  nach  wahrschein- 
lich ein  /^-Bromdiamidoazobenzol  ist. 

Dieses  letztere  krystallisirt  in  goldgelben  Tafeln  aus  alko- 
holischer Lösung  und  färbt  Wolle  Substantiv  wie  Chrysoidine. 

Über  die  Stellung  der  Nitrogruppen  können  wir  endgihig^ 
erst  nach  völligem  Abbau  urtheilen,  doch  ist  die  wahrscheinliche 
Stellung  nach  den  früher  gewonnenen  Resultaten  folgende: 

BrC,H»N  =  N.C,H3(N0,).(2,4) 
4  1        1 
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Bei  der  Salfirung  der  Paraderivate  des  Azobenzols  (Nitro- 
nnd  Bromderivat)  entstehen  symmetrische  Para-^  Nitro-,  ^-Snlfo- 
säuren,  beziehangsweise  j^Bromparasnlfosäuren.  Bei  der  Bromirnng 
der  |9-Salfo8äare  entsteht  j9-Brom-p-Salfosänre.  Somit  erscheint  es 
als  höchst  wahrscheinlich,  dass  bei  der  Nitrimng  von  J^Bromazo- 
beiizol  p-Brom-,  p-Nitroazobenzol  entsteht  Durch  Dinitrimng  von 
Diparaderivaten  (p-Nitro-,  /^-Sulfosäure)  und  Diparadinitroazo- 
benzol  entstehen  immer  assymmetrische  Diuitroproducte  und 
wird  dies  in  obigem  Falle  wahrscheinlich  auch  der  Fall  sein.  Das 
Bromid  wäre  somit  das  ChrysoYdinbromid,  da  dem  ChrysoYdin  die 
Formel 

C,N,N  =  N.C,H3(NH,)«2 

gegeben  wird. 

Um  die  Identität  oder  Verschiedenheit  festzustellen,  sind 
Versuche  mit  ChrysoYdin  im  Gange. 

Beim  Behandeln  des  j9-Bromazobenzols  mit  rauchender 
Schwefelsäure  (14*/^,  SO3),  und  zwar  auf  1  Theil  Bromid  5  Theile 
Schwefelsäure,  erhält  man  eine  Bromazobenzolmonosulfo- 
säure,  welche  beim  Verdünnen  mit  Wasser  in  orangebraunen, 
goldBchimmemden  Blättern  krystallisirt,  die  Säure  gab  bei  der 
Analyse: 

theoretisch 

Brom 24-02  23-50 

Wasser.... 13-48  13-67 

Schwefel  ..9-21  9-39 

woraus  sich  die  Formel  C|,HgBr.N,.S03H-f-3aq  berechnet. 

Ans  wässeriger  Lösung  krystallisirt  sie  in  sehr  flachen 
Nadeln,  das  Ealiumsalz  in  rhombischen  Tafeln,  wasserfrei ;  das 


00 


V 


Ka-Salz  Na-8aU  Zn-Salz 

Katrinmsalzin  seideglänzenden,  gelben  Nadeln,  welche  unter 
dem  Mikroskope  als  Zwillinge  sich  zu  erkennen  geben.  Das 
Zinksalz  ist  in  der  Form  höchst  charakteristisch.  Die  Schwer* 
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löslichkeit  des  Natronsalzes  macht  diese  Säure  geeignet 
als  Beagens  auf  Natronsalze. 

Nach  sämmtlichen  Reactionen  ist  also  die  Säure  identisch 
mit  d^r  aus  Azobenzolparasulfosäure  durch  directe  Bro- 
mirung  erhaltenen  Säure,  die  ich  im  Jahre  1884  in  diesen  Sitzungs- 
berichten, pag.  647  (Bd.  LXXXIX,  Abth.  II)  beschrieb.  Die 
Constitution  ist  somit 

Br-aH.N  =  NCeH..S03H4-3aq. 

(4)  (1)     (1)  (4) 

Beim  Abbau  liefert  sie  Bromanilin  (Schmelzpunkt  63,  50**  C.)  und 
Sulfanilsäure. 

MetabromazobenzoL 

Dasselbe  entsteht  in  bedeutender  Menge  beim  Bromiren  des 
Azobenzols,  es  ist  in  vielen  Eigenschaften,  namentlich  dem 
niedrigen  Schmelzpunkt,  der  durch  geringe  Mengen  von  ihm  bei- 
gemischtem Parabromazobenzol  von  53—63"*  schwanken  kann, 
dem  Azobenzol  ähnlich  und  wurde  ursprünglich  von  uns  stets  als 
unbromirtes  Azobenzol  angesehen,  ehe  die  Analyse  uns  nachwies, 
dass  der  aus  den  Mutterlaugen  des  Parabromazobenzols  krystalli- 
sirende,  dem  Azobenzol  ähnliche  Körper  Metabromazobenzol  ist. 
In  reinem  Zustande  aus  Petroleumäther  krjstallisirt,  bildet  das 
Metabromazobenzol  gelbbraune  Blätter,  die  bei  53—55"*  C 
schmelzen  und  sich  in  Alkohol,  Äther,  Petroleumäther,  Chloro- 
form und  Benzol  leicht  lösen.  Das  geschmolzene  Product  bleibt 
lange  flüssig  und  erstarrt  erst  beim  Umrühren.  Es  ist  unzersetzt 
flüchtig. 

Löst  man  dieses  Product  in  Eisessig  oder  aber  behandelt 
man  es  zuerst  mit  Salpetersäure  (1,  4)  und  setzt  nach  und  nach 
rauchende  Salpetersäure  hinzu,  so  erhält  man  ein  Nitroproduct, 
welches  beim  Erkalten  sich  in  orangerothen  Nadeln  ausscheidet; 
dasselbe  gibt  bei  der  Analyse  einen  Bromgehalt  von  25  *  7  statt 
26*16,  ist  also  ein  Mononitrometabromazobenzol;  es  schmilzt 
bei  123"  C. 

Metabromazobenzolsnlfos&ure. 

Löst  man  das  bei  53 — 55 ""  C.  schmelzende  Monobromäzo- 
benzol  inrauchender  Schwefelsäure  underwärmt  auf  160 — 170*  C. 
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80  scheidet  sich  beim  Verdünnen  mit  Wasser  eine  Sulfosänre  aus, 
die  der  Ori  es 'sehen  p-Sulfosänre  des  Azobenzols  ähnlich  sieht 

Der  Wassergehalt  der  Säure  =  9  •  8     statt  9  •  40 
der  Schwefelgehalt  =9-65     „     9-64, 

woraus  die  Formel 

C„HgBr.N,.S03H4-lV,aq 

sich  ableitet. 

Die  Säare  verhält  sich  der  p-Brom-/>-Sulfosäure  des  Azo- 
benzols ganz  ähnlich  nnd  liefert  ebenso  schwer  lösliche  Alkali- 
salze wie  jene.  Mit  Kalinmsalzen  (Chlorkaliam,  Kalinmsulfat, 
Nitrat)  liefert  sie  selbst  in  1-procentigen  Lösungen  einen  perl- 
mntterglänzenden,  in  mikroskopischen  Nadeln  krystallisirenden 
Niederschlag,  der  ans  heissem  Wasser  nmkrystallisirt  die  Form 
zeigt:  (ooPy  Poo,  P). 

Das  Natriumsalz  fUUt  ebenfalls  aus  1-procentigen  Lösun- 
gen *  Ton  Natriumchlorid  oder  Sulfat  in  blassgelben,  perlmutter- 
glftnzenden  Blättern.  Die  Beaction  ist  ungemein  empfindlich  und 
empfiehlt  sich  die  Metabromazobenzolsulfosäure  als  ein  vorzüg- 
liches Keagens  auf  Natrium.  Das  Natronsalz  krystallisirt  ans 
heissem  Wasser  in  grossen  perlmutterglänzenden  Tafeln. 

Die  Versuche,  welche  mit  1-procentigen  Lösungen  von 
Ealiam<  und  Natriumsalzen  gemacht,  behufs  Verwendung  der 
Sulfosänre  in  der  Analyse,  ergaben  sehr  befriedigende  Resultate, 
welche  wir  demnächst  in  einer  kurzen  Arbeit  besprechen  wollen. 

Das  neben  dem  Para-  undMetabromazobenzol  entstehende 
Ortfaodibromazobenzol  krystallisirt  in  goldglänzenden  Schup- 
pen, die  bei  IS?""  C.  schmelzen  und  schwer  flüchtig  sind.  Dieses 
Product,  welches  wir  früher  für  ein  Monobrom,  respective  für 
identisch  mit  dem  o-Monobromazobenzol  hielten,  lässt  sich  durch 
heissen  Alkohol  rein  darstellen.  Es  ist  in  Äther,  Alkohol  schwer, 
in  Aceton  leichter  löslich,  Benzol  löst  es  ebenfalls.  Die  Lösungen 
des  Dibromorthoazobenzols  sind  blassgelb  gefärbt.  Dieses  Ortho- 
dibromazobenzol,  das  isomer  ist  mit  dem  bei  205*"  schmelzenden 


1  Natronsalze  1  6rm.  in  1  Liter  gelöst,  geben  nach  längerem  Stehen 
ebenfallt  noch  eine,  wenn  auch  schwache  Reaction. 
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Diparabromazobenzol  und  Dimetabromazobenzol  vom  Schmelz- 
punkt 125*5'*  C;  welche  letztere  durch  Reduction  der  Nitrobrom- 
benzole  —  beziehungsweise  Oxydation  der  Hydrazobrombenzole 
erhalten  wurden  —  zeigt,  wie  erwähnt,  einen  Schmelzpunkt  von 
187**  C.  und  gibt  beim  Abbau  Orthobromanilin  (29—30**  Schmelz- 
punkt). 

In  eisessigsaurer  Lösung  nitrirt  sich  das  Dibromid  sofort 
zu  einem  Nitroderivat,  das  beim  Erkalten  rothe,  schwer  lösliche 
Nadeln  bildet,  deren  Analyse 

Kohlenstoff  z=  30  •  08  30  •  32 

Wasserstoffe    1-45  106 

Brom  =33-71  33-26 

gab.  Daraus  berechnet  sich  ein  Trinitrodibromazobenzol.  Der 
Schmelzpunkt  desselben  wurde  zu  135"*  C.  bestimmt. 

Substttnirte  Nitroazokörper  und  Yerhalten  der  Nitroazo- 
körper  zu  Beductionsmitteln. 

Während  die  Darstellung  der  Nitrobromazobezole  durch 
Nitrirung  der  Bromide  leicht  vor  sich  geht,  gelingt  es  nur  schwer 
Brom  oder  andere  Halogene  in  die  Nitroazobenzole  einzuführen. 
Es  ist  uns  zum  Beispiele  nicht  gelungen,  durch  Einwirkung  von 
Brom  in  essigsaurer  oder  alkolischer  Lösung  aus  Paranitroazo- 
benzol  Bromide  zu  erhalten,  ebenso  wenig  reagirt  Diparadinitro- 
azobenzol.  Das  von  uns  im  Sommer  vorigen  Jahres  dargestellte 
Orthonitroazobenzol,  welches  durch  Nitrirung  von  Azobenzol 
in  Eisessig  erhalten  wird,  ^  reagirt  mit  Brom  und  gibt  ein  Sub- 
stitutionsproduct. 

Das 

Orthonitroazobenzol 

entsteht  leicht,  wenn  man  die  Lösung  des  Azobenzols  in  Eisessig 
erwärmt  (auf  90 — 100*"  C),  circa  die  gleiche  Menge  von  rauchen- 
der Salpetersäure  (auf  10  Grm.  Azobenzol  circa  10  6rm.)  ein- 
trägt und  nach  stürmischer  Reaction  erkalten  lässt.  Die  Ausbeute 
ist  fast  theoretisch.   Dieses  Nitroazobenzol  wird  mit  Wasser 


1  Siehe  auch  diese  Berichte  der  kais.  Akademie,  Bd.  XGIII,  U.  Abth. , 
p.  623. 
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abgeschieden  y  gewaschen  und  ans  Spiritns  amkrystallisirt.  Es 
schmilzt  bei  125'' — 127''  C.  (während  das  Paranitroazobenzol  bei 
137'  schmilzt),  ist  in  Alkohol,  Äther,  Aceton  viel  leichter  löslich 
als  das  P-Nitroazobenzol.  Die  Lösungen  haben  eine  satt-orange- 
rothe  Farbe. 

Bromirt  man  das  Nitroderivat  in  Eisessiglösung,  so  erhält 
man  ein  Monobromnitroazobenzol  von  blassgelber  Farbe, 
das  in  Alkohol  schwer  löslich  ist  (Schmelzpunkt  =  132  "*  C.) 

Wesentlich  verschieden  von  dem  Paranitroazobenzol  verhält 
sich  das  Orthonitroazobenzol  gegen  Beductionsmittel. 

Reducirt  man  mit  alkoholischer  KalUauge,  oder  Natrium- 
amalgam oder  alkalischer  Zinnchlorürlösung,  so  verfUrbt  sich  die 
Flüssigkeit  schön  smaragdgrün;  diese  Lösung  entfärbt  sich  an 
der  Luft,  oder  auch  wenn  man  CO^  durch  dieselbe  leitet.  Einen 
den  früher  beschriebenen  Nitrolsäuren,  die  wir  aus  Mono-  und 
Dinitroderivaten  erhielten*,  analogen  Körper,  dem  die  Gruppe 
=  N — OH  oder  NO  eigen  wäre,  haben  wir  nicht  isoliren  können. 
Wahrscheinlich  bildet  er  sich  bei  den  oben  angeführte  nReactionen 
vorübergehend. 

Erhitzt  man  längere  Zeit  mit  alkoholischem  Kali,  so  i^ngt  die 
Flüssigkeit  plötzlich  stark  zu  stossen  an  und  scheidet  sich  ein 
gelber,  seideglänzender  Niederschlag  in  derselben  aus.  Setzt  man 
auch  Alkohol  hinzu  und  kocht  1 — 2  Stunden,  so  tritt  weiter  keine 
Veränderung  ein. 

Dieser  Niederschlag  ist  leicht  rein  zu  erhalten,  da  er  vom 
Nitroazobenzol,  sowie  Amidoazobenzol  (ortho),  welches  letztere 
immer  in  geringer  Menge  nebenbei  entsteht,  durch  seine  Schwer- 
löslichkeit in  Alkohol,  Äther,  Aceton,  Eisessig  unterschieden  ist. 

Benzol  nimmt  in  der  Siedehitze  mehr  von  diesem  Körper  auf; 
am  besten  reinigt  man  ihn  mit  höher  siedenden  aromatischen 
Kohlenwasserstoffen.  Ein  Gemisch  von  Xylol  und  Toluol  löst  ihn 
bei  der  Siedetemperatur;  beim  Erkalten  fällt  das  Nitroproduct  fast 
vollständig  heraus.  Lässt  man  die  Lösung  sehr  langsam  (im  Wasser- 
bade) erkalten,  so  scheidet  sich  dieses  Product  in  orangegelben 
Schuppen  aus.  Seine  auffallendste  Reaction  ist  die,  dass  er  von 
Schwefelsäure  von  66** Bö  mit  kirschrother  Farbe  aufgenommen 


«  Siehe  diese  Berichte  1885,  p.  207. 
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wird,  von  rauchender  Schwefelsäure  mit  violetter  Farbe.  Wird 
die  Lösung  auf  eine  Glasplatte  ausgebreitet,  so  fUrbt  sie  sich 
prächtig  blau. 

Denselben  Körper  erhielten  wir  noch  bei  der  Beduction  von 
o-Nitroazobenzol  mit  Natriumamalgam.  Man  löst  das  Nitroproduct 
in  90-procentigem  Alkohol  und  trägt  soviel  flüssiges  Natrium- 
amalgam ein,  als  zur  Azotirung  nöthig  ist  (auf  1  MolekOl  Nitro- 
azobenzol  2  Moleküle  Natrium).  Beim  Eintragen  des  Natrium- 
amalgams verfärbt  sich  die  Flüssigkeit  braun,  dann  olivengrün 
und  schliesslich,  wenn  fast  ^/^  des  Amalgams  eingetragen  sind, 
prächtig  smaragdgrün  (etwa  wie  eine  gesättigte  Lösung  von 
Chromsulfat)  —  trägt  man  das  Amalgam  vollständig  ein,  so  schlägt 
die  Farbe  um  und  wird  gelb,  wobei  sich  ein  flockiger  Nieder- 
schlag abscheidet  —  10  Grm.  Nitroazobenzol  geben  bei  obiger 
Behandlung  circa  9  Grm.  des  Beductionsproductes. 

Wir  erwarteten  auf  diese  Art  zu  einem  Hexaazobeuzol  zu 
gelangen 

2CeH5Ni=:N.CgH^NO,  +  4Na,-i-4H,0  = 

=:CeH5N=N.CeH^N 

II  +8NaOH. 
=  C,H,Nzz:N.CeH,N 

Die  Analysen  haben  aber  diese  Annahme  nicht  bestätigt. 
Wird  noch  überschüssiges  Natriumamalgam  zugesetzt,  so  tritt 
keine  weitere  Änderung  ein.  Fällt  man  das  gebildete  Product  mit 
Wasser  und  Salzsäure  heraus,  so  resultirt  ein  schwach  geröthetes 
Filtrat,  das  beim  Eindampfen  sehr  wenig  grünschillemde  Kry- 
stalle  liefert.  Der  Niederschlag,  der  den  Körper  enthält,  wird 
gewaschen,  getrocknet  und  aus  Xylol  umkrystallisirt. 

Die  Analysen  der  getrockneten  Substanz  gaben: 

Kohlenstoff  =  69  •  13  70-12 

Wasserstoff  =    5-51  5-07 

Die  theoretische  Berechnung  ist  C  =  70-93,  H  =  4-44.  Da 
die  Substanz  beim  Erhitzen  zerfällt,  erklärt  sich  die  Differenz 
dadurch,  dass  nicht  alles  Wasser  entfernt  werden  kann.  Aus  den 
Zahlen  leitet  sich  die  Formel  Cj^HjgNgO  ab. 

Im  reinem  Zustande  ist  es  ein  orangegelbes,  aus  fettig  sich 
anfühlenden,    mikroskopischen   Schuppen    bestehendes    Pulver, 
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welches  bei  206**  C.  nicht  unverändert  schmilzt  und  sich  unter 
theilweiser  Zersetzung  sublimiren  lässt.  Aus  siedendem  Eisessig 
krystallisirt  es  in  Blättchen,  die  mikrokrystallinisch  sind,  ausXylol 
ebenfalls;  in  Anilinöl  ist  es  leichter  löslich  und  liefert  die  Lösung 
grosse  Blätter,  dieCombinationen  von  ooP,  oPoder  ooP,  Poo  dar- 
stellen. Die  Blätter  sind  sternförmig  verwachsen.  Salzsäure  reagirt 
auf  den  Körper  nicht.  Rauchende   Salpetersäure  löst  ihn  mit 
fochsinrother  Farbe;  beim  Erwärmen  dieser  Lösung  tritt  eine 
heftige  Reaction  ein  und  es  scheidet  sich  nach  dem  Erkalten  ein 
sattgelbes  krystallinisches  Nitroderivat  aus.  Auch  in  eisessig- 
saurer Lösung  nitrirt  der  Körper.  Schwefelsäure  (66°  Bfe),  sowie 
Chlorsulfonsäure  lösen  den  Körper  mit  kirschrot  her  Farbe; 
beim  Verdünnen  mit  Wasser  entsteht  eine  rothe  Lösung,  die  von 
Reductionsmitteln    nur    schwer   angegriffen    wird.    Zink    und 
Schwefelsäure  in  diese  Lösung  eingetragen,  färbt  gelbroth  und 
erst  nach  langer  Einwirkung  wird  die  Lösung  blassrosa  gefärbt. 
Irgend  welche  den  Hydrazokörpem  ähnliche  Verbindungen 
konnten  bislang  nicht  erhalten  werden.  Rauchende  Schwefelsäure 
löst  in  der  Kälte  mit  charakteristischer  methylvioletter  Farbe; 
auch  diese  Lösung  wird  beim  Verdünnen  mit  Wasser  roth.  Beim 
Sieben  an  der  Luft  verfärbt  sie  sich  stahlbl  au.  Dieses  Verhalten, 
sowie  das  gegen  Reductionsmittel  (Zink  und  Essigsäure,  Zinn 
und  Salzsäure)  sprechen  nicht  dafür,  dass  der  Körper  ein  inter- 
mediäres Reductionsproduct  zwischen  Cg  Hj  N  =:  N .  C^  H^NO,  und 
CjHjN = N .  CgH^NH,  wäre — denen  alle  die  von  uns  beschriebenen 
Nitrolkörper  der  Azoreihe  lassen  sich  zu  Amidokörpem  redu- 
ciren  and  lösen  sich  in  Alkalien  mit  blauer  Farbe  auf.  Dieses 
Product  wird  weder  von  wässerigem,  noch  alkoholischem  Kali  an- 
gegriffen und  verhält  sich  ganz  neutral  gegen  Alkalien,  wie  Säuren. 
Nur  höchst  concentrirte  Säuren  reagiren  mit  dem  Körper.  Der  hohe 
Schmelzpunkt,  die  Schwerlöslichkeit  sprechen  dafür,  dass  wir  es 
hier  mit  einer  complicirten  Azoverbindung  zu  thun  haben.  Die 
Analysen  stimmen  am  besten  auf  einen  Körper,  dessen  Formel 

CeH,N  =  NC,H,-N-N-C,H,N=:NCeH3^ 
0 


n 70 » »5 

1  Em  Hexaazobenzol  erforderte  g__  ^.^^ 
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also  ein  Hexaazooxybeuzol.  Doch  kann  nur  der  Abbau  and 
das  Studium  eingehender  Beactionen  die  von  uns  angenommene, 
bislang  hypothetische  Formel  rechtfertigen.  Wir  behalten  uns  tot, 
auf  dieses  interessante  Beductionsproduct  in  der  nächsten  Ab- 
handlung zurückzukommen. 

Mononitroazobensolsulfos&ure. 

Die  Mononitrosulfosäuren  des  Azobenzols  habe  ich  in  diesen 
Berichten  (Jahrg.  1882,  p.  238  —  Jahrg.  1883,  p.  714)  be- 
schrieben und  nachgewiesen,  dass  beim  Nitriren  der  Parasnlfo- 
säure  des  Azobenzols  vorwiegend  Paranitroparasnlfosäure 

NOjC.H.N  =  NaH^.SOjH, 

l4)         (1)     (1)  (4) 

und  Metanitroparasulfosäore 

NOjC.H^N  =  NC.H^.SOjH 

(3)         (1)    (1)  (4) 

gebildet  werden,  welche  beide  bei  weiterem  Nitriren  in  die  Meta- 
paranitroparasnlfosäure  übergehen. 

(4)  NO,/    «    »(1)    ^1)  «    »       »4) 

• 

Letztere  liefert  ein  Triamidobenzol  (1,  2,  4),  dessen  Beactionen 
ich  damals  ebenfalls  angeführt. 

Alle  Versuche,  um  durch  Einwirkung  von  Schwefelsäure  auf 
die  Nitroderivate  (Paranitroderivate)  des  Azobenzols  Nitrosulfo- 
säuren  darzustellen,  bewiesen  uns  nur,  dass  das  P-Mononitroazo- 
benzol  mit  Erystallschwefelsäure  eine  rothe  Sulfosäure  gibt,  die 
aber  nicht  genügend  rein  isolirt  werden  konnte.  ^  Die  rauchende 
Säure  reagirt  fast  gar  nicht  und  die  Pyroschwefelsäure  zerstört 
den  grössten  Theil  des  Nitroazobenzols.  Dinitroazobenzol  löst  sich 
in  rauchender  Schwefelsäure  und  Ghlorsnlfosäure  auf,  fällt  aber 
mit  Wasser  unverändert  wieder  heraus.  Das  0-Nitroazobenzol 
reagirt  aber  auf  Schwefelsäure  viel  leichter. 


1  Da  die  Säure  roth  und  auch  rothe  Salze  gibt^  so  kann  sie  nicht 
identisch  sein  mit  der  p-Nitro-p-Sulfosäure. 
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Trägt  man  das  bei  127''  C.  schmelzende  0;Nitroazobenzol 
;i  Theil)  in  (5  Theile)  rauchende  Schwefelsäure  (u%  activ  SO3) 
ein,  erwärmt  einige  Minuten  auf  160**,  so  löst  sich  der  Azokörper 
mit  rothgelber  Farbe  auf,  die  Lösung  bräunt  sich  dann  und  nimmt 
endlich  eine  grüne  metallisch-glänzende  Farbe  an. 

Verdünnt  man  dann  sofort  mit  Wasser  (2  Volume),  so  scheidet 
sich  nach  dem  Erkalten  die  Säure  in  langen,  rothen  Nadeln  aus, 
die  sehr  zerfliesslich  sind  und  getrocknet  einen  Schwefelgehalt 
Ton  10 -137^,  geben. 

Die  Analysen  des  Kaliumsalzes,  Natriumsalzes  und  Silber- 
Salzes  geben  die  Zahlen 

theoretisch 

Kalium 10-80  11-30 

Natrium 7-22  6-99 

Silbersalz 25-74  26-02 

Aus  diesen  Zahlen  berechnet  sich  die  Formel  der  Nitrosulfo- 
säure 

Cj,  H^ NO, .  SO3  H    (wasserfrei  gedacht). 

Die  Säure  löst  sich  in  Wasser  mit  dunkelrother  Farbe. 

Ealiumcarbonat  fällt  aus  der  Lösung  einen  purpurrothen 
wolligen  Niederschlag;  selbst  verdünnte  Lösungen  werden  gefällt. 

Natriumcarbonat  fällt  nach  einigen  Stehen  einen 
mnrexidähnlichen,  krystallinischen  Niederschlag.  Beim  Umkry- 
stallisiren  erhält  man  purpurrothe,  metallisch-grün  schimmernde, 
rhombische  Täfelchen. 

Die  Stellung  der  Sulfogruppe  wurde  bislang  nicht  bestimmt. 

O-Amldoazobenzol.  ^ 

Entsteht  am  besten  durch  Reduction  des  0-Nitroazobenzols 
mit  Amonhjdrosulfid  in  der  Wärme.  Vorübergehend  bildet  sich 
eine  Nitrolsäure,  die  in  wässerigen  Alkalien  mit  yiolettblauer 
Farbe  löslich.  Beim  Erkalten  der  genügend  reducirten  Lösung 
fällt  das  Orthoamidoazobenzol  in  gelben  Krystallen  heraus.  Durch 
Umkiystallisiren  aus  warmem,  verdünntem  Alkohol  erhält  man  es 

1  Siehe  auch  Berichte  d.  deutschen  chemischen  Gesellschaft  1886. 2155. 


238 


J.  V.  Janovsky, 


in  goldgelben  Nadeln,  die  einen  brillanten  Glanz  besitzen  und  an 
den  PinakoYdffachen  blan  schimmern.  Der  Schmelzpunkt  ist 
123**  C.  (der  des  P-Amidoazobenzols  127-4).  Salpetersäure  fällt 
aus  alkoholischen  Lösungen  einen  bordeauxrothen  Niederschlag, 
und  ist  das  Salpetersäure  Salz  viel  schwerer  löslich,  als  das  des 
gewöhnlichen  Amidoazobenzols.  Mit  HCl  bildet  es  rothe  Nadeln, 
die  einen  blauen  Reflex  zeigen,  von  Silbemitrat,  sowie  Oxalsäure 
wird  es  ebenso  gefällt,  wie  das  gewöhnliche  Amidoazobenzol, 
doch  unterscheiden  sich  diese  Niederschläge  durch  ihre  Krjstall- 
formen.  Das  Acetat  des  Paraamidoazobenzol  ist  viel  leichter 
löslich,  ebenso  das  Platinsalz,  als  die  entsprechenden  Orthoamido- 
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Diazotirt  und  mit  Basen  condensirt,  erzeugt  es  ähnliche 
Farbstoffe,  wie  das  Paraamidoazobenzol.  Eigenthttmlich  ist  es, 
dass  im  Allgemeinen  die  Salze  des  0- Amidoazobenzols  schwerer 
löslich  sind,  als  die  des  P-Amidoazobenzols,  während  sonst 
gewöhnlich  Paraverbindungen  schwerer  löslich  sind. 

Beim  Nitriren  des  Azobenzols  in  Eisessig  entstehen  manch- 
mal, und  zwar  wenn  überschüssige  Essigsäure  angewendet  wurde, 
rothe  perlmutterglänzende  Blättchen,  welche  beim  Erkalten  der 
Lösung  früher  herauskrystallisiren,  als  das  Mononitroazobenzol. 
Dieselben  sind  im  Aussehen  dem  Diparadinitroazobenzol  sehr 
ähnlich  und  wurden  auch  wegen  der  Schwerlöslichkeit  von  uns 
früher  für  Diparadinitroazobenzol  angesehen.  Die  Analyse  der- 
selben, sowie  das  Verhalten  zu  Lösungsmitteln  bestätigte  die 
Annahme  nicht.  Die  Entstehung  dieser  Blätter,  die  ein  Nitro- 
product  sind,  hängt  von  der  Concentration  und  Temperatur 
der  Lösung  wesentlich  ab. 
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Wir  erhielten  die  Krystalle  neben  Orthonitroazobenzol  beim 
Losen  Ton  30  Grm.  Azobenzol  in  200  GC.  Eisessig,  Erwärmen  aaf 
40"  C.  und  Znsatz  von  60  CC.  HNO,  (l'öl).  Nach  12-stündigem 
Stehen  setzt  sich  das  Nitroproduct  ab  (wir erhielten  10—14  Grm.). 
Die  Matterlauge  liefert  dann  0-Nitroazobenzol. 

Der  Schmelzpunkt  der  Blätter  ist  122''  C. 

Die  Analyse  ergab  bis  jetzt  nicht  gut  ttbereinstimmende 
Resultate 

C  =  58-7  59-21 

H=    407  3-72. 

Das  Nitroproduct  entspricht  am  meisten  noch  einem  Nitro- 
azoxybenzol.  Von  diesen  sind  bislang  zwei  bekannt,  eines  das 
bei  139''  G.  schmilzt,  in  rothen  Nadeln  krystallisirt  und  eines  das 
bei  49"*  C.  schmilzt  und  in  gelben  Tafeln  krystallisirt,  beide  ent- 
stehen beim  Nitriren  des  Azoxybenzols. 

Das  oben  angeführte,  bei  122"  C.  schmelzende  Product 
krystallisirt  in  Tafeln,  die  roth,  perlmutterglänzend  sind  und  in 
muscovitähnlichen  Zwillingen  aus  Alkohol  erhalten  werden  können. 
Mit  alkoholischem  Kali  verfärbt  es  sich  grOn  und  reducirt  sich  zu 
einem  Amidoproduct.  Mit  Brom  geht  es  eine  Verbindung  ein,  die 
bei  126*"  schmilzt.  Mit  Salpetersäure  gibt  es  ein  in  langen  Nadeln 
krystallisirendes  Nitroproduct. 

Mit  der  Untersuchung  dieses  Productes,  sowie  derReductions- 
producte  der  DinitrokOrper  mit  Natriumamalgam,  sind  wir  eben 
beschätigt  und  werden  die  von  uns  erlangten  Resultate  in  einer 
nächsten  Arbeit  publiciren. 
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Über  den  geraden  Ereiskegel. 

Von  Fr.  Ruth  in  Leoben. 

(Mit  1  Holzschnitt.) 
(Vorgelegt  In  der  Sitzung  am  16.  December  1886.) 

Die  Aufgabe^  einen  geraden  Kreiskegel  nach  einem  mit 
einem  gegebenen  congruenten  Kegel»clinitt  zu  schneiden,  be- 
schäftigte schon  die  Geometer  des  Alterthnms ;  schon  Archimedes 
setzte  die  Lösang  dieser  Aufgabe  als  bekannt  voraus,  ^  und 
Apollonins  tibermittelt  ans  in  seinen  berühmten  Büchern  über 
Kegelschnitte  ^  eine  Lösung  dieser,  sowie  auch  der  umgekehrten 
Aufgabe  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  einen  Rotations- 
kegel von  bestimmtem  Scheitelwinkel  zu  legen.  Obne  auf  diese, 
sowie  auf  die  durch  andere  Geometer  hiefür  gegebene  Auflösung 
weiter  einzugehen,  sei  hier  gestattet,  den  bisher  bekannten 
Methoden  der  Auflösung  des  in  Rede  stehenden  Problemes  eine 
neue  anzureihen,  die,  auf  einem  einfachen  Theoreme  über  den 
geraden  Kreiskegel  beruhend,  durch  Einfachheit  und  geometrische 
Anschaulichkeit  einiges  Interesse  beanspruchen  dürfte. 

Die  Eigenschaft  des  Rotationskegels,  die  der  Behandlung 
der  Aufgabe  hier  zu  Grunde  liegt,  ist  folgende: 

„Der  Kegel,  dessen  Leitlinie  ein  ebener  Quer- 
schnitt eines  Rotationskegels  ist,  und  dessen  Spitze 
der  Mittelpunkt  einer  der  beiden  dem  Rotations- 
kegel eingeschriebenen  und  die  Ebene  der  Leitlinie 
berührenden  Kugeln  ist,  wird  von  der  im  Scheitel 
des  gegebenen  Kegels  zur  Axe  desselben  senkrechten 
Ebene    in  einem    mit  der  Leitlinie    ähnlichen  Kegel- 


1  „Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Alterthum",  von  Dr.  H.  G. 
Zeuthen,  deutsch  von  Dr.  K.  v.  Fischer-Benzon.  Kopenhagen  1886. 

2  Des    Apollonins    von   Pergae    sieben    Bücher   über    Kegel- 
schnitte etc.,  deutsch  von  H.  Balsam.  Berlin  1861. 


über  deD  geraden  Kreiskegel.  241 

sclinitte    geschnitten,    der    den    Scheitel    des    Rota- 
tionskegels znm  Brennpunkt  hat^,  oder: 

„Die  Kegel,  deren  gemeinsame  Leitlinie  ein 
ebener  Querschnitt  eines  Rotationskegels  ist  und 
deren  Spitzen  die  Mittelpunkte  der  beiden  dem  Rota- 
tionskegel  eingeschriebenen  und  die  Ebene  des  Quer- 
schnittes bertihrendenEugeln  sind,  durchdringen  sich 
noch  in  einem  ebenen  Kegelschnitt,  der  in  der  zur 
Botationsaxe  senkrechten  Hanptebene  des  geraden 
Kegels  liegt,  dessen  Scheitel  zum  Brennpunkt  hat 
und  mit  dem  als  Leitlinie  benützten  Kegelschnitt 
ähnlich  ist." 

Der  Beweis  des  vorstehend  Gesagten  erledigt  sich  leicht 
durch  folgende  Betrachtungen: 

Sind  (siehe  Fig.)  «,«,  die  in  der  zur  Querschnittsebene  senk- 
rechten Hauptebene  gelegenen  Erzeugenden,  8  die  Spitze,  a  die 
Axe  des  Rotationskegels,  so  ist  Ä^A^  die  grosse  Axe  (eventuell 
reelle  Axe)  des  Schnittes,  und  sind  0,  und  0^  die  Mittelpunkte 
der  eben  genannten  eingeschriebenen  Kugeln,  so  ist  zum  Bei- 
spiel fUr  den  Kegel,  dessen  Spitze  in  0^  ist  und  der  den  Kegel- 
schnitt A^A^  zur  Basis  hat,  a  die  eine  und  f^  oder  O^F^  die  zweite 
Focallinie,  wie  leicht  zu  erkennen  ist.  Der  Schnitt  dieses  Kegels 
mit  der  durch  5  zu  a  senkrechten  Ebene  wird  B^B^  zur  Hauptaxe 
haben,  da  die  Ebene  der  Zeichnung  Symmetrieebene  ist,  und 
wegen  der  senkrechten  Lage  zu  a  wird  8  Brennpunkt  des 
Schnittes  B^B^  sein.  Aber  weil  A^A^  zur  anderen  Focallinie  senk- 
recht steht,  müssen  offenbar  die  Kegelschnitte  A^A^  und  B^B^ 
ähnlich  sein,  und  der  erste  Theil  ist  bewiesen.  Für  den  Kegel, 
der  seinen  Scheitel  in  0,  hat  und  ebenfalls  A^A^  zur  Basis,  gilt 
das  Gleiche,  und  sind  insbesonders  auch  die  Punkte  B^  und  B^ 
dieselben  wie  für  den  ersten  Kegel,  denn  B^B^O^O^  sind  nichts 
anderes  als  die  Schnitte  der  Winkelhalbierenden  des  Dreieckes 
SA^A^f  und  es  ist  auch  weiters  sofort  ersichtlich,  dass  A^  und  A^ 
auf  der  Peripherie  des  über  B^B^  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreises  liegen  müssen;  es  ist  also  auch  der  zweite  Theil  be- 
wiesen. 

Zur  Auflösung  der  im  Anfange  genannten  Aufgabe  auf  Grund 
der  im  Vorstehenden  bewiesenen  Eigenschaft  des  Kegels  wird 

£utzb.  d.math«in.-nfttiirw.  CI.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  16 
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der  Kegelschnitt  durch  die  Hauptaxe  and  einen  Brennpunkt 
gegeben  angenommen.  Die  Lösnng  selbst  ist  folgende: 

Zur  Axe  a  des  gegebenen  Rotationskegels  wird  im  Scheitel  S 
irgend  eine  Senkrechte  errichtet  und  auf  dieser  die  Axe  B^B^  so 
aufgetragen,  dass  der  eine  Brennpunkt  mit  dem  Eegelscheitel  ff 
zusammenfällt.  Der  in  der  diese  Axe  enthaltenden  Hanptebene 
über  JJjJJj  als  Dnrchmesser  beschriebene  Kreis  trifft  die  in  dieser 


Ebene  befindlichen  Kegelerzeagenden  s^s^  in  A^A^  (oder  in  zwei 
anderen  in  Bezug  Auf  B^B^  zn  den  ersteren  orthogonal  symmetrisch 
gelegenen  Punkten),  und  es  wird  A^A^  die  Hauptaxe  eines  mit 
B^B^  ähnlichen  Schnittes  des  Rotationskegels  sein.  Verschiebt 
man  A^A^  parallel  zu  sich  bis  A[Al^  indem  man  A^D  =  B^B^ 
macht  und  DAl  parallel  zu  «^  legt,  so  wird  die  durcb  A*Al  zur 
Zeichnungsebene  senkrechte  Ebene  den  gegebenen  Rotations- 
kegel nach  einem  mit  B^B^  congruenten  Kegelschnitt  schneiden. 
Für  die  Hyperbel  ist  die  Lösnng  vollkommen  dieselbe,  nur 
kann  hier  der  Fall  eintreten,  dass,  weil  die  reelle  Axe  B^B^ 
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kleiner  als  die  Entfernnng  der  beiden  Brennpunkte  ist,  der  über 
BiB^  als  Dnrehmesser  beschriebene  Kreis  s^s^  nicht  schneidet,  in 
welchem  FaUe  durch  reelle  Ebenen  die  gestellte  Aufgabe  sich 
nicht  lösen  lässt;  im  Falle  der  ElHpse  hingegen  liefert  die  Auf- 
gabe stets  reelle  Lösungen.  Dass  man  stets  jene  Verbindungs- 
linien der  Schnittpunkte  von  s^  und  s^  mit  dem  tiber  B^B^  be- 
schriebenen Kreis  nehmen  muss,  die  sich  auf  der  Geraden  B^B^ 
schneiden^  ist  selbstverständlich. 

Die  umgekehrte  Aufgabe,  durch  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt B^B^  einen  gegebenen  Botationskegel  zu  legen^  lässt  sich 
ebenfalls  nach  dem  Vorausgehenden  durchführen.  Der  Scheitel 
des  gesuchten  Kegels  liegt  jedenfalls  auf  der  Peripherie  des  über 
B^B^  derart  beschriebenen  Kreises^  dass  der  Peripheriewinkel 
über  B^B^  gleich  dem  Winkel  der  Erzeugenden  8^3^  des  gegebe- 
nen Kegels  ist.  Legt  man  nun  aus  dem  Brennpunkt  S  des 
gegebenen  Kegelschnittes  J?|£,  zu  B^J  und  B^J  die  Parallelen 
und  bringt  man  diese  mit  dem  über  B^B^  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreis  m  A^A^^  zum  Schnitt^  so  ist  A^A^  die  Haupt- 
axe  des  durch  A^A^  zur  Zeichnungsfläche  senkrecht  gelegten 
Schnittes  des  Rotationskegels  S^  a^s^y  und  ist  ähnlich  mit  B^B^^ ; 
es  wird  jetzt  nur  nöthig  sein,  KS*  senkrecht  zu  A^A^^  zu  legen  (die 
Axe  des  gesuehten  Kegels  muss  ja  durch  K  gehen),  da  die  Axe 
des  Kegels  Ss^s^  senkrecht  zu  B^B^  steht  oder  man  wird  JS* 
paraDel  A^A^  legen,  oder  endlich  man  wird  JS*  -=.  JL  machen,  um 
S*  zu  finden. 

Dass  JS*  =  JL  ist,  lässt  sich  nicht  schwer  nachweisen 
nnd  kommt  man  dadurch  auf  jene  Lösung  dieser  Aufgabe,  die 
darauf  hinaus  läuft,  den  Schnitt  eines  gegebenen  Kegelschnittes 
mit  einem  durch  seine  Brennpunkte  gehenden  Kreis  zu  bestim- 
men, was  mit  Benützung  der  Eigenschafken  der  einen  Kegel- 
schnitt doppelt  berührenden  Kreise  leicht  geschieht^  und  eben 
auf  die  zuletzt  angeftlfarte  Construction  fllhrt.  Der  hier  gemeinte 
Kegelschnitt  ist  der  Focalkegelschnitt  des  gegebenen  Kegel- 
schnittes B^B^  als  Ort  der  Spitzen  aller  durch  B^B^  gehenden 
Sotationskegeln. 

1  Siehe   ,|Die  Central-  und  Parallelprojection  der  FlächeD  zweiten 
Qindea  sof  eine  Kreisschnittebene,  von  C.  P e  1  z*',  G r  u u  e r  t,  Archiv  f. Math. 

0.  Fhjs.  1870. 
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Fttr  die  Parabel  versagt  die  Methode,  weil  wir  von  der  un- 
endlich grossen  Axe  nicht  denselben  Gebrauch  machen  können, 
und  überdies  sind  bekanntlich  alle  Parabeln  ähnlich;  fttr  die 
Parabel  ist  in  der  That  das  Problem  noch  einfacher  zu  lösen  und 
dürfte  die  Benützung  des  bekannten  und  wichtigen  von  Jakob 
Bernoulli  herrührenden  Theoremes^: 

,,Der  Parameter  irgend  eines  ebenen  Querschnittes 
eines  Rotationskegels  ist  gleich  dem  Durchmesser 
desjenigen  Kreis  schnitt  es  desselben,  der  vom  Scheitel 
dcDselbön  Abstand  hat,  wie  die  Ebene  des  Quer- 
schnittes^ 

am  einfachsten  zum  Ziele  führen  und  bedarf  dies  weiter  keiner 
Erörterung. 

Dieses  Theorem  von  Bernoulli  zieht  unmittelbar  folgenden 
Satz  nach  sich: 

„Alle  ebenen  Schnitte  eines  Rotationskegels,  deren  Ebenen 
berührend  an  dieselbe  mit  dem  Kegel  concentrische  Kugel  sind, 
haben  gleich  grossen  Parameter^  (gleich  dem  Durchmesser  des 
die  Kugel  berührenden  Kreisschnittes). 

Fttr  alle  ebenen  Schnitte,  die  diese  Kugel  berühren  und 
senkrecht  zu  derselben  Hauptebene  des  Kegels  sind,  erhält  man 
als  Ort  der  Brennpunkte  eine  Hyperbel  in  dieser  Hauptebene, 
die  die  in  der  Hauptebene  gelegenen  Kegelerzeugenden  zu 
Asymptoten  hat  und  den  in  dieser  Hauptebene  gelegenen  grössten 
Kugelkreis  als  Scheitelkreis  über  der  Hauptaxe.' 

Durch  Botation  erhält  man  ein  bestimmtes  zweischaliges 
RotatioDsh3rperboloid,  das  den  gegebenen  Rotationskegel  zum 
Asymptotenkegel  hat  und  welches  der  Ort  der  reellen  Brenn- 
punkte aller  ebenen  Schnitte  des  Rotationskegels 
ist,  die  gleichen  Parameter  haben.' 


1  Siehe  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohnke, 
p.  16. 

2  Das  lässt  sich  auf  mehrfache  und  elementare  Art  leicht  zeigen,  traa 
nebst  der  Angabe  von  daraus  folgenden  Kegelschnittoonstmctionen  und 
Kegelschnittseigenschaften  a.  a.  0.  geschehen  soll. 

*  Der  Satz  gilt  allgemeiner:  Der  Ort  der  reellen  Brennpunkte 
aller  ebenen  Schnitte  einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades, 
die  gleichen  Parameter  haben,  ist  eine  mit  der  gegebenen 
ähnliche,  ähnlich  und  concentrisoh  gelegene  Rotationsfläche 
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Für  jeden  Punkt  einer  Hyperbel  ist  nun  bekanntlich  das 
Prodnet  der  senkrecht  znr  Hanptaxe  genommenen  Abstände  von 
den  beiden  Asymptoten  gleich  dem  Quadrate  der  halben  zwischen 
den  Asymptoten  gelegenen  Scheiteltangente,  nnd  eben  dieses 
Prodnet  ist  auch  gleich  dem  Quadrate  des  halben  Parameters 
des  ebenen  Schnittes  des  Botationskegels,  der  jenen  Punkt  zum 
Brennpunkt  hat,  woraus  die  Richtigkeit  des  Theorems  von 
Bernonlli  erhellt. 


zweiten  Grades.  Den  Meridian  dieser  erhfilt  man  in  einer  Hauptebene, 
JUS  die  gemeinsame  orthogonale  Projection  der  beiden  Schnitte,  deren 
Ebenen  im  Abstände  des  halben  Parameters  von  dieser  Hanptebene  parallel 
zn  dieser  gelegt  werden. 
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Über  die  Einwirkung  von  Brom  auf  Harnstoff. 

Von  Alois  Smolka. 

(Aus  dem  Laboratorium  der  k.  k.  Staatsgewerbeschule  iu  Bielitz.) 

Diese  Studie  wurde  in  der  Absieht  angestellt^  um  zu  erfahren, 
ob  durch  direete  Einwirkung  von  Brom  auf  Harnstoff  nicht  ein 
Bromsubstitutionsprodnct  desselben  erhalten  werden  könnte.  Um 
darüber  ein  möglichst  sicheres  Urtheil  zu  gewinnen,  brachte  ich 
das  Brom  unter  verschiedenen,  im  Folgenden  näher  beschriebe- 
nen Umständen  mit  dem  Harnstoff  zusammen,  bemerke  aber 
gleich  hier,  dass  es  mir  nicht  gelungen  ist,  meinen  eigentlichen 
Zweck  zu  erreichen. 

I.  Zunächst  schlug  ich  den  in  diesem  Falle  allerdings  nicht 
sehr  aussichtsvollen  Weg  ein,  auf  welchem  C  laus  ^  zu  Halogen- 
derivaten des  Thiohamstoffs  gelangte:  ich  tröpfelte  in  eine  con- 
centrirte  alkoholische  Lösung  von  Harnstoff  Brom  ein  und  zwar 
wurden  beide  Substanzen  in  Mengen  genommen,  die  je  einem 
Molekül  derselben  entsprachen.  Irgend  eine  Beaction  war  dabei 
nicht  wahrzunehmen;  schliesslich  wurde  die  Lösung  im  Wasser- 
bade bei  gelinder  Temperatur  verdunstet,  unter  Beobachtung  der 
Vorsicht,  dass  nicht  etwa  Wasserdarapf  in  den  Kolben  gelangen 
konnte.  Der  Rückstand  bildete  eine  weisse,  in  Wasser  leicht  lös- 
liche Salzmasse  von  neutraler  Beaction,  die  unter  dem  Mikroskop 
homogen  aussah  und  kammförmig  gezähnte  Erystalle  erkennen 
Hess;  ihre  Lösung  gab  mit  Silbemitrat  Bromsilber  und  mit  Platin- 
chlorid Platinsalmiak. 

0-238  Grm.  der  im  Vacuum  über  Schwefelsäure  getrockneten 
Substanz  lieferten  0-0163  Grm.  Ag  und  0-4277  Grm.  AgBr,  ent- 
sprechend 81-557o  Br. 


1  Beilstein's  Handbuch  d.  org.  Chemie,  I.  Aufl.  p.  773. 
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Bei  diesem  Processe  entstand  also  als  Hanptprodnet  Brom- 
ammoninm  (Rechnnng  81-63o/,j  Br.). 

EL  Nun  wurden  3  önn.  Harnstoff  mit  8  6rm.  Brom  (d.  i.  je 
ein  Molekül)  übergössen;  das  Ganze  erwärmte  sich  und  der  Harn- 
stoff löste  sich  in  dem  Brom  fast  ganz  auf,  während  gleichzeitig 
eine  massige  Oasentwicklong  zu  beobachten  war.  Das  entwei- 
ehende,  mit  Bromdampf  gemengte  Gas  wurde  in  Kalkwasser 
geleitet,  in  der  es  keine  Trübung  verursachte;  da  es  zum  Theile 
auch  die  vorgeschlagene  Flüssigkeit  unabsorbirt  passirte,  so  ent^ 
hielt  es  sehr  wahrscheinlich  freien  Stickstoff.  Nachdem  die 
Oasentwicklung  im  Abnehmen  begriffen  war,  wurde  das  Eölbchen 
so  lange  im  Wasserbade  erhitzt,  bis  alles  Brom  verschwand;  es 
hinterblieb  ein  gelbbrauner  Bückstand,  der  sich  in  kaltem  Wasser 
nur  zum  Theile  auflöste;  in  heissem  Wasser  fand  aber  so  gut  wie 
▼ollständige  Lösung  statt.  Beim  Abkühlen  der  filtrirten  Flüssig- 
keit schied  sich  ein  deutlich  krystallinisches,  schweres  Pulver 
aus,  das  einen  blassgelben  Stich  besass  und  aus  glänzenden 
Säulen  bestand. 

Eine  Brombestimmung  ergab  ein  negatives  Besultat. 

1-513  Grm.  des  lufttrockenen  Krystallpulvers  verloren  im 
Yacuum  über  Schwefelsäure  0-3225  Grm.  =  21 -3270  11,0. 

Die  Substanz  war  in  Ammoniak  löslich,  röthete  ziemlich 
stark  blaues  Lakmuspapier  und  gab  beim  Erhitzen  im  Glasröbr- 
chen  Dämpfe  von  Cyansäure  und  ein  weisses  Sublimat.  Wahr- 
scheinlich lag  somit  Cyanursäure  vor. 

0*201  Grm.  wasserfreie  Substanz  gaben  nach  der  Du  mas- 
seben Methode  verbrannt,  im  Zulkowsky'schen  Apparat  56*5 CG. 
Stickstoff  (bei  736-7  Mm.  Barometerstand  und  16*  C.Temperatur), 
d.  s.  006498  Grm.  =  32-31o/o  N. 

0'3162  Grm.  entwässerte  Substanz  gaben  nach  der  Ver- 
brennung mit  vorgelegter  Kupferspirale  0*3256  Grm.  CO,  = 
0-0888  Grm.  oder  28-08Vo  C  und  0-0724  Grm.  H^O  =0*008 
Grm.  =  2-55Vo  H.  Wasserfreie  Cyanursäure  =  C3N3H3O3 

verlangt :  ge  f unden : 


c. 

..27-91Vo 

28-08"/, 

N  . 

.  .32-56  „ 

32-31  „ 

H  . 

..  2-33  „ 

2-55  „ 
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Auch  der  gefundene  Krystallwassergehalt  (21 -3270)  stimmt 
mit  dem  theoretischen  (21-817o)  der  Cyanursäure  CjNjHjOj-f- 
2H|0.  Folgende  Beactionen  wurden  noch  ausgeführt,  um  die 
Säure  völlig  zu  charakterisireu: 

Die  heisse  wässrige  Lösung  wurde  mit  concentrirter  Natron- 
lauge erwärmt:  es  schied  sich  das  Natriumsalz  Naj.CjNjOj  aus^ 
das  beim  Abkühlen  wieder  verschwand. 

Beim  Erhitzen  derwässrigen  Lösung  mit  wässriger  Kalilauge 
schied  sich  ein  weisser,  unter  dem  Mikroskop  Würfel  zeigender 
Niederschlag  des  sauren  Kaliumsalzes  K .  C3N3H2O3  aus. 

Beim  Erwärmen  einer  Lösung  der  Säure  in  verdünntem 
Ammoniak  mit  verdünnter  ammoniakalischer  Kupfervitriollösung 
fiel  ein  amethystfarbener,  krystallinischer  Niederschlag  der 
Kupferverbindung  Cu.C3N3HO3.2NH3 -4-11,0  heraus. 

Die  ammoniakalische  Lösung  gab  bei  längerem  Kochen  mit 
Chlorbaryum  einen  weissen,  krystallinischen  Niederschlag; 
0*179  Grm.  des  bei  100"  C.  getrockneten  Niederschlages  hinter- 
liessen  nach  dem  Glühen  und  Abrauehen  mit  Schwefelsäure 
0  1452  Grm.  Baryumsulfat  =  47-697o  Ba.  Das  saure  Sals^ 
Ba.C3N3H03-4-lV,H,0,  welches  nach  Wo  hier*  durch  Kochen 
von  wässriger  Cyanursäure  und  Baryumchlorid  bei  Zusatz  von 
Ammoniak  erhalten  wird,  verlangt  47  •  087o  B*^- 

Bei  Einwirkung  von  Brom  auf  Harnstoff  in  der  Wärme  ent- 
steht demnach — ähnlich  wie  aus  Chlor  und  Harnstoff — Cyanur- 
säure und  kann  auf  diese  Weise  auch  vortheilhaft  dargestellt 
werden,  weil  die  ganze  Operation  eine  höchst  einfache  und  die 
Ausbeute  eine  ergiebige  ist. 

In  Bezug  auf  die  Reactionsgleichung,  nach  der  dieser  Pro- 
cess  stattfindet,  führe  ich  Nachstehendes  an: 

Ich  fand  wasserfreie  (ungereinigte)  Cyanursäure  1*681  Grm. 
und  ausserdem  blieb  davon  noch  in  der  Mutterlauge  von  den  aus- 
geschiedenen Krystallen  etwas  gelöst;  ein  Theil  dieser  Mutter- 
lauge wurde  schwach  ammonikaUsch  gemacht  und  mit  verdünnter 
ammoniakalischer  Kupfervitriollösung  erwärmt.  Die  ausgeschie- 
dene und  gewaschene  Kupferverbindung  Cu.C3N3HO3.2NH3 -4- 
HjO  wog  nach  dem  Trocknen  bei  30°  C.  (auf  die  ganze  Flttssig- 


1  Gmelin-Kraut's  Handb.  d.  org.  Chem.,  Bd.  V,  pag.  147. 
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keitsmenge  gerechnet)  0*4425  Grm.,  entspricht  daher  0-235  Grm. 
wasserireierCyaniirBänre.  Im  Ganzen  wurden  demnach  1 '916  Grm. 
Cyannrsänre  erhalten,  was  beiläufig  1  Molekül  Säure  aus  3  Mole- 
kttlen  Harnstoff  gleichkommt. 

In  der  erwähnten  Mutterlauge  war  neben  Gyanursäure  noch 
Bromammonium  enthalten;  in  einem  aliquoten  Theile  dersel- 
ben wnrde  das  Brom  als  AgBr  gefällt  und  daraus  fllr's  Ganze 
2-202  Grm.  NH^Br  berechnet;  aus  den  obigen  3  Molekttlen  Harn- 
stoff entstanden  somit  1  y^  Moleküle  NH^Br.  Die  Reaction  verlief 
also  nicht  so  einfach,  wie  sie  fUr  die  Einwirkung  von  Chlor  auf 
Harnstoff  im  Gmelin-Eraut'schen  Handbuche  ^  formulirt  wird, 
aber  jedenfalls  in  ähnlicher  Weise;  vielleicht  kann  sie  durch 
folgende  Gleichung  annähernd  gegeben  werden  : 

6C0N,H^H-Brg  =  2C3N3H303-f-3NH^BrH-N3H-6HBr. 

Sicher  ist,  dass  bei  der  Einwirkung  von  Brom  auf  Harnstoff 
in  der  Wärme  Gyanursäure  neben  Bromammonium  und  freien 
Stickstoff  entsteht,  ähnlich  wie  dies  bei  der  Einwirkung  von 
Chlor  auf  Harnstoff  der  Fall  ist;  ein  Bromsubstitutionsproduct 
tritt  dabei  nicht  auf. 

in.  Ich  versuchte  schliesslich,  das  Brom  auf  Harnstoff  im 
zngeschmolzenen  Rohr  in  der  Hitze  einwirken  zu  lassen;  auch 
diesmal  wurde  das  obige  Verhältniss  (1  Mol.  Brom:l  Mol.  Harn- 
stoff) eingehalten.  Nach  mehrstündigem  Erhitzen  bei  90 — 100 •  C. 
befand  sich  in  der  Röhre  noch  flüssiges  Brom.  Nachdem  die 
Temperatur  auf  120*  C.  stieg,  war  es  verschwunden;  beim  Öffnen 
des  Rohres  machte  sich  ein  sehr  starker  Druck  bemerkbar.  Der 
Röhreninhalt  war  fest,  gelbbraun  und  in  Wasser  unter  Hinter- 
lassung eines  Rückstandes  löslich,  der  nach  völligem  Auswaschen 
rein  weiss  war.  Die  wässrige  Lösung  enthielt  Bromammonium. 

Der  weisse  Rückstand,  dessen  Gesammtmenge  0-35  Grm. 
(aus  3  Grm.  Harnstoff)  betrug,  war  amorph,  auch  in  Alkohol 
unlöslich,  löste  sich  aber  in  Alkalien  auf;  er  enthielt  kein  Brom 
und  entwickelte  beim  Erhitzen  im  Glasröhrchen  Dämpfe  von 
Cyansäure. 


Bd.  V.  pag.  144:  3C0N2H4-f-Cls=C3N8Hs0s  +  N-4-2NH4Cl-hHCI. 
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0-1127  Grm.  der  im  Vacunm  getrockneten  Sabstanz  gaben 
beim  Verbrennen  nach  der  Dumas'schen  Methode  im  Zalkow- 
sky'ßchen  Apparate  32-5  CC.  Stickstoff  (bei  734-2  Mm.  Baro- 
meterstand und  lO'^C.  Temperatur  geraessen),  d. s.O- 03687  jQrm. 
oder  32-72«/o  N.  (Cyamelid  verlangt  32 -560/^  N.) 

Diesmal  entstand  also  aus  dem  Harnstoff  neben  gasförmigen 
Producten  und  Bromammonium  Cyamelid  =:(CN0H)a7;  seine 
Bildung  ist  leicht  verständlich,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 
Cyanursäure  —  welche  ursprünglich  bei  der  Einwirkung  von 
Brom  auf  Harnstoff  entstanden  war  —  in  der  Hitze  in  Gy  an- 
säure Obergeht  und  dass  sich  diese  mit  grosser  Leichtigkeit  in 
die  polymere,  unlösliche  Modification  des  Cyamelids  umwan- 
delt. Die  geringe  Menge  des  Cyamelids  im  Vergleich  zu  der 
relativ  grossen  Menge  von  Cyanursäure,  die  anfangs  entstanden 
sein  musste,  erklärt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  das  Brom  aus 
dem  Bohr  nicht  entweichen  konnte,  sondern  vielmehr  zersetzend 
auf  die  bereits  fertig  gebildete  Cyanursäure  einwirken  musste. 

Da  bei  keinem  der  drei  beschriebenen  Processe  ein  brom- 
haltiges Product  entstanden,  so  beruht  wohl  die  in  Kolbe's  Aus- 
führlichem Handbuch  der  Chemie  (Band  JH.,  pag.  513)  ausge- 
sprochene Vermuthung,  dass  der  Harnstoff  mit  Halogenen  keine 
Substitutionsproducte  zu  bilden  scheine,  auf  voller  Richtigkeit. 
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Über  einen  neuen  Ellipsenzirkel. 

(HU  1  Tafel.) 

Von  Karl  Jost, 

IngerUeur  der  k,  k.  priv.  gaKx.  Karl  Ludwig-Bahn. 

(Vorgaitgt  la  der  Sitzung  am  16.  Daoembar  1886.) 

Die  in  längst  üblicher  Weise  mittelst  Schnur  (Summe  der 
Leitstrahlen)  gebildete  Ellipse  durch  ein,  jene  Schnur  vertreten- 
des System  Ton  Linealen  zu  erzeugen,  ist  der  Zweck  vorliegender 
kurzen  Notiz  und  angefügter  Zeichnung. 

Sind  FF^  Brennpunkte  einer  Ellipse  mit  der  Hauptachse  2a, 
p  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Ellipse,  so  muss,  wenn  man  Fp  und 
F^p  über  p  hinaus  verlängert, 

P9  =  PiPy    P9i  =fp 
macht 

F,q,=F,p-hpq,=2a 
und  ebenso 

Fqz^Fp  +  pqzn  2a 

sein^  somit  liegen  qq^  auf  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  Fresp.  F^ 
sind,  und  welche  2a  zu  Radien  haben. 

Nun  ist  AFpF^  s  Aqpq^  (Gleichheit  zweier  Seiten  und  ein- 
geschlossener Winkel),  daher  ist 

qq,  =  FF,. 

Sind  also  FF,  fest,  Fq,  F,q,  um  F  bez.  F,  drehbare  Lineale 
von  der  Länge  2a,  femer  qq,  =  FF,  in  q  und  q,  drehbar,  so  be- 
schreibt der  Punkt  p  die  Ellipse. 

Denkt  man  sich  demnach  um  jeden  der  beiden  Brennpunkte 
je  ein  Lineale  (in  der  Zeichnung  um  F  Lineale  III,  F,  Lineale  I) 
drehbar  und  auf  jedem  derselben  mit  Klemmschrauben  ver- 
sehene, verschiebbare  Chamiere,  so  wird,  wenn  diese  Charniere 
dorcli  ein.  in  ihnen  drehbares  Lineal  n  in  die  constante  Ent- 
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feraung  qq^  =  FF^  gebracht  werden,  der  Schnittpunkt  der  Lineal- 
achsen I  und  in  die  Ellipse  beschreiben,  deren  Brennpunkte 
FF^  sind  und  welche  2a  zur  grossen  Achse  hat. 

Da  die  Lineale  in  den  Brennpunkten  mit  Stiften  drehbar  be- 
festigt sind,  so  muss  behufs  Vervollständigung  der  Curve  am 
Endpunkte  der  möglichen  Bewegung  dieses  Linealsystemes  ein 
Umstecken,  bez.  Umlegen  der  Lineale  in  dem  Sinne  stattfinden, 
dass  zuerst  der  obere  Theil  und  nach  dem  Umstellen  der  untere 
Theil  der  Curve  verzeichnet  werden  kann. 

Schliesslich  bemerken  wir,  dass  der  Halbirungspunkt  von 
qq^  eine  cyclische  Curve  vierter  Ordnung  beschreibt,  deren  Polar- 
gleichung r*  =  4(a* — e^  sin'y)  lautet 


C.Jost:  Ellipseazirkel. 
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Bestimmung  des  Siedepunktes  des  Ozons  und  der 
ErstarrangstemperatuT  des  Äthylens. 

Von  Dr.  K.  OLsiewgki, 

Proftsior  an  der  k,  k,  Unütersität  in  Krakau. 

(Vorgel«tt  In  der  Sitzung  am  20.  Jtnner  1887.) 

Wenn  ozonirter  SauerstoflF  einem  hohen  Drucke  (125  Atm.) 
und  der  Temperatur  des  unter  Atmosphärendruck  verdampfenden 
Äthylens  ( —  102 *,5)  ausgesetzt  wird,  so  erhält  man,  wie  bereits 
Hautefeuille  und  Chappuis  gezeigt  baben^  Ozon  als  dunkel- 
blaue Flüssigkeit,  welche  sich  auch  nach  dem  Aufheben  des 
Dmckes  bei  der  genannten  Temperatur  kurze  Zeit  fltlssig  erhält. 
Schon  aus  den  obigen  Untersuchungen  konnte  man  schliessen, 
dass  die  Siedetemperatur  des  Ozons  nicht  bedeutend  unter 
der  Siedetemperatur  des  Äthylens  liege,  und  ich  glaubte  das 
OaBon,  dessen  Siedetemperatur  ich  bestimmen  wollte,  durch  Ein- 
leiten von  ozonirtem  SauerstoflF  in  ein,  bis  —  150**  gekühltes 
Glasröhrchen  unter  Atmosphärendruck  verflüssigen  zu  können. 
Indessen  zeigten  mir  einige  zu  diesem  Zwecke  angestellte  Ver- 
suche, dass  eine  Verflüssigung  des  Ozons  durch  Einleiten  des 
mittelst  des  Sie mens'schen  Apparates  ozonirten  SauerstoflTs  in 
eine  durch  flüssiges  Äthylen  bis  —  151**  gekühlte  Glasröhre, 
nicht  zu  erzielen  sei.  Der  Grund  liegt  wohl  sicherlich  darin, 
dass  die  wenigen  Procente  des  Ozons,  welche  der  ozonirte  Sauer- 
stoff enthält,  durch  den  Sauerstoff,  dessen  Siedetemperatur  viel 
niedriger  liegt,  an  der  Verflüssigung  gehindert  werden. 

Bei  den  folgenden  Versuchen  beschloss  ich  desshalb,  eine 
niedrigere  Temperatur  anzuwenden,  nämlich  die  Temperatur  des 
unter  Atmosphärendruck  siedenden  Sauerstoffs  (—181^4).  In  der 
Sauerstoffverfltissigungsröhre  meines  Apparates,*)  wurde  ein 
engeres  Glasröhrchen  befestigt,  in  der  äusseren  Verflüssigungs- 
röhre Sauerstoff  unter  Druck  verflüssigt,  hierauf  von  jedem 
Drucke  entlastet,  und  zugleich  in  das  innere  durch  den  nunmehr 

«)Sitzang8bcr.  der  Akad.  der  Wissensch.  inKrakau.  Bd.  XIV.  S.  181. 1885. 
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siedenden  Sauerstoff  gekühlte  Röhrchen  ozonirter  Sanerstoff  ein- 
geleitet. Das  Ozon  verfltlssigte  sich  dabei  mit  Leichtigkeit  als 
eine  dunkelblaue  Flüssigkeit,   während  der  Sanerstoff  unver- 
flüssigt  dnrch  die  obere  Öffnung  des  Röhrchens  entwich.  Nach 
Verlauf  einiger  Minuten  sammelte  sich  in  dem  Röhrchen  ein 
Tröpfchen  flüssigen  Ozons,  welcher  auch  dann  in  diesem  Zustande 
verblieb;  wenn  der  als  Kältemittel  dienende  flüssige  Sauerstoff 
vollständig  verdampft  war;  nur  mnsste  alsdann  das  Einleiten 
des  ozonirten  Sauerstoffs  in  das  Röhrchen  aufgehalten  werden, 
indem  sonst  das  flüssige  Ozon  bei  der  erhöhten   Temperatur 
durch  den  Strom  des  Sauerstoffs  fortgerissen  wurde.  Nach  dem 
Verdampfen  des  flüssigen  Sauerstoffs  behält  das  flüssige  Ozon 
noch  die  Temperatur  des  den  Apparat  umgebenden  Äthylens 
( —  150**)  und  wiewohl  diese  Temperatur  zur  Verflüssigung  des 
Ozons  des  ozonirten  Sauerstoffs  nicht  ausreichte ,     reicht   sie 
jedoch  vollkommen  aus,  um  bereits  flüssiges  Ozon  in  flüssigem 
Zustande  zu  erhalten.  Will  man  die  Menge  des  flüssigen  Ozons 
vergrössern,  so  kann  man  in  dem  Apparate  abermals  Sauerstoff 
verflüssigen  und  denselben   wieder   als  Kältemittel  benützen; 
diese  Operation  kann  auch  zum  dritten  Male  wiederholt  werden, 
wenn  nur  die  Menge  des  flüssigen  Äthylens  dazu  ausreicht.  Wird 
dabei    der   in   der  Natterer'schen    Flasche    aufgespeicherte 
Sauerstoff  in  dem  Grade  verbraucht,  dass  das  Manometer  bereits 
einen  Druck  von  nur  30  Atm.  anzeigt,  so  muss  die  Flasche  durch 
eine  neue,  Sauerstoff  unter  etwa  50  Atm.  enthaltende   ersetzt 
werden.  Die  Menge  des  flüssigen  Ozons  ist  auch  bei  gelungenem 
Verlauf  des  Experimentes  nicht  bedeutend  und  übersteigt   in 
einem  2  Mm.  weiten  Röhrchen  nicht  die  Höhe  von  6  Mm. 

Das  reine  Ozon  verbleibt  bei  der  Siedetemperatur  des 
Sauerstoffs  als  dunkelblaue  Flüssigkeit,  welche  in  ganz  dünnen 
Schichten  durchsichtig  erscheint,  in  etwas  dickeren  aber  (2 Mm.) 
fast  undurchsichtig  wird.  Der  Versuch,  dass  flüssige  Ozon  dnrch 
Erniedrigung  der  Siedetemperatur  des  kühlenden  Sauerstoffs 
mittelst  Evacuiren  zum  Erstarren  zu  bringen,  fllhrte  nicht  zum 
erwünschten  Resultate,  schon  aus  dem  Grunde,  weil  sich  alsdann 
auch  der  Sauerstoff,  beim  stärkeren  Evacuiren  auch  die  Lnft  in 
der  offenen  Ozonröhre  verflüssigte  und  das  Ozon  durch  diese 
Flüssigkeiten  verunreinigt  und  stark  verdünnt  wurde. 
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Behufs  Bestimmung  der  Siedetemperatur  des  Ozons  wurde 
das  Söhrchen  mit  dem  flüssigen  Ozon  aus  dem  Apparate  heraus- 
genommen und  in  ein  anderes  Gef&ss  gestellt^  welches  flüssiges, 
durch  Eracuiren  bis  etwa  —  140*"  erkaltetes  Äthylen  enthielt. 
Das  Ozon  erhielt  sich  dabei  lange  im  flüssigen  Zustande  und 
begann  erst  dann  zu  verdampfen,  wenn  die  Temperatur  des 
Äthylens  sich  nahe  bis  auf  seine  Siedetemperatur  gesteigert 
hatte.  Die  Temperatur  des  Äthylens,  die  mittelst  eines  Schwefel- 
kohlenstoff-Thermometers bestimmt,  und  im  Augenblicke  des 
beginnenden  Verdampfens  des  Ozons  abgelesen  wurde,  betrug 
—  109*,  welche  —  106**  des  Wasserstoff-Thermometers  ent- 
sprechen. Der  Siedepunkt  des  reinen  Ozons  liegt  somit  an- 
nähemd  bei  —  106''. 

Die  Versuche  mit  flüssigem  Ozon  erheischen  grosse  Vorsicht 
wegen  leichter  Explodirbarkeit  dieses  Körpers.  Kommt  nämlich 
das  flttssige  Ozon  mit  dem  Äthylengase  in  Contact,  was  bei  der 
Anstellung  obiger  Versuche  leicht  möglich  ist,  so  explodirt  das- 
selbe trotz  der  niedrigen  Temperatur  äusserst  heftig.  Bei  einem 
Versuche  explodirte  ein  Tropfen  flüssigen  Ozons  im  Augenblicke 
des  beginnenden  Siedens,  da  ich  eben  die  Temperatur  des 
Äthylens  ablesen  wollte,  mit  solcher  Heftigkeit,  dass  das  drei- 
fache Olasgefäss  des  Apparates  vollständig  zertrümmert  und 
das  Glas  theilweise  zu  feinem  Staub  verwandelt  wurde.  Wird 
der  Contact  des  Ozons  mit  den  brennbaren  Gasen  ausgeschlossen, 
so  ist  keine  Explosion  zu  befürchten,  denn  das  reine  Ozon  zersetzt 
sich  weder  bei  seiner  Siedetemperatur,  noch  bei  der  gewöhn- 
lichen Zimmertemperatur.  Ein  kleines  Tröpfchen  flüssigen  Ozons, 
welches  ich  in  einem  Glasröhrchen  zugescbniolzen  habe,  ver- 
wandelt sich  bei  der  gewöhnlichen  Temperatur  in  ein  bläuliches 
Gas,  welches  durch  Eintauchen  des  Röhrchens  in  flüssiges 
Äthylen,  wieder  als  dunkelblaue  Flüssigkeit  erhalten  werden 
kann. 

Erstarrung  des  Äthylens. 

Schon  früher  ^)  habe  ich  es  versucht,  das  flüssige  Äthylen 
durch  Verdampfen  im  Vacuum  zur  Erstarrung  zu  bringen,  ohne 
hiebei  jedoch    das    erwünschte    Resultat    zu  erzielen-,   durch 


i)  Compt.  rend.  101,  238. 
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Erniedrigang  des  Druckes  bis  1  bis  2  Mm.  Hg.  wurde  zwar  die 
Temperatur  des  Äthylens  bis — 162**  herabgesetzt,  dasselbe  ver- 
blieb aber  dabei  noch  flüssig  und  durchsichtig.  Diese  Versuche 
wiederholte  ich  jetzt  unter  Anwendung  von  flüssigem  Sauerstoff 
als  Kältemittel;  behufs  Erzielung  noch  niedrigerer  Temperaturen. 
Die  Zusammenstellung  des  Apparates  war  dieselbe,  wie  bei  der 
Verflüssigung  des  Ozons.  In  das  Glasröhrchen^  welches  in  den 
unter  Druck  verflüssigten  Sauerstoff  tauchte,  wurde  Äthjlengas 
eingeleitet  und  nach  Verflüssigung  einiger  Tropfen  desselben 
der  flüssige  Sauerstoff  von  dem  Drucke  vollkommen  befreit.  Das 
Äthylen  erstarrte  nun  bald  bei  der  Siedetemperatur  des  Sauer- 
stoffs ( —  181^4)  zu  einer  weissen,  krystallinischen,  etwas  durch- 
scheinenden Masse.  Jetzt  wurde  der  Hahn,   durch  welchen  der 
Sauerstoff  nach  Aussen  entvnch,  geschlossen,  wodurch  der  Druck 
und   die  Temperatur  des  Sauerstoffs  allmählich  stieg ;  in  dem 
Augenblicke,  in  welchem  das  Manometer  3'4  Atm.  anzeigte,  fing 
das  Äthylen  an  zu  schmelzen.  Nach  meinen  früheren  Versuchen^) 
entspricht   dem   obigen   Drucke  eine  Temperatur  des  flüssigen 
Sauerstoffs  von  —  169 "",   welche   mithin  als  Schmelzpunkt  des 
Äthylens  zu  betrachten  ist 


1)  Compt.  rend.  100,  350. 
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Über  das  Absorptions-Spectram  des  flüssigen  Sauer- 
stoffes und  der  verflüssigten  Luft. 

Von  Dr.  K.  Olsiewski, 

Pro/ettor  an  der  k,  k.  ünintrtität  in  Krakau, 

(Mit  1  Holzschnitt.) 

(Verftitft  in  der  SHzvng  am  20.  Jinnar  1887.) 

Bei  der  Bestimmang  des  Siedepunktes  des  Ozons  beob- 
achtete ich,  dass  die  dunkelblauen  Ozontropfen,  welche  sich  ober- 
halb des  als  Eühlnngsmittel  verwendeten  flüssigen  Sauerstoffes 
gebildet  hatten,  stets  auffallend  verblassten  und  ihre  blaue  Farbe 
theilweise  einzubttssen  schienen,  sobald  sie  in  die  tieferen,  von 
fiflssigem  Sauerstoff  umgebenen  Theile  des  Verfltlssignngsröhr- 
chens  gelangten.  In  der  Voraussetzung,  dass  diese  Erscheinung 
durch  eine  Absorption  der  blauen  Strahlen  im  flttssigen  Sauer- 
stoff verursacht  sein  durfte,  versuchte  ich  es,  dieselbe  mittelst 
des  Spectroskopes  zu  prtlfen  und  erhielt  dabei  folgende  Resultate : 

Ein  gegen  das  Fenster  gerichtetes  Browning'sches  Taschen- 
speetroskop  ergab  zwar  keine  deutliche  Absorption  im  blauen 
Felde  des  Spectrums,  es  erschienen  aber  zwei  auffallend  starke 
dunkle  Linien  in  Orange  und  Gelb.  Ehe  das  Licht  in  das  Spectro- 
skop  gelangte,  ging  es  zwar  durch  die  zwölf  Glaswände  meines 
Apparates,  sowie  durch  eine  Schichte  flüssigen  Äthylens,  welche 
viel  stärker  war  als  die  Sauerstoffschichte,  welche  das  Röhrchen 
mit  dem  verflüssigten  Ozon  umgab;  es  konnten  die  dunklen 
Linien  jedoch  weder  durch  das  Glas,  noch  durch  das  flüssige 
Äthylen  veranlasst  sein,  da  sie  stets  verschwanden,  sobald  die 
letzten  Tropfen  des  flüssigen  Sauerstoffes  sich  verflüchtigt  hatten. 

Indem  ich  dieses  Experiment  öfters  wiederholte,  fand  ich, 
dass  jene  dunklen  Linien  bei  der  Verflüchtigung  des  flüssigen 
Sauerstoffes  denn  doch  nicht  spurlos  verschwanden,  und  ich  über- 
zeugte mich  alsbald,  dass  sie  sich  in  dem  Sonnenspectrum  auch 
dann,  wenn  das  Licht  nicht  durch  meinen  Apparat  ging,  freilich 

SUxb.  d.  m«them.-naturw.  Oi.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  17 
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in  einem  viel  schwächeren  Grade,  bemerkbar  machten^  dass  mit- 
hin die  durch  den  flttssigen  Saaerstoff  veranlassten  Absorptions- 
linien  anchindem  gewöhnlichen  Sonnenspectmm  vorhanden  seien. 

Meine  ersten  Yersnche  hatte  ich  in  den  Mittagstnnden  an- 
gestellt nnd  die  Linien  nach  Verflttchtigang  des  Sanerstoffes  ganz 
schwach  gefunden;  sobald  ich  aber  den  Versuch  in  die  Abend- 
stunden verlegte,  erschienen  sie  bei  Sonnenuntergang  und  bei 
Betrachtung  des  Abendhimmels  sehr  deutlich,  wurden  aber  fast 
ganz  schwarz,  wenn  das  Licht  durch  den  flttssigen  Sauerstoff 
ging.  Es  waren  zweifellos  dieselben  Linien,  welche  das  Sonnen- 
spectmm selbst  enthielt 

Wurden  die  Absorptionen  des  flüssigen  Sauerstoffes  mittelst 
eines  Vierordt'schen  Spectroskops  untersucht,  so  erweiterten  sie 
sich  in  Folge  der  grösseren  Dimensionen  des  Spectrums  und 
bildeten  Absorptionsstreifen,  ganz  analog  den  entsprechenden 
tellurischen  Absorptionen  des  SonnenspectrumB.  Auch  bei  An- 
wendung von  elektrischem  Bogenlicht,  sowie  bei  der  Benützung 
desDrunmiond'schenEalklichtes  beobachtete  ich  stets  deutlich  die 
beiden  Absorptionen  in  Orange  und  Oelb.  Die  Dicke  der  flüssigen 
Sauerstoffschichte  betrug  bei  den  erwähnten  Experimenten  nicht 
mehr  wie  7  Mm.;  denn  obgleich  die  Sauerstoffröhre  einen  inneren 
Durchmesser  vom  12  Mm.  hatte,  wurden  die  inneren  5  Mm.  von 
dem  zur  Verflüssigung  des  Ozons  dienenden  Böhrchen  eingenom- 
men. Bei  den  folgenden  Versuchen  wurde  nun  dieses  Röhreben 
weggelassen,  wodurch  einerseits  eine  grössere  Dicke  der  Saner- 
stoffschichte  (12  Mm.),  anderseits  eine  grössere  Durchsichtig- 
keit des  Apparates  erzielt  wurde.  Auch  diese  Versuche  worden 
übrigens,  ebenso  wie  die  früheren,  bei  atmosphärischem  Drnck, 
mithin  bei  der  Siedetemperatur  des  Sauerstoffes,  welche  ich 
bereits  früher  gleich  —181^4  gefunden  habe,  angestellt.  Dmm- 
mond'sches  Licht  ergab  nunmehr  im  Vierordf  sehen  Spectralappa- 
rate  ausser  jenen  zwei  Absorptionsstreifen  in  Orange  und  Gelb, 
welche  ich  bereits  bei  den  früheren  Experimenten  beobachtet 
hatte  und  welche  jetzt  auffallend  stark  auftraten,  noch  zwei 
andere  Absorptionen,  nämlich  eine  sehr  schwache  im  grünen  nnd 
eine  zweite   etwas  stärkere  im  blauen  Felde,   welche   jedoch 
bedeutend  schwächer  war,  wie  die  beiden  Hauptstreifen  in  Qelb 
und  Orange. 
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Die  Lage  der  Absorptionsstreifeii  des  flttSBigen  Sauerstoffes 
bestuninte  ich  in  Ermangelung  eines  genaueren  Apparates  mit 
dem  Yierordf  sehen  Spectroskope  und  erhielt  folgende^  auf  Wellen- 
Ifingeo  redncirte  Werthe: 

In  Orange 634  —  622 

„  Gelb 581  —  573 

„  Grün 535 

„  Blau 481  —  478 

Das  beigeschlossene  Spectrum  gibt  ein  Bild  des  Absorptions- 
spectrums des  flüssigen  Sauerstoffes  bei  12  Mm.  Durchmesser  der 
Flüssigkeit  und  einer  Temperatur  von  — 181^4. 

B       C  D  E  F  ^ 
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Absoiptions-Spectrum  des  flüssigen  Sauerstoffes. 


Die  Zahlen  628,  577,  535  und  480  jui  bezeichnen  die  den 
Mitten  der  Absorptionsstreifen  entsprechende  Wellenlänge;  der 
Steifen  628  ist  durch  seine  Breite,  der  Streifen  577  durch  seine 
Dunkelheit  ausgezeichnet;  die  ungleich  schwächeren  Streifen  535 
und  480  scheinen  in  dem  Sonnenspectrum  nicht  vorhanden  zu  sein. 


Nachdem  ich  auf  die  angegebene  Weise  die  Absorptions- 
eigensehaften  des  flüssigen  Sauerstoffes  festgestellt  hatte,  glaubte 
ich  auch  den  zweiten  Hauptbestandtheil  der  atmosphärischen 
Luft  auf  jene  Eigenschaften  prüfen  zu  müssen.  Bei  den  zu  diesem 
Zwecke  angestellten  Versuchen  verwendete  ich  jedoch  nicht 
reinen  Stickstoff,  sondern  von  Wasserdämpfen  und  Kohlensäure 
vollständig  befreite  Luft.  Das  Spectrum  der  flüssigen  Luft  unter- 
sachte ich  mit  dem  gleichen  Apparate  und  unter  denselben  Be- 
dingungen, vne  früherhin  das  Sauerstoffspectrum,  nämlich  bei 
dem  gewöhnlichen  atmosphärischen  Drucke  und  der  Siedetempe- 
ratur der  Luft  (etwa  — 191 "") ;  der  Durchmesser  der  beobachteten 
Flüssigkeit  betrug  auch  jetzt  12  Mm.;  Drummond'sches  Kalklicht 
bildete  die  Lichtquelle. 

17* 
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Ich  hatte  in  dem  Absorptionsspectrnm  der  flttBsigen  Laft 
neue  Absorptionslinien  erwartet,  fand  aber  meine  Hoffhongen 
getäuscht;  selbst  die  den  Wellenlängen  628  und  ö77|i  entspre- 
chenden Absorptionsstreifen  erschienen  anfangs  sehr  schwach, 
nahmen  zwar  in  dem  Masse,  als  in  Folge  des  beständigen  Siedens 
die  Flüssigkeit  sanerstoffreicher  wnrde,  an  Stärke  zu,  erreichten 
jedoch  bei  Weitem  Mcht  die  Intensität  der  Absorptionen  des 
reinen  Sanerstoffes.  Ausser  diesen  flir  den  Sauerstoff  charakteri- 
stischen Streifen  waren  aber  in  dem  Luftspectrum  keine  anderen 
Absorptionsstreifen  zu  finden. 


Die  Bestimmung  der  Absorptionsstreifen  des  fltlssigen  Sauer- 
stoffes ist  für  das  Verständniss  des  Sonnenspectrums  insofeme 
von  Bedeutung,  als  es  uns  die  Natur  einiger  seiner  tellurischen, 
d.  h.  Yon  der  Atmosphäre  abhängigen  Absorptionslinien  kennen 
lehrt.  Janssen's  undSecchi's  Untersuchungen  haben  darge- 
than,  dass  die  meisten  dieser  Linien  der  Absorptionskraft  des  in 
der  atmosphärischen  Luft  enthaltenen  Wasserdampfes  ihre  Ent- 
stehung verdanken.  Nach  Ang ström  sind  es  aber  die  Bänder 
A,  B,  a  und  S,  welche  wegen  ihrer  Beständigkeit  und  wegen 
ihrer  geringen  Abhängigkeit  von  der  Temperatur,  durch  den 
Einfluss  des  Wasserdampfes  sich  nicht  erklären  lassen.  Die 
geringe  Absorptionsfähigkeit  der  in  der  Luft  enthaltenen  farb- 
losen Gase,  beziehungsweise  die  Schwierigkeit  der  Beobachtung 
einer  entsprechend  mächtigen  Schichte  dieser  Körper  stand  bis- 
her der  Zurttckführung  dieser  Bänder  auf  den  Einfluss  eines 
bestimmten  Bestandtheiles  der  Luft  störend  entgegen.  Ans 
meinen  Versuchen  erhellt  aber,  dass  der  flüssige  Sauerstoff  unge- 
achtet seiner  Farblosigkeit  selbst  in  sehr  dttnnen  Schichten  eine 
überaus  bedeutende  Absorptionskraft  besitze,  dass  seine  beiden 
stärksten  Absorptionsstreifen  628  und  577  fx  mit  den  entsprechen- 
den tellurischen  Absorptionen  des  Sonnenspectrums  genau  über- 
einstimmen und  zweien  der  von  Angström  angeftihrten  Streifen, 
nämlich  a  und  i  entsprechen.  Die  vollständige  Übereinstimmung 
der  tellurischen  Absorptionsstreifen  a  und  8  mit  den  Absorptions- 
streifen des  flüssigen  Sauerstoffes  lässt  aber  den  Schluss  nicht 
als  zu  gewagt  erscheinen,  dass  es  auch  in  der  Atmosphäre  der 
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S&uerstoff  sei,  welcher  jene  Absorptionsstreifen  verursache.  Bei 
der  relativen  Schwäche  der  beiden  anderen  Streifen  im  grünen 
und  blauen  Theile  des  Sanerstoffspectmms  ist  es  kaum  zu  ver- 
wundem,  dass  sich  dieselben  im  Sonnenspectmm  nicht  nach- 
weisen lassen. 

Anmerkung.  Erst  nach  Abschluss  der  vorliegenden  Ab- 
handlung hatte  ich  Gelegenheit,  die  neuesten  Arbeiten  Janssen's  * 
und  Egoroff's '  über  das  Absorptionsspectrum  des  Sauerstoffes 
kennen  zu  lernen. 

Egoroff  erhielt  bei  Anwendung  einer  60  Meter  langen, 
Sauerstoff  unter  6  Atm.  Druck  enthaltenden  Röhre  des  Absorp- 
tionsspectrums des  Sauerstoffes  und  schloss  aus  demselben,  dass 
die  telinrischen  Liniengruppen  A,  B  und  wahrscheinlich  auch  a 
des  Sonnenspectrums  durch  den  Sauerstoff  veranlasst  seien. 

Janssen  beobachtete  die  Absorptionen  des  Sauerstoffes  in 
einer  Röhre  von  gleicher  Länge,  aber  bei  27  Atm.  Druck  und 
fand  ausser  den  von  Egoroff  nachgewiesenen  Absorptionen  auch 
solche  jenseits  des  Roth,  dann  zwischen  A  und  B,  B  und  C;  femer 
drei  dunkle  Banden;  eine  im  Roth,  nahe  bei  a,  eine  im  Gelbgrtln 
nahe  bei  D  und  eine  im  Blau.  Das  Sonnenspectmm  enthält  nach 
Janssen  wohl  die  Liniengmppen  ^,  £  und  a,  nicht  aber  die 
anderen  von  ihm  gefundenen  Absorptionen. 

Ob  im  Absorptionsspectmm  des  flüssigen  Sauerstoffes  auch 
die  Orappen  A  und  £,  welche  nach  Egoroff  dem  Spectmm  des 
gasförmigen  Sauerstoffes  eigen  sind,  vorkommen,  kann  ich  weder 
behaupten,  noch  verneinen,  da  genaue  Beobachtungen  der  Ab- 
sorptionen des  flüssigen  Sauerstoffes  in  diesem  Randtheile  desSpec- 
tnuns  bei  der  dermaligen  Zusammenstellung  meines  Apparates 
noch  nicht  mit  genügender  Schärfe  ausgeflihrt  werden  konnten. 


J  Compt.  rend.  101,  649;  102, 1352. 
>  Ebenda  101,  1148. 
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Zur  Ohemie  des  Ecgonins. 

Von  Dr.  W.  Gintl  und  L.  Storeh. 

(Ans  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Deutschen  technischen  Hoch* 

schule  zu  Prag.) 

Im  vorletzten  Hefte  der  „Berichte  der  Deutschen  chemischen 
Gesellschaft^  tbeilt  C.  £.  Merck*  die  Resultate  einiger  Versuche 
mit  EcgoDin  mit.  Dies  veranlasst  uns  zur  Mittheilung  der  bis- 
herigen Ergebnisse  einer  Untersuchung,  welche  wir  bereits  vor 
längerer  Zeit,  allerdings  mit  relativ  kleinen  Mengen  von  GocaYn 
und  Benzoylecgonin,  behufs  Ermittlung  der  Natur  des  Spaltungs- 
productes  des  CocaYns  begonnen  haben,  die  wir  aber  mit  Rtlck- 
sieht  auf  den  hohen  Preis,  den  dieses  Präparat  inzwischen  erreicht 
hatte,  zeitweilig  ruhen  lassen  mussten,  um  sie  vor  Kurzem  wieder 
aufzunehmen.  Indem  wir  uns  vorbehalten,  tlber  diese  Arbeiten 
seinerzeit  ausführlicher  zu  berichten,  beschränken  wir  uns  vor- 
erst darauf,  das  mitzutheilenj  was  zu  einer  Richtigstellung, 
beziehungsweise  Erweiterung  der  bisherigen  Angaben  über  das 
Ecgonin  zu  dienen  geeignet  ist. 

Die  Einwirkung  von  Methyljodid  auf  Ecgonin  ist 
schon  von  Lossen*  studirt  worden.  Er  erhitzte  Jodmethyl  mit 
Ecgonin  12  Stunden  lang  auf  100*"  und  sprach  das  erhaltene 
Product  als  jodwasserstoffsaures  Ecgonin  an,  da  es  bei  der 
Behandlung  mit  Silberoxyd  Ecgonin  lieferte.  Da  sich  diese  Beob- 
achtung aber  auch  ohne  weiters  durch  die  Annahme  einer  nnbe- 
ständigen  Ammoniumbase  erklären  lässt,  wie  solche  auch  beim 


1  Ber.  d.  D.  ehem.  Ges.  19,  3002. 
a  Annalen  d.  Ghem.  133,  367. 
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l^arcotin   und   neuerdings    beim  Methyloxypyridin  *  dargestellt  i 

ivorden   sind,   so  schien  es  uns  interessant,   den  Versuch  zu 
wiederholen. 

Ecgonin  wurde  mit  dem  ftlnfTachen  Gewichte  Jodmethyl  und 
Methylalkohol  13  Stunden  bei  100''  erhitzt  und  das  Reactions- 
product  darauf  mit  Silberchlorid  und  molecularem  Silber  gelinde 
erwärmt  Die  farblose  Flüssigkeit  lieferte  eine  schwach  gelblich 
geflürbte  Salzmasse,  die  in  das  Platindoppelsalz  verwandelt  wurde. 
Dieses  ist  leicht  löslich  und  fällt  selbst  aus  der  concentrirten 
LOsnng  nicht  aus;  erst  ein  Zusatz  von  Alkohol  und  Äther  fällt  es. 
Der  Niederschlag  wurde  aus  wasserhaltigem  Alkohol  umkrystalli- 
«rt  Er  verlor,  nach  dem  Trocknen  im  Vacuum,  bei  105  bis  110' 
nichts  an  seinem  Gewichte  und  enthielt  24*  14^0  Pt.  Dem  Ecgonin- 
platindoppelsalz  entsprichtder  Gehalt  von  25- 00«/^,  dem  Platinsalze 
des  Chlormethyladditionsproductes,  (CjHj5N03CH3Cl),Pt  Cl^, 
dagegen  24-13%  Pt.  Es  hat  daher  die  Addition  von  einem 
Molecttl  CH3J  thatsächlich  stattgefunden. 

Um  zu  erfoi-schen,  ob  an  dem  Stickstoffatom  eine  abspaltbare 
Alkylgruppe  gelagert  ist,  wurde  das  Ecgonin  mit  der  zehnfachen 
Menge  concentrirter  Salzsäure  (von  3b%  HCl)  erhitzt.  Nach 
ISstllndigem  Erhitzen  auf  180  bis  200 ""  war  noch  keine  Abspal- 
tang eingetreten,  wesshalb  nochmals  11  Stunden  auf  240  bis  260"" 
erhitzt  wurde.  Beim  Öffnen  des  Rohres  war  schwacher  Druck 
vorhanden,  der  Inhalt  war  braun  gefärbt  und  hatte  einen,  an  die 
Kohlenwasserstoffe  des  Petroleumäthers  erinnernden  Geruch. 
Bei  der  Destillation  der  wässerigen  Lösung  gingen  auch  einige 
ÖltrOpfchen  von  demselben  Gerüche  ttber,  doch  war  deren  Menge 
ZQ  gering^  als  dass  sie  hätten  einer  weitem  Untersuchung  unter- 
logen  werden  können. 

Der  Destillationsrttckstand  wurde  verdampft  und  mit 
absolutem  Alkohol  ausgezogen,  der  Rückstand  des  alkoholischen 
Auszugs  in  gleicher  Weise  so  lange  behandelt,  als  bei  der  Wieder- 
ufDahme  in  Alkohol  noch  ein  Rückstand  blieb.  Als  die  alko- 
koHsehe  Lösung  dann  mit  dem  gleichen  Volumen  Äther  versetzt 
wurde,  schieden  sich  nach  längerem  Stehen  strahlig  angeordnete 


1  Lieben  u.  Haitinger.  Monatsh.  f.  Ghem.  6.  314.  Vergl.  auch: 
Stntsch.  Ber.  d.  D.  ehem.  Ges.  17, 1031. 
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Erystalle  ab,  welche  das  Chlorhydrat  einer  öligen  Base  dar- 
stellen, während  in  die  ätheralkoholische  Lösung  das  Chlorhydrat 
eines  primären  Amins  ging,  dessen  Existenz,  mit  Rücksicht  auf 
die  geringe  Menge  desselben,  nur  mit  Hilfe  der  Carbylamin- 
reaetion  nachgewiesen  werden  konnte. 

Mit  der  näheren  Untersuchnng  der  Prodncte  sind  wir  noch 
beschäftigt,  glauben  jedoch  nach  unseren  bisherigen  Resultaten 
es  als  höchst  wahrscheinlich  bezeichnen  zu  dürfen,  dass  an  dem 
Stiekstoffatome  eine  einwerthige  Alkylgruppe  angelagert  ist. 
Was  wir  schon  jetzt  bestimmt  aussprechen  können  ist,  dass  die 
gewonnenen  Resultate  im  Widerspruche  mit  den  von  C.  B.  Merck 
gemachten  Angaben  stehen,  wonach  Jodmethyl  und  Jodwasser- 
stoffsänre  auf  Ecgonin  nicht  einwirken.  Die  yon  diesem  Chemiker 
beobachtete  Bildung  von  Methylamin  bei  der  Destillation  des 
Ecgonins  mit  Barythydrat  dürfte  es  möglich  erscheinen  lassen, 
dass  das  von  uns  als  Spaltungsproduct  erhaltene  primäre  Amin 
Methylamin  war.  Versuche  im  grösseren  Massstabe  werden  uns 
darüber  Klarheit  geben. 

Es  sei  noch  eines  weiteren  Versuches  erwähnt,  nämlich 
der  Destillation  des  Ecgoninchlorhydrats  mit  Zink- 
staub. 

Skraup^  bemerkt  in  seiner  Arbeit  „über  das  Benzoyl- 
ecgonin^,  dass  Eegoninchlorhydrat  mit  Zinkstaub  destillirt  ein 
nicht  basisches,  ätherlösliches  Öl  und  in  kleiner  Menge  eine  Base 
liefert,  deren  Platinsalz  schwer  löslich  ist.  Wir  erhitzten  Eegonin- 
chlorhydrat mit  der  löfachen  Menge  Zinkstaub  im  Wasserstoff- 
strome bei  eben  wahrnehmbarer  Rothglut  unter  Vorlage  zweier 
T-Röhren,  von  denen  die  erste  gekühlt  und  leer,  die  zweite  mit 
verdünnter  Salzsäure  geftlllt  war.  Nach  der  Operation  enthielt  die 
erste  einige  wenige  Tröpfchen  einer  gelbbraunen  Fltlssigkeit, 
welche  einen  schwachen,  an  Chinolin  erinnernden  Geruch  besas^, 
leichter  als  Wasser,  in  Äther  leicht  löslich  war  und  keine 
basischen  Eigenschaften  zeigte,  trotzdem  aber  stickstoffhaltig  zu 
sein  scheint.  Die  Salzsäure  der  zweiten  C7-Röhre  gab  eine  schwach 
gelblich  geftlrbte  Salzmasse,  deren  Gewicht  etwa  5%  von 
Eegoninchlorhydrat  betrug.    Auf  Zusatz  von  Platinchlorid   fiel 


i  Monatsh.  f.  Chem.  6,  556. 
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sofort  ein  feinkiystallinischer,  gelber  Niederschlag,  der  unter  dem 
Mikroskope  betrachtet ,  ans  schön  ausgebildeten  Oktaedern 
bestand  und  nach  der  ausgeftlhrten  Platinbestimmnng  (43  *  64 Y^  Pt) 
nichts  anderes  als  Platinsalmiak  war. 

Wir  hoffen  demnächst  in  der  Lage  zu  sein.  Weiteres  über 
die  Ergebnisse  unserer  bezüglichen  Arbeiten,  die  wir  nunmehr 
mit  grossem  Mengen  des  inzwischen  wieder  leichter  beschaffbaren 
Cocains  fortsetzen,  mittheilen  zu  können. 
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Ü1)er  die  Natur  der  Zuckerarten  der  Sojabohne. 

Von  Th.  Morawski  uod  J.  Stin^L 

(Aus  dem  Laboratorium  der  k.  k.  Staatsgewerbeschale  in  Bielitz.) 

BeiansererUntersnchang  der  Sojabohne  (d.Ber.  Bd.XCni, 
Abth.  II,  Maiheft)  fanden  wir,  dass,  entgegen  den  Angaben 
anderer  Autoren,  die  Sojabohne  gegen  127o  Zucker  enthält.  Wir 
haben  dort  zur  Gharakterisirnng  des  Zuckers  der  Sojabohne 
einige  allgemeine  Reactionen  angegeben  und  behielten  uns 
vor,  die  Natur  des  Zuckers  der  Sojabohne  genauer  zu  studiren. 
Wir  haben  nun  diese  Versuche  fortgesetzt  und  gelangten  zn 
folgenden  verzeichnenswerthen  Resultaten. 

Was  vor  Allem  die  Reinigung  eventuell  Trennung  der  in  der 
Sojabohne  vorhandenen  Kohlehydrate  betrifft,  so  wurde  nach 
verschiedenen  anderen  Versuchen  schliesslich  der  Weg  ein- 
geschlagen, mit  Barythydrat  zu  fällen  und  mit'  Kohlensäure  zu 
saturiren,  welche  Operationen  zweimal  wiederholt  wurden.  Beim 
Eindampfen  entstand  dann  ein  schwach  gelb  gefärbter  Syrup, 
der  mit  90grädigem  Alkohol  aufgenommen  wurde. 

Zu  dieser  alkoholischen  Lösung  wurde  partienweise  Äther 
zugesetzt.  Die  Flüssigkeit  trübte  sich  und  schied  über  Nacht 
eine  syrupöse  Schichte  aus;  nachdem  diese  von  der  alkoholisch- 
ätherischen Flüssigkeit  getrennt  war,  wurde  neuerdings  Äther 
zugesetzt  und  wieder  eine  syrupartige  Ausscheidung  erhalten. 
Diese  Operation  wurde  noch  dreimal  wiederholt,  bis  sich  endlich 
durch  weiteren  Ätherzusatz  nichts  mehr  ausschied.  Nun  wurde 
aus  dieser  ätherhältigen  Flüssigkeit  der  Äther  und  Alkohol 
abdestillirt  und  so  wieder  ein  Syrup  erhalten,  der  wie  alle 
früheren,  durch  Äther  abgeschiedenen  Syrupe  in  einer  Glasschale 
zumKrystallisiren  hingestellt  wurde.  In  den  ersten  drei  FäUungs- 
fractionen  war  selbst  nach  vier  Monaten  von  einer  Krystall- 
bildung  nichts  zu  sehen,  hingegen  zeigten  sich  sehr  gut  aus- 
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gebildete  Krystalle  in  den  letzten  zwei  Partien,  die  durch  Äther 
ausgeschieden  waren,  and  insbesondere  im  Rückstände,  welcher 
nach  dem  AbdestilUren  des  Ätheralkofaoles  blieb.  Der  Symp 
floss  leicht  von  den  Krystallen  ab  nnd  konnten  diese  durch  Um- 
krystallisiren  aus  heissem  95grädigem  Alkohol,  worin  sie  schwer 
loslich  waren,  ganz  farblos  erhalten  werden.  Dieser  krystallisirte 
Zucker  wurde  durch  eingehende  Versuche  als  Rohrzucker 
erkannt,  wie  durch  die  später  anzuführenden  Untersuchungs* 
resultate  gezeigt  werden  soll. 

Bezüglich  des  nicht  krystallisirenden  Theiles,  der  nach 
monatelangem  Stehen  an  der  Luft  amorph  zu  erstarren  begann, 
konnten  keine  bestimmten  Resultate  erhalten  werden.  Die  von 
Levallois  beobachtete  Thatsache,  der  Bildung  von  Sohleimsäure 
bei  Behandlung  des  in  der  Sojabohne  erhaltenen  Zuckergemenges 
mit  Salpetersäure,  berücksichtigend,  fanden  wir,  dass  der  in  dem 
syrupösen  Antheile  enthaltene  Zucker  diese  charakteristische 
Reaction  gibt  Über  diesen  nicht  krystallisirenden  Zucker  der 
Sojabohne  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  derselbe  ein  höheres 
Polarisationsvermögen  besitzt  als  der  Rohrzucker,  welches  aber 
durch  Inversion  sehr  verringert  wird.  Ausserdem  ist  der  amorphe 
Zucker  viel  schwerer  zu  invertiren  als  der  Rohrzucker.  Wenn 
man  nach  Clerget's  Methode  invertirt,  erhält  man  stets  viel 
weniger  Dextrose  oder  Invertzucker,  als  der  in  der  nicht  inver- 
tirten  Lösung  enthaltenen  Zuckermenge  entspricht.  Invertirt  man 
mit  verdünnter  Schwefelsäure  durch  dreistündiges  Erhitzen  im 
Wasserbade^  so  ist  die  Reduction  der  Fe  hl  ing' sehen  Flüssigkeit 
eine  stärkere,  gibt  aber  noch  immer  zu  kleine  Werthe,  um  auf  eine 
vollständige  Umwandlung  des  Zuckers  in  Dextrose  und  Laevalose 
schliessen  zu  können. 

Auf  den  obenerwähnten  krystallisirten  Zucker  zurück- 
kommend, zeigen  nachstehende  Versuche,  dass  derselbe  Rohr- 
zucker (Saccharose)  sei.  Durch  Trocknen  bei  110**  erlitten  die 
lofttrockenen  Krystalle  keinerlei  Veränderung.  Die  Lösung  dieses 
Zuckers  in  Wasser  gibt  mit  Fehling'scher  Lösung  nur  Spuren 
einer  Reduction,  hingegen  sehr  starke  Reduction  nach  der  Inver- 
sion mit  Salzsäure  nach  Clerget's  Verfahren.  Eine  Lösung 
dieses  Zuckers  wurde  polarisirt  und  zeigte  im  Apparate  von 
Soleil-Scbeibler  eine  Rechtsdrehung  von  Ib"",  Diese  Lösung 
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wurde  invertirt  und  durch  Rednction  mit  Fehling'scher  Lösung 
bestimmt,  dass  100  CC.  dieser  Flüssigkeit  3-934  Gnu.  Zucker 
enthalten.  Aus  obiger  Rechtsdrehung  geht  ein  Zuckergehalt  von 
3-907  Grm.  in  100  CG.  hervor.  Nimmt  man  die  durch  Inversion 
gefundene  Zuckermenge  als  die  richtige  an  und  rechnet  daraus 
das  specifische  Drehangsvermögen,  so  gelangt  man  zur  Zahl  66-2, 
die  also  auch  ganz  gut  mit  dem  specifischen  Drehungsvermögen 
des  Kohrzuckers  stimmt. 

Nach  der  Inversion  sollte  die  auf  das  urspiüngliche  Volumen 
bezogene Linksdrehung6  -  6''  betragen  und  wurdenö *  5**  geftinden. 

Es  ist  somit  die  Anwesenheit  reichlicher  Mengen 
von  Bohrzucker  in  der  Sojabohne  durch  diese  Unter- 
suchungen zweifellos  festgestellt. 
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Über  das  Fett  der  Sojabohne. 

Von  Th.  Morawski  and  J.  Stingl. 

(Aus  dem  Laboratorium  der  k.  k.  Staatsgewerbeschule  in  Bielitz.) 

Anläsfllich  unserer  Untersuchungen  über  die  Sojabohne 
hatten  wir  auch  Gelegenheit,  reichliche  Mengen  des  in  dieser 
Frucht  enthaltenen  Öles  zu  sammeln  und  benutzten  wir  nun 
dasselbe,  um  durch  damit  angestellte  Versuche  seine  Natur 
gründlicher  aufzuklären  als  dies  bis  dahin  geschehen  war. 
Berflcksichtigt  man,  dass  die  Sojabohne  durchschnittlich  18% 
dieses  Fettes  enthält,  so  erscheint  dasselbe  entschieden  eines 
näheren  Studiums  werth  und  erschien  es  insbesondere  wichtig, 
festzustellen,  welcher  Gruppe  von  Ölen  das  Sojafett  anzu- 
schliessen  sei,  mit  welchen  Pflanzenfetten  es  die  grösste  Ähnlich- 
keit besitze. 

In  ihrer  Abhandlung  (Monatsheft  für  Chemie,  1883,  p.  349) 
theilen  Meissl  und  BOcker  bereits  einige  Daten  über  dieses 
Fett  mit  (pag.  365),  welche  Herr  C.  Veutin  über  ihre  Veran- 
lassung ermittelt  hatte.  Die  dort  befindlichen  Angaben  trachteten 
wir  nun  zu  erweitern. 

Vor  Allem  wurde  das  Öl  durc]^  längeres  Stehen  geklärt  und 
nun,  da  es  durch  Extraction  mit  Äther  gewonnen,  ätherhältig 
war,  im  Wasserbade  erhitzt  und  anhaltend  Dampf  durchgeleitet, 
bis  Ton  Ätherdämpfen  nichts  mehr  wahrzunehmen  war;  hiebei 
schieden  sich  reichlich  Flocken  ab  und  wurde  deshalb  das  Öl 
wieder  längere  Zeit  sich  selbst  überlassen,  um  sich  zu  klären. 

So  gereinigt  zeigte  das  Öl  eine  intensiv  röthlichgelbe  Farbe, 
schwachen,  wenig  charakteristischen  Geruch  und  diente  zur 
Dnrchftthrung  nachstehend  verzeichneter  Bestimmungen. 

Unter  den  von  Veutin  ermittelten  Daten  fiel  uns  besonders 
die  niedrige  Dichte  auf,  welche  mit  O8900  bei  15**  C.  angegeben 
wird,  also  viel  niedriger  als  jene  aller  anderen  Pflanzenöle.  Wir 
ermittelten  daher  zuerst  die  Dichte  des  Öles  und  fanden  sie  in 
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zwei  Versuchen  zu  0-9272  und  0*9268,  also  im  Mittel  beider 
Bestimmungen  0*9270.  Die  Dichte  ist  daher,  wie  wohl  vorauszu- 
sehen war,  wesentlich  höher  als  in  der  citirten  Abhandlung 
angegeben  wird;  vielleicht  war  bei  jenen  Versuchen  der  Äther 
nicht  vollständig  vertrieben  und  fiel  ans  diesem  Grunde  das 
Resultat  zu  niedrig  aus.  Zur  weiteren  Charakterisirung  des  Soja- 
öles finden  wir  nun  in  der  erwähnten  Abhandlung  eine  Tabelle, 
verschiedene  Beactionen  enthaltend,  wie  sie  von  Craee  Calv  ert 
zur  Untersuchung  der  Öle  vorgeschlagen  wurden.  Bekanntlich 
sind  diese  Beactionen  höchst  unzuverlässig,  von  dem  Verfahren^ 
nach  welchem  die  Öle  gereinigt  wurden,  von  deren  Alter  und 
anderen  Umständen  abhängig.  Wir  stellten  uns  daher  die  Auf- 
gabe, fflT  die  Erkennbarkeit  des  Sojaöles  anderweitige  Daten  zu 
sammeln,  insbesondere  die  sogenannten  quantitativen  Unter- 
suchungsmethoden auf  das  Sojaöl  anzuwenden,  umsomehr 
als  die  Tabelle  der  Beactionen  nach  Calvert  gar  keine  charak- 
teristischen Erscheinungen  enthält 

Der  Verseifungswerth  des  Sojaöles  wurde  von  Veutin 
mit  191*8  angegeben ;  unsere  Versuche  ergaben  sehr  naheliegende 
Werthe,  nämlich  193-1  und  192-7  Mgr.  KOH  per  1  Gram  Fett, 
sonach  ergibt  sich  im  Mittel  192*9  als  Verseifungswerth. 
Ausserdem  wurde  der  Verseifungswerth  der  freien  Fettsäuren 
(nach  Valenta)  aufgesucht  und  mit  194*8  gefunden. 

Die  Jodzahl  des  Sojaöles  (nach  HUbl)  wurde  im  Mittel 
zweier  Bestimmungen  mit  122*2  gefunden.  Die  Jodzahl  der 
freien  Fettsäuren  dieses  Öles  beträgt  115-2. 

Die  Ermittlung  der  unverseifbaren  Bestandtheile 
ergab  einen  Gehalt  von  0*227o-  An  freien  Fettsäuren  wurde^ 
als  Ölsäure  berechnet,  ein  Gehalt  von  2*287o  gefunden. 

Bei  der  Mischung  mit  concentrirter  Schwefelsäure  (nach 
Maumenö)  trat  eine  Temperaturerhöhung  um  61"*  G.  ein. 

Der  Schmelzpunkt  der  freien  Fettsäuren  liegt  bei  28'*  C, 
der  Erstarrungspunkt  bei  25''. 

Die  Menge  der  Fettsäuren  (nach  Hehner),  welche 
100  Theile  des  Sojafettes  liefern,  fanden  wir  mit  95-457o,  Veu- 
tin mit  94*57o. 

Lässt  man  das  Öl  in  dttnner  Schichte  in  einer  flachen  Schale 
längere  Zeit  der  Einwirkung  der  Luft  ausgesetzt,  so  beobachtet 
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man  die  Bildung  dünner  Häntehen,  ans  deren  Entstehen  man 
schUessen  kann,  dass  das  Sojaöl  zu  den  halbtrocknenden  Ölen 
gehört.  Daranf  deuten  aber  auch  andere  hier  von  uns  angeführte 
Daten  hin,  wie  die  hohe  Jodzahl,  die  beträchtliche  Erwärmung 
mit  Schwefelsäure  und  die  grosse  Dichte.  Vergleicht  man  nach 
diesen  besonders  charakteristiBchen  Daten  das  Sojaöl  mit  anderen 
gut  untersuchten  Ölen,  so  zeigt  sich,  dass  das  Sojaöl  seinen 
chemischen  und  physikalischen  Eigenschaften  nach  an  die  Grenze 
der  trocknenden  und  nicht  trocknenden  Öle  zu  stellen  sei,  etwa 
nach  der  Httbl'schen  Tabelle  zu  den  halbtrocknenden  Ölen, 
zwischen  das  Etbrbiskemöl  und  das  Sesamöl  Das  Sojaöl  hat 
mit  dem  EOrbiskernöl  in  seinem  Verhalten  die  grösste  Ähnlich- 
keit. 
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V.  SITZUNG  VOM  10.  FEBRUAR  1887. 


Die  sttd-slavische  Akademie  der  Wisseaschaften 
und  Kttnste  in  Agram  macht  der  kaiserlichen  Akademie 
Mittheilung  von  der  am  14.  Februar  d.  J,  aus  Anlass  der  Wieder- 
kehr des  hundertsten  Todestages  von  RogerBoscovich  statt- 
findenden Feier. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  v.  Barth  Übersendet  eine  Abhand- 
lung: „Über  das  Verhalten  der  drei  isomeren  Nitro- 
benzaldehyde  im  Thierkörper",  von  den  Herren  N.  Sie- 
ber und  A.  Smirnow  aus  dem  chemischen  Laboratorium  des 
Prof.  Nencki  in  Bern. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  ttber- 
sendet  folgende  zwei  Abhandlungen : 

1.  „Über  die  Function  iC(^)." 

2.  „Arithmetische  Notiz.^ 

Herr  Prof.  Dr.  J.  Puluj  in  Prag  übersendet  eine  Abhand- 
lung, betitelt:  »Objective  Darstellung  der  wahren  Ge- 
stalt einer  schwingenden  Saite.^ 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen 
vor;  und  zwar: 

Von  Herrn  Dr.  Otto  Biermann,  Privatdocent  an  der  deut- 
schen Universität  zu  Prag: 

1.  „Über  die  regelmäs'sigen  Punktgruppen  in  Bäu- 
men höherer  Dimension  und  die  zugehörigen 
linearen  Substitutionen  mehrerer  Variabein.'' 

2.  „Analytische  Darstellung  eines  besonderen  al- 
gebraischen Gebildes  zweiter  Stufe  im  Gebiete 
dreier  Grössen." 

Ferner  von  Herrn  Anton  P.  Schott  in  HoUetitz  (Böhmen): 
1.  „Das gegenseitigeVerhältniss derQuadratzahlen.'' 
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2.  „Theorien  zur  Berechnung  der  Entfernung  und 
Grösse  der  Sonne.'' 

3.  „Drei  noch  unbeschriebene  im  Böhmerwalde  yor- 
kommende  Pflanzenarten.'' 

Herr  Dr.  B.  Igel,  Docent  an  der  k.  k.  technischen  Hoch- 
schule in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der 
Combinanten  and  zur  Theorie  der  Jerrard'schen  Trans- 
formation." 

Herr  Dr.  Eduard  Mahl  er ,  Assistent  der  k.  k.  österr.  Grad- 
messungin  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Über  eine  in 
einer  syrischen  Grabinschrift  erwähnte  Sonnen- 
finsterniss." 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nioht 
zugekommene  Feriodioa  sind  eingelangt: 

Jahrbuch  der  königlich  Preussischen  geologischen 
Landesanstalt  und  Bergakademie  zu  Berlin  für 
das  Jahr  1885.  Berlin,  1886;  8^ 

Abreu  Eduarde,  ARaiva.  Lisboa,  1886;  8^ 


Shcb.  d.  inAth«m.-nfttarw.  Cl.  XOV.  Bd.  n.  Abth.  18 
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.    Über  die  Functionen  ^^(ar). 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Gegenbaner« 
Die  ganzen  Functionen: 


x=o 


sind  bei  verschiedenen  mathematischen  Untersuchangen  anf- 
getreten.  Herr  N.  Sonine*  wurde  durch  seine  Stadien  über 
Gylinderfunctionen  znr  Betrachtung  derselben  veranlasst,  während 
Herr  R.  Radau*  die  speciellen  Functionen  TlQc)  zur  näherungs- 
weisen Berechnung  bestimmter  Integrale  von  der  Form: 


/•oo 


benutzte  und  Herr  J.  P.  Gram^  sich  derselben  speciellen  Func- 
tionen bei  der  Ausgleichung  nach  der  Formel: 

mit  den  Gewichten  e*  bediente.  In  den  folgenden  Zeilen  sollen 
nun  einige  Sätze  aus  der  Theorie  dieser  Functionen  mitgetheilt 
werden. 


1  „Recherches  sur  les  fonctions  cylindriques  et  le  döveloppement  des 
fonctions  continues  en  söries.**  Mathematische  Annalen  von  Felix  Klein 
und  Adolph  Mayer.  16.  Band,  Seite  1—80. 

2  „Remarque  sur  le  calcnl  d'ane  integrale  döfinie.^  Comptes  rendus. 
Tome  97,  p.  157—158. 

s  „Über  die  Entwicklung  reeller  Functionen  in  Reihen  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate.  **  Journal  fUr  die  reine  und  angewandte 
Mathematik,  von  L.  Kronecker  und  K.  W  e  i  er  s  t  r  a  s  s.  94.  Band.  S.41— 73. 
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Die  Functionen  T^{x)  sind,  wie  man  sofort  erkennt,  parti- 
caläre  Integrale  der  linearen  Differentialgleichang  zweiter  Ord- 
nnng: 

welche  man  durch  Mnltiplication  mit  e-'af'-^^  auf  folgende  Form 
bringen  kann: 

2)  [e-'x""^^  j^]'  -^ne-'a^y^  —  0. 

Differentiirt  man  die  Gleichang  1)  nach  of^  so  erhält  man  die 
Relation: 

[7:v)r=0) 

and  daher  ergibt  sich  aus  der  Differentialgleichung  2)  die  Formel: 

Schreibt  mao  in  dieser  Gleichung  ftir  n :  n — 1  und  für 
m:m+l  und  differentiirt  die  dadurch  entstehende  Relation  nach 
x^  so  ergibt  die  Verbindung  des  Resultates  mit  der  eben  abgelei- 
teten Formel  die  Beziehung: 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  eben  angegebenen  Ver- 
fahrens erhält  man  die  allgemeine  Formel: 

3)  I'»  =  (-l)-^^^[e-:F"+*r_,(:r)]    . 

Setzt  man  in  dieser  Relation  X  =  »  und  berttcksichtigt,  dass : 


n(fx) 

ist,  so  erhält  man: 

Ist  f(ai)  eine  im  Intervalle  0. .  .oo  coutinuirliche  Function 
ron  Xj  welche  eine  n-malige  Differentiation  znlässt,  und  Überdies 
60  beschaffen,  dass: 

18* 
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ist,  so  verwandelt  sich  die  ans  der  Gleichnng  4)  folgende  Belation: 

in  die  folgende: 

{/o       ^^  ^         "^  ^  n(n)n(7w-hii)^^  ^    ^  ^ 

Es  sollen  nun  einige  specielle  Fälle  dieser  Formel  angegeben 
werden. 

Ist  ^(x)  eine  ganze  Function  von  nicht  höherem  als  den^ 
Grade  n — 1;  so  ist  nach  dieser  Relation: 

J/»oo 
^  e-'af'ff{x)  J^{x)dx  =  0. 
0 

Ist: 
so  wird: 

Jo         '     ^.(*)'^-   a(n)ü(m+n)nip-n) 
wenn/i — n  keine  ganze  negative  Zahl  ist;  ist  aber: 

y(a?)  =  x-P  (p  <cp<cm-^  1) 

so  entsteht  die  Formel: 

je     s       l,[x)dx-       n(p-l)n(n)n(»i+«) 
Setzt  man  in  5): 

eu: 

SO  ergibt  sich  die  Gleichung: 
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Setzt  man  femer: 

^^  (2isya:yr 

und  bertleksichtigt;  dass : 

ist,  80  erhält  man: 

J/»oo  r 

'    J'(2iV^)«-'a?''"«rV)rfa?  = 
0 

-  n(«)n(m+n)  X       (^»V^»)«'     ^  -to. 

Nnn  ist  aber,  wie  ich  gezeigt  habe: ' 

2  n(v)a     1 
wo  f  (a,  ß,  x)  die  von  Herrn  E.E.  Kammer  eingeführte  Function: 
1+     «    ^,      «(«-«-1)     j,»,     «(«+l)(«+2) 

ist  Die  letzte  Relation  verwandelt  sich  daher  in: 

J/»oo  r 

'    r{2i\/xy)  «f-'a?'"~»r"(ar)rf.r  = 
0 

=  n(»)n(»+r)  ^^''-'"'  ''■^»-^^'  -») 


1  „Über  einige  bestimmte  Integrale.^  Diese  Sitzangsberichte,  72.  Band , 


n.  AbtlL  S.  348—354. 
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oder  weil : 

ist,  in: 

J/»oo  r 

'    JX2i\/xy)  e-'  a?*""«  T^  {x)dx  = 
0 

I V    2 

n(«)n(wi-|-n)'^^  '  ^^ 

Setzt  man  speciell  r  =  m,  8o  entsteht  die  Formel: 

^        '^     V     :f/  nV  >'  n(n)n(iin-n) 

Wird  in  der  Gleichung  5)  endlich: 

gesetzt,  so  ergibt  sich  die  Formel: 
ans  welcher  folgt: 

oo 

JTlix)  f'^(x)e-'ards  =  n(„)n(r-»)n(/xTr)n(»»-/x+H— r) 

J^^,  W  ^n  W    ^*^  -  ii(^_m_i)ii(r_«) nOi+r)n(n) 

(fn<ft) 

6)  Tr V) r"(«?) e-'«» rfa-  =  0  {n^r) 

J  0 

Jo  .  n(n)n(»i+n) 

Die  vorletzte  Gleichnng  kann  auch  in  folgender  Weise  her- 
geleitet werden. 
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Ist  r  eine  (von  n  yerschiedene)  ganze  Zahl,  so  genügt  die 
ganze  Function  T^Qc)  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung: 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  p^  sabtrahirt  sie  von 
der  mit  p^  multiplicirten  Gleichung  2)  und  integrirt  die  Differenz 
bezfiglich  x  von  0  bis  oo^  so  erhält  man : 

/•oo  /»oo 

(r— n)  /  tf-«-y,y^da?=/  {[<?-«"+'  y'Jy^-'[e-'J!-'+'  J<]'y,}<te 

=  0 
and  daher  ist: 

/•oo  /«oo 

je-'af^y^ydx  =  cl  e-'af"  T'^Qv)  T^{x)dx  =:  0. 

Ich  habe  nun  folgenden  Satz  bewiesen :  * 

Existirt  ein  System  von  ganzen  Functionen  F^{x)  der  Ver- 
änderlichen X  von  den  Graden  X  (X  zu  0, 1,  2, 3. . .),  welche  den 
Relationen : 

geufigen,  so  unterscheiden  sich  dieselben  von  den  Näherungs- 
nennem  der  regulären  Kettenbruchentwicklung  des  Integrales: 


X 


X — z 


nur  durch  constante  Factoren. 

Die  ganzen  Functionen  r"(a?)  unterscheiden  sich  daher  von 
den  Kähernngsnennern  der  regulären  Kettenbruchentwicklung 
des  Integrales 

'  ,Ober  algebraische  Gleichungen,  welche  eine  bestimmte  Anzahl 
complexer  Wurzeln  besitzen.  *<  Diese  Sitzungsberichte,  87.  Band,  n.  Abth. 
S.  264—270. 
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e~*«"*  dz 


f 


0  ^— « 


nur  dnrcli  moltiplicative  Constanten.  Zwischen  drei  auf  einander 
folgenden  Functionen  T^{x),  T^_^(s\  T^_^(x)  mnss  demnach 
eine  Relation  von  der  Form: 

bestehen,  wo  A^  B^  C  Gonstanten  sind. 

Vergleicht  man  die  Co6fficienten  von  ar"  auf  beiden  Seiten 
dieser  Gleichung,  so  erhält  man  sofort: 

A  =  n(wi-|-n), 

multiplicirt  man  dieselbe  aber  mit  e-'af  T\^{x)dx  und  integrirt 
von  or  =  0  bis  or  =  cx>,  so  entsteht  die  Relation: 

B 

n(n— l)n(iii+n— 1)  "" 


X»n— 1 


aus  welcher  nach  den  oben  entwickelten  Formeln  folgt: 

B  =  iin- 2n—l. 

Wird  die  erwähnte  Gleichung  endlich  mit  e-'afT^^^iai) 
multiplicirt  und  von  a?  =  0  bis  o?  =  oo  integrirt,  so  ergibt  sich : 

C=l. 

Man  bat  daher  die  Gleichung: 

8)     nim^n)  r;(^)_{ar-(in+2n-l)}r;i,(^)+C(^)  =  0. 

Verbindet  man  die  durch  Differentiation  aus  dieser  Gleichang 
abgeleitete  Formel: 

n(m^n)T:^l{x)-^-(m+2n-l)]T:^l{x)+T'^l{x)^^ 
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mit  der  Belation^  welche  aus  derselben  entsteht^  wenn  f)ir  m:m — 1 
und  Arn :  n — 1  gesetzt  wird^  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

9)  Cx(*)  =  («+«)0)+0) 

10)   («-i)r:_»  =  {*-(».+«-i)|0)-t;+V) 

zu  denen  man  noch  die  Relation: 

11)      (n-l)  CC^r)  =  {s-(m+ 1)\  C^Car)-^.^';^) 

hinznftlgen  kann. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  T"(a?)=0  reell,  positiv  und  ungleich  sind.  Wäre 
j?  =  j?,  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  r^(a?)  =  0,  so 
mflsste  fttr  dieselbe  nicht  nur  T^(^)j  sondern  auch  [r^(a?)]'d.  i. 
r^^j  (d?)  verschwinden,  was  nach  9)  auch  das  Verschwinden  von 
T^  (j?)  zur  Folge  hätte.  Ein  gleichzeitiges  Verschwinden  von 
T^  (or)  und  r'J_j(a?)  wttrde  aber  nach  8)  bewirken,  dass  fftr 
j?  =  d?,  sämmtliche  Functionen  T^     (x),  T^_^{x\  . . .,  2\      (a?), 

T^     (x)  gleich  Null  werden,  was  unmöglich  ist,  da  T^      (x) 
eine  von  Null  verschiedene  Gonstante  ist.  Zur  Bestimmung  der 

Anzahl  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  T^{x)  =  0 
kann  man  folgenden  bekannten  Satz  bentitzen: 

Hat  man  zwei  ganze  Functionen  F{x)  und  F^{x\  von  denen 
die  zweite  ftir  alle  im  Intervalle  a . . .  6  befindlichen  Wurzeln  der 
ersten  dasselbe  Zeichen  besitzt,  wie  F'{x\  so  ist  die  Anzahl 

A\F{x)\  der  innerhalb  des  Intervalles  a. .  .A  liegenden  Wurzeln 

« 

der  Gleichung  F{x)  =  0  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 
mx)\=-y  sgn. (*«[(?) A0)—|- 8g«. (^«)^.(«))+ 


J-8gii.(F(*)F,(6)), 
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WO  die  Summation  ttber  alle  Wurzeln  |  der  Gleichung  F^(x)z=:0 
auszudehnen  ist,  welche  innerhalb  des  Interralles  a. .  .6  liegen 
und  sgn.  (a)  das  Vorzeichen  der  reellen  Grösse  a  ist. 
Nach  diesem  Satze  ist: 

T 

- 1  sgn.  (r:(o)r:::(o)) + 1  sgn.  (rrc+oo)  o+oo)), 

wo  die  Summation  sich  über  alle  positiven  Wurzeln  f  der  Glei 
chung  r^j  (x)  =  0  erstreckt. 
Nun  ist: 

sgn.  «(0)0))  =  -1. 

sgn.  (r;(+oo)r;^'(+oo))  =  +1 

und  nacb  11): 

8gn.(r:(D)=-8gn.(r::r:(o) 

und  demnach: 

ii7->)}=j{r::;(;r)}+i 

0  0 

also  auch: 

^{r>)}=^{r,      (*-)j+«-i. 

0  0 

Da  nun,  wie  man  sofort  sieht,  die  Wurzel  der  Gleichung 
T[        (x)  z=0  positiv  ist,  so  hat  man  schliesslich: 

I|r>)}=«. 

0 

Verbindet  man  die  Gleichung  8)  mit  den  Relationen,  welche 
aus  derselben  hervorgehen,  wenn  der  Reihe  nach  flir  n:n— 1, 
n— 2,  w— 3,  . . .,  2, 1  gesetzt  wird,  bestimmt  sodann  aus  diesem 
Systeme  von  n  in  Beziehung  auf  die  Functionen  T^_^(a:)f  T^_^{x\ 

. . .,  r^V)»  ^o(^)  linearen  Gleichungen  die  Grösse  T^_^(ip)  und 
berücksichtigt,  dass  r^(^)  und  t"^_^(x)  theilerfremd  sind,  so  erhält 
man  für  T^  (a?)  folgende  Gleichung : 
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* 

+ 
s 

II 

H 

I 

'? 

+ 


.Co 


OD 

o 

o- 
o 

OD 

e^ 
CD 

D- 

e^ 

N 

cr 
Cb 

a 


B 
0 

5* 

CD 

0 

Co 


?^ 


.05         i 


CD 
W 

o 

0 


V 


ff        o    o 

CD 

£5       o    o 


CD 

0 

P' 

CD 

0 


o    o 


<=>    o 


! 
i 


Jo      ^ 


3 
+ 


I 


3 

+ 


9 
+ 


a 
+ 


3 

+ 

CO 


ö 

CD 

I 


0 

St 

'S 

B 
N 


0 

© 

.    Co 

V 


1^ 


0 

B 


+ 

8 


I 


.1 


O      O 


o     o     o 


ff 

+  + 

to    to 

a   a 
+   + 

ff: 

a 

Ä  's" 
T  + 
+   " 

+   + 

T  T 

H-'        t0 

a 

+      ?      H 
8      +      1 

+     ^ 

■    !  +  1 

>•    >•    ^ 
•    •    • 

.  TT- 

a 
+  X 

über  die  Functionen  r"(a:).  285 

Setzt  man : 

5>)r>)-r>)S"(*)  =  A„,x(ar)  (X  ^  «) 

80  bat  man; 

n(j«-f-n)A„,x(a?)={a?— (m+2n— l)}A„^i,x  (a?)— An-2.x  (a?) 
Nun  ist  nach  der  Defioitionsgleichong: 

ferner: 

(X+ l)(m+X+  l)Ax4.i,  X  (o?)  =  Ax.  x-i  (a?) 

und  daher,  weil: 

^'•'(^)  =  n(m)n(nn-l) 
ist, 

^-^'•^  ■"n(m)n(x+i)n(iin-x-4.i)- 

Die  ganze  Fanction  An,x(^)  ist  demnach  eine  ganze  Function 
von  X  vom  Grade  n — \ — 1,  in  welcher  der  Coöfficient  der  höchsten 

Potenz  von  x gleich „.  v„/   v„/ x  ist- 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  T'^ix)  =  0 
mit  X|y  or,;  d?,,  . . .;  Xn^  so  ist  nach  den  Euler'schen  Formeln: 


wenn  /*(d?)  eine  ganze  Function  von  x  von  nicht  höherem  als  dem 
Grade  n — 1  ist,  in  welcber  x/^"^  den  Coöfficienten  6^_i  besitzt. 
Setzt  man  nun: 

fix)  =  x(^)Ai.,x(.'P) 
wo: 

yij^x)  =  c,^a?t*+c^_ia?t*-"i-4- . . .  +c^x+Cq         (i^^^i) 

ist,  so  msdifix)  eine  ganze  Function  vom  Grade  n — A,+]ul — 1 
ond  daher  hat  man  die  Gleichungen: 


286                                     L.  Gegenbauer, 

(/x<^<«) 

vx(^x)<K)«rK)  _      c^ 

Ot<«). 

ti       ^r^'K)           n(«)n(m)n(m+n) 

Ist  speciell  x(^)  =  3r"*(ar),  so  erhält  man: 


^  »—1  V^Xv' 


^=1  -  n-1  \-X 


Die  ganze  Function  (»— l)ten  Grades: 

X,  |»,s*n  -       .       in  .  m  . 

n(m)n(n)n(»n-«)  >  — ^  t    iiv) 

„tiin(;x-i)n(m+M-i)  rJ^Corj 

nimmt  demnach  fUr  die  Werthe  x^,  x^,  . . .,  Xn  des  Argumentes 
die  vorgeschriebenen  Wertbe  /j(a?,),  /i(ar,),  . . .,  /jCa?»)  an  und 
daher  ist: 

f^{x)  =  n(tH)U(n)U(m+n)  . 

x.ttin(M-i)n(m+f.-i)  rj;(arj 

Ist  nun  /j(«)  nebst  den  ersten  n  Ableitungen  eindeutig  und 
continuirlich  ftlr  alle  Werthe  von  z,  welche  in  dem  durch  Grössen 
a?,  x^j  x^^  * ' ',  Xn  bestimmten  Intervalle  liegen  und  setzt  man: 

F(z)  =  — /;(«)+H(iw)II(«)II(m-4-n)  . 

so  verschwindet  die  i'unction  F(z)  fUr  die  (»-4-1)  Werthe  x,  x^, 
x^,  ...,  oTn  des  Argumentes  und  demnach  muss  auch  die  nte 
Ableitung  dieser  Function  für  einen  zwischen  dem  grössten  und 
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kleinfiten  der  angegebenen  Werthe  Ton  %  gelegenen  Werth  |  des 
Aq^nmentes  verschwinden,  so  dass  also: 

G(ar)  =  n(m+«)/f->(4) 
ist,  und  daher  hat  man  die  Relation : 

/;(*)  =  n(iii)n(ii)n(mH-n) 

+n(«+«)/-;'"(e)r:(*). 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  e^*x^T^{x\  wo  p<n 
\%iy  nnd  integrirt  bezüglich  w  Ton  0  bis  oo,  so  entsteht  nach  den 
Formeln  6)  und  7)  die  Gleichung: 


f' 


^n(m)n(«)n(m+«)yg;K)yp>x),.  .  , 

+II(»n+ii)  fe-'arff{^ T^{x) T^ix)dx. 
Ans  den  entwickelten  Formeln  folgt,  dass: 
le-'af'f^(x)  r"  (ar)  dx  = 


Xs» 


_  n(ni)n(i»)n(m+«)  y  S^  (a?J  J^  (arQ 

{n(p)n(m+p)f  ,4i    r;;^;(^j    ^«^"'^^ 

is^  weDn/'j(a?)  eine  ganze  Function  von  x  von  nicht  höherem 
als  dem  Grade  2n — p — 1  ist  und  dass  spedell  ftlr  alle  ganzen 
Functionen /^i(ar),  deren  Grad  kleiner  als  2n  ist,  die  Beziehung: 
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besteht^    in  welcher  die  frtther  erwähnte  Formel  des  Herrn 
R.  Radau  als  specieller  Fall  enthalten  ist 
Setzt  man: 

^  ~   |^n4-x(vUp«0.1,2,....r) 

SO  ist  nach  einem  bekannten  Satze  aas  den  Elementen   der 
Determinantentheorie : 

wo  Z>r,  p  die  Adjnncte  des  Elementes  T^_^^(a?)  ist,  oder  nach  8): 

p=r  pesr 

p=0  psO 

welche  Gleichung  sich  wegen  der  bekannten  Relationen: 

pssr 

2  Cr-*(^P)^^P  =  Ö  (*  =  1,  2,  . . .,  r) 

p=0 

sofort  in  die  folgende  verwandelt: 

p=sr 
p=0 

Aus  der  Verbindung  der  letzten  zwei  Relationen  folgt: 
—D 1 

y ^ y«         /^  N 

^(^0— ^l)(^0— ^«)"(^0— ^P-l)(^0— ^P+l)-(^0— ^r)      -♦^^^    '*^' 

pa=l 

Durch  diese  Relation  ist  die  Aufgabe,  eine  Determinante 
von  der  angegebenen  Gestalt,  deren  Ordnung  r+1  ist,  durch  ein 
Product  von  r  Differenzen  x^ — x^y  ^o'"^!?  •  •  'j^o — ^^  ^^  ^^" 
diren,  auf  die  analoge  für  Determinanten  rter  Ordnung  und  Pro- 
ducte  von  r — 1  Differenzen  reducirt.  Man  hat  daher  nur  schliess- 
lich die  Entwicklung  des  Quotienten : 


über  die  Functionen  T^ix).  ^^^ 

aofznsiichen. 

Die  Gleichung  8)  liefert  nun  sofort  die  Beziehung: 

(»+i)(«+n+i)Jr"^,(j?p)i(x,p=o,i)-|rr^,_i(^p)l(x.  p=o.  1)  = 

=  (^0-^l)yn>o)^r(^l)- 

Verbindet  man  diese  Formel  mit  denjenigen,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  in  ihr  der  Reihe  nach  ftlr  n  :  n — 1;  Jt — 2,  . . ., 
2, 1  schreibt,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 


^^—^i  '*  »+V 


I''«+2l(^p)U.P  =  0,1)  — 


mit  Hilfe  deren  sofort  die  allgemeine  Relation: 

1 I    «  1 

Xssn 

.j;n(«-x)n(«.+«+X)|r„";,_,_,(ar,)|T:_,(;r„) 

(^v  =  0,l,2...,  r;*:==0,l,2,...,r-2,n-|-r-X-l;  p=l,2,...,r) 

bewiesen  werden  kann. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  XQ=lx^y  so  verwandelt  sich 
dieselbe  in: 

Silib.  d.  mAthein.-natQrw.  CI.  XCV.  Bd.  U.  Abth.  1^ 
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n(n-4-r)n(»i+n+r) 

■Y^  n(n-X)n(»n-«-x)  |T':;^_^,(*,)i  C(x,) 

x=o 

(*  =  0,  1,  2,...,  r-2,  n-X-fr-l;  p  =  l,  «,...,  r) 

Für  r  =  1  erhält  man  die  specielle  Formel: 


1 


n(nH-i)n(»n-in-r 


X=sn 


•2n(«-x)n(m+«-x)  (Cx(*i))' 


x=o 


welche  zeigt,  dass  die  OleiehuDg: 


T>1     C» 


=  0 


keine  reelle  Wurzel  besitzt. 

Diflferentiirt  man  die  letzte  Gleichung  nach  x^^  so  entsteht 
die  Relation : 


2 


).=II 


=lI(«^l)n(^H-.-Hl)Z"("-^)°C>»H-n-X)Cx(^,)CLx  (-.) 
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Von  dem  c.  M.  Leopold  Oeg^iilNiiier« 

In  einer  im  LXXXIX.  Bande  der  Sitzangsberichte  der 
kaJe.  Akademie  der  Wissensehaften  enthaltenen  Mittheilong^ 
habe  ieh  einige  Formeln  bewiesen,  in  denen  Snmmen,  welche 
sich  auf  alle  ans  bestimmten  Primzahlen  gebildeten  ganzen 
Zahlen  des  Intervalles  1 . . .  •  ti  beziehen,  durch  Summen  aus- 
gedruckt werden,  welche  sich  über  alle  Zahlen  dieses  Intervalles 
erstrecken,  die  aus  den  übrigen  in  demselben  befindlichen  Prim- 
zahlen zusammengesetzt  sind.  Diese  Relationen  enthalten  nicht 
nur  die  bemerkenswerthe  Formel,  welche  Legendre  zur  Berech- 
nung der  Anzahl  aller  unterhalb  1000000  befindlichen  Primzahlen 
benfltzt  hat  und  aufweiche  unlängst  Herr  £.  de  Jonqui6res* 
aufinerksam  machte,  nebst  der  Verallgemeinerung  derselben  von 
Herrn  R.  Lipschitz,^  sondern  auch   eine  Formel  des  Herrn 


1  „Zahlentheoretische  Relationen".  Diese  Sitzungsberichte,  LXXXIX. 
Bd.,  n.  Abth.,  S.  841—850. 

2  „Formales  pour  döterminer  combien  il  y  a  des  nombres  premiers 
n*ezc6dant  pas  nn  nombre  donnö."  Comptes  rendas.  Tome  95,  p.ll44 — 1146. 
—  ,Sar  la  formnle  röoemment  comnniquöe  k  Tacad^mie  au  siget  des  nombres 
Premiers."  C.  R  Tome  95.  p.  1343—1344.  —  „Addition  ä  une  note  sur  le» 
nombres  premiers*'.  C.  R  Tome  96.  p.  231—232. 

3  „Sar  une  communication  de  M.  de  Jonquiöres  relative  aux  nom- 
bres Premiers."  C.  R.  Tome  95,  p.  1344—1346.  —  „Sur  une  communication 
de  M.  de  Jonquiöres  relative  aux  nombres  premiers.  C.  R.  Tome  96, 
p.  58  — 61.  —  „Addition  k  nne  note  sur  les  nombres  premiers."  C.  R. 
Tome  96,  p.  114 — 115.  —  „Application  d'une  möthode  donn6e  par 
Legendre."  C.  ß.  7ome  96,  p.  327—329. 

19* 
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J.  J.  Sylvester,*  welche  znr  Ermittlang  der  Summe  aller  in 
einem  gegebenen  Intervalle  gelegenen  Primzahlen  dient,  sowie 
drei  nene  Formeln  derselben  Kategorie  von  Herrn  R.  Lipschitz* 
als  specielle  Fälle. 

Die  von  mir  abgeleiteten  Relationen  ergeben  sich  ans  dem 
folgenden  allgemeinen  Theoreme: 

Ist  die  Function  F{n)  durch  die  Gleichung 


'»  =  I>fe])'W 


definirt^  wo  die  Summation  ttber  alle  ganzen  Zahlen  a?^  des 
Intervalles  1 . . .  [\/n]  zu  erstrecken  ist,  welche  eine  (durch  den 
Index  X  characterisirte)  bestimmte  Eigenschaft  besitzen,  sind 
ferner  die  ganzen  Zahlen  x  so  beschaffen,  dass  alle  Produkte 
d?j^j?  ,  welche  nicht  grösser  als  y^n  sind,  zu  den  Zahlen  x^  ge- 
höreui  und  existirt  eine  Function  x  W;  welche  für  j?  =  +  1  den 
Werth  +1  hat^  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  ttber  alle  Werth- 
paare  a?^,  a? ,  deren  Produkt  eine  von  der  Einheit  verschiedene 
Zahl  op^  ist,  ausgedehnte  Summe 

den  Werth  0  besitzt,  so  ist 

wo  die  Summation  bezttglich  arf,  ttber  1  und  alle  von  der  Einheit 
verschiedenen  Zahlen  o?^,  die  auf  otv  bezügliche  Summe  aber  ttber 
alle  zu  den  zuletzt  erwähnten  Zahlen  theilerfremden  ganzen 
Zahlen  x^  auszudehnen  ist. 

Es  sollen  nun  einige  neue  specielle  Fälle  dieses  Satzes  an- 
gegeben werden. 

Ist  speciell 

f{x)  =  X,  y{x)  =  X^a?) 


1  „Note  sur  le  thöoröme  de  Legendre  cito  dans  une  note  insöröe 
dans  les  Comptes  rendus.**  C.  R.  Tome  96,  p.  463—465. 

2  A.  a.  0. 
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und  sind  die  Zahlen  xx  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  s/n^  so  ist, 
wie  ich  vor  Knrzem  gezeigt  habe,  ^ 

F{n)  =  A{n) 

WO  A{n)  die  Anzahl  aller  n  nicht  überschreitenden  ganzen  Zahlen 
ist,  in  denen  sämmtliche  Exponenten,  der  dieselben  zusammen- 
setzenden  Primzahlpotenzen  nach  dem  Modnl  rr  einer  von  r 
verschiedenen  Zahl  congment  sind.  Da  nun  die  über  alle  Divi- 
soren d  der  ganzen  Zahl  m  ausgedehnte  Summe 

d 

den  Werth  0  hat,  wenn  m  von  1  verschieden  ist,  so  liefert  das 
aufgestellte  Theorem  die  Relation 


Pv  Pv 


wo  die  Summe  auf  der  linken  Seite  sich  auf  die  Einheit  und  alle 
aus  den  Primzahlen  p^, p^y  •  •  •  7  p«  zusammengesetzten  ganzen 
Zahlen  des  Intervalles  1 . . .  [s/n]  bezieht,  während  P  alle  aus 
den  übrigen  Primzahlen  des  genannten  Intervalles  gebildeten 
Zahlen  desselben  zu  durchlaufen  hat. 

Sind  //|,  /^,  '  "fPa  *1^®  Primzahlen,  welche  nicht  grösser 
als  \/n  sind,  so  fallen  die  zugehörigen  Zahlen  P  mit  den  Prim- 
zahlen ffj,  ;r,,  . . .,  ffv  des  Intervalles  s/n. .  .s/n  zusammen, 
weil  schon  das  Quadrat  einer  von  diesen  Primzahlen  oder  das 
Produkt  Ton  zv^eien  grösser  als  y^n  ist.  Da  nun  X^(ar)  den  Werth 
—1  hat,  wenn  x  eine  Primzahl  ist,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 


1  „Über  ein  Theorem  des  Herrn  Bugajef.*'  Diese  Sitzungsberichte^ 
XCV.Band,  n.Abth. 
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Nun  ist  aber 

WO  B{\/n\  \/n)  die  Anzahl  jener  Theiler  aller  ganzen  Zahlen 
von  1  bis  w  ist,  welche  rte  Potenzen  von  Primzahlen  des  Inter- 
valles  \/n . . .  \/n  sind,  und  daher  hat  man  die  Formel 

«(<7»,^;)=,-(2:^([^])..w),,     . 

Sind  femer  ji|',  p^,  . . . ,  jip'  alle  Primzahlen,  welche  nicht 
grösser  als  \  -^  sind,  so  sind  die  zugehörigen  Zahlen  P  alle 

Primzahlen  zwischen  \  -^  und  \/n.  Da  nun  für  diese  Werthe 
von  P    -^    stets  den  Werth  +1  hat,  so  ist  in  diesem  Falle 

wo  S3\y/ -Ö-5  V^'*/  die  Anzahl  der  zwischen  yj -^  und  s/n 
befindlichen  Primzahlen  ist,  und  daher: 

»(#  ^•)=»-(Z-([^])H,>; ." 

Setzt  man  in  den  eben  abgeleiteten  Formeln  r  =  1   und 
berücksichtigt,  dass  alsdann 

A{n)  =  [s/n] 
wird,  so  erhält  man  folgende  specielle  Gleichungen: 

(z[n/ii-«i„.....=-i:[t]«'^ 
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B 


(vVi")=»-(Z[\/^1^4;„; ; 

»(»i2»)  =  2— (Zlv/f]»^«)^:'.,.-,....," 

WO  p|,  pi,  . . .,  Pa  alle  Primzahlen  des  Intervalles  1 . . . \/n  und 
PpPs;  "-fP?  ^^^^  zwischen  1  nnd  n  befindlichen  Primzahlen 
sind. 

Ist  z.  B.  in  der  vorletzten  Gleichung  n  =  100,  r  =  2,  so 
hat  man: 

a=4;p;  =  2,  ft  =  3,  p;  =  5,  p;  =  7 

ond  demnach  

=(/Fl*(x/^]*[Vf]-[\/^]-[\/^ 

r  /lööi    r  /lööi    f  /Tool 


=       10 


-f 


lOOl       f    /lOOl 

2r|  +  [v'35-J 

IWl 

7+5 
4+3 
2       +  1 

1  =46. 


4 
2 
1 


100 
15 

IW 
42 


3 
2 
1 


Die  Zahlen  von  1  bis  100  haben  also  54  Primtheiler,  welche 
grtaser  als  7  'sind. 

lat  in  der  letzten  Gleichung  beispielsweise  n  ^  10,  r  =r  2, 
«ohat  manf 

p  =  4;  p;  =  2,  p;=3,  p;=:5,  K  =  7 
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izy^u^)) = 


?^[vf]-[vfl^[v^]*[v/?l-[N/f] 


mAMAsir, 


=        4+3+2+2+1+1      + 

+       1      +       1      +       1      =  16 
also: 

i8(10;  20)  =  4. 

Es  gibt  also  zwischen  10  und  20  vier  Primzahlen. 
Aus  der  Gleichnng  * 

folgen  nach  dem  aufgestellten  Theoreme,  da 

2^^0  =  0 

d 

ist  für  m  >  1,  die  Relationen: 

(Zfe]M«))      =^(»)-Z^([p]) 

'  PvPt P,  ^ 

''(\/?"^»)=°'«-(?[^]H>:.:...< 

Ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  noch  eine   einfache   Ab- 
leitung jener  Congruenzen  für  gewisse  Divisoren  summen    mit- 


1  „Asymptotische  Gesetze  der  Zahlentheorie. ^  YonL.  Gegenbauer^ 
Denkschriften  d.  kais.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien,  mathem.-naturw.  Claase> 
XLIX.  Band,  I.  Abth.,  S.  37—80. 
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theilen,  welche  Herr  Jakob  Hacks  Mn  dem  eben  erschienenen 
zweiten  Hefte  des  XL  Bandes  der  Acta  mathematica  aufgestellt  hat. 
Beachtet  man,  dass  der  complementäre  Divisor  jedes  Theilers 
einer  ganzen  Zahl  m,  welcher  kleiner  als  \/m  ist,  oberhalb  dieser 
Grenze  liegt ^  so  erkennt  man,  dass  die  Anzahl  der  Theiler  jeder 
ganzen  Zahl,  welche  kein  vollständiges  Quadrat  ist,  gerade  ist^ 
während  eine  Quadratzahl  eine  ungerade  Anzahl  von  Divisoren 
besitzt  Da  nun  die  Anzahl  aller  im  Intervalle  1 . . .  m  befindlichen 
Quadratzahlen  gleich  [s/m]  ist,  so  hat  man  fUr  die  Anzahl  ^^(m) 
der  Theiler  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  m  die  Gongmenz 

^(m)  =  [s/m]      (mod.  2) 

welche  übrigens  auch  aus  der  zuerst  von  Dirichlet  und  später 
wiederholt  bewiesenen  Gleichung: 

folgt,  '=' 

Da  die  Summe  der  geraden  Divisoren  der  ganzen  Zahlen 
von  1  bis  fit  gerade  ist,  so  ist  die  Summe  ^i(m)  aller  Divisoren 
und  ebenso  die  Differenz  L(m)  aus  den  geraden  und  den  un- 
geraden Divisoren  nach  dem  Modul  2  der  Summe  aller  ungeraden 
Theiler  der  ganzen  Zahlen  des  Intervalles  1. .  .m  und  daher  auch 
der  Anzahl  derseibeu  congruent.  Nun  entspricht  jedem  Divisor 
einer  ganzen  Zahl  ein  gerader  Divisor  der  doppelten  Zahl  und 
daher  ist  die  Anzahl  der  geraden  Divisoren  der  ganzen  Zahlen 
von  1  bis  m  gleich  der  Anzahl  aller  Divisoren  der  ganzen  Zahlen 

des  Intervalles  1  . . .   -^    und  daher  nach  dem  Modul  2  der 
ganzen    Zahl  L/—    congruent.   Da  nun  die  Anzahl  der  un- 


m\ 


geraden  Divisoren  gleich  ist  der  Anzahl  aller  Theiler,  vermindert 
um  die  Anzahl  der  geraden,  so  hat  man  die  Congruenz : 


W,(m)  =  L(iw)=[\/m]  + 


m 


(mod.  2). 


1  „£iD]ge  Sätze  üher  Summen  von  Divisoren. '^  Acta  mathematica 
henusgeg,  von  G.  Mittag  —  Leffler,  IX. Band,  S.  177—187. 
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Da  eine  ungerade  Zahl  nar  ungerade  Divisoren  besitzt,  so 
sind  Anzahl  V(m)  und  Summe  ^|(m)  aller  Divisoren  der  un- 
geraden Zahlen  von  1  bis  zur  ungeraden  Zahl  m  in  Beziehung 
auf  den  Modul  2  einander  congruent.  Die  Summe  dieser  Theiler 
ist  nun  nach  dem  Modul  2  der  Summe  der  Divisoren  aller  ganzen 
Zahlen  von  1  bis  m  vermindert  um  die  Summe  der  Divisoren  der 

ganzen  Zahlen  des  Intervalles  1  . . .    -^    und  demnach  auch  der 

Summe  K{nC)  aus  den  ungeraden  und  den  halben  geraden  Divi- 
soren aller  zwischen  1  und  m  liegenden  ganzen  Zahlen  congruent. 
Man  hat  daher  die  Gongruenz: 


^W^' 


Im 

VT 


(mod.  2). 


Nun   hat   bekanntlich  [\/m]  den    Werth   2  .  hüL 

A 


[v/| 


+  1    und    es    ist 


n/w  +  I 


gleich 


oder 
oder 


\^ 


_^   4- 1,  je  nachdem  [\/m]  gerade  oder  ungerade  ist. 
Die  letzte  Congruenz  verwandelt  sich  daher  in  die  folgende: 

^J(m)  =  iPj(m)  =  K{m)  =  [V^^"^^1       (mod.  2) 


Hiermit  sind  die  von  Herrn  J.  Hacks' aufgestellten  Con- 
gruenzeu  in  einfacher  Weise  bewiesen. 
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Über  den  Stem  mUri  der  Assyrer. 

Von  Dr.  £•  Mahler, 

A»MÜ*9nt  d€r  k,  k.  Sttrr.  &raämeMunff  in  Wien. 
(Vorgtlegt  in  der  Sitzung  am  20.  JBiiBer  1887.) 

Im  dritten  Hefte  der  „Zeitschrift  für  Assyriologie  (heraus- 
gegeben von  C.  Bezold  in  München)"  veröffentlichte  P.  Jensen 
einen  sehr  interessanten  Aufsatz  nnter  dem  Titel:  „Der  Kakkab 
miirt  der  Antares." 

Die  dort  gegebenen  Darlegungen  bieten  ein  genügendes 
Material,  um  nicht  nar  dem  Assjriologen  von  Fach,  sondern 
auch  Jenem  eine  interessante  Studie  zu  sein,  der  astronomisch- 
historische Zwecke  verfolgt.  Ich  habe  auch  —  ohne  mich  in  den 
Streit  der  Assjriologen  über  die  Bedeutung  einiger  daselbst  zur 
DiscuBsion  gelangten  Ausdrücke  einzulassen  —  die  Sache  vom 
rein  astronomischen  Standpunkte  aus  zu  beleuchten  und  dar- 
zulegen versucht,  und  gestatte  mir  nun,  die  Resultate  meiner 
diesbezüglichen  Betrachtungen  hier  niederzulegen. 

Der  Schwerpunkt  der  zu  behandelnden  Frage  liegt  in  der 
Bedeutung  des  Wortes  „napdhu^  und  in  der  Identificirung  des 
Sternes  Namens  j^misri^. 

Oppert^  nimmt  fUr  „napdhu^  die  Bedeutung  „Culmina- 
tion*"  und  meint  im  Sterne  j^miirt^  den  Polarstern  erkennen 
zu  müssen. 

Jensen' nimmt  fDr  „napäfyu^  die  Bedeutung  des  helia- 
kischen  Aufganges  an  und  meint,  dass  der  Kakkab  miirt  der 
Antares  sei.  Er  liest  die  kritische  Stelle  des  Bawlinson'schen 
Inschriftenwerkes  n.  28,  col.  I,  13 — 15  also: 


1  Sitzangsber.  der  kaiserl.  Akad.  der  Wissensch.  in  Wien,  mathem.- 
lutorw.  aasae,  16.  April  1885. 

-  Zeitschr.  fttr  Aasyriologie,  Band  I,  pag.  257. 
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„Ina  ümdt  kusai  halpt  Suripi  ina  ümdt  nipih  kakkab  miirt  sa 

kima  irt  isudu ina  aadiraii  utimmih.^ 

und  übersetzt  also: 

„Id  den  Tagen  der  Kälte,  des  Hagels  (?)  und  des  Schnees, 
in  den  Tagen,  wo  der  Antares  wieder  (am  Morgenhimmel) 
sichtbar  wird,  welcher  (röthlichweiss)  wie  Kupfer  glliht * 

Hal67y  ^  nimmt  für  „napä^u^  ebenfalls  die  Bedeutung  des 
heliakischen  Aufganges  an,  meint  aber,  dass  der  Kakkab 
miirt  der  Sirius  sei.  Er  übersetzt  die  citirte  Stelle  also: 

„In  den  Tagen  der  feuchten  Hitze,  der  Erschöpfung  und 
des  Schweisses,  in  den  Tagen  des  Erscheinens  des  Sternes 
Sirius,  welcher " 

Ich  will  mich  in  die  assyriologische  Streitfrage  —  wie  ich 
bereits  erwähnte  —  nicht  einlassen  und  nur  die  entstandene 
Frage  bezüglich  des  Sternes  miirt  vom  astronomischen  Stand- 
punkte aus  beleuchten. 

Vorausgesetzt,  es  bedeute  das  Wort  „nopa^u^  den  helia- 
kischen Aufgang  eines  Sternes,  so  entsteht  unter  Zugrunde- 
legung der  Jensen 'sehen  Übersetzung  (woselbst  kusm  =:  Kälte 
ist)  die  Frage:  „Was  ist  das  ftir  ein  Stern  erster  oder  zweiter 
Grösse,  der  in  Assyrien,  zwischen  800  und  1000  vor  Chr.  Gab,  in 
den  Tagen  der  Kälte  und  des  Schnees  heliakisch  aufging  und 
röthlichweiss  wie  Kupfer  ist?" 

Noch  bevor  ich  die  Resultate  der  Rechnung  darlege ,  muss 
ich  bemerken,  dass  es  mir  höchst  unwahrscheinlich  vorkommt, 
dass  man  zur  Zeit  der  Kälte  den  heliakischen  Aufgang  der 
Sterne  beobachtet  hätte;  es  ist  viel  natürlicher  anzunehmen,  dass 
zur  Zeit  der  Kälte  der  Frtthuntergang  der  Sterne  beobachtet 
worden  ist. 

Auch  die  bisiierigen  Berichte  aus  dem  Alterthum  lehren 
dies.  Als  Merkmal  des  Winters  diente  der  Frtthuntergang 
der  Plejaden,  während  der  Frtt  häuf  gang  dieser  Sterngrappe 
den  Beginn  des  Sommers  charakterisirte.  Der  heisse  Sommer 
war  durch  den  Frtthaufgang  des  Sirius  und  den  des  Orion 
gekennzeichnet.  Der  Frtthling  begann  mit  dem  Spätaufgange 
des  Arktur.  Ich  vermag  mich  daher  keineswegs  zur  Annahme 


1  Journal  Aeiatique,  8*  sörie,  t.  VIII,  pag.  369  -3 
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ZU  entschlieBsen,  dass  im  Winter  der  Frtlhaufgang  der  Sterne 
beobachtet  worden  sei. 

Wie  dem  aber  auch  sein  mag,  wollen  wir  nun  doch  die 
Jensen'sche  Übersetzung  gelten  lassen  und  an  die  bezügliche 
astronomische  Untersuchung  schreiten. 

Bedeutet  h  die  Höhe  des  Sternes  über  dem  Horizont,  f  die 
Polhöhe  des  Beobacbtungsortes,  a  und  d  die  Rectascension  und 
Declination  des  Sternes,  t  den  betreffenden  Stundenwinkel,  so  ist 

sinA — sin ^  sind 
cosy  cos  5 

Fttr  den  Auf-  oder  Untergang  ist  natürlich  A=0,  und  dah  er 
sinf>      sind 


cos  t  z=z 


cos/  = 


cos^      cosd 


=  — tgytgd 


Bei  gegebenem  i  und  y  findet  man  zwei  Werthe  von  t-,  der- 
jenige, welche  kleiner  als  ISO""  ist,  entspricht  dem  Untergange, 
während  der  Stundenwinkel  für  den  Aufgang  grösser  als  180** 
sein  mnss. 

Nun  sind  die  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  tropischen 
Jahresanfangs  bezogenen  Positionen  für  den  Stern  a-Scorpii 
(Antares) : 

far  das  Jahr  —800  für  das  Jahr  —1000 

a  =  20r  IV  24"  a  ^^'  32'  33" 

Ä=    16*  51' 37''  S=    14*  50' 24" 

Für  f  wollen  wir: 

f  =  36*'  24' 

als  Polhöhe  von  Ninive  setzen.  Dann  ist: 


log  tgy  =  9-8676228 
logtg  5  =  9-4534836 
und  daher: 

logco8f  =  9n  3211064 
dem  genügen  die  Werthe: 

/  =  257"  54' 33" 
und      ^  =  102**    5' 27" 

Fflr  den  Aufgang  der  Sternes 
ist  also: 

^  =  257*»  54' 33" 


log  tgy  =  9-8676228 
logtgJ  1=9-4231777 
und  daher: 

logcos/  =  9n2908005 
dem  genügen  die  Werthe: 

^  =  258^4'    7" 
und      ^=101M5'53" 

Fttr  den  Aufgang  des  Sternes 
ist  also: 

^  =  258M4'7" 
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Bezeichnet  man  mit  6  die  znm  Stondenwinkel  i  gehörige 
Sternzeit,  so  ist  wegen: 

e  =:  105"  y  57"  !  e  =  103"  16'  40^' 

Soll  nun  der  in  Rede  stehende  Aufgang  ein  heliakischer 
sein  und  daher  S  die  Stemzeit  des  heliakischen  Aufganges 
des  Antares  bezeichnen ,  dann  mnss  natürlich  durch  9  auch  die 
Stemzeit  des  Sonnenaufganges  gegeben  sein. 

Kennt  man  aber  6,  und  bertlcksichtigt,  dass  die  Schiefe  der 
Ekliptik  =  e  vermöge  der  Gleichung:  * 

«  =  23"  27'  31"  83-0"47593(/j— 1850)— 

— 0"00000143(^,— 1850)*+0"00000000204(/j— 1850)« 

gegeben  ist  durch: 

für  —800  für  —1000 

£  =  23"  47' 45" 04  e  =  23"  4^9" 39 

so  hat  man  folgende  Formeln ' 

w  sinJV=  cosy  cosö  ) 

n  cosJV=  siny  sine  +  cosy  cose  sinB      ) 

n  sin  (iV-h  ©)  =  siniZ 

in  denen  ©  die  Sonnenlänge  und  H  die  Sonnenhöhe  bezeichnet, 
zu  berttcksichtigen,  um  bei  gegebenem  JJdie  Sonnenlänge  0  be- 
stimmen zu  können.  Hat  man  die  Sonnenlänge,  so  kann  man  aus 
dieser  das  Datum  des  heliakischen  Aufganges  berechnen. 
Es  ist  nun  hier: 


für  —800 

cos  y  =  9-9057386 
C08e:n9n4157918 
sin  y  =  9-7733614 
sin  £  =  9-6058208 


für  —1000 

cosy=:  9-9057386 
cos  e=:9n  361 1086 


siny=:  9-7733614 
sin  £  =  9-6062229 


1  Yergl.  Oppolzer,  Lehrbuch  der  Bahnbest.  der  Planeten  und 
Kometen,  pag.  202. 

>  Verg].  Oppolzer:  „Über  die  Länge  des  Siriusjahres  und  der 
Sothisperiode" ;  Sitzber.  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissensch.  in  Wien, 
6.  November  1884. 
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für— 800 

COS©  =  9-9057386 
sine  =  9-9847417 
cos  6  =  9-9614168 
daher: 

n8iniV=9„  3215304 
iiC08iV=  9-9779407 
Qud  sonach: 

JV=  — 12''26'23'' 
/i  =  9-988257 


für  —1000 

C08y  =  9-9057386 
sine  =  9-9882325 
cos  £  =  9-9613545 

daher: 

n8inJV=9„266S472 
»  cos  iV=  9-9806096 
und  sonach 

JV  =  — 10"56'25" 
«  =  9-9885752 


Nun  hätten  wir  bezüglich  H  eine  Annahme  zu  treffen.  Der 
Sehnngsbogen  (welcher  den  Stand  der  Sonne  unter  dem  Horizonte 
angibt^  wenn  ein  Stern  im  Horizonte  stehend,  heliakisch  aufgeht) 
wird  von  Ptolemäus  für  die  Sterne  erster  Grösse  mit  11*  an- 
genommen. Es  dürfte  daher  für  die  hier  verfolgten  Zwecke  vor- 
theilhaft  sein,  für  H  den  Werth  — 10"  anzunehmen. 

Wir  haben  daher  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
Sonnenlänge  0 : 

für  —800  für  —1000 


sin  (J^-4-©)  =  9„  251412 
daher: 

jV^©  z=:l90M6'37'' 
Nun  ist: 

JV  =  — 12*26'23" 
daher: 

©  =202M3'0'' 


sin(iV4-©)  =  9^251095 
daher: 

iV+0  =  19OM6'lO" 
Nun  ist: 

i^=— 10*56'25'' 
daher: 

0=2O1M2'35" 


Sncht  man  zu  den  hier  gefundenen  Sonnenlängen  die 
beztigliche  Jahreszeit,  so  findet  man  in  einer  unseren  gegen- 
wärtigen Zwecken  genügend  entsprechenden  Näherung: 
den  22.  October. 

Nun  glaube  ich,  dass  man  den  22.  October  und  selbst  die 
erste  Hälfte  November  wohl  kaum  als  Tage  der  K  alt  e  bezeichnen 
kann.  Unter  den  Breiten  Assyriens  gehörten  diese  Tage  sicher- 
lich noeh  nicht  zu  den  Tagen  der  Kälte.  Berücksichtige  ich  noch 
die  oben  aufgestellte  Vermuthung  bezüglich  der  Beobachtung  der 
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heliaki  sehen  Auf-  und  Untergänge  der  Sterne  von  Seite  der  Alten, 
80  kann  ich  nach  den  vorliegenden  Resultaten  der  Rechnung  im 
Kakkab  miSrt  keineswegs  den  Antares  erblicken. 

Die  Beweisftahrung  Jensen 's  ans  einer  Taimndstelle  im 
Tractat  Berachoth,  Föl.58y  scheint  hier  absolut  nicht  massgebend 
zu  sein.  Es  ist  dort  von  verschiedenen  Gegensätzen  die  Rede, 
und  nun  heisst  es: 

b^ü:i  b^  pron  vh^b^  tipo  «n  *?^d3i  noo  rvmv  a^nai« 
"  b^ü^  b^  non  ^jdo  nb^v  D^^pru  vh 

das  ist:  „es  heisst,  er  macht  den  Kimah  und  den  Esil;  wie  ist 
dies  zu  verstehen?  also:  wäre  nicht  die  Hitze  des  Ksil,  so  be- 
stünde nicht  die  Welt  wegen  der  Kälte  von  Kimah  und  wäre 
nicht  die  Kälte  von  Kimah,  so  besttlnde  nicht  die  Welt  wegen 
der  Hitze  von  Ksil." 

Es  ist  damit  also  die  Kälte  in  einen  Gegensatz  zur  Hitze 
gebracht  und  dabei  der  ^^D3  =  Orion  als  Repräsentant  der 
Hitze,  dagegen  der  HQ^^  als  Repräsentant  der  Kälte  genannt. 
DassnunniSO  nurauf  die  Plej  ad  en  Bezug  haben  kann,  scheint  aus 
der  bezüglichen  Talmudstelle  selbst  hervorzugehen.  Denn  wir 
lesen  dort: 

"  >aM  n«03  bmyo  io«  noo  ^«On 

das  ist:  „Was  ist  7Xty>2  =  Kimah?  Samuel  sagt,  eine  Stern- 
gruppe, die  einem  Hundertgestirn  gleicht." 

Es  hat  also  Samuel,  der  obengenannte  Interpretation  auf 
^^DD  und  nOO  gab,  mit  nOO  jene  Sterngrnppe  bezeichnen 
wollen,  die  wir  als  Plejaden  auslegen.  Wohl  meint  Jensen , 
dass  nOO  die  P  lejad  en  nicht  bedeuten  könne,  weil  die  Plejaden, 
deren  heliakischer  Aufgang  den  Beginn  des  Sommers  bezeichnete, 
mit  der  Kälte  nichts  zu  thun  haben.  Doch  ist  dies  —  wie  bereits 
oben  gezeigt  wurde  —  nicht  völlig  richtig;  denn  sowie  der 
heliakische  Aufgang  der  Plejaden  den  Beginn  des  Sommers 
bezeichnete,  so  hat  der  Früh  Untergang  dieser  Sterngruppe 
den  Winter  charakterisirt.  Und  dies  ist  auch  in  jener  Talmud- 
stelle im  Tractat  Berachoth    ausgedrückt.  Es  ist  die  h eis  sc 
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Jahreszeit  in  einen  Gegensatz  znr  kalten  Jahreszeit  gebracht,  und 
dabei  wird  der  Frtthaufgang  des  Orion  als  charakteristisches 
Merkmal  der  Hitze  dem  Frtthnntergange  der  Plejaden  als 
charakteristisches  Merkmal  des  Winters  gegenttbergestellt. 

Die  Talmndstelle  im  Tractat  Berachoth  58  beweist  also  fittr 
den  Kakkab  misrt  als  Antares  nichts.  Welchen  Stern  bezeichnet 
also  der  Kakkab  misrt,  wenn  y^napähu"^  die  Bedeutung  des 
heliakischen  Aufganges  haben  soll? 

Noch  bevor  ich  den  Aufsatz  von  Hai 6  vy  im  Journal  asiatiqne 
(8'  86rie,  t.  Vin,  pag.  369—380)  gelesen  hatte,  verniuthete  ich, 
dass  man  es  hier  unter  der  Voraussetzung,  dass  „napdhu*^  den 
heliakischen  Aufgang  bedeuten  kann,  wahrscheinlich  mit  dem 
Sirius  zu  thun  haben  werde.  Freilich  mUsste  aber  dann  „kus^u^ 
nicht  Kälte,  sondern  Hitze  bedeuten,  da  der  Frtthaufgang  des 
Sirius  den  heissen  Sommer  charakterisirt. 

Der  Sirius  ist  ein  Stern  erster  Grösse  und  ist  von  den  alten 
Völkern  vielfach  zur  Charakterisirung  der  Jahreszeiten  beob- 
achtet worden. 

Nnn  sind  die  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  tropischen 
Jahresanfangs  bezogenen  Positionen  des  Sirius  ftlr  — 800:  ^ 

a=  70"  29' 29'' 2 
d  =  — 16^52'  V'b 
zz=      23''47'44"0 

Fftr  die  Zeit  des  heliakischen  Aufganges  im  genannten  Jahre 

sind  die  Positionen: 

.a=      70*'29'49"9 

d  =  — 16    51  58-6 

e=      23   47  44-8 

Nehmen  wir  fttr  tf  wieder: 

y  =  36**  24' 
80  finden  wir  fttr  i  als  Stundenwinkel  des  Aufganges: 

/=  — 77"5'2"1 


1  Siehe  Oppolzer:  „Über  die  Länge  des  Siriosjahres  und  der  Sothis- 
periode." 

8ft«b.  d.  iDÄth^in.-n Aturw.  Ol.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  20 
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imd  daher  fttr  e  den  Werth: 

e  =  —  6^  35/ 12"2 


Dann  ist  aber: 


nnd  sonach: 


»  sin  JV=  9-902863 
ncosJVn  9- 190200 

N—ir  1'51"6 
«zz  9 -910846 


Nehmen  wir  wieder  H  =  — 10*  an,  so  finden  wir: 
N^Q  =  192M8'39''6 
nnd  daher  fttr  die  Sonnenlänge  © : 

©  =  113M6'48''0 

nnd  als  entsprechendes  Datum  für  den  heliakisohen  Aufgang  des 
Sirius  im  Jahre  —800  für  die  Polhtfhe  f>  =  36''4  den  25.  Jnli. 

Bedeutet  also  „napdfyu*^  den  heliakisohen  Aufgang  und 
wird  kuffu^  mit  Hitze  identificirt  (wie  ich  dies  nun  auch  in 
dem  genannten  Aufsätze  Hai  6 yy 's  nachträglich  thatsächlich 
fand),  so  kann  der  Kakkab  misri  oder  Kakkab  Kak-si-di  mit  dem 
Sirius  ganz  wohl  identificirt  werden. 
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Da88  übrigens  der  Kakkab  miiri^  oder  anch  Kakkab  kak-si-di 
genannt,  nnr  der  Sirius  sein  kann,  gebt  aacb  ans  Folgendem 
hervor.  Asdruy  wovon  misrü  abzuleiten  ist,  heisst  „eben,  gerade 
8ein,  glücklich  sein,  redlich  oder  gerecht  sein.''  Misrü  hat  auch 
die  Bedeutung  „Wohlthat"  (vergl.  hebr.  1t^,  n»>0,  ontTO) 
Kakkab  miiri  ist  also  ,, Stern  des  Rechts,  der  Wohlthat^.  Dies  ist 
auch  —  wie  Halövy  bemerkt  —  der  Sinn  des  Ideogramms 
Kak'si-di.  Und  in  der  That  galt  der  Sirius  als  der  Stern  des* 
Rechts  und  der  Wohlthat.  Der  Beginn  des  Anschwellens  des 
Nils,  welches  für  Ägypten  von  einschneidenster  Wirkung  war, 
fiel  sehr  nahe  mit  dem  Erscheinen  des  Sirius  in  der  Morgen- 
dämmerung zusammen. 

Zwar  meint  Oppert,  dass  gerade,  weil  misri  von  einer 
Wurzel  ie^  kommt,  näiru  durch  ^Leitung''  zo  ttbersetsen  sei 
und  sonach  der  Kak-si-di- Stern  oder  m»W-Stern  den  „Leit- 
stern" (l'ätoile  de  la  direction)^  bedeuten  müsse.  In  der  Zeit- 
schrift für  Assyriologie^  (pag.  239 — 240)  und  auch  im  letzten 
Hefte  des  „Journal  Asiatique''  (6^  sörie,  t.  VIII,  p.  558—562) 
kummt  Oppert  zu  dem  Resultate,  dass  Kakkab  miiri  niehts 
anderes  sein  kann  als  der  Leitstern,  und  sonach  entweder 
■nser  Polarstem  a-ursae  minoris,  oder  der  Stern  des  Drachen. 

Doch  ist  diese  Folgerung  unrichtig.  Unser  Polarstern  konnte 
es  Bickt  gewesen  sein;  denn  sollen  wir  einen  Stern  als  Polar- 
stern Jbezeidhnra,  so  muss  seine  Declination  wenigstens  87^ 
haben,  während  wir  für  a-ursae  minoris  mit  Rücksicht  auf  Präees- 
sion  and  Eigenbewegung  folgende  Positionen  finden: 

^    A      IV        1/w.  (Rectasc.  =  UV  47'  12'' 
ftir  das  Jahr  -1000  jjj^^^.^     =    72M8' 18" 

^   A      1  V.  Q/v.  (Rectasc.  =  342^  27' 45'' 

fUr  das  Jahr  -  900  Jjj^^j.^     =    73«  20' 25" 

^   A      1  u  ar^  (Rectasc.  =  343«    8' 31" 

ftir  das  Jahr  -  800  jjj^^j.^     =    73«  52' 40" 

20* 
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Nan  hat  es  aber  um  diese  Zeit  Überhaupt  keinen  Stern 
gegeben^  den  man  als  Leitstern  oder  Polarstem  bezeichnen 
könnte.  Nehmen  wir  eine  Polarprojection  einer  Sternkarte  zur 
Hand  und  tragen  auf  den  die  Solstitialpunkte  yerbindenden 
Meridian  Yom  Pole  des  Äquators  aus  die  der  Schiefe  der  Ekliptik 
entsprechende  Anzahl  von  Bogengraden  auf,  so  erhalten  vdr  den 
Pol  der  Ekliptik.  Zieht  man  Yoin  Pole  der  Ekliptik  als  Mittel- 
punkt einen  durch  den  Pol  des  Äquators  gehenden  Kreis,  so  gibt 
dieser  in  genügender  Näherung  das  Bild  der  Bahn,  in  welcher 
sich  der  Pol  des  Äquators  vermöge  der  Präcession  bewegen  muss. 
Der  jeweilige  Ort  des  Poles  in  dieser  Bahn  ist  durch  die  Präces- 
sionsgrösse  /  gegeben,  die  nach  folgender  Formel  berechnet  wird: 

/=z  {4- 5(y'23465H-(y'00022580(^o— 1850)4- 
-h(y'00000000093(^o— ^850)*}  [t^—t^] 

4-  {CK'0(X)11290H-(y'00000000093(^o— 1850)|{^^— <o}* 
+(y'00000000032(^j— O^ 

wobei  t^  den  Zeitpunkt  bedeutet,  dessen  Stempositionen  mit  Rück- 
sicht auf  Präcession  in  jene  ftlr  t^  zu  suchen  sind. 

Es  ist  also  ^0  =—  1000:  wird  ^j  =  1860  gesetzt,  so  beträgt 
/  =  39^30'5y'13. 

Trägt  man  diesen  Winkel  in  der  gezeichneten  Bahn  vom 
Pole  des  Äquators  aus  in  entsprechender  Weise  auf,  so  erhält  man 
den  Ort  des  Poles  um  das  Jahr  —1000.  Der  in  grösster  Nähe 
davon  sich  befindende  Stern  war  der  Polarstem  jener  Zeit.  Doch 
sehen  wir,  dass  um  diese  Zeit  sich  kein  bedeutender  Stern  in 
solcher  Nähe  des  Poles  befand,  dass  man  ihn  als  Polarstern 
bezeichnen  könnte.  Dasselbe  gilt  fllr  das  ganze  historische  Alter- 
thum.  Um  das  Jahr  — 2500  war  wohl  a-Draconis  Polarstem,  doch 
schon  um  das  Jahr  — 2000  war  dessen  Abstand  vom  Pole  des 
Äquators  so  gross,  dass  man  ihn  keineswegs  mehr  als  Polarstem 
oder  Leitstern  bezeichnen  durfte. 

Der  Kakkab  misri  ist  also  der  Sirius.  Dass  derselbe  weiss 
und  nicht,  wie  jene  Inschrift  sagt,  roth  wie  Kupfer  ist,  kann  nicht 
stichhältig  sein,  da  wir  Berichte  aus  dem  Alterthum  haben ,  die 
den  Sirius  einen  rothen  Stern  nennen. 
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Ober  das  Verhalten  der  drei  isomeren  Nitrobenz- 
aldehyde  im  Thierkörper. 

Von  N.  Sieber  und  A«  Smirnow« 

Seit  den  bekannten  Untersachangen  von  Wo  hl  er  and 
Frerichs*  wissen  wir,  dass  Benzaldehyd  im  Thierkörper  zu 
Benzoesäure  oxydirt  und  als  Hippursäure  ausgeschieden  wird. 
Bertagnini'  zeigte  femer,  dass  NitrobenzoSsäure,  dem  Orga- 
nismus einverleibt,  als  Nitrohippursäure  ausgeschieden  wird. 
Die  gleiche  Nitrohippursäure  erhielt  er  auch  durch  Einwirkung 
eines  Gemenges  von  rauchender  Salpetersäure  und  concentrirter 
Schwefelsäure  auf  Hippursäure.  Ans  diesem  Umstände,  sowie 
ans  der  Beschreibung  der  Eigenschaften  seiner  Nitrohippursäure 
geht  hervor,  dass  die  von  ihm  erhaltene  Säure  Metanitrohippur- 
säure  war. 

Andererseits  fand  M.  Jaff^^  bei  seinen  Untersuchungen 
über  das  Verhalten  des  Para-  und  des  Orthonitrotoluols 
im  thierischen  Organismus,  dass  das  Erstere  zu  Paranitro- 
benzo^sänre  oxydirt  und  als  paranitrohippursaurer  Harnstoff 
^C^HgNjOjCONjH^  ausgeschieden  wird.  Ganz  anders  ist  das 
Verhalten  des  Orthonitrotoluols.  Von  dieser  Verbindung  werden 
nur  etwa  107o  ^n  Orthonitrobenzo^säure  oxydirt,  welche  als 
solche  den  Organismus  verlässt.  Eine  Orthonitrohippu]:ßäure  hat 
Jaffö  niemals  auffinden  können,  weder  in  dem  Ätherextract, 
noch  in  dem  Bttckstande  des  Harns.  Die  Hauptmenge  des  einge- 
gebenen Orthonitrotoluols  aber    wird  im  Organismus  zu  Ortho- 

nitrobenzylalkohol  C^H^  \  CH?  OH  ^^y*^'^?   welcher  sich  mit 
Glykuronsäure   paart.    Dieser  Glykuronsäurepaarling   von   der 


1  Ann.  Chem.  Pharm.  Bd.  65,  S.  337. 

2  Compt.  rend.  T.  31,  pag.  490. 

s  Berl.  chem.  Bei".  7,  S.  1673  u.  Zeitschr.  f.  pbysiol.  Chem.  Bd.  2,  S.  47. 


310  N.  Sieber  n.  A.  Smirnow, 

Zusammensetzung  C,3H,5NOj=CyHyN03-+-CgHj^Oy — H^O,  von 
Jaff6  Uronitrotoluolsäure  genannt^  vereinigt  sieh  mit  einem 
Molekül  Harnstoff  zu  einer  salzartigen  Verbindung  you  der 
Zusammensetzung:  C^ß^^lS^0^Q'\-2y^R^0f  so  dass  die  Haupt- 
menge des  eingegebenen  Orthonitrotoluols  in  dieser  Form  mit 
dem  Harne  ausgeschieden  wird. 

Bei  so  differentem  Verhalten   iftomerer  Verbindungen  im 
Organismus  ist  es  gewiss  von  Interesse,  wenn  weitere  hierauf 
bezügliche  Thatsachen  gesammelt  werden.  Da  die  drei  Nitro- 
benzaldehyde  jetzt  in  reinem  Zustande  fabrikmässig  dargestellt 
werden,  so  haben  wir  mit  diesen  drei  Substanzen  Fttttemngs- 
versuche  an  Hunden  angestellt  und  werden  in  Folgendem  die 
erhaltenen  Resultate  beschreiben.  Die  Nitrobenzaldehyde  wurden 
von   der  badischen  Anilin-  und  Sodafabrik  in  Ludwigshafen 
bezogen  und  zeigten  nach  dem  ümkrystallisiren  den  richtigen 
Schmelzpunkt,  so  dass  die  verfütterten  Substanzen  chemisch  rein 
waren.  Der  Versuchshund  von  22  Kil.  Körpergewicht   vertrug 
tägliche  Dosen  von  2  Grm.,  die  ihm  in  Fleisch  eingewickelt  in 
den  Rachen  gestossen  wurden,  ganz  gut.  Dosen  von  3 — 5  Grnu 
pro  die  mehrere  Tage  hintereinander  verursachten  Erbrechen  und 
Durchfälle    in  Folge  örtlicher  Reizung  der  Magen-  und  Darm- 
schleimhaut Der  Geschmack  aller  drei  Aldehyde  ist  brennend, 
anfangs  sttsslich,   später  bitter.  Am  wenigsten  reizend  ist  der 
Paranitrobenzaldehyd,  schon  intensiver  ist  der  Geschmack  der 
Metaverbindung.  Ein  Erystall  des  Orthonitrobenzaldehyds  aber 
auf  die  Zunge  gebracht,  bewirkt  ein  derartiges  Brennen,  das  dem 
des  Cayennepfeffers  gleich  kommt.  Der  Hund  erhielt  daher  etwa 
acht  Tage  lang  täglich  2 — 3  Grm.   von  dem  betreffenden  Nitro- 
benzaldehyd.  Hierauf  folgte  eine  Ruhepause  von  acht  Tagen  nnd 
dann  von  neuem  Fütterung  mit  Nitroaldehyd.   Der  Hund,  der 
täglich  7^  Kil.  Pferdefleisch  und  1  Kil.  Brot  erhielt,  verlor  zwar 
etwas    dabei    den    Appetit    und   magerte   colossal   ab.    Nach 
Beendigung  der  Ftttternngsversnche,  die  mit  Unterbrechan^n 
etwa  zwei  Monate  dauerten,  erholte  sich  aber  das  Thier  in  knrzer 
Zeit  vollständig. 

Paranitrobenzaldehyd. 

Von  diesem  Aldehyd  erhielt  der  Hund  drei  Grm.  täglich 
fUnf  Tage  lang.  Der  während  der  Zeit  gesammelte  Harn  w^nrde 
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auf  dem  Wasserbade  concentrirt,  yon  den  sich  dabei  abscheidenden 
Phosphaten  und  geringen  Mengen  branner  Substanzen  filtrirt, 
dann  bis  zum  Sjmp  verdanstet  und  nach  dem  Erkalten  mit 
Alkohol  versetzt  Die  yon  den  abgeschiedenen  Salzen  abfiltrirte 
alkoholische  Lösung  wurde  wiederum  auf  dem  Wasserbade 
Terdunstet  und  nach  dem  Erkalten  mit  ttberscbttssiger  Salzsäure 
Tersetzt  Nach  kurzem  Stehen  bildeten  sich  in  der  Flttssigkeit 
reichliche  Mengen  von  Krystallen,  die,  wie  die  spätere  Analyse 
zeigte,  paranitrohippursaurer  Harnstoff  waren.  Das  Filtrat  von 
den  Krystallen  gab  an  Äther  noch  etwas  von  der  gleichen 
Substanz  ab.  ParanitrobenzoSsäure  oder  Paranitrohippursäure 
wurden  dabei  nicht  erhalten. 

Der  ausgefällte  paranitrohippursäure  Harnstoff  wurde  auf 
der  Wasserstrahlpumpe  abfiltrirte  dann  aus  heissem  Wasser 
umkrystallisirt,  und  auf  diese  Weise  von  der  mitgefällten,  sehr 
schwer  löslichen  Kjnurensäure  getrennt.  Nach  mehrfachem 
Umkrystallisiren  aus  heissem  Alkohol,  unter  Zusatz  von  Tbier- 
kohle  wurden  schliesslich  farblose  Erjstalle  erhalten  vom 
Schmelzpunkt  179— 1807^,  die  über  SO^H,  getrocknet,  bei  der 
Elementaranalyse  folgende  Zahlen  gaben:  0*2386  Grm. 
Substanz  gaben  0-3688  Grm.  CO,  und  0  0987  Orm.  H^^O 
=42  •  1 57o  und  4  •  597^  H.  0  •  2726  Grm.  Substanz  gaben  49  •  6  Ctm. 
Ngas  bei  13-8"  und  697  Mm.  Bst.  oder  19 -67^,^ 

Die  Formel  des  paranitrohippnrsauren  Harnstoffs 
=C,HgN,0jC0N,H4  verlangt  42  •  257^0  4  •  227^H  und  19  •  7 17^N. 
Die  Zusammensetzung,  der  Schmelzpunkt  und  die  sonstigen 
Eigenschaften  unseres  Präparates  stimmen  vollständig  mit  den 
von  J  äff  ö  beschriebenen  Eigenschaften  des  paranitrohippursauren 
Harnstoffs  überein.  Nach  Verfütterung  von  15  Grm.  des  Para- 
nitroaldehyds  erhielten  wir  12  Grm.  des  einmal  umkrystallisirten 
Productes,  so  dass  mit  Berücksichtigung  der  Verluste  die 
Umwandlung  als  eine  quantitative  angesehen  werden  kann.  Auch 
findet  nach  Verfttterung  des  Aldehyds  keine  Vermehrung  der 
gepaarten  Schwefelsänren  im  Harne  statt.  So  ergab  der  Harn 
des  Hundes  nach  der  Eingabe  von  3  Grm.  des  Aldehyds  in 
50  CC.  0-264  Grm.  SO4Ba=:0  0906  Grm.  SO3  der  Salze  und 
0  0024  Grm.  SO4Ba=0  0082  Grm.  Ätherschwefelsäure.  Das 
VefUtniss  der  beiden  Schwefelsäuren  ist  also  wie  11:1.  Das 
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Verhältniss  der  beiden  Schwefelsäuren  bei  gewöhnlicher  Emährnng 
des  Hundes  wurde  zu  gleicher  Zeit  öfters  bestimmt  und  schwankte 
zwischen  6 : 1  bis  52 : 1. 

Metanitrobenzaldehyd. 

Von  diesem  Körper  erhielt  der  Hund  2  Orm.  pro  die  6  Tage 
lang,  welche  Menge  er  ohne  Erbrechen  und  Durchfälle  ertrug. 
Der  Harn  wurde  genau  wie  im  vorhergehenden  Falle  verarbeitet 
Nach  Zusatz  von  Salzsäure  zu  dem  erhalten  Hamsyrup  erstarrte 
auch  dieser  auf  0  abgekühlt  zu  einem  Erystallbrei  aus  rhom- 
bischen Säulen  bestehend.  Die  Erystalle  wurden  auf  der  Pumpe 
von  der  Mutterlauge  abfiltrirt  und  aus  Alkohol  umkrystallisirt. 
Dieses  Bohproduct  wurde  auf  Fliesspapier  getrocknet,  sodann 
wiederholt  aus  heissem  Wasser,  unter  Zusatz  von  TUerkohle  und 
schliesslich  aus  Alkohol  umkrystallisirt.  Die  anfangs  braunen 
Erystalle  wurden  jetzt  ganz  farblos  und  schmolzen  im  Capillar- 
röhrchen  bei  166 — 1677o-  Trocken  erhitzt  verpufften  sie.  Da  die 
Krystalle  auf  ganz  gleiche  Weise,  wie  der  paranitrohippursaure 
Harnstoff  erhalten  wurden,  so  glaubten  wir,  dass  auch  hier  eine 
entsprechende  Hamstoffverbindung  der  Metareihe  vorliegt.  Die 
Elementaranalyse  belehrte  uns  aber,  dass  dem  nicht  so  ist, 
sondern  dass  das  nach  Ftttterung  mit  Metanitrobenzaldebyd 
erhaltene  Product  reine  Metanitrohippursäure  war. 

0-2459  der  über  SO^H,  getrockneten  Substanz  gaben 
0-4321  Grm.  CO,  und  0-0858  Grm.  H,0  oder  47-927^,0  und 
3-87VoH. 

0  *  2376  Grm.  der  Substanz  gaben  im  Zulkowskischen 
Apparate  über  257^  Kalilauge  27-3  Ctm.  Ngas,  bei  IS-ö'^T 
und  710  Mm.  Bst.  oder  12  -  387^,N. 

Die  Nitrohippursäure  =C6H4-^o'nH.CH,.CO,H  hat 
folgende  procentiscbe  Znsammensetzang: 

Theorie  Versuch 

C» 48^170  47^92% 

Hg  ....  3-57  „  3-87  „ 

N,  ....12-50  „  12-38  „ 

0,  ....35-72,,  - 

Andere  Prodncte  wurden  aas  dem  Harne  nicht  erhalten.  Der 
Äthereztract    der    von  den    Krystallen    filtrirten   Mntterlaage 
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binterliess  nach  dem  Yerdunsten  gelinge  Mengen  der  Metanitro- 
hippursänre.  Auch  die  gepaarten  Schwefelsäuren  werden  nach 
Eingabe  dieser  Verbindung  nicht  vermehrt.  So  enthielten 
100  Ctm.  Harn  nach  2  Grm.  des  Aldehyds  1-212  Grm.  SO^Ba 
z=  0  4161  Grm.  SO3  der  Salze  und  0-056  Grm.  SO^Ba 
=  0-0192  Grm.  SO3  gepaart,  oder  im  Verhältnis  von  21-67  : 1. 
Der  Metanitrobenzaldehyd  wird  also  ebenfalls  zu  Metanitro- 
benzo^äure  ozydirt  und  wie  schon  Bertagnini  gefunden,  als 
Metanitrohippursäure  ausgeschieden. 

Orthonitrobenzaldehyd. 

Wie  schon  oben  erwähnt,  fand  Jaffa,  dass  von  dem  ver- 
fütterten Orthonitrotoluol  etwa  der  zehnte  Tbeil  zu  Orthonitro- 
benzoösäure,  •/j^  dagegen  nur  zu  Benzylalkohol  oxydirt  werden, 
welcher  letztere  dann  in  Verbindung  mit  Glykuronsäure  und 
Harnstoff  den  Organismus  verlässt.  Nach  unseren  Versuchen 
wird  Orthonitrobenzaldehyd  zu  der  entsprechenden  Nitrobenzo^- 
säure  oxydirt  und  als  solche  ausgeschieden.  Andere  Producte 
konnten  im  Harne  nicht  aufgefunden  werden. 

Der  gleiche  Hund  erhielt  vier  Tage  hintereinander  je  2  Grm. 
des  Aldehyds  und  der  hierauf  gelassene  Harn  wurde  gleichwie 
in  vorhergehenden  Fällen  verarbeitet  Nach  Verdunsten  des 
Alkohols  und  Ansäuern  des  erkalteten  Syrups  entstand  keine 
Fällung;  durch  Ausziehen  mit  Äther  erhielten  wir  dagegen  reich- 
liche Menge  schon  ziemlich  farbloser  Krystalle,  die,  nur  zweimal 
aus  heissem  Alkohol  unter  Zusatz  von  Thierkohle  umkrystallisirt, 
in  chemisch  reinem  Zustande  erhalten  wurden.  Der  Schmelz- 
punkt der  Substanz  lag  bei  146—147°.  Nach  Widemann 
schmilzt  Orthonitrobenzoösäure  bei  147**.  Die  Kry stallnadeln 
hatten  einen  intensiv  süssen  Geschmack;  auch  die  Löslichkeits- 
Verhältnisse  waren  ttbereinstimmend  und  eine  Stickstoff- 
bestimmung ergab  mit  der  Formel  einer  Nitrobenzo^säure 
übereinstimmende  Zahlen. 

0-2282  Grm.  der  über  SO^Hj^  getrockneten  Substanz  gaben 
im  Zulkowskischen  Apparate  über  257o  Kalilauge  ^'^'^  CCtm. 
Ngas  bei  15**  T.  und  707  Mm.Bst.  oder  S-SSV^N.  Die  Formel 
,CH^ . NO .  jOC,H  verlangt  8  •  387o  N. 

20** 
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In  Übereinstimmung  mit  Jaffa  haben  auch  wir  keine 
Orthonitrohippursäure  im  Harne  auffinden  können.  Auch  die 
gepaarten  Schwefelsäuren  scheinen  nach  Orthonitrobenzaldehyd, 
wenn  überhaupt,  nur  sehr  wenig  vermehrt  zu  sein.  Es  wurden 
folgende  Zahlen  erhalten:  In  50  Ctm.  des  Harns  0-650  6rm. 
SO^Ba  =  0-2236  Grm.  SO3  der  Salze  und  0-109  Grm.  SO^Ba  = 
=:0-037  Grm.  SO3  gepaart  oder  im  Verhältnis  von  6 : 1. 

Bei  Wiederholung  dieses  Versuches  wurde  der  nach  Ver- 
flitterung  von  10  Grm.  Aldehyd  gelassene  Harn  jedesmal  frisch 
mit  basischem  Bleiacetat  gefällt  Der  ausgewaschene  und 
getrocknete  Bleiniederschlag  wurde  dann  mit  Salzsäure  zu  einem 
Brei  angerührt  und  mit  Äther,  hierauf  mit  Alkohol  extrahirt.  Eine 
Glykuronsäureverbindung  konnten  wir  in  beiden  Extracten  nicht 
auffinden.  Sie  war  auch  kaum  zu  erwarten,  da  bei  den  von  uns 
verabreichten  Dosen  circa  80»/o  des  Aldehyds  als  Orthonitro- 
benzoßsäure  aus  dem  Harne  wieder  erhalten  wurden. 

Das  Ergebnis  unserer  Versuche  lässt  sich  demnach  in 
Folgendem  resumiren: 

1.  Alle  drei  Nitrobenzaldehyde  werden  im  Organismus  za 
den  entsprechenden  Nitrobenzoßsäuren  oxydirt. 

2.  Die  Art,  wie  die  entstandenen  Säuren  ausgeschieden  werden, 
ist  je  nach  der  relativen  Stellung  der  Seitenketten  eine  ver- 
schiedene, indem  die  Faraniti*obenzo6säure  als  paranitrohippur- 
saurer  Harnsto£f,  die  Metanitrobenzo^säure  als  Metanitrohippur- 
säurc  und  die  Orthonitrobenzoösäure  ohne  jede  Paarung  den 
Thierkörper  verlassen. 

Ncncki's  Laboratorium  in  Bern. 
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Um  den  raschen  Fortschritten  der  medicinischen  Wissen- 
schaften und  dem  grossen  ärztlichen  Lese-Fnblicnm  Rechnung  zn 
tragen y  hat  die  mathem. -naturwissenschaftliche  Classe  der  kais. 
Akademie  der  Wissenschaften  beschlossen^  vom  Jahrgange  1872 
an  die  in  ihren  Sitzungsberichten  veröffentlichten  Abhandlungen 
aus  dem  Gebiete  der  Physiologie^  Anatomie  und  theoretischen 
Medicin  in  eine  besondere  Abtheilung  zu  vereinigen  und  in  den 
Buchhandel  zu  bringen. 

Die  Sitzungsberichte  der  mathem,-naturw.  Classe  erschei- 
nen daher  vom  Jahre  1872  (Band  LXV)  an  in  folgenden  drei 
gesonderten  Abtheilungen  ^  welche  auch  einzeln  bezogen  wer- 
den können: 

l.  Abtheilung:  Enthält  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete 
der  Mineralogie,  Botanik,  Zoologie,  Geologie  und  Paläon- 
tologie. 

IL  Abtheilung:    Die  Abhandlungen   aus   dem  Gebiete  der 
Mathematik,  Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  und 
Astronomie. 
IIL  Abtheilung:    Die  Abhandlungen   aus  dem   Gebiete   der 
Physiologie,  Anatomie  und  theoretischen  Medicin. 
Dem  Berichte  über  jede  Sitzung  geht  eine  Übersicht  aller 
in  derselben  vorgelegten  Manuscripte  voran. 

Von  jenen  in  den  Sitzungsberichten  enthaltenen  Abhand- 
lungen, zu  deren  Titel  im  Inhaltsverzeichniss  ein  Preis  beigesetzt 
ist,  kommen  Separatabdrtlcke  in  den  Buchhandel  und  können 
durch  die  akademische  Buchhandlung  Karl  Gerold's  Sohn 
(Wien,  Postgasse  6)  zu  dem  angegebenen  Preise  bezogen  werden. 
Die  dem  Gebiete  der  Chemie  und  verwandter  Theile  anderer 
Wissenschaften  angehörigen  Abhandlungen  werden  vom  Jahre 
1880  an  noch  in  besonderen  Heften  unter  dem  Titel:  „Monats 
hefte  fllr  Chemie  und  verwandte  Theile  anderer  Wissenschaften*' 
herausgegeben.  Der  Pränumerationspreis  für  einen  Jahrgang 
dieser  Monatshefte  beträgt  5  fl.  oder  10  Mark. 

Der  akademische  Anzeiger,  welcher  nur  Original-Auszüge 
oder,  wo  diese  fehlen,  die  Titel  der  vorgelegten  Abhandlungen 
enthält,  wird  wie  bisher  8  Tage  nach  jeder  Sitzung  ausgegeben. 
Der  Preis  des  Jahrganges  ist  1  fl.  50  kr. 


/- 


SITZUNG8RERICHTE 


DER  KAISERLICHEN 


lüDIilE  DIU  flSSIiSfJifTEI 


MiTBEMATISCH-NATÜRWISSENSCflAFTLiCBE  CLASSE. 


XCV.  BAND.     III.  HEFT. 


Jahrgang:  1887.   —  März. 


(Mit  4  Tafeln,  1  Tabelle  und  13  Hokschniueii.f 


ZWEITE  ABTHEILÜN6. 

Eathält  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physilc,  Chemie, 
Mechanilc,  Meteorologie  und  Astronomie. 


WIEN. 

AUS  DER  K.  K,  HOF-  UND  STA  ATS  D  KU  C  KBRE  £. 

IN  GdMMISSION  BEI  KARL  fiEROLO'S  SOHN, 

BÜCIIHÄNDI.ER  DER  KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 

1887. 


INHALT 

des  8.  Heftes  März  1887  des  XOV.  Bandes  H.  Abtheilong  der 
SitBimgsberiohte  der  mathem.-natnrw.  Olasse. 

Seit« 

Tl.  Sltzang  vom  3.  Mäiz  1887:  Übersicht 315 

Kohn,   Znr   Theorie  der  rationalen  Curven  vierter  Ordnung 

[Preis:  20  kr.  =  40  Pfg.) 318 

—  Über  die  zu  einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung 
adjungirten  Curven  neunter  Classe.  [Preis:  12  kr.  = 
24  Pfg.] 338 

Bobek,  Über  Raumcurven  m-ter  Ordnung  mit  (m— 2)-fachen  Se- 

canten.  [Preis:  8  kr.  =  16  Pfg.] 349 

Puluj,  Objective  Darstellung  der  wahren  Gestalt  einer  schwin- 
genden Saite.  (Mit  2  Holzschnitten.)  [Preis:  5  kr.  = 
lOPfg.] 355 

Mahler,  Über  eine  in  einer  syrischen  Grabinschrift  erwähnte 

Sonnenfinstemiss.  [Preis:  10  kr.  =  20  Pfg.] 359 

Tumlirz,  Über  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  endlicher 
Schwingungsweite.  (Mit  2  Holzschnitten.)  [Preis:  20  kr. 
=  40  Pfg.] 367 

Sehramm,  Über  den  Einfluss  des  Lichtes  auf  den  Verlauf  chemi- 
scher Reactionen  bei  der  Einwirkung  der  Halogene  auf 

aromatische  Verbindungen 388 

TU.  SitÄung  vom  10.  März  1887:  Übersicht 393 

Liznar,  Über  die  26tägige  Periode  der  erdmagnetischen  Ele- 
mente in  hohen  magnetischen  Breiten.  (Mit  1  Tafel.) 
[Preis:  25  kr.=  50  Pfg.] 394 

(rr^enöar/er.  Über  die  BesseTschen  Functionen 409 

Satke,  Über  den  täglichen  Gang  der  Windgeschwindigkeit  und 
der  Windrichtung  in  Tamopol.  (Mit  1  Tabelle).  [Preis: 

18  kr.  =  36  Pfg.] 411 

Tin.  Sitzuug  vom  17.  März  1887:  Übersicht 422 

Raupenstrauch,  Über  Condensation  des  Normalbutyraldehydes    424 

Weidet,  Studien  über  Reactionen  des  Chinolins.  (L  Abhand- 
lung.)     436 

Hatura,  Untersuchungen  über  die  Hanföls&ure.  (II.  Abhand- 
lang.)  463 

Haxuia  u.  Friedreich,  Über  trocknende  Ölsäuren.  (IIL  Abhand- 
lung.)  472 

Pelz,  Zum  Normalenproblem  der  Ellipse.  (Mit  1  Tafel.)  [Preis: 

35  kr.  =  70  Pfg.] 481 


SITZUNGSBERICHTE 


DEB 


MiTIIMiTiSCH-RiTDRWISSENSCHiFTlICIE  GliSSI. 


XOV.  Band.  m.  Heft. 


ZWEITE  ABTHEILUNG. 


EntUUt  die  Abhitndlniigeii  ans  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Pbydk, 
Gheniie,  Mechanik,  Meteorologie  nnd  Astronomie. 


315 


VI,  SITZUNG  VOM  3.  MÄEZ  1887. 


Der  Vorsitzende  gibt  Nachricht  von  dem  am  27.  Febraar 
d.  J.  erfolgten  Ableben  des  correspondirenden  Mitgliedes  Herrn 
Prof.  Dr.  Leopold  v.  Febal  in  Graz. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Der  Secretär  legt  den  eben  erschienenen  LI.  Band  der 
Denkschriften  vor. 

Herr  Director  B.  A.  Gould  in  Cambridge  (Mass.)  dankt 
ftlr  seine  Wahl  zum  ausländischen  correspondirenden  Mitgliede 
dieser  Classe. 

Herr  B.  6.  Jenkins,  Mitglied  der  königl.  astronomischen 
Gesellschaft  in  London^  übersendet  eine  Mittheilung  über  die  Vor- 
herbestimmung  des  Wetters  auf  Grund  einer  vom  Monde 
abhängigen  62jährigen  Periode  der  Wiederkehr  gleicher  Witte- 
rungSYerhältnisse. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  E.  Mach  übersendet 
eine  Arbeit  von  Herrn  Dr.  0,  Tumlirz  in  Prag:  „Über  die 
Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  endlicher  Schwin- 
gungsweite." 

Herr  Dr.  M.  Löwit,  Privatdocent  und  Assistent  am  Institute 
fttr  experimentelle  Pathologie  der  deutschen  Universität  in  Prag, 
übersendet  eine  Abhandlung:  „Über  die  Umwandlung  der 
Erythroblasten  in  rothe  Blutkörperchen.  Ein  Beitrag 
zur  Lehre  von  der  Blutbildung  und  der  Anämie*'. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen 
vor: 
1.  „Versuche  über  das  Verhalten  der  Thiere  gegen 
die  Wärme,"  L,  von  Herrn  Prof.  Dr.  V.  Grab  er  in  Czer- 
nowitz» 
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2.  „Die  Magna -Theorie,"  von  Herrn  Karl  Hangl  in 
Antwerpen. 

3.  Die  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung,  welche 
durch  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  gehen," 
von  Herrn  Prof.  Em.  Czuber  in  Brunn. 

4.  ,.Zum  Norraalenproblem  der  Ellipse,"  von  Herrn 
Prof.  C.Pelz  in  Graz. 

5.  „Die  Entwicklung  der  Exponentellen  mit  echt 
gebrochenen  Exponenten  in  ein  unendliches 
Product,"  von  Herrn  F.  Ro gel,  Ingenieur  und  Assistent 
an  der  k.  k.  Staatsgewerbeschule  zu  Salzburg. 

6.  „Über  das  algebraische  Gebilde  n-ter  Stufe  im 
Gebiete  von  (n-hl)  Grössen,"  von  Herrn  Dr.  0.  Bier- 
mann in  Prag. 

7.  „Über  eine  Strahlencongruenz  beim  Hyper- 
boloid," von  Herrn  E.  Waelsch,  Assistent  an  der  k.  k, 
deutschen  technischen  Hochschule  in  Prag. 

8.  „Die  Entwicklung  der  Sporogone  von  Andreaea 
und  Sphagnum,^  von  Herrn  Dr.  M.  Waldner  in  Inns- 
bruck. 

9.  „Über  das  spectroskopische  Verhalten  des 
Blutes  nach  Aufnahme  schädlicher  Gase,"  Mit- 
theilung ans  dem  pharmaceutischen  Institute  der  Hoch- 
schule in  Bern  von  Herrn  G.  Bider. 

10.  „Über  Leinölsäure",  Mittheilung  behufs  Wahrung  der 

Priorität  von  Herrn  K.  Peters  in  Briinn. 

Femer  legt  der  Secretär  behufs  Wahrung  der  Priorität 
vor: 

Ein  versiegeltes  Schreiben  von  Herrn  Alfred  Ziegler, 
Chemiker  in  Pilsen,  mit  der  Inhaltsangabe:  „GrundztLge 
neuer  Fabriksweisen  von  Bariumchlorid  und  Stron- 
tiumchlorid, der  Carbonate  von  Amon,  Natrium  und 
Kalium,  der  Alkalihydrate,  des  Aluminiums,  des 
Ferroaluminiums  und  des  Natronsulfates." 

Zwei  versiegelte  Schreiben  von  Herrn  Alexander  Eräsza, 
Heizhaus-Chef  der  Südbahn  in  Bares  (Ungarn),  das  erste  mit  der 
Inhaltsangabe:    „Neuartiger    Schmiedeguss",    das   zweite 


817 

mit  der  Inhaltsangabe  „Tälikmotor^  ein  neues  Motor- 
System«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Dr.  E.  Ritter  v.  Brücke  überreicht 
eioe  Abbandlang  über  die  Frage:  „Ist  im  Harn  des  Menschen 
freie  Säure  enthalten?« 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  von  Prof. 
Badziszewski  aus  Lemberg  zugesandte  Abhandlung  des  Herrn 
Dr.  J.  Schramm:  „Über  den  Einfluss  des  Lichtes  auf 
gewisse  chemische  Eeactionen.« 

Herr  Guido  R.  y.  Alth,  Supplent  an  der  k.  k.  Oberreal- 
schule  im  zweiten  Bezirke  Wiens,  überreicht  eine  Abhandlung: 
^Über  die  Reduction  einer  Gruppe  Aberscher  Inte- 
grale.« 

Herr  J.  Liznar,  Adjunct  der  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteo- 
rologie und  Erdmagnetismus,  überreicht  eine  Abhandlung: 
^Über  die  26tägige  Periode  der  erdmagnetischen 
Elemente  in  hohen  magnetischen  Breiten«. 
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Zur  Theorie  der  rationalen  Ourven  vierter  Ordnung. 

Von  Dr.  GnstaT  Kohn^ 

Prioatdoeent  an  der  k.  k,  Ohioersüät  in    Wien 
(Vorgelegt  In  der  Sitzung  am  7.  Jlnner  1887.) 

Man  verdankt  Clebsoh  die  Darstellung  der  Gleichung  einer 
allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung  in  Liniencoordinaten  in  der 
Form: 

wo  5  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  vierter  Classe,  Enveloppe 
der  von  der  Curve  vierter  Ordnung  in  vier  aequianharmonischen 
Punkten  geschnittenen  Geraden^  und  T  =  0  die  Gleichung  einer 
Curve  sechster  Classe,  Enveloppe  der  von  der  Curve  vierter 
Ordnung  in  vier  harmonischen  Punkten  geschnittenen  Geraden, 
bedeutet.  Aus  dieser  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten 
entnimmt  Clebsch  das  Resultat,  dass  die  24  Wendetangenten 
der  Curve  vierter  Ordnung  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
der  beiden  Curven  vierter  und  sechster  Classe  S  und  T  sind  und 
dass  die  Curve  T  jede  Wendetangente  im  Wendepunkte  berttbrt. 

Diese  von  Clebsch  ftlr  den  Fall  der  allgemeinen  Curve 
vierter  Ordnung  angestellte  Untersuchung  bildet  die  Grundlage 
der  vorliegenden  Arbeit. 

In  dem  Falle,  dass  die  Curve  vierter  Ordnung  drei  Doppel- 
punkte besitzt,  wird  durch  die  Gleichung  «)  nicht  mehr  die  reine 
Gleichung  dieser  Curve  C\  in  Liniencoordinaten  geliefert,  sondern 
die  mit  einem  Factor  behaftete,  einem  Factor,  welcher  gleich  Kall 
gesetzt  den  Plttcker'schen  Formeln  gemäss  die  drei  Doppel- 
punkte, und  zwar  jeden  zweifach  darstellt. 


1   S.  Clebsch,   Über  symbolische  Darstellung  der  algebraischen 
Formen,  §.  13,  im  59.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals. 

Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  pag.  279  ff. 
Salmon-Fiedler,  Höhere  Curven,  Art.  93,  pag.  100  der  zweiten 

Auflage. 
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Die  Gleichung  a)  geht  also  über  in: 

1)  D*F=S^—T\ 

wenn  mit  jF  =  0  die  Gleichung  der  Curve  CJ  in  Liniencoordinaten 
und  mit  Z)  =  0  das  Product  der  Gleichungen  ihrer  drei  Doppel- 
punkte bezeichnet  wird. 

Wohl  wird  auch  in  unserem  speciellen  Falle  jede  der  gemein^ 
Samen  Tangenten  der  beiden  CurvenÄ'  und  T  mit  der  Curve  vierter 
Ordnung  C^  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein  haben^  weil 
ein  Panktquadrnpely  welches  gleichzeitig  aequianhaimonisch  und 
barmonisch  ist,  einen  dreifachen  Punkt  enthalten  musS;  allein 
die  Curve  C*  wird  nicht  blos  von  ihren  Wendetangenten,  sondern 
auch  von  ihren  Doppelpunktstangenten  in  drei  zusammenfallenden 
Punkten  getroffen,  und  es  ist  nun  für  alles  Weitere  eine  Orienti- 
mng  darüber  wesentlich,  von  welcher  Natur  die  Doppelpunkts- 
tangenten unserer  rationalen  Curve  C^  als  gemeinsame  Tangenten 
<ler  beiden  Curven  S  und  T  sind. 

Eine  Orientirung  hierüber  kann  gewonnen  werden  an  der 
Hand  des  folgenden  Satzes,  welcher  die  Beziehung  gibt,  die 
zwischen  den  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  o  einer  Curve 
vierter  Ordnung  C^  und  den  von  diesem  Punkte  aus  an  die  Curven 
S  und  T  gehenden  Tangenten  besteht: 

Die  vierGeraden,  welche  von  einem  willkürlichen 
Punkte  0  einer  Curve  vierter  Ordnung  C*  ausgehen 
und  von  dieser  Curve  in  vier  aequianharmonischen 
Punkten  getroffen  werden,  sind  nichts  anderes  als 
die  vier  Tangenten,  welche  von  o  aus  an  die  in  Bezug 
auf  C^  genommene  cubische  Polare  dieses  Punktes 
gelegt  werden  können^  und  die  sechs  von  o  ausgehen- 


1  Aus  diesem  Satze  gewinnt  man  leicht  das  folgende  Resultat : 
Die  Curve  S,  Enveloppe  der  von  einer  gegebenen  Curve 
vierter  Ordnung  C^  aequianharmonisch  geschnittenen  Geraden, 
schneidet  die  Curve  C^  in  denselben  Punkten,  in  welchen 
diese  Curve  vierter  Ordnung  von  ihrer  Steiner*8chen  Curve 
getroffen  wird. 

Die  Tangente  von  S  in  jedem  dieser  Schnittpunkte  ist 
seine  Verbindungslinie  mit  dem  entsprechenden  Punkte  der 
Curve  von  Hesse. 
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den  Strahlen,  welche  von  der  Curve  in  vier  harmoni- 
schen Punkten  getroffen  werden,  projiciren  ans  o  die 
sechs  Punkte,  welche  die  quadratische  Polare  des 
Punktes  o  ausser  diesem  Punkte  noch  mit  der  Grund- 
curve  C^  gemein  hat. 

Um  den  Beweis  flir  den  ersten  Theil  dieses  Satzes  zu  führen, 
kann  man  davon  ausgehen,  dass  die  erste  Polargruppe  eines 
Punktes  o  in  Bezug  auf  ein  Punktsystem  a,,  a,,  .  >  .j€Ln  aus  den 
II — 1  Doppelpunkten  der  Involution  besteht^  welche  bestimmt  ist 
durch  die  Punkte  a^^  a^y  •  •  •>  ^n  9^s  eine,  den  n-fach  gelegten 
Punkt  0  als  zweite  Gruppe,  wenn  man  noch  beachtet,  dass  durch 
das  Zusammenfallen  von  zwei  Doppelpunkten  ein  dreifaches 
Element  der  Involution  entsteht.^ 

Berührt  nun  eine  vom  Curvenpunkte  o  aus  an  die  cubische 
Polare  dieses  Punktes  gehende  Tangente  diese  Polare  im  Punkte 
o'i  so  liegen  im  Punkte  </  die  beiden  Punkte  der  ersten  Polar- 
gruppe des  Punktes  o  in  Bezug  auf  die  drei  übrigen  Schnittpunkte 
der  Geraden  ocf  mit  C^  vereinigt.  Es  bilden  daher  diese  Schnitt- 
punkte eine  Gruppe  einer  cubischen  Involution,  der  die  Punkte  o 
und  o'  als  dreifache  Elemente  angehören,  und  da  jede  Gruppe 
einer  solchen  Involution  bekanntlich  mit  jedem  der  beiden  drei- 
fachen Elemente  ein  aequianharmonisches  System  constituirt,  so 
bilden  die  Schnittpunkte  der  Geraden  oef  mit  C^  ein  aeqaian- 
harmonisches  Quadrupel. 

Zum  zweiten  Theile  unseres  Satzes  übergehend  bemerken 
wir,  dass  auf  einer  Transversale,  welche  den  Punkt  o  mit  einem 
Schnittpunkte  o^  seiner  zweiten  Polare  verbindet,  der  Punkt  o^ 
die  zweite  Polargrnppe  von  o  in  Bezug  auf  die  ausser  o  noch 
vorhandenen  Treffpunkte  bildet.  Es  ist  also  umgekehrt  o  Pankt 
der  ersten  Polargruppe  des  Punktes  o^  in  Bezug  auf  diese  drei 
Treffpunkte.  Da  aber  o^  selbst  einer  von  diesen  drei  Punkten  ist, 
so  muss  0  auch  der  Polarpunkt  von  Oj  in  Bezug  auf  die  beiden 
anderen  Treffpunkte  sein,  das  heisst  aber  mit  anderen  Worten, 
dass  die  Punkte  o  und  o^  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  ihrer 
Verbindungslinie  mit  C^  harmonisch  trennen. 


1  S.  die  Notiz  „Zur  Theorie  der  harmoniBchen  Mittelpunkte*',  V^iener 
Ber.  Bd.  88. 
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Damit  sind  beide  Theile  des  obigen  Satzes  bewiesen  nnd  es 
gilt  non^  aus  diesem  Satze  das  Nähere  über  die  Doppelpankts- 
tangenten  der  (7J  als  Tangenten  der  Curven  S  und  T  zu  ent- 
nehmen. 

Auf  irgend  einer  Doppelpunktstangente  liegen  zwei  Punkte 
der  Curve  CJ :  der  Doppelpunkt  d  und  ein  einfacher  Punkt  p. 
Von  jedem  dieser  beiden  Punkte  können  wir  nach  dem  entwickel- 
ten Satze  die  Tangenten  sowohl  an  die  Curve  S  als  auch  an  die 
Curve  T  legen  und  nachsehen,  wie  viele  von  den  vier,  respective 
sechs  Tangenten  des  allgemeinen  Falles  mit  der  betreffenden 
Doppelpunktstangente  zusammenfallen. 

Die  cubische  Polare  des  Punktes  p  geht  durch  den  Doppel- 
punkt d  und  berührt  in  ihm  die  Doppelpunktstangente  dp  einfach, 
60  dass  von  p  aus  ausser  dp  noch  drei  andere  Tangenten  an  die 
enbische  Polare  von  p  gehen  und  dp  also  für  eine  von  p  aus  an 
Cnrve  S  gelegte  Tangente  zählt. 

Die  quadratische  Polare  von  ji  geht  durch  den  Doppelpunkte/. 
Es  fallen  also  von  ihren  sechs  zu  berücksichtigenden  Schnitt- 
punkten mit  der  Curve  CJ  zwei  in  den  Punkt  d  hinein,  so  dass 
die  Doppelpunktstangente  dp  zwei  vom  Punkte  p  aus  an  die 
Cnrve  T  gehende  Tangenten  absorbirt. 

Betrachtet  man  nun  die  vom  Doppelpunkte  d  aus  an  die 
Curven  S  und  T  gehenden  Tangenten,  so  kann  man  alle  weiteren 
Überlegungen  sparen,  wenn  man  beachtet,  dasS;  sobald  von  vier 
aequianharmonischen  oder  harmonischen  Punkten  zwei  vereinigt 
liegen,  noch  ein  dritter  von  den  vier  Punkten  mit  den  beiden 
ersten  zusammenfallen  muss.  Man  schliesst  hieraus  sofort,  dass 
die  beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  d  von  C^  die  einzigen 
von  d  aus  an  die  Curven  S  und  T  gehenden  Tangenten  sind,  und 
dass  also  jede  Doppelpunktstangente  ftir  zwei  vom  Doppelpunkte 
ans  an  die  Curve  vierter  Classe  S  und  für  drei  an  die  Curve 
sechster  Classe  T  gehende  Tangenten  zählt 

Da  eine  Doppelpunktstangente  dp  eine  vom  Punkte  p  aus 
und  zwei  vom  Punkte  d  aus  an  die  Curve  S  gehende  Tangenten 
absorbirt,  so  ist  sie  eine  einfache  Tangente  von  S  und  d  ihr  Be- 
rührungspunkt, während  dieselbe  Gerade  Doppeltangente  für  die 
Cnrve  T  mit  dem  Berührungspunkt  d  ist,  da  sie  für  zwei  von  p  aus 
und  fftr  drei  von  d  aus  an  die  Curve  T  gelegte  Tangenten  zählt. 
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Wir  haben  das  Besnltat: 

Die  drei  Doppelpunkte  der  Grandeurve  C^  sind 
itneh  Doppelpunkte  fttr  die  beiden  Curven  S  and  T 
und  es  sind  auch  die  Tangenten  in  jedem  Doppel- 
punkte fttr  die  drei  Curven  dieselben,  und  zwar  sind 
sie  einfache  Tangenten  fttr  die  Curye  5,  dagegen 
Doppeltangenten  fttr  die  Curve  T. 

Damit  ist  festgestellt,  dass  die  Curve  sechster  Classe  r=  0 
die  sämmtlichen  Tangenten  als  Doppeltangenten  besitzt,  welche 
die  Curve  dritter  Classe  D  =  0  auf  der  Carve  vierter  Classe  5  =  0 
bestimmt  und  dass  diese  Tangenten  —  es  sind  die  Doppelpunkts- 
tangenten  der  Grundcurve  (7*,  und  zwar  jede  doppelt  gezählt  — 
einfache  Tangenten  der  Curve  5  =  0  sind. 

Hieraus  folgt  aber^  dass  sich  7  darstellen  lässt  als  lineare 
homogene  Function  von  S  und  D  mit  ganzen  Coefficienten: 

2)  r  =  jcs+r2).« 


1  S.  Nöther,  Über  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  algebraiBchen 
Fonctionen,  Göttinger  Nachrichten  (1872)  und  Math.  Annalen  Bd.  VI. 

2  Vermöge  ihrer  Herleitung  gilt  diese  Formel  auch  für  den  Fall  einer 
Curve  vierter  Ordnung  mit  einem,  respective  zwei  Doppelpunkten,  wenn 
durch  D=0  der  Doppelpunkt,  respective  die  beiden  Doppelpunkte  gegeben 
sind.  Im  ersten  Falle  ist  r=0  die  Gleichung  einer  Curve  von  der  fünften, 
im  zweiten  Falle  die  Gleichung  einer  Curve  von  der  vierten  Classe. 

Ebenso  wie  im  Texte  ergibt  sich,  dass  die  Curve  r  die  Wendetan- 
genten und  die  Doppelpunktstangenten  der  Grundcurve  berühii;  und  man 
erhält  die  Beziehung,  welche  an  Stelle  der  Relation  von  C  leb  seh  tritt, 
nach  welcher  die  24  Wendetangenten  der  allgemeinen  Curve  vierter  Ord- 
nung die  gemeinschaftlichen  Tangenten  einer  Curve  vierter  und  sechster 
Classe  sind,  nämlich: 

Bei  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
bilden  die  18  Wendetangenten  zusammen  mit  den  zwei  Doppel- 
punktstangenten die  gemeinsamen  Tangenten  einer  Carve 
vierter  und  fünfter  Classe. 

Bei  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten 
bilden  die  12  Wendetangenten  zusammen  mit  den  vier  Doppel- 
punktstangenten die  Basis  für  eine  Schaar  von  Curven  vierter 
Classe. 

Denn  es  sind  die  Doppelpunkts-  und  Wendetangenten  in  beiden  Fällen 
den  Curven  5  und  r  gemein. 
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jr=0  stellt  einen  Eegelschnitt,  r  =  0  eine  Gary e  dritter 
Classe  dar  and  die  Identität  2)  liefert  sofort  geometrische  Eigen- 
fichaften,  welche  diese  beiden  Carren  definiren. 

Ans  der  Gleichung  2)  ist  ersichtlich^  dass  die  gemeinsamen 
Tangenten  von  7=0  nnd  2>  =  0  (das  sind  die  Doppelpunkts- 
tangenten  der  Grundcurve)  identisch  sein  müssen  mit  den  Tan- 
genten, welche  Z)  =  0  mit  den  Curven  5=  0  und  K=.  0  gemein  hat. 

Es  berührt  daher  der  Kegelschnitt  üTdie  sechs  Doppelpnnkts- 
tangenten  der  Grundcarve  C\. 

Infolge  dessen  sind  die  Doppelpnnktstangenten  zweifache 
Tangenten  nicht  nur  für  die  Cnrve  Tr=0,  sondern  auch  ftür  die 
Curve  KS=zO,  daher  vermöge  der  Identität  2)  zweifache  Tan- 
genten der  zusammengesetzten  Gurre  FD  =  0,  woraus  dann  folgt, 
dass  die  Doppelpunktstangenten  von  der  Gurve  r  =  0  berührt 
werden.  Die  Gurve  dritter  Glasse  r =0  berührt  überdies,  wie  aus 

2)  hervorgeht,  die  Wendetangenten  der  Grundcurve,  denn  für 
diese  ist  5=0  und  T=0  erfüllt,  ohne  dass  D  verschwindet. 

Es  ist  somit  der  Satz  bewiesen: 

Die  sechs  Wende  taugen  te  nein  er  rationalen  Gurve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  und  die  sechs 
Tangenten  in  diesen  Doppelpunkten  sind  12  Tangen- 
ten für  dieselbe  Gurve  dritter  Glasse  r. 

Nachdem  die  Identität  2)  entwickelt  ist,  in  welcher  alle 
Theile  eine  ausgezeichnete  geometrische  Bedeutung  besitzen, 
kehren  wir  zur  Identität  1)  zurück. 

Indem  man  den  Werth  von  T  aus  der  Identität  2)  in  die 
selbe  einführt,  kommt: 

D^F  =  S{S^—K^S^  2KYD)—D^T\ 

Da  zwei  Glieder  dieser  Identität  durch  D^  theilbar  sind,  so 
mnss  auch  das  dritte  theilbar  sein  und  wir  können  setzen: 

3)  S^—K^S—2KrD  =  D% 

wo  /=  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  ist. 
Es  wird  dann : 

4)  F  =  /S-P. 

Da  die  linke  Seite  der  Identität  3)  für  jede  Wendetangente 
der  Grundcurve  verschwindet,  indem  nach  Obigem  sowohl  S  als 
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auch  r  =  0  wird,  so  mnss  anch  die  rechte  Seite  Air  jede  Wende- 
tangente  yerschwinden  nnd  wir  erschliessen  den  bekannten  Satz, 
dass  die  sechs  Wendetangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Doppelpunkten  Tangenten  für  einen  und  denselben  Kegel- 
schnitt sind^  nämlich  fUr  den  Kegelschnitt  /. 

Femer  folgern  wir  aus  3),  dass  der  Ausdmck: 

durch  D  theilbar  ist,  weil  es  die  übrigen  Glieder  der  Glei- 
chung 3)  sind. 

Wir  können  also  setzen: 

5)  S—K^  =  D$, 

wo  *  =r  0  die  Gleichung  eines  Punktes  ist. 

Die  Gleichung  5)  setzt  nicht  blos  in  Evidenz,  dass  die 
Punkte  Z)  =  0  Doppelpunkte  von  S  und  ihre  mit  K  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  —  das  sind  die  Doppelpunktstangenten  der 
Grundcurve  —  die  Tangenten  in  ihnen  sind,  sondern  sie  zeigt 
auch,  dass  der  Punkt  S  Doppelpunkt  fttr  die  Curve  S  ist  und 
dessen  Tangenten  identisch  sind  mit  den  beiden  von  diesem 
Punkte  an  den  Kegelschnitt  der  sechs  Doppelpunktstangenten  K 
gehenden  Tangenten. 

Durch  Einführung  des  Werthes  fttr  S  aus  der  Gleichung  5) 
in  die  Gleichung  3)  erhält  man  nach  Division  durch  D: 

K^d+DS^—2Kr  =  DI 
oder: 

K{K5—2r)  =  D{I—S^. 

In  dieser  Identität  muss  jeder  der  beiden  Factoren  der  einen 
Seite  proportional  sein  mit  einem  der  beiden  Factoren  der  anderen 
Seite. 

Wir  können  aber  direct  setzen: 

6)  ES— 2r  =  D 

7)  Kz=zI-^\ 

Es  ist  nämlich  der  Ausdruck  /),  welcher  gleich  Null  gesetzt 
die  Doppelpunkte  der  Grundcurve  darstellt,  bisher  nur  bis  auf 
einen  Zahlenfactor  bestimmt  und  wir  können  diesen  so  gewählt 
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denken,  dass  die  beiden  Seiten  von  6),  die  proportional  sind, 
einander  gleich  werden.  Ans  5)  und  6)  folgt  dann  7). 

Wir  sprechen  jetzt  die  Beziehungen  ans,  die  in  den  Gleichun- 
gen 5),  6),  7)  zu  Tage  liegen: 

Die  beiden  Kegelschnitte  K  und  /;  von  denen  der 
erste  die  sechs  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  der 
Grundcurve  CJ,  der  zweite  ihre  sechs  Wendetangenten 
berührt,  tangiren  einander  doppelt  [7)P 

Die  Tangenten  in  ihren  Berührungspunkten  tref- 
fen einander  im  Doppelpunkte  d  der  Enveloppe  5  der 
von  der  Grundcurve  aequianharmonisch  geschnittenen 
Geraden  und  sind  die  Doppelpunktstangenten  der 
Curve  S  in  diesem  Punkte  [7),  5)]. 

Die  vom  Punkte  8  aus  nach  den  drei  Doppel- 
punkten der  Grundcurve  gezogenen  Geraden  werden 
von  der  Curve  dritter  Classe  T  tangirt  [6)],  welche 
von  den  sechs  Wen  de  taugen  ten  und  den  sechs  Doppel- 
pnnktstangenten  der  Grundcurve  berührt  wird. 

Kehren  vdr  zur  Gleichung  der  Grundcurve  in  Liniencoordi- 
naten  zurück. 

Nebst  der  Form  4),  in  welche  wir  diese  Gleichung  gebracht 
haben,  sind  noch  einige  andere  Formen  dieser  Gleichung  von 
Interesse. 

Führt  man  in  4)  für  S  seinen  Werth  aus  5)  ein  und  fllr  T  seinen 
Werth  ans  6),  so  konount: 

oder: 

8)  F=  K^C-h  V^/)[25(ir+2/)— Z)], 

worin  gesetzt  ist: 

9)  Cz=I—%dK 

Aus  der  Gleichung  8)  ist  ersichtlich,  dass  der  Kegelschnitt 
CzzO  die  drei  Paare  von  Tangenten  berührt,  welche  von  den 
drei  Doppelpunkten  der  Grundcurve  aus  an  dieselbe  gehen.  Denn 


1  S.  Roberts,  Notes  on  the  Plane  Unicursal  Quai-tic,  Art.  6,  im 
XYL  Bande  der  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society. 
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es  müssen  nach  8)  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  F  und 
D,  welche  K  nicht  berühren,  den  Kegelschnitt  C  tangiren. 

Mit  Bttcksicht  auf  die  Form  9)  der  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes C  haben  wir  aber  das  Besnltat: 

Der  Kegelschnitte,  welcher  die  sechs  Tangenten 
berührt,  die  von  den  drei  Doppelpunkten  derGrund- 
curve  C\  an  diese  gehen,  tangirt  die  Kegelschnitte  / 
und  K  in  ihren  beiden  Berührungspunkten. 

Femer  entnimmt  man  aus  der  Gleichung  8),  dass  die  Tan- 
genten, welche  die  Grundcurve  mit  K^C=0  gemein  hat  und  die 
nicht  durch  Doppelpunkte  der  Grundcurve  gehen,  eine  Curve 
dritter  Classe  bertthren,  deren  Gleichung: 

2*(Jr+2/)— Z)  =  0 

ist,  aus  welcher  hervorgeht,  dass  diese  Curve  dritter  Classe  auch 
die  Verbindungslinien  des  Punktes  $  mit  den  drei  Doppelpunkten 
der  Grundcurve  berührt. 

Zu  einer  dritten  Form  fUr  die  Gleichung  der  Curve  C^  in 
Liniencoordinaten  gelangt  man,  wenn  man  in  4)  setzt: 

S  =  IK—2rS. 

Diesen  Ausdruck  für  S  erhält  man,  wenn  man  in  die  Glei- 
chung 5)  für  D  seinen  Werth  aus  6)  einführt. 

Die  Gleichung  4)  geht  nach  Substitution  dieses  Werthes  ftlr 
S  über  in: 

10)  F=/*jr— r(2W+r) 

und  wir  haben  das  Besultat: 

Die  sechs  Tangenten,  welche  der  Kegelschnitt  Ky 
der  die  sechs  Doppelpunktstangenten  der  Grundcurve 
C*  berührt,  ausser  ihnen  noch  mit  der  Curve  CJ  gemein 
hat,  sind  Tangenten  für  eine  Curve  dritter  Classe, 
welche  die  sechs  Wendetangenten  der  Grundcurve 
berührt  und  von  den  Verbindungslinien  des  Punktes  d 
mit  den  Doppelpunkten  der  Grundcurve  tangirt  wird. 
Die  Gleichung  dieser  Curve  dritter  Classe  lautet: 

25/+r  =  0. 
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Ans  der  Form  dieser  Gleichung  ist  nämlich  ersichtlich,  dass 
sie  befriedigt  ist  ftar  die  Tangenten,  welche  /  und  6  mit  F  gemein 
haben  nnd  ans  10)  folgt,  dass  diese  Gleichung  Air  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  von  F  unäK^  welche  nicht  auch  Tangenten 
von  r  sind,  erfllllt  ist. 

Man  erhält  endlich  eine  vierte  Form  ftlr  die  Gleichung  der 
Grandcnnre  in  Liniencoordinaten,  wenn  man  in  10)  den  Werth 
von  K  aus  der  Gleichung  4)  suhstituirt: 

F=  /»— *•/«— 2wr— r* 

oder: 

11)  F=P—J^, 

wenn  gesetzt  wird: 

12)  j=w+r. 

Eine  die  Gurre  dritter  Classe  J  indiyidualisirende  Eigen- 
schaft ist  aus  der  Gleichung  11)  sofort  zu  entnehmen,  nämlich, 
dass  J  die  gemeinsamen  Tangenten  von  /  und  F  tangirt  und  dass 
auf  jeder  solchen  Tangente  der  Berührungspunkt  von  Jmit  jenem 
T-on  F  ühereinstimmt.  Es  folgt  femer  ans  der  Gleichung  12),  dass 
/  auch  die  gemeinsamen  Tangenten  von  i  und  T  berührt. 

Wir  können  den  Satz  aussprechen: 

Es  gibt  eine  Curve  dritter  Classe  J,  welche  die 
sechs  Wendetangenten  der  CJ  in  den  Wendepunkten 
berührt  und  diese  Curve  J  tangirt  auch  die  Verbin- 
dungslinien des  Punktest  mit  den  dreiDoppelpnnkten 
yon  CJ. 

Die  eben  hergeleitete  Form  11)  der  Gleichung  einer  ratio- 
nalen Cnnre  vierter  Ordnung  in  Liniencoordinaten  ist  ganz  analog 
der  Clebsch'schen  Form  a)  fUr  die  Gleichung  der  allgemeinen 
Carve  vierter  Ordnung  in  Liniencoordinaten,  von  der  wir  bei 
unseren  Betrachtungen  ausgegangen  sind.  Es  besitzen  aber  über- 
dies, wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  /und  Jfür  die  rationale  Curve 
eine  Bedeutung,  welche  jener  von  S  und  T  ftir  die  allgemeine 
Curve  in  gevnsser  Weise  analog  ist. 

Man  kann  nämlich  in  bestimmtem  Sinne  von  dem  Doppel- 
verhältnisse von  vier  Punkten  der  C*  reden,  eben  weil  diese 
Curve  rational  ist,  und  die  Frage  stellen  nach  der  Enveloppe  der 
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Geraden,  welche  C*  in  vier  Punkten  treffen,  welche  —  als  Punkte 
der  Curve  aufgefasst  —  ein  aequianhannonisches  oder  harmoni- 
sches System  bilden. 

Es  gibt  nun  in  einem  beliebigen  Strahlenbttschel  der  Ebene 
zwei  Strahlen,  welche  die  (7J  in  einem  aequianharmonischen 
und  drei  Strahlen,  welche  C*  in  einem  harmonischen  Punkt- 
quadrupel treffen.  Denn  es  werden  durch  die  Strahlen  eines 
Büschels  auf  CJ  die  Gruppen  einer  biquadratischen  Involution 
ausgeschnitten  und  es  gibt  in  einer  solchen  Involution,  wie 
leicht  zu  sehen,  zwei  aequianharmonische  und  drei  harmonische 
Gruppen. 

Es  folgt  somit,  dass  die  Enveloppe  der  C^  in  vier  aequianhar- 
monischen Punkten  schneidenden  Geraden  eine  Curve  zweiter 
Classe,  die  Enveloppe  der  CJ  in  vier  harmonischen  Punkten 
schneidenden  Geraden  eine  Curve  diitter  Classe  ist  und  man 
erhält  geometrische  Eigenschaften,  welche  diese  beiden  Umhül- 
lungscurven  individualisiren,  wenn  man  nach  ihren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  mit  der  Grundourve  C^  fragt 

Solche  Tangenten  können  nämlich  nur  die  Wendetangenten 
der  Grundcurve  sein,  weil  bekanntlich,  sobald  in  einem  aequian- 
harmonischen oder  harmonischen  Punktquadrupel  zwei  Punkte 
vereinigt  liegen,  noch  ein  dritter  Punkt  des  Quadrupels  mit  ihnen 
zusammenfällt 

Sowohl  die  fragliche  Enveloppe  zweiter  als  auch  jene  dritter 
Classe  berührt  also  die  sechs  Wendetangenten  der  Grundcurve 
und  die  letztere  Curve  thut  dies  in  den  Wendepunkten  selbst,  da 
jede  Wendetangente  für  drei  gemeinsame  Tangenten  von  C^  und 
der  Enveloppe  dritter  Classe  zählt 

Hält  man  dieses  Resultat  mit  den  oben  für  die  Curve  zweiter 
Classe  /  und  die  Curve  dritter  Classe  J  gefundenen  Eigenschaften 
zusammen,  so  folgt :^ 


1  Von  der  Parameterdarstellung  für  die  rationale  Curve  vierter  Ord- 
nung ausgehend  erlangt  man  die  Tangentialgleichung  der  Curve  direct  in 
der  Form  11)  und  es  ist  in  diesem  Falle  die  geometrische  Bedeutung  der 
Ourven  /  und  /  aus  der  Herleitung  selbst  ersichtlich.  (Siehe  Salmon- 
Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Curven,  Art.  291  der 
zweiten  Auflage.) 
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Der  Kegelschnitt  /  ist  die  Einhüllende  der  Ge- 
raden, welche  die  Cnrve  Cl  in  vier  aeqnianharmoni- 
schen  Punkten  treffen  und  die  Curve  dritter  Classe  J 
die  Enveloppe  jener  Geraden,  welche  die  Curve  CJ  in 
Tier  harmonischen  Punkten  schneiden. 

Bisher  haben  wir  die  Curve  vierter  Ordnung  (7j  als  all- 
gemeine Gurre  mit  drei  Doppelpunkten  vorausgesetzt.  Wir  wollen 
es  jedoch  nicht  unterlassen,  hier  noch  auf  mehrere  Resultate  hin- 
zuweisen, welche  aus  den  entwickelten  Formeln  fiiessen,  im  Falle 
die  Grandcurve  CJ  gewisse  Specialisirnngen  erleidet. 

Zunächst  setzen  wirvoraus,  einer  der  Doppelpunkte  der  Grund- 
cnrve  werde  zum  Inflexionsknoten,  d.  b.  die  beiden  Tangenten 
in  demselben  werden  zu  Inflexionstangenten  der  Curve. 

Der  Punkt  i  des  allgemeinen  Falles,  in  welchem  einander 
die  beiden  den  Kegelschnitten  K  und  /  gemeinsamen  Tangenten 
treffen,  ist  in  diesem  Falle  mit  dem  Inflexionsknoten  identisch, 
da  dessen  Tangenten  als  Doppelpunkts-  und  Inflexionstangenten 
die  beiden  Kegelschnitte  K  und  /  berühren. 

Wir  können  also  setzen: 

wenn  D'  =  0  das  Prodnct  der  beiden  nicht  singulären  Doppel- 
punkte der  Grundcurve  darstellt. 

Die  Gleichung  6)  des  allgemeinen  Falles  geht  tiber  in: 

2r  =  s{K—iy). 

Die  Curve  dritter  Classe  F,  von  welcher  gezeigt  war,  dasS/ 
sie  die  Doppelpunktstangenten  und  Wendetangenten  berührt, 
zerfällt  in  dem  vorliegenden  Falle  in  den  Punkt  S  und  den  Kegel- 
schnitt 

K—iy  =  0. 

Wir  haben  daher  den  Satz: 

Ist  einer  von  den  dreiDoppelpunkten  einer  ratio- 
nalen Curve  vierter  Ordnung  ein  Inflexionsknoten, 
so  berühren  die  Tangentenpaare  in  den  beiden  ande- 
ren Doppelpunkten  und  die  vier  Inflexionstangenten, 
welche  nicht  Tangenten  im  Inflexionsknoten  sind, 
einen  and  denselben  Kegelschnitt. 

Sitxb.  d.  xaathem.-xiatiirw.  Ol.  XCV.  Bd.  n.  Abth.  23 
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Auch  die  Gurve  dritter  Classe  J  erfällt  in  dem  vorliegenden 
Specialfnlly  wie  aus  12)  hervorgeht,  in  den  Inflexionsknoten  i 
und  den  Eegelsehnitt 

i^K—iy  =  0 

und  dies  liefert  den  Satz: 

Die  vier  Inflexionspnnkte,  welche  ausser  dem 
Inflexionsknoten  auf  nnserer  Curve  noch  auftreten, 
sind  Berührungspunkte  für  einen  vierfach  berühren- 
den Kegelschnitt,  dessen  Tangenten  die  Curve  in 
vier  harmonischen  Punkten  treffen. 

Dass  für  eine  rationale  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten  nicht  mehr  als  zwei  Doppelpunktstangenten 
Inflexionstangenten  sein  können,  ohne  dass  alle  Doppelpunkts- 
tangenten Inflexionstangenten  sind,  hat  schon  Herr  Ameseder 
gezeigt.^  Auch  aus  unseren  Betrachtungen  folgt  dies  sofort.  Denn 
jede  Doppelpunktstangente,  welche  zugleich  Inflexionstangente 
ist,  berührt  die  drei  Kegelschnitte  K^  /,  (7,  welche,  da  sie  als 
einander  doppelt  berührend  nachgewiesen  wurden,  nicht  mehr 
als  zweiTangenten  gemein  haben  können  ohne  zusammenzufallen. 
Daraus  aber,  dass  der  Kegelschnitt  K  der  sechs  Doppelpunkts- 
tangenten identisch  wird  mit  dem  Kegelschnitt  /,  der  mit  der 
Grundcurve  nur  ihre  sechs  Inflexionstangenten  gemein  hat,  folgt, 
dass  alle  Doppelpunktstangenten  Inflexionstangenten  sind. 

Sollen  die  Kegelschnitte  K,  Ij  C  zusammenfallen,  so  muss 
wegen  7)  und  8)  ^  =  0  sein.  Der  Fall  der  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten  (der  projectivi- 
schen  Lemniscate),  zu  dessen  Betrachtung  wir  uns  jetzt 
wenden,  ist  also  analytisch  dadurch  charakterisirt,  dass 
die  Linearfunction  S  identisch  verschwindet. 

Die  Formel  5)  gibt  für  diesen  Specialfall : 

und  wir  haben  den  Satz: 

Die  vier  Schnittpunkte  einer  rationalen  Curve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten  mit  einer 


Sitzber.  d.  Wiener  Ak»d.  d.  WisB.  Bd.  83,  pag.  881. 


Bationale  Carven  vierter  Ordnung.  331 

beliebigen  Tangente  des  Kegelschnitts,  der  die 
Tangenten  in  den  Inflexionsknoten  berührt,  bilden 
sowohl  als  Punkte  der  Cnrve  angesehen,  als  auch  als 
Pnnkte  der  Tangente  betrachtet  ein  aeqnianharmo- 
nisches  System.* 

Denn  der  Kegelschnitt  ÜT  ist  einerseits  mit  dem  Kegelschnitt  / 
identisch  und  anderseits  stellt  er  doppelt  gezählt  die  Cnrve  S  dar. 

Daran,  dass  der  Kegelschnitt  K^  doppelt  gezählt,  die  Cnrve  S 
des  allgemeinen  Falles  darstellt,  knüpfen  sich  noch  einige 
bemerkenswerthe  Folgemngen. 

Es  Würde  gleich  am  Eingange  dieser  Abhandlung  gezeigt, 
dass  die  vier  Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  o 
einer  Cnrve  vierter  Ordnung  C*  aus  an  die  zugehörige  Curve  S 
geben,  identisch  sind  mit  den  vier  Tangenten,  welche  von  o  aus 
an  die  cabische  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  C*  gelegt 
werden  können. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  vier  Tangenten,  welche  von 
einem  beliebigen  Punkte  o  unserer  projectivischen  Lemniscate 
sn  die  cubische  Polare  dieses  Punktes  gehen,  paarweise  zusam- 
menfallen mit  den  beiden  von  o  aus  an  den  Kegelschnitt  K 
gehenden  Tangenten. 

Wenn  aber  von  den  vier  Tangenten,  die  von  einem  Punkte 
einer  cubischen  Plancnrve  ausser  der  Tangente  in  dem  Punkte 
noch  an  die  Curve  gelegt  werden  können,  zwei  zusammenfallen, 
so  kann  dieselbe,  wie  leicht  ersichtlich,  keine  allgemeine  Curve 
mehr  sein,  sondern  rauss  einen  Doppelpunkt  erhalten,  desden 
Verbindungslinie  mit  dem  Punkte,  von  dem  wir  ausgegangen 
sind,  als  doppelt  zu  zählende  Tangente  des  allgemeinen  Falles 
auftritt 

Demgemäss  wird  die  cubische  Polare  eines  beliebigen 
Punktes  o  unsere  projectivischen  Lemniscate  zwei  Doppelpunkte 
besitzen,  d.  b.  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  zerfallen 
und  es  werden  die  beiden  von  o  aus  an  den  Kegelschnitt  K 
gebenden  Tangenten,  die  beiden  Doppelpunkte  dieser  zerfallen- 
den Polare  aus  o  projiciren. 


1  Vergl.  Weyr:  Die  Lemniscate  in  rationaler  Bebandlung,  Abhdl.  d. 
böhm.  Gesellschaft  d.  Wie».  VI.  Folge,  6  Bd.  1873,  pag.  14. 
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Mit  Bttcksicht  darauf,  dass  bekannten  Sätzen  der  Polaren- 
theorie znfolge  die  cnbiBche  Polare  des  Cnrvenpunktes  o  durch 
die  Doppelpunkte  der  Grnndcurve  hindurchgeht  und  dieselbe  im 
Punkte  0  berührt,  erkennt  man  nun,  dass  diese  Polare  aus  dem 
Kegelschnitte  besteht,  welcher  die  Doppelpunkte  der  Grundcun^e 
enthält  und  dieselbe  im  Punkte  o  tangirt  und  aus  einer  (Geraden, 
welche  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  erbalten  mnss,  die 
von  dem  beliebig  gewählten  Punkte  o  der  projectivischen  Liem- 
niscate  an  diese  Curye  gelegt  werden  können.^ 

Lässt  man  den  Punkt  o  auf  der  Cunre  fortrücken,  so  um- 
hüllt wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  die  Gerade,  welche  die 
Berührungspunkte  der  Ton  o  aus  an  die  Curve  gelegten  Tan- 
genten enthält,  den  Kegelschnitt  K. 

Diese  Enveloppe  ist  in  der  That  ein  Kegelschnitt,  weil 
durch  einen  beliebigen  Punkt  p  der  Grundcurve  zwei  solche 
Gerade  gehen,  nämlich  diejenigen,  welche  zu  den  zwei  weiteren 
Schnittpunkten  der  Tangente  des  Punktes  p  mit  der  Grundcurve 
gehören. 

Diese  beiden  von  p  ausgehenden  Tangenten  des  fraglichen 
Kegelschnitts  fallen  zusammen,  wenn/i  Berührungspunkt  einer 
Doppeltangente  der  Grundcurve  ist,  woraus  wir  sehliessen,  dass 
dieser  Kegelschnitt  die  Grundcurve  in  den  acht  Berührungs- 
punkten ihrer  vier  Doppeltangenten  trifft. 

Bückt  der  Punkt  o  auf  dem  einen  Curvenzweige  in  einen 
Inflexionsknoten  der  Grundcurve  hinein,  so  fällt,  wie  ersichtlich, 
diä  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  der  von  o  ausgehenden 
Tangenten  enthält,  mit  der  Tangente  des  anderen  Zweiges  im 
Knotenpunkte  zusammen,  so  dass  also  der  fragliche  Kegelschnitt 
die  Doppelpunktstangenten  der  Grundcurve  berührt  und  mit  dem 
Kegelschnitt  K  identisch  ist. 

Durch  die  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  ist  ein 
Satz  von  Weyr*  bewiesen  und  nach  einer  Bichtung  präcisirt: 

Die  vier  Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  einer  projectivischen  Lemniscate  an  diese 
Curve  gelegt  werden  können,    bilden  ein  äquianhar- 


1  Vergl.  Weyr  a.  a.  0.  pag.  11. 

2  S.  Weyr  a.  a.  0.  Art.  8. 
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monisches  System^  Ihre  Bertthrnngspnnkte  liegen  in 
gerader  Linie  und  bilden  als  Punkte  der  Curve  auf- 
gefasst  ebenfalls   ein  aequianharmonisches   System. 

Da  die  vier  Bertthrnngspnnkte  der  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Cnrve  o  aus  an  dieselbe  gelegten  Tangenten,  auf 
einer  Tangente  des  Kegelschnitts  K  liegen,  von  welcher  gezeigt 
war^  dass  ihre  Schnittpunkte  sowohl  als  Punkte  der  Curve  als 
auch  als  Punkte  der  Tangente  ein  aequiauharmonisches  System 
bilden^  so  folgt  der  eben  ausgesprochene  Satz,  wenn  man  noch 
erwägt^  dass  auch  die  vier  von  o  aus  gelegten  Tangenten  ein 
aequianharmonisches  System  bilden  werden,  weil  sie  vier  aequian- 
harmonische  Paukte  einer  Geraden  (nämlich  ihre  respectiven 
Berührungspunkte)  aus  o  projiciren.  * 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  des  Falles,  dass  die 
drei  Doppelpunkte  unserer  allgemeinen  rationalen  Curve  vierter 
Ordnung  C\  in  Spitzen  übergehen. 


1  Dieser  Thdl  des  Satzes  ist  wohl  neu. 

2  Die  projectivische  Lemniscate  ist  durch  das  Vierseit 
ihrer  Doppeltangenten  eindeutig  bestimmt  und  gestattet  von 
dieser  Seite  aus  eine  einfache  Behandlung,  auf  welche  ich  gelegentlich 
zurückzukommen  denke. 

Insbesondere  steht  die  Curve  zu  jenen  Eigenschaften  des  Vierseits  in 
inniger  Beziehung,  welche  ich  in  der  Abhandlung:  Über  das  Vierseit  und 
sein  associirtes  Viereck. . ."  Sitzber.  d.  Wiener  Akad.  d.  Wiss.  Bd.  93,  dar- 
gelegt habe: 

Sind  a,  ^,  7,  d  die  Doppeltangenten,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt K  fflr  die  Curve  identisch  mit  dem  a.  a.  0.  mit  A'bezeich- 
neten  Kegelschnitt;  die  a.a.O.  mit  AT',  K"  bezeichneten  Kegel- 
schnitte bilden  zusammen  den  Ort  der  Punkte,  deren  cubische 
Polare  in  Bezug  auf  die  projectivische  Lemniscate  eine 
äquianharmonische  Curve  ist,  während  der  Kegelschnitt  K 
selbst  ein  Bestandtheil  des  Orts  der  Punkte  ist,  deren  erste 
Polare  eine  harmonische  Curve  dritter  Ordnung  ist;  die  Hesse*- 
sehe  Cnrve  der  projectivischen  Lemniscate  ist  eine  hyper- 
elliptische Curve  sechster  Ordnung  und  besitzt  nicht  blos  in 
den  Doppelpunkten  der  Grundcurve,  sondern  auch  in  den  vier 
Ecken  a,  *,  c,  d  des  Vierecks  Doppelpunkte,  welches  dem  Vier- 
seit der  Doppeltangenten  a,  p,  •/,  d  associirt  ist;  die  Steiner*- 
sche  Curve  12.  Ordnung  besteht  aus  der  doppelt  gezählten 
Grundcurve  und  aus  ihren  vier  Doppeltangenten;  u.  s.  w. 
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Die  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen  ist  den 
Plücker' sehen  Formeln  znfolge  von  der  dritten  Classe,  mid 
wenn  ihre  Gleichnng  in  Liniencoordinaten  F^  :=  0  lautet,  so 
haben  wir  in  unseren  Formeln  fttr  F  das  Prodnct  DF^  einzufUhren, 
da  die  drei  Spitzen  beim  Übergänge  von  einer  Curve  mit  drei 
Doppelpunkten  in  eine  solche  mit  drei  Spitzen  als  Classenscheitel 
auftreten. 

Die  Formel  8)  lautet  dann: 

DF^  =  K^C+  y^D[2i{K+2t)-'Dl 

Da  zwei  Terme  dieser  Identität  durch  D  theilbar  sind,  so 
muss  auch  der  dritte  Term  K^C  durch  D  theilbar  sein  und  dies 
ist  nur  möglich,  wenn  er  identisch  verschwindet 

Einer  der  beiden  Ausdrücke  K  und  C  muss  also  jedenfalls 
identisch  gleich  Null  sein. 

Unter  der ,  Voraussetzung  JT  ^  0  würde  die  Foimel  5) 
ergeben  5  =  2)?  —  eine  Gleichung,  welche  mit  Rücksicht  auf 
die  geometrische  Definition  der  Curve  S  aussagen  würde,  dass 
jede  durch  einen  der  Punkte  Z)  =:  0,  d.  h.  durch  eine  Spitze  der 
Grundcurve  gelegte  Gerade  von  dieser  Curve  in  vier  aequian- 
harmonischen  Punkten  getroflfen  wird.  Dies  ist  aber  für  eine 
beliebig  durch  eine  Spitze  hindurch  gelegte  Gerade  nicht  der 
Fall,  da  nur  zwei  Schnittpunkte  eider  solchen  Gerade  in  der 
Spitze  vereinigt  liegen,  während  in  einem  aequianharmonischen 
Punktquadrupel  nicht  zwei  Punkte  vereinigt  liegen  können^  ohne 
dass  ein  dritter  Punkt  des  Quadrupels  mit  ihnen  zusammenfällt. 

Wir  schliessen  daher,  dass  im  Falle  der  Curve  vierter  Ord- 
nung mit  drei  Spitzen  der  Ausdruck  C  identisch  verschwindet. 

Die  Formel  9)  geht  fllr  C  =  0  über  in  7  zz  7^5*  und  ans  7) 
ergibt  sich  K-=z  —  %5*,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte  /  nnd  K 
degeneriren  in  den  doppelt  gezählten  Punkt  8. 

Weil  nun  der  Kegelschnitt  K  im  allgemeinen  Falle  die  drei 
Paare  von  Doppelpunktstangenten  berührt,  können  wir  schliessen, 
dass  sich  die  drei  Rückkehrtangenten  im  Punkte  d  treffen. 

Durch  Substitution  des  für  K  gefundenen  Werthes  — ^/^«J* 
in  die  Formel  5)  erhält  man 

und  es  folgt  der  Satz: 
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Eine  beliebig  durch  den  Schnittpunkt  der  drei 
Bttckkehrtangenten  einer  Cnrve  vierter  Ordnang  mit 
drei  Spitzen  gelegte  Gerade  trifft  die  Curve  in  vier 
Punkten,  welche  sowohl  auf  der  Geraden  als  anch 
auf  der  Cnrve  ein  aeqaianharmonisches  System 
bilden.^ 

Denn  es  stellt  der  Punkt  5  einerseits  doppelt  gelegt,  den 
Kegelschnitt  /  des  allgemeinen  Falles  dar,  welcher  die  Enveloppe 


1  Durch  reciproke  Transformation  kommt  aus  diesem  Satze: 

Die  vier  Tangenten,  welche  von  irgend  einem  Punkte 
der  Verbindungslinie  der  drei  Inflexionspunkte  einer  ratio- 
nalen Curve  dritter  Ordnung  an  diese  Curve  gehen,  bilden 
ein  aequianharmonisches  System,  sowohl  als  Strahlen  des 
Büschels,  als  auch  als  Tangenten  der  Curve. 

Durch  quadratische  Transformation,  für  welche  die  drei  Spitzen  das 
Hanptdreieck  bilden,  geht  unsere  Curve  über  in  einen  Kegelschnitt,  welcher 
dem  Hauptdreieck  der  zweiten  Ebene  einbeschrieben  ist,  und  der  Punkt  9 
geht  über  in  den  Brianchon'schen  Punkt  für  dieses  Dreieck  (den  Schnitt- 
punkt der  drei  Strahlen,  welche  je  eine  Ecke  des  Dreiecks  mit  dem  Berüh- 
rungspunkte des  Kegelschnittes  auf  der  Gegenseite  verbinden). 

Der  angezogene  Satz  liefert  bei  Anwendung  dieser  Transfoimation 
ein  Resultat,  welches  auch  leicht  direct  hergeleitet  werden  kann,  nämlich: 

Jeder  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Ecken  eines  dem  Kegelschnitt  C 
nmsehriebenen  Dreiecks  und  den  zugehörigen  Brianchon'schen  Punkt 
geht,  schneidet  C  in  vier  Punkten,  die  auf  jedem  der  beiden  Kegelschnitte 
ein  aequianharmonisches  System  bilden  (cf.  Meyer,  Apolarität  und  rationale 
Curven,  pag.  150  ff.). 

Da  die  quadratische  Verwandtschaft  mit  dem  Dreieck  der  Doppel- 
punkte als  Hauptdreieck  eine  der  fruchtbarsten  Methoden  zur  Untersuchung 
der  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  ist,  so  mag  hier  noch 
angemerkt  werden,  welche  Bedeutung  dabei  dem  Punkte  d\  in  welchen 
der  Punkt  d  tnmsformirt  wird,  zukommt. 

Der  Punkt  d' ist  das  Centrum,  in  Bezug  auf  welches  das 
Dreieck  der  Hauptpunkte  der  zweiten  Ebene  und  dasDreieck 
ihrer  respectiven  Polaren  in  Bezug  auf  den  der  Curve  Cj|  ent- 
sprechenden Kegelschnitt  C  perspectivisch  liegen. 

Man  erhält  dieses  Resultat,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Verbindungs- 
linien des  Punktes  d  mit  den  Doppelpunkten  der  C}  als  Tangenten  der 
Cnrve  y  nachgewiesen  waren  und  daher  auf  der  Curve  C^  ein  harmonisches 
Punktsystem  bestimmen.  Dieser  Umstund  hat  nämlich  zur  Folge,  dass  die 
diesen  Verbindungslinien  respcctive  entsprechenden  Geraden  je  einen 
Hauptpunkt  mit  dem  Pol  der  Gegenseite  des  Hauptdreiecks  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  C  verbinden. 
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der  Geraden  ist,  welche  aaf  der  Grandeurve  vier  aequianharmo- 
nische  Pankte  bestimmen^  und  es  bildet  anderseits  der  Punkt  $ 
einen  Bestandtheil  der  Car?e  S,  welche  die  Enveloppe  der  von 
der  Grnndcarve  in  vier  aeqaianharmonischen  Pankten  geschnitte- 
nen Geraden  ist. 

Zum  Schlüsse  mag  noch  mit  einigen  Worten  auf  den  Fall 
der  Cnrven  vierter  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkte  d  ein- 
gegangen werden. 

Durch  die  Liniencoordinatengleichung  S^ — T*  =  0  der  all- 
gemeinen Curve  vierter  Ordnung  wird  in  diesem  Fall  nebst  der 
TangentialgleichQng  der  Curve  noch  deren  dreifacher  Punkt^  und 
zwar  sechsfach  geliefert^  so  dass  wir  haben: 

wenn  F  =  0  die  Gleichung  unserer  Curve  in  Liniencoordinaten, 
rf  =  0  die  Gleichung  ihres  dreifachen  Punktes  bedeutet. 

Die  Curve  vierter  Classe5  selbst  zerfällt  aber  in  einen  Kegel- 
schnitt /  und  den  doppelt  gezählten  Punkt  d,  die  Curve  sechster 
Classe  Tin  eine  Curve  dritter  Classe  Jund  den  dreifach  gezählten 
Punkt  d. 

Dies  erkennt  man,  sobald  man  unsere  allgemeine  Construction 
fUr  die  Tangenten  an  S  und  T  aus  einem  beliebigen  Pankte  o  der 
Grundcurve  zur  Verwendung  bringt. 

Es  hat  nämlich  die  cubische  Polare  von  o  einen  Doppelpunkt 
in  d  und  es  gibt  also  ausser  od  nur  noch  zwei  von  o  ausgehende 
Geraden,  welche  diese  Gerade  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
treffen  und  die  quadratische  Polare  geht  durch  den  dreifachen 
Punkt  d,  so  dass  ausser  d  und  o  nur  noch  drei  Schnittpunkte  der- 
selben mit  der  Grundcurve  auftreten;  welche  aus  o  projicirt  Tan- 
genten von  r  geben. 

Wir  haben  also  5=  rf*/und  r=  rfVund  es  kommt: 

F=P—JK 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Tangente  von  /,  resp.  J 
mit  der  Grundcurve  bilden  auf  der  Tangente  ein  aequian- 
harmonisches  resp.  harmonisches  Quadrupel;  ein  ebensolches 
Quadrupel  bilden  die  Strahlen,  welche  diese  Punkte  aus  dem 
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dreifachen  Pankte  o  projiciren  und  demgemäss  auch  diese  Punkte 
auf  der  Curve  selbst. 

Es  kommt  also  hier  dem  Kegelschnitt  /  and  der  Cunre  dritter 
Classe  J  dieselbe  geometrische  Bedeutung  zu,  wie  im  Fall  der 
Gurre  mit  drei  Doppelpunkten,  und  es  gilt  also  auch  hier,  dass 
diese  beiden  Curven  die  sechs  Wendetangenten  der  Grundcurve 
bertLhren  und  zwar  J  in  den  Wendepunkten  selbst. 
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Über  die  zu  einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung 
adjungirten  Gurven  neunter  Glasse. 

Von  Dr.  OnstaT  Kohn, 

Privatdoeent  an  der  k.  k.  UnivertUät  in  Wien. 
(Vorgelegt  In  der  Sttzung  tm  7.  Jänner  1887.) 

Die  ZU  einer  Curve  n-ter  Ordnung  C«  adjungirten  Curven 
(w — 3)-ter  Ordnung,  d.  h.  die  Curven  (w — 3)-ter  Ordnung,  welche 
durch  jeden  Doppel-  und  RUckkehrpunkt  von  CZ  einfach  hin- 
durchgehen, sind,  wie  von  Brill  und  Not  her  gezeigt  wurde*, 
für  die  Geometrie  der  CZ  von  besonderer  Bedeutung. 

Ist  die  Grundcurve  CZ  von  der  m-ten  Classe,  so  wird  natür- 
lich den  zu  ihr  adjungirten  Curven  {m — 3)-ter  Classe,  d.  h.  jenen 
Curven  (m—3)-tcr  Classe,  welche  sämmtliche Doppel-  undVTende- 
tangenten  der  Grundcurve  einfach  berühren,  eine  analoge  Be- 
deutung in  Bezug  auf  dieselbe  zukommen. 

Aus  der  citirtenAbhandlung  ist  insbesondere  zu  erschliessen, 
dass  die  Schaar  der  Punktgruppen,  welche  die  adjungirten  Cur- 
ven {n — 3)-ter  Ordnung  auf  der  Grundcurve  ausschneiden,  tiber- 
einstimmt mit  der  Schaar  der  Berührungspunkte  der  Tangenten- 
gruppen, welche  die  adjungirten  Curven  (m — 3)-ter  Clasae  auf 
der  Grundcurve  bestimmen,  so  dass  zu  jeder  adjungirten  Curve 
{n — 3)-ter  Ordnung  eine  adjungirte  Curve  {m — 3)-ter  Classe  ge- 
hört und  umgekehrt,  wo  die  zweite  Curve  die  Tangenten  der 
Grundcurve  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  ersten  berührt. 

Im  Falle  die  Grundcurve  CZ  eine  allgemeine  Curve  vierter 
Ordnung  also  von  der  zwölften  Classe  ist,  sind  die  adjungirten 
Curven  [n — 3)-ter  Ordnung  die  Geraden  der  Ebene,  während  die 
adjungirten  Curven  {m — 3)-ter  Classe  Curven  neunter  Classe  sind. 


1  S.  Über  die  algebraischen  Functionen  und  ihre  Anwendung  in  der 
Geometrie:  Göttinger  Nachrichten  (1873j  und  Math.  Annalen,  Bd.  VII, 
pag.  269  ff. 
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welche  die  28  DoppeltaDgenten  und  die  24  Wendetangenten  der 
Grnndcnrve  berühren. 

Eine  solche  Curve  neunter  Classe  hat  nach  Obigem  mit  der 
Grandcnrve  noch  vier  Tangenten  gemein,  welche  diese  Cnrve  in 
vier  Punkten  einer  Qeraden  berühren. 

Einige  weitere  Sätze,  welche  die  zu  einer  allgemeinen  Curve 
vierter  Ordnung  adjungirten  Curven  neunter  Classe  betreffen, 
findet  man  in  Folgendem  entwickelt. 


Um  die  Gleichung  der  zu  einer  allgemeinen  Curve  vierter 
Ordnung  Cf,  adjungirten  Curven  neunter  Classe  abzuleiten,  gehen 
wir  aus  von  der  Gleichung  der  CJ^  in  homogenen  Liniencoordina- 
ten  U|,  f/^,  U3,  welche  nach  Clebsch  lautet: 

F=S^—T^  =  0,^  1) 

wo  die  Curve  vierter  Classe  5  =  0  die  Einhüllende  der  von  CJ^ 
in  einem  äquianharmonischen  Quadrupel  von  Punkten,  und  die 
Carve  sechster  Classe  T  =  0  die  Einhüllende  der  von  Cf,  in 
einem  harmonischen  Quadrupel  von  Punkten  geschnittenen 
Geraden  darstellt. 

Die  adjungirte  Curve  neunter  Classe,  welche  zur  Geraden  v 
gehört,  hat  nach  Obigem  mit  der  Grundcurve  genau  dieselben 
Tangenten  gemein,  wie  die  erste  Polare  der  Geraden  v  in  Bezug 
auf  die  Grundcurve,  nämlich  nebst  den  singulären  Tangenten  der 
Grundcurve,  noch  deren  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  mit 
der  Geraden  v. 

Diese  Bemerkung  reicht  aus,  die  gesuchte  Gleichung  zu 
finden. 

Man  hat  nur  die  Gleichung  1)  der  Grundcurve  zusammen 
bestehen  zu  lassen  mit  der  Gleichung  der  ersten  Polare  der  Ge- 
raden V  in  Bezug  auf  die  Grundcurve 

AF=3S«.A5— 2r.Ar  =  0,  2) 


1  S.  Crelle*8  Journal,  Bd.  LIX,  pag.  42;  Clebsch-Lindemann, 
Voiieaungen  tiber  Geometrie  pag.  279  f.;  Salmon-Fiedler,  Höhere 
Gurren,  pag..  100  der  zweiten  Auflage. 
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wo  zar  AbkUrzang 

3  3  3 

*  8w,        '  3wjj        *  3«3 

gesetzt  ist. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  die  Gleichung 

einer  Curve  neunter  Classe,  wenn  man  in  2)  fttr  ^  den  nach  1) 

T 

gleichen  Werth  -—  einführt: 
S 

4>  =  3r.AS— 25.Ar=0.  3) 

Aus  der  Herleitung  von  3)  ist  ersichtlich,  dass  alle  Werthe 
von  t/,  für  welche  F=0  und  AF=  0  erfüllt  sind,  ohne  dass  S 
oder  T  verschwindet,  auch  die  Gleichung  4>  z=  0  befriedigen. 
Dies  tritt  auch  in  den  beiden  leicht  zu  bestätigenden  Identitäten 
in  Evidenz: 

S«4)  =  r.AF— 2F.Ar) 
Tt>  =  S.AF—3F.AS) 

Für  jeden  Werth  von  w,  der  F  =  0  befriedigt  und  fttr  den 
einer  der  Ausdrücke  S  oder  T  verschwindet,  ist,  wie  aus  1)  zu 
ersehen,  auch  der  andere  von  diesen  beiden  Ausdrücken  Null. 
Dass  aber  die  gemeinsamen  Lösungen  von  5  =  0  und  T  =:  0  die 
Gleichung  3)  erfüllen,  ist  aus  der  Form  dieser  Gleichung  sofort 
zu  entnehmen. 

Es  wird  also  durch  die  Gleichung  3)  eine  Curve  neunter 
Classe  dargestellt,  welche  die  sämmtlichen  der  Grundcurve  F  =  0 
und  ihrer  Polare  AF  =  0  gemeinsamen  Tangenten  enthält  und 
es  ist  daher  3)  die  gesuchte  Gleichung  der  zur  Geraden  v  gehö- 
rigen adjungirten  Curve  neunter  Classe. 

Eine  Eigenschaft  dieser  Curve  4>  lässt  sich  aus  der  Form 
ihrer  Gleichung  sofort  ablesen,  nämlich : 

Jede  adjungirte  Curve  neunter  Classe  berührt 
nicht  blos  vier  Tangenten  der  Grundcurve,  deren 
Berührungspunkte  in  gerader  Linie  liegen,  sondern 
auch  diese  gerade  Linie  selbst. 

In  der  That  ist  die  Gleichung  3)  durch  u  =  ü  erfüllt,  da  AS 
in  diesem  Falle  in  45,  AT  in  QT  übergeht. 
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Zu  einer  geometrischen  Definition  der  Curve  O;  führt  die 
Bemerkung,  dass  die  Gieichnng  3)  auch  erhalten  werden  kann 
durch  Elimination  des  Parameters  k  aas  den  beiden  Gleichungen 

S^—kT^  =  0  5) 

^  3S*  A5— 2*rAr  =  0.  6) 

Die  Curve  4>,  welche  zur  Geraden  v  gehört,  ist  also  das 
Erzeugniss  der  Curven  der  Schaar  5)  und  der  projectivisch  auf 
sie  bezogenen  Schaar  ihrer  respectiven  für  die  Gerade  v  ge- 
nommenen Polaren  6)  (vorausgesetzt,  dass  aus  dem  Erzeugniss 
der  Factor  S*3r  ausgeschieden  wird). 

Mit  andern  Worten:  O  ist  die  Enveloppe  derjenigen  Tan- 
genten der  Curven  der  Scliaar  4),  deren  Bertlbrungspunkte  auf 
der  Geraden  v  liegen. 

Denn  die  Tangenten,  welche  eine  Curve  5)  mit  der  in  Bezug 
auf  sie  genommenen  ersten  Polare  6)  der  Geraden  v  gemein  hat, 
sind  neben  den  singulären  Tangenten  von  5)  (d.  h.  neben  den 
gemeinschaftlichen  Tangenten  von  S  und  T)  nur  noch  die  Tan- 
genten der  Curve  5)  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  v. 

Durch  die  Gleichung  5)  wird  aber,  wie  bekannt*,  die  En- 
veloppe der  Geraden  dargestellt,  welche  von  der  Grundcurve 
CJ,  in  vier  Punkten  constanten  Doppelverhältnisses  «  getroffen 
werden,  und  zwar  besteht  zwischen  k  and  a  die  Beziehung 

j,_gi  (1-«  +  «')^ 

(l  +  a)*(l— 2a)«(2— «)« 

Hiernach  ist  der  Punkt,  in  welchem  irgend  eine  Gerade 
von  einer  Curve  der  Schaar  5)  berührt  wird,  durch  die  Eigen- 
schaft characterisirt,  dass  die  Gerade  um  jenen  Punkt  unendlich 
wenig  gedreht  werden  kann,  ohne  dass  sich  das  Doppelverhält- 
niss  ihrer  vier  Schnittpunkte  mit  der  Grundcurve  f*,  ändert. 

Wir  haben  also  für  die  Curve  4>  die  folgende  geometrische 
Definition: 

Die  zu  einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung 
adjungirte  Curve   neunter  Classe,    welche   zur  Gera- 


1  Dies  ergibt  sich  aus  den  EDtwicklungen  von  Clebsch  a.  a.  0.  und 
ist  in  den  Vorlesungen  von  Clebsch-Lindemann  a.  a.  0.  ausdrücklich 
hervorgehoben. 
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den  V  gehört;  wird  von  allen  jenen  Geraden  nmhttllt^ 
welche  um  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  v  na- 
endlich  wenig  gedreht  werden  können^  ohne  dass 
das  Doppelverhältniss  ihrer  vier  Schnittpunkte  mit 
der  Curve  vierter  Ordnung  eine  Änderung  erfährt 

Bekanntlich  ^  gibt  es  im  Netz  der  cubischen  Polaren  einer 
allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung  21  Curven,  welche  in  eine 
Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfallen. 

Ist  G  der  gerade  Bestandtheil  einer  solchen  cubischen  Po- 
lare, so  gehen  die  vier  Tangenten  von  C^^  in  den  Schnittpunkten 
mit  der  Geraden  G  durch  denselben  Punkt,  nämlich  durch  den 
Pol  der  betreffenden  cubischen  Polare. 

Eine  solche  Gerade  G  hat  dann  die  Eigenschaft ,  dass  bei 
einer  unendlich  kleinen  Drehung  derselben  um  irgend  einen  ihrer 
Punkte  das  Doppelverhältniss  ihrer  vier  Schnittpunkte  mit  der 
Curve  Cjg  seinen  Werth  beibehält. 

Denn  insofern  hier  nur  die  Schnittpunkte  einer  unmittelbar 
auf  G  folgenden  Geraden  mit  der  Grundcurve  C^^  '^  Betracht 
kommen,  kann  die  Grundcurve  hier  ersetzt  werden,  durch  die 
vier  Tangenten  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  Gy 
welche  demselben  StrahlenbUschel  angehören  und  desshalb  auf 
jeder  beliebigen  Geraden  vier  Punkte  von  demselben  Doppel- 
verhältnisse bestimmen. 

Wir  schliessen  aus  diesem  Umstände,  dass  jede  solche 
Gerade  G  Tangente  für  eine  jede  der  Curven  4>  ist,  und  haben 
den  Satz: 

Die  zu  einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung 
adjungirten  Curven  neunter  Classe  berühren  sämmt- 
lich  die  21  Geraden,  welche  Bestandtheile  der  zer- 
fallenden cubischen  Polaren  der  Grundcurve  sind. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  als  Belation  zwischen  den 
singulären  Tangenten  der  C*^  aussprechen,  da  die  Curven  * 
dadurch  definirt  sind,  dass  sie  die  Doppel-  und  Wendetangenten 
der  Grundcurve  berühren  sollen : 

Alle  Curven  neunter  Classe,  welche  die  24  Wende- 
tangenten und  die  28  Doppeltangenten   einer  allge- 


1  S.  Cremona,  Ebene  Curven,  pag.  192  der  deutschen  Ausgabe. 
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meinen  Curve  vierter  Ordnung  berühren,  tangiren 
ausserdem  noch  dieselben  21  geraden  Linien,  näm- 
lich die  geraden  Bestandtheile  der  21  zerfallenden 
cubischen  Polaren  der  Curve  vierter  Ordnung. 

Es  macht  keine  besondere  Schwierigkeit,  an  der  Hand  der 
Identitäten  4)  die  Modificationen  zu  verfolgen,  welche  unsere 
Resultate  erfahren,  wenn  die  Grundcurve  nicht  mehr  eine  all- 
gemeine Curve  vierter  Ordnung  ist. 

Ich  gehe  hier  nur  auf  den  Fall  näher  ein,  dass  die  Curve 
rational  wird.  * 


1  Fnr  den  Fall  der  rationalen  Curve  vierter  Ordnung  C}  läset  »ich 
eine  den  Betrachtungen  des  allgemeinen  Falles  correspondirende  Unter- 
suchung anstellen,  ausgehend  von  der  Gleichung  der  rationalen  Curve  in 
Liniencoordinaten : 

1)'    /'^r— J2  =  0, 

welche  man  in  der  hier  unmittelbar  vorangehenden  Abhandlung  „Zur 
Theorie  der  rationalen  Curven  vierter  Ordnung''  entwickelt  findet  und  wo 
/=s  0  die  Enveloppe  der  Geraden  bedeutet,  welche  auf  C|  ein  äquianhar- 
roonisches  Punktsystem  ausschneiden  und  /=  0  die  Enveloppe  derjenigen, 
die  ein  harmonisches  ausschneiden. 

Die  Geraden,  welche  die  Curve  CJ  in  vier  Punkten  constanten  Doppel- 
verhaltnisses  treffen,  bilden  die  Schaar: 

5)'      /3_itJ2  =  0 

und  ftr  die  Enveloppe  von  denjenigen  Tangenten  von  Curven  dieser  Schaar, 
deren  respective  Berührungspunkte  auf  der  Geraden  v  liegen,  findet  man 
wie  oben  die  Gleichung 

3)'    <^'  =  3/A/— 2/A/=0. 

Die  Curve  vierter  Classe  <t>'  berührt:  1.  die  sechs  Wendetangenten  der 
C'V»  2.  ihre  vier  Doppeltangenten  und  3.  die  vier  Tangenten  von  CJ  in  den 
Schnittpunkten  dieser  Curve  mit  der  Geraden  v. 

Denn  es  kommt  unter  den  Curven  der  Schaar  5)'  auch  die  Curve  CJ 
vor  und  e«  werden  der  geometrischen  Definition  von  <!>'  als  Enveloppe  zu- 
folge, sowohl  die  Tangenten  der  Curve  C^  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der 
Geraden  v  als  auch  ihre  singulären  Tangenten  die  Curve  O'  berühren. 

Durch  die  14  für  ^'  angegebenen  Tangenten  ist  diese  Curve  fest- 
gelegt. Denn  gäbe  es  noch  eine  zweite  Curve  vierter  Classe  ^[ ,  welche 
diese  14  Geraden  berührt,  so  betrachten  wir  die  Curve  der  durch  ^'  und  ^\ 
bestimmten  Schaar  von  Curven  vierter  Classe,  welche  eine  beliebig  gewählte 
Tangente  t  der  Grundcurve  berührt.  Von  den  Tangenten,  welche  diese  Curve 
mit  C}  gemein  hat,  kennen  wir  die  doppelt  zählenden  vier  Doppel-  und  sechs 
Wendetangenten,  die  vier  Taugenten  in  den  Schnittpunkten  von  (7|  mit 
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Wenn  die  Curve  vierter  Ordnung  drei  Doppelpunkte  besitzt, 
welche  durch  die  Gleichung  /)  =  0  gegeben  sind,  so  geht  die 
Gleichung  1)  des  allgemeinen  Falles  ttber  in 

wenn  /*=  0  die  Gleichung  der  rationalen  Curve  in  Liniencoor* 
dinaten  bedeutet. 
Femer  ist 

AF  =  A[D*/]  =  D  [/)  •  Y-t- 2/-.  AD] 

und  in  Folge  dessen  lauten  die  Identitäten  4)  folgendermassen : 

(  S«*  =  2)[D(T.A/*— 2/-.  Ar)  +  2I)r.AZ>] 
^     (    r*  =  D[Z>(5.A/— 3/.AÄ)+2S^AD]. 

Aus  diesen  Gleichungen  entnehmen  wir,  dass  die  Curve 
neunter  Classe  O  des  allgemeinen  Falles  das  Product  D  der 
Doppelpunkte  als  Factor  enthält.  Wenn  man  also  die  Doppel- 
punkte ausscheidet,  so  bleibt  als  Enveloppe  der  Geraden,  welehe 
um  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Graden  v  unendlich  wenig  ge- 
dreht werden  können,  ohne  dass  sich  das  Doppelverhältniss  ihrer 
vier  Schnittpunkte  mit  der  Curve  Cf^  ändert,  eine  Curve  f  von 
der  sechsten  Classe. 


der  Geraden  v  und  die  Tangente  r,  also  eine  25  Taugenten  äquivalente  An- 
zahl und  sind  damit  auf  einen  Widerspruch  geführt,  da  eine  Curve  vierter 
Classe  mit  der  irreduciblen  Curve  sechster  Classe  C\  nicht  mehr  als  24  Tan- 
genten gemein  haben  kann. 

Da  die  Gerade  v  von  der  Curve  O'  berührt  wird,  indem  3)'  fUr  «  =  9 
erfüllt  ist,  haben  wir  den  Satz: 

Die  Curve  vierter  Classe,  welche  bestimmt  ist,  durch 
folgende  vierzehn  Tangenten:  1.  die  sechs  Wendetangenten, 
2.  die  vier  Doppeltangenten  der  rationalen  Curve  vierter 
Ordnung  C%  und  8.  durch  die  vier  Tangenten  dieser  Curve  in 
ihren  Schnittpunkten  mit  einer  beliebigen  Geraden  r,  tangirt 
auch  diese  Gerade  selbst. 

Die  in  dieser  Anmerkung  gemachten  Entwicklungen  gelten  für  jede 
rationale  Curve  vierter  Ordnung  auch  für  die  mit  dreifachem  Punkt  und  wir 
merken  hier  an,  dass  für  die  Curve  mit  dreifachem  Punkt  diese  Unter- 
suchimg mit  der  des  Textes  zusammenfällt,  weil  hier  die  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  der  Curve  dasselbe  Doppelverhältniss  haben,  ob  man 
sie  nun  als  auf  der  Geraden  oder  auf  der  Curve  gelegen  betrachtet. 


4)"    I 
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Nebst  den  sechs  Wendetangenten  und  den  vier  Doppel- 
tangenten Yon  C^j  welche  die  Curven  f  den  allgemeinen  Be- 
trachtungen zufolge  berühren,  tangiren  die  sämmtlichen  Curven 
f  auch  noch  die  sechs  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  der 
Grundcnrve,  die  sechs  Tangenten  aus  den  Doppelpunkten  nnd 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks  der  Doppelpunkte.  Man  erkennt 
dies  aus  den  Identitäten  4/.  Für  0  =  D^  gehen  dieselben  über  in: 

S^f  =  D{T.üf—2f.Ar)-^2IY.AD 
Tf  =  D{S.Af—2f.AS)  +  25/-.  AD. 

Ans  der  ersten  der  beiden  Identitäten  schliesst  man,  dass 
die  TaDgenten,  welche  Tf.AD  mit  D  gemein  hat  nnd  die  S  nicht 
zu  Nnll  machen,  ^  =  0  befriedigen. 

Solche  Tangenten  sind  aber  die  Tangenten  aus  den  Doppel- 
punkten an  die  Grundcnrve  (gemeiDsameTangenteu  von  D  mit/*) 
nnd  die  Seiten  des  Dreieckes  der  Doppelpunkte  (gemeinsame 
Tangenten  von  D  mit  AD). 

Aber  anch  die  Doppelpunktstangenten  werden  von  jeder 
Cnrve  f  berührt,  denn  dieselben  sind  dreifache  Tangenten  für 
jeden  der  beiden  Posten  der  rechten  Seite  der  betrachteten 
Identität  (weil  sie  einfache  Tangenten  von  D,  f,  S,  AT  und 
Doppeltangenten  von  Tsind^),  und  müssen  also  auch  dreifache 
Tangenten  für  die  linke  Seite  sein,  d.  h.  <p  berühren. 

Damit  sind  25  gemeinsame  Tangenten  für  alle  Curven  f 
nachgewiesen  nnd  da  eine  Curve  sechster  Classe  durch  27  Tan- 
genten bestimmt  ist,  so  liegt  die  Yermuthung  nahe,  dass  jene 
25  Tangenten  zur  Festlegung  des  Gewebes  der  Curven  f  aus- 
reichen. 

Dies  ist  in  der  That  der  Fall.  Denn  gäbe  es  ein  System 
dritter  (oder  höherer)  Stufe  von  Curven  sechster  Classe,  welche 
jene  25  Tangenten  berühren,  so  betrachten  wir  die  Curve  des 
Systems,  welche  drei  Geraden  berührt,  von  denen  jede  beliebig 
durch  einen  der  Doppelpunkte  D  ==  0  hindurchgelegt  ist. 

An  eine  solche  Curve  sechster  Classe  gehen  dann  aus  jedem 
Doppelpunkte  sieben  Tangenten  (nämlich  ausser  den  sechs  für 
alle  Curven  f  festen  noch  die  beliebig  angenommene);  dieselbe 


1  S.  diese  Sitzungsber.  XCV.  1887,  pag.  322. 

&tzb.  d.  ]natheiD.-n«tiinr.  Ol.  XCV.  Bd.  n.  AMh.  24 
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müBSte  also  zerfallen  in  das  Prodaet  der  Doppelpunkte  D  und 
eine  Curye  dritter  Classe.  Diese  Cnrve  dritter  Classe  müsste  die 
vier  Doppeltangenten  nnd  die  sechs  Wendetangenten  der  Grund- 
curve  bertthren,  weil  sie  zu  den  25  Geraden  gehören  und  von 
D  =  0  nicht  berührt  werden.  Eine  solche  Curve  dritter  Classe 
kann  es  aber  nicht  geben,  denn  sie  hätte  mit  der  Grundcurve  C{ 
Tangenten  gemein,  welche  20  gemeinsamen  Tangenten  äquiva- 
lent sind. 

Es  war  gezeigt,  dass  jede  Curve  4>  des  allgemeinen  Falles 
die  geraden  Bestandtheile  der  zeifallenden  cubisehen  Polaren  der 
Grundcurve  berührt,  es  muss  dies  also  auch  in  unserem  speciel- 
len  Falle  für  die  zusammengesetzte  Curve  />.y  =  0  zutreffen 
und  daraus  folgt,  dass  alle  Curven  f  die  Geraden  G  berühren, 
welche  durch  keinen  Doppelpunkt  der  Grundcurve  gehen  und 
Bestandtheile  von  cubisehen  Polaren  derselben  sind. 

Wir  wollen  nachweisen,  dass  es  sechs  solche  Geraden  G 
gibt,  und  können  dann  den  Satz  aussprechen: 

Alle  Curven  sechster  Classe,  welche  die  folgen- 
den 25  Geraden  berühren:  1.  die  sechs  Wendetangen- 
teu,  2.  die  vier  Doppeltangenten  einer  rationalen 
Curve  vierter  Ordnung,  3.  die  sechs  Tangenten  in 
ihren  drei  Doppelpunkten,  4.  die  sechs  Tangenten 
aus  den  drei  Doppelpunkten,  5.  die  drei  Seiten  des 
Dreiecks  der  Doppelpunkte,  berühren  ausserdem  noch 
dieselben  sechs  Geraden  G, 

Um  den  Nachweis  zu  erbringen,  dass  es  sechs  Gerade  G 
gibt,  die  durch  keinenDoppelpunkt  der  Grundcurve  CJ  hindurch- 
gehen und  Bestandtheile  von  cubisehen  Polaren  derselben  bilden, 
schlagen  wir  einen  indirecten  Weg  ein. 

Wir  betrachten  zwei  Curven  y.  Die  erste  f^  ist  die  Enve- 
loppe  der  Geraden,  welche  um  ihren  Schnittpunkt  mit  r,  un- 
endlich wenig  gedreht  werden  können,  ohne  dass  sich  das 
Doppelverhältniss  ihrer  vier  Schnittpunkte  mit  (7J  ändert,  der 
zweiten  f^  mag  die  analoge  Bedeutung  in  Bezug  auf  die  Gerade 
v^  zukommen.  Durch  den  Schnittpunkt  p  der  beiden  Geraden  v^ 
und  v^  gehen  an  die  Curve  sechster  Classe  f^  ausser  der  Geraden 
v^  selbst  noch  fünf  andere  Tangenten  und  diese  fünf  Geraden 
berühren  auch  die  Curve  f^,  wie  aus  der  eben  in  Erinnerung 
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gebrachten  geometrischen  Definition  von  f^  und  f^  folgt.  Wir 
kennen  jetzt  alle  gemeinsamen  Tangenten  von  f^  und  f^  bis  auf 
sechs,  nämlich  die  25  allen  Carven  f  gemeinsamen  nnd  die  ftlnf 
jetzt  gefnndenen. 

Von  diesen  sechs  noch  fraglichen  Tangenten  wird  jede  die 
Grandcnrve  in  vier  getreonten  Punkten  schneiden,  denn  die 
sämmtlichen  Tangenten,  welche  f  mit  der  Grnndcurye  gemein 
hat,  sind:  die  sechs  Wendetangenten,  die  vier  Doppeltangenten, 
die  sechs  Tangenten  in  nnd  die  sechs  Tangenten  aus  den  Doppel- 
punkten und  die  vier  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  (7}  mit 
der  Geraden  v. 

Ist  (r,  irgend  eine  von  den  noch  fraglichen  sechs  gemein- 
samen Tangenten  von  f^  und  f^^  so  soll  gezeigt  werden,  dass 
die  Tangenten  der  Grundcurve  in  ihren  Schnittpunkten  mit  G^ 
durch  denselben  Punkt  laufen ,  so  dass  G^  Bestandtheil  einer 
cubischen  Polare  von  CJ  ist. 

Angenommen,  die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  von  C^ 
mit  G^  liefen  nicht  durch  denselben  Punkt ,  dann  würde  es  auf 
der  Geraden  G^  nur  einen  Punkt  geben,  um  welchen  diese  Gerade 
unendlich  wenig  gedreht  werden  kann,  ohne  dass  das  Doppel- 
verhältniss  der  vier  Schnittpunkte  mit  der  Curve  CJ  (oder  was 
bei  unendlich  geringer  Drehung  auf  dasselbe  hinauskommt,  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Schnittpunkte  mit  den  Tangenten  von 
Cl  in  den  Schnittpunkten  dieser  Curve  mit  G^)  eine  Änderung 
erfährt,  nämlich  den  Berührungspunkt  des  Kegelschnittes  mit 
der  Geraden  G^^  der  die  Enveloppe  aller  Geraden  ist,  welche 
jene  vier  Tangenten  nach  demselben  Doppelverhältniss  wie  G^ 
schneiden. 

Es  gibt  aber  auf  der  Geraden  G^  als  gemeinsamer  Tangente 
von  f^  und  f^  zwei  Punkte  von  dieser  Eigenschaft,  den  Schnitt- 
punkt mit  der  Geraden  i^^  und  mit  der  Geraden  v^,  was  nicht 
angeht,  ohne  dass  der  eben  erwähnte  Kegelschnitt  unbestimmt 
wird,  d.  h.  die  Tangenten  in  den  vier  getrennt  liegenden  Schnitt- 
punkten von  ^1  durch  denselben  Punkt  geh^n,  w.  z.  b.  w. 

Nimmt  man  als  Gerade  v  die  Verbindungslinie  von  zwei 
Doppelpunkten  der  Grund  curve,  so  erhellt  aus  den  Identitäten  4/', 
dass  dieselben  einen  Bestandtheil  der  zugehörigen  Curve  f 
bilden,  da  dann  AD  =  0  diese  beiden  Doppelpunkte  darstellt  und 
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es  gibt  also  drei  Curven  y,  welche  je  aas  einer  Curve  vierter 
Classe  and  zwei  Doppelpunkten  der  Grundcurve  bestehen. 

Es  folgt: 

Die  sechs  Wendetangenten  und  die  vier  Doppel- 
tangenten einer  rationalen  Curve  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten  (7J  bilden  zusammen  mit  den 
sechs  Geraden  C,  welche  die  Curve  in  vier  getrenn- 
ten Punkten  schneiden,  deren  Tangenten  demselben 
Strahlenbttschel  angehören,  die  Basis  für  eine  Schaar 
von  Curven  vierter  Classe. 

Die  sechzehn  Geraden  dieses  Satzes  sind  nämlich  frtlher  als 
allen  Curven  f  gemeinsam  nachgewiesen  worden,  sie  gehen 
durch  keinen  Doppelpunkt  der  CJ  und  werden  daher  von  den 
drei  Curven  vierter  Classe  bertthrt,  welche  mit  zwei  Doppel- 
punkten der  Grundcurve  zusammen  eine  Curve  f  bilden. 
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Über  Raumcurven  »i-ter  Ordnung  mit  {m — 2)-faohen 

Secanten. 

Von  Dr.  Karl  Bobek, 

Pricatdocent/ür  Mathematik  an  der  k.  k»  deut$eken  teehnieehen  Hoekechule  eu  Prag. 
(Vorgeleffi  in  d«r  SlUung  tm  13.  Jänner  1887.) 

1.  Eine  Ranmcurve  jB^  von  der  Ordnung  m  and  dem 
Oeschlechte  p  kann,  sobald  m— 3r>/)r>l  ist,  nur  eine 
einzige  {m — 2)-fache  Secante  besitzen. 

Hat  R^  eine  (nt— 2)-facbe  Secante  T^  so  schneiden  die 
Ebenen  durch  7  die  jB»  in  Punktepaaren  aa,  die  eine  lineare 
Schaar  g^^^  bilden.  Hätte  RP^  noch  eine  zweite  (m— 2)-fache 
Secante  Vj  so  schneiden  die  Ebenen  durch  T  auch  eine  ^^  aus. 
Ist  diese  von  der  ersteren  verschieden,  so  ist  nothwendig  p^l; 
da  auf  R^  zwei  von  einander  verschiedene  einfach  unendliche 
lineare  Schaaren  von  Gruppen  zu  zwei  Punkten  existiren.  Sind 
aber  beide  Schaaren  identisch,  dann  schneiden  einander  die 
Ebenen  durch  T  und  V  in  den  Geraden  aa  und  sind  die  beiden 
Ebenenbtlschel  durch  diese  Paare  auf  einander  projectivisch 
bezogen.  Die  Fläche  zweiter  Ordnung  F^,  welche  durch  dieselben 
erzeugt  wird,  enthält  dann  i?»  und  die  Leitschar  der  Geraden  aa, 
zu  welcher  auch  T  und  F  gehören,  besteht  aus  lauter  (m — 2)- 
&chen  Secanten  von  jR^.  Projicirt  man  nun  Rl,  aus  einem  Punkte  o 
der  F2,  so  erhält  man  einen  Kegel  Ä  von  der  Ordnung  m,  der 
eine  (w— 2)-fache  und  eine  Doppelgerade  besitzt,  welche  die 
Erzeugenden  von  F^  durch  0  sind,  daher  ist  der  Kegel  $  und  auch 
Äi  vom  Geschlechte  (w— 3),  da  wir  Rm  ohne  wirkliche  Doppel 
punkte  voraussetzen/ 


1  Hätte  R^  d  wirkliche  Doppelpunkte,  so  bleiben  die  voranstehenden 
und  auch  nachfolgenden  Betrachtungen  richtig,  sobald  nur  statt  p'  gesetzt 
mrd  pssp'^d,  wobei  dann|7  das  Geschlecht  der  Ranmcurve  ohne  Doppel- 
punkte wäre. 
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Ist  umgekehrt  p  =  m — 3  and  bat  jR£  eine  (m — 2)-fache 
Secante,  so  liegt  R^  auf  einer  Fläche  F^  der  zweiten  Ordnung  und 
hat  die  Geraden  der  Schaar,  zu  welcher  T  gehört,  zu  (m — 2)-fachen 
Secanten. 

Allgemeiner:  Die  Äji,  welche  eine  (m — 2)-fache 
Secante  T  hat,  liegt  auf  einer  windschiefen  Fläche  F^ 
der  Ordnung  n  =  m — p — 1,  die  Tzur  (»— l)-fachen  Geraden 
besitzt,  und  deren  Erzeugenden  die  Geraden  aoL  sind* 

Denn  sei  L  eine  beliebige  Gerade  des  Raumes,  deren  Ebenen 
die  Punktepaare  av.  von  jR^  projiciren,  so  entsteht  in  dem  Ebenen- 
büschel {V)  eine  m. .  .mdeutige  inyolutorische  Beziehung,  die 
27it-CoYncideDzen  aufweist.  Unter  diesen  befinden  sich  die  2/i+2- 
Ebenen  durch  £,  welche  die  Punkte  von  BZ,  enthalten,  deren 
Tangenten  T  schneiden.  Projicirt  man  nämlich  Rl,  aus  einem 
Punkte  0  der  (m— 2)-fachen  Secante  Tauf  eine  Ebene,  so  erhält 
man  eine  ebene  Curve  m-ter  Ordnung  mit  einem  (m — 2)-fachen 
Punkte  im  Durchstosspunkte  von  7,  die  das  Geschlecht  p  besitzt 
Von  dem  (m — 2)-fachen  Punkte  gehen  daher  2p+2-Tangenten 
an  die  ebene  Curve,  die  die  Projection  von  ebensoviel  Tangenten 
von  ä5i  sind,  die  T  schneiden.  Die  ttbrigen  2m — 2p— 2-CoYnci- 
denzen  des  EbenenbOschels  (L)  stellen  Ebenen  vor,  welche  ein 
Punktepaar  aa  von  A^  enthalten,  und  die  also  als  zwei  CoYnci- 
denzen  in  {L)  zählen.  Daher  gehen  durch  L  bloss  m — p—l- 
Ebenen,  welche  Paare  aa  von  Rl^  enthalten,  oder  L  wird  nur  von 
n  =  m — p — ] -Geraden  aa  geschnitten.  Die  Fläche,  welche  die 
Geraden  aa  erzeugen,  ist  daher  von  der  Ordnung  n. 

Da  in  jeder  Ebene  durch  T  von  Fn  nur  die  eine  Gerade  oa 
liegt,  ist  Teine  (w— l)-fache  Gerade  von  F^.  Durch  einen  Punkt  a 
von  r  gehen  auch  (m — 1)-G«rade  aa,  denn  die  ebene  Projection 
von  Rl,  aus  o  besitzt  ausser  den  (m— 2)-fachen  Punkt  noch 
w— 2— p=n  — 1-Doppelpunkte,  welche  n — 1-Bisecanten  durch  a 
entsprechen,  die  Ä^  nur  in  Punktepaare  aa  schneiden  können. 
Da  durch  o  wenigstens  eine  Bisecante  gehen  muss,  so  ist  n — 1^1^ 
also  n^2  und  mithin  muss  ftlr  eine  Raumcur^e  A^  uiit  einer 
(m— 2)-fachen  Secante  p^m — 3  sein. 

Ist  p  z=  m — 3,  so  ist  n  =  2,  das  heisst,  die  Kaumcurve 
w-ter    Ordnung,    welche    eine    (m--2)-fache    Secante 
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besitzt  und  yom  Geschlechtern — 3  ist,  liegt  stets  anf 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Ist  p  z=.  m— -4,  so  ist  n  z=  3,  das  heisst,  die  Raumcurve. 
m-ter  Ordnang^  welche  eine  (m — 2)-fache  Secante  T 
besitzt  und  vom  Geschlechte  m—- 4  ist,  liegt  auf  einer 
windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung  F3,  welche  T  zur 
Doppelgeraden  hat.  Die  einfache  Leitlinie  von  F^  ist  fbr 
ÄT^  eine  (m — 4)-fache  Secante.  Also  folgt:  Jede  Raumcurve 
von  der  Ordnung  m  dem  Geschlechte  (m— 4),  die  eine 
(wi — 2)-facbe  Secante  besitzt^  hat  noch  eine  (m — 4)- 
facbe  Secante. 

Hat  nun  /£  zwei  (m— 2)-fache  Secanten  T  und  T,  und  liegt 
nicht  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  das  heisst,  ist  p<m — 3, 
so  muss  p^l  sein.  Ist  nun  p  r=  0,  so  wird  die  Fläche  F,,  welche 
durch  T  bestimmt  wird,  von  der  (m— l)-ten  Ordnung,  schneidet 
also  7|  noch  in  einem  Punkte,  der  nicht  auf  R^  liegt,  das  heisst, 
T  and  T,  werden  von  einer  Bisecante  S  der  iC 
geschnitten. 

Umgekehrt,  existirt  eine  Bisecante  5,  welche  Tund 
T^  schneidet,  so  ist  Ä«  rational.  Denn  legt  man  durch  T,  T^, 
S  und  einen  Punkt  a  der  Raumcurve  den  Flächenbüschel  zweiter 
Ordnung,  so  schneidet  jede  Fläche  die  Rm  nur  noch  in  einem 
variablen  Punkte. 

Würden  zwei  Bisecanten  5,  S^  existiren,  welche  Tund  T^ 
schneiden,  so  müsste  R^  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen, 
und  daher  vom  Geschlechte  (m — 3)  sein.  Denn  durch  5,  S,,  T,  T^ 
und  einen  willktlrlichen  Punkt  a  von  R^n  geht  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung,  die  von  R^  29n+ I-Punkte  enthält,  also  ganz  durch  die 
Raumcurve  geht. 

Hat  also  Ä„  zwei  (m— 2)-fache  Secanten  T,  T^,  ohne 
dass  sie  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegt,  also 
eine  ganze  Schaar  von  (m — 2)-fachdn  Secanten  besitzt, 
80  ist  dieselbe  vom  Geschlechte  1,  sobald  keine 
Bisecante  5  von  i{|„  existirt,  welche  7und  T^  schneidet, 
sie  ist  rational,  sobald  eine  solche  Bisecante  5  auftritt 
und  umgekehrt,  ist  Rm  vom  Geschlechte  1,  so  kann  eine 
Bisecante  S  nicht  auftreten,  ist  sie  rational,  so  mnss 
eine  Bisecante  S  existiren,  welche  Tund  7^  schneidet. 
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Eine  Ranmcnrve  m-ter  Ordnnng  kann  aber  auch,  sobald 
iii>6  ist,  nicht  mehr  als  zwei  (m — 2)-faclie  Secanten  besitzen, 
sobald  sie  nicht  ganz  anf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegt 

Denn  hätte  Rm  drei  (m— 2)-fache  Secanten,  so  schneidet  die 
Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  dieselben  bestimmt  ist, 
die  Rfn  in  3(m— 2)>2m-Pankten,  sobald  m>6  ist,  enthält  alsa 
Bn  ganz  und  A^  ist  vom  Geschlechte  m— 3.  Für  m  =  6  hat 
bekanntlich  B^  entweder  6  vierfache  Secanten  oder  eine  fünf- 
fache und  eine  vierfache  Secante,  R^  hat  drei  vierfache  Secanten. 
Rl  kann  nur  eine  vierfache  Secante  besitzen  und  liegt  dann  auf 
einer  windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  diese  vier- 
fache Secante  zur  Doppelgeraden  besitzt.  I^  hat,  sobald  sie  eine 
vierfache  Secante  besitzt,  ihrer  unendlich  viele,  indem  sie  auf 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegt.* 

Im  Obigen  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  drei  Secanten  von 
einander  verschieden  sind.  Es  können  aber,  sobald  R^n  rational 
ist,  m— 1  derselben  in  eine  (m— l)-fache  Secante  T  fallen.  Liegt 
Rn  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  hat  sie  alle  Geraden 
der  einen  Schar  zu  (iw — l)-fachen  Secanten.  Liegt  aber  Ä«  auf 
einer  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  T  zur  Doppelgeraden 
besitzt,  so  ist  die  einfache  Leitlinie  T  der  windschiefen  Fläche 
(m — 2)-fache  Secante  von  Äj. 

2.  Die  Raumcurven  m-ter  Ordnung  R^  mit  einer  (m— 2)- 
fachen  Secante  T  können  als  Schnitt  der  Fläche  Fn  mit  einem 
Kegel  m-ter  Ordnung  Ä,  welcher  R^  aus  einem  Punkte  o  von  T 
projicirt  betrachtet  werden.  Der  Kegel  Ä  hat  T  zur  (m— 2)-fachen 
Geraden  und  die  {n — 1)  durch  o  gehenden  Bisecanten  von 
Am;  welche  auch  Erzeugende  von  Fn  sind,  zu  Doppelgeraden. 
Beide  Flächen  schneiden  einander  sonst  nicht,  denn  es  ist: 
(iw— 2)(n— l)  +  2(n-l)  +  m  =  niw. 

Die  zu  Rm  adjungirten  Flächen  haben  also  T  zur  (m — 2)  + 
+  (w — 1) — 1  =  (m  +  «— 4)-fachen  Geraden  und  die  (n— 1)- 
Bisecanten  durch  o  zu  2+1 — 1  =  2-fachen  Geraden. 

Die  zu  Rm  adjungirten  Flächen  (wi+n — 4)-ter  Ordnung, 
welche  aus  Rm  die  Specialschaaren  ausschneiden,  zerfallen  daher 


1  Vergl.  Nöther,  Preisschrift  der  Berl.  Akademie.  „Zur  Grundlegung 
der  Theorie  der  alg.  Raumcurven."  Berlin,  1882,  pag.  86. 
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sämmtliche  in  Ebenen  durch  T,  da  sie  diese  zu  (m+n— 4)-fachen 
Geraden  haben  müssen.  Und  zwar  treten  die  (n — 1)-Ebenen 
durch  die  (n— 1)-Erzeugenden  von  o  jede  doppelt  gezählt  als 
fester  Bestandtheil  der  Flächen  (w+n— 4)-ter  Ordnung  auf, 
während  der  Rest  wi+n — 4— 2(» — 1)  =  m — n—2  aus  ebenso- 
viel vrfllkürlichen  durch  T  gehenden  Ebenen  besteht.  Diese 
schneiden  Äi  in  2(in  — n — 2)-Punkten  und  daher  ist  * 

2p— 2  =  2(w— n-2) 
woraus  sich  pr=m— »— 1  oder  nzzun—p—l  ergibt,  wie  wir 
auf  anderem  Wege  früher  fanden. 

Hält  man  (m—n  —  3)  der  Ebenen  durch  T  fest,  und  lässt  die 
^m — n-— 2)te  den  Büschel  beschreiben,  so  sieht  man,  dass  dieselbe 
auf  Bm  die  lineare  Schaar  g^^  ausschneidet  und  dass  also  R^  eine 
fajperelliptische  Baumcurve  ist. 

3.  Ist  umgekehrt  R^  hyperelliptisch,  so  muss 
p<m'—2  sein.  Denn  auf  R^  muss  jede  Specialschaar  dann  aus 
Paaren  aa  der  g!^^  bestehen,  die  Gruppen  von  m-Punkten,  welche 
die  Ebenen  des  Raumes  auf  R^  ausschneiden,  sind  daher  keine 
Specialgruppen  und  die  Mannigfaltigkeit  der  VoUschaar,  welcher 
dieselben  angehören,  ist  mithin  m — p.  Wäre  nun  p^m— 2,  so 
würde  m— jii^2  sein,  eine  Ebene  also,  welche  drei  Punkte  von 
I^  enthielte,  müsste  die  ganze  Gurve  enthalten,  dieselbe  wäre 
also  eben.  Da  aber  fUr  eine  hyperelliptische,  ebene  Curve  stets 
/><m  — 1  sein  muss,*  so  folgt  jede  hyperelliptische  Curve 
jR-ter  Ordnung  von  dem  höchsten  zulässigen  Ge- 
schlechte ist  eine  ebene  Gurve  vom  Geschlechte  m— 2. 
Für  eine  Raumcurve  ist  also  p<m — 2. 

Verbindet  man  die  Punktepaare  au  der  hyperelliptischen 
Beziehung  auf  A^  durch  Gerade,  so  erzeugen  diese  eine  wind- 
schiefe rationale  Fläche  (m— />— l)-ter  Ordnung. 

Denn  projicirt  man  die  Paare  aa  durch  die  Ebenen  eines 
Büschels  (L\  so  erhält  man  eine  m, .  .m-deutige  involutorische 
Beziehung  im  Ebenenbüschel,  die  2in-CoYncidenzen  aufweist. 
Unter  diesen  befinden  sich  die  2p+2-Ebenen,  welche  L  mit  den 


1  Vergl.  Nöth  er,  1.  c.  pag.  12. 

«  VergL  die  Abhandlung  „Über  hyperelliptische  Curven«.  Sitzb.  d.  k. 
Akad.  ddo.  18.  März  1886.  Bd.  XCIU,  pag.  601. 
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2p+2-CoYncidenzpunkten  der  hyperelliptischen  Beziehung  anf 
Äi  verbinden.  Die  2m— 2/i — 2  übrigen  CoYncidenzen  sind  Ebenen, 
welche  i^  in  Panktepaaren  aa  schneiden,  die  also  jede  als  zwei 
CoYncidenzen  im  Ebenenbttschel  zählen,  daher  wird  L  nur  von 
iw— p— 1  =  »-Geraden  aa  geschnitten,  also  ist  die  von  diesen 
Geraden  erzeugte  Fläche  F^  von  der  n-ten  Ordnung.  Dieselbe  ist 
rational,  da  sie  auf  irgend  einem  die  ^^  ausschneidenden  Flächen- 
büschel ein  . . .  eindeutig  bezogen  ist. 

Projicirt  man  iC  auf  eine  Ebene,  so  projiciren  sich  die 
Erzeugenden  von  F^  als  die  Tangenten  der  Curve  n-ter  Classe, 
welche  die  Paare  der  g^^  aus  der  ebenen  Projection  von  Ä^  aus- 
schneiden. 

Hieraus  folgt  also:  istp  =  iw— 3,  so  ergibt  sich  n  =  2,  oder: 
Jede  hyperelliptische  Raumcurve  Ä^  von  der  iw-ten 
Ordnung  und  dem  Maximalgeschlechte  liegt  auf  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung.  Die  Erzeugenden  der  einen 
Schaar  sind  (m--2)-fache  Secanten  der  Raumcurve.  Die 
Erzeugenden  der  anderen  Schar  schneiden  auf  A^  die 
Paare  der  hyperelliptischen  Beziehung  aus. 

Ist  p  =  m— 4,  so  folgt  n  =  3,  daher:  Jede  hyperellip- 
tische Raumcurve  m-ter  Ordnungvom  Geschlechte  m — 4 
liegt  auf  einer  windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung. 
Sie  hat  daher  die  Doppelgerade  T  dieser  Fläche  zur 
(m— 2)-fachen  und  die  einfache  Leitlinie  zur  (m — 4)- 
fachen  Secante. 
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Objective  Darstellang  der  wahren  Gestalt  einer 
schwingenden  Saite. 

Von  Dr.  J.  Pnln^^ 

o.  S,  JPirof9$$or  an  dtr  k,  k,  deuUchen  Uchnüehen  MochtehuXe  in  "Ptag. 

(Mit  2  Holzsehnittaii.) 

(Vorgelegt  In  der  Sitzung  am  10.  Februar  1887.) 

Schwingt   eine   Saite   in   mehreren    durch    Knotenpunkte 
getrennten  Abtheilungen,  so  finden  sich  bekanntlich  die  schwin- 
genden Theilchen  dies-  und  jenseits  eines  Knotenpunktes  in 
entgegengesetzten  Phasen  ihrer  Bewegung,  so  dass,  wenn  die 
Saitentheilchen  in  der  einen  Abtheilung  aus  der  Gleichgewichts- 
lage    nach    aufwärts    sich    bewegen,    in    der    benachbarten 
Abtheilung  die  Bewegung  nach  abwärts   erfolgt.    Nach   einer 
Viertelschwingung  erreichen  die  Theilchen  ihre  grössten  Elon- 
gationen  von  der  Gleichgewichtslage  und  die  Saite  bildet  eine 
gegen  die  Gleichgewichtslage  symmetrische  Wellenlinie,  beste- 
hend abwechselnd  aus  Wellenbergen  und  Wellenthälern.  Diese 
gekrümmte  Gestalt  der  schwingenden  Saite  lässt  sich  mittelst 
einer  von  mir  construirten  pbosphorescirenden  Lampe  *  objectiv 
darstellen.  Die  letztere  ist  eine  Vacuumröhre,  in  welcher  ein  mit 
phosphorescirender    Substanz     angestrichener    Glimmerschirm 
mittelst  Inductionsstromes  des  Ruh mkorf sehen  Apparates  zum 
Leuchten  gebracht  wird.    Die  Lampe  gibt  ein  scheinbar  bestän- 
diges, in  der  Wirklichkeit  ein  intermittirendes  Licht  von  mond- 
scheinähnlicher Farbe,  welches  intensiv  genug  ist,  um   einen 
Schirm    aus     Seidenpapier    mit    durchgehendem    Lichte    für 
Projectionszwecke  genügend  zu  erhellen.    Die  Intermittenz  des 


^  Die  Lampe  Ut  in  diesen  Sitzungsberichten  Bd.  85,  pag.  875  naher 
beschrieben  und  wird  von  Herrn  F.  0.  R.  Goetze  in  Leipzig,  Härtel- 
stnsse  6,  ausgeführt. 
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Lichtes  der  Lampe  erfolgt  in  demselben  Bhytbmus,  wie  die 
Schwingungen  des  Neef  sehen  Hammers  des  Indnctionsapparates, 
und  lässt  sich  durch  Drehen  der  Contactschraube  innerhalb 
gewisser  Grenzen  regnliren. 

Zur  Erzeugung  der  schwingenden  Bewegung  bediene  ich 
mich  eines  3*5  Meter  langen  weissen  Seidenfadens  und  einer 
elektrischen  Stimmgabel,  welche  114  Schwingungen  in  der 
Secunde  macht.  Das  eine  Ende  des  Fadens  wird,  wie  beim 
Melde'schen  Versuche  an  eine  Zinke  der  Stimmgabel  befestigt, 
während  das  zweite  Ende  über  eine  fixe  Bolle  geschlungen  und 
mit  Gewichten  entsprechend  gespannt  wird. 

Schwingt  die  Stimmgabel,  so  entstehen  bekanntlich  durch 
Literferenz  der  von  derselben  ausgehenden  und  an  der  Bolle 
reflectirten  Wellenzttge,  welche  gleiche  Schwingungs-  aber 
entgegengesetzte  Fortpflanzungsrichtung  haben,  stehende  Wellen, 
bestehend  aus  mehreren  Schwingungsbäuchen,  deren  Anzahl 
desto  grösser  ist,  je  rascher  die  Stimmgabel  im  Vergleich  zur 
Saite  schwingt,  und  somit  unter  sonst  gleichen  Umständen  mit 
der  Spannung  der  Saite  variirt.  Macht  die  Stimmgabel  n-mal 
soviel  Schwingungen  als  die  Saite  bei  ihrer  Spanoung  und  Länge 
in  der  Secunde  machen  wUrde,  so  theilt  eich  die  letztere  in 
n  Abtheilungen,  von  denen  je  zwei  benachbarte  sich  in  entgegen- 
gesetzter Bichtung  bewegen,  jede  aber  eben  so  rasch  schwingt 
wie  die  Stimmgabel.  Die  Saite,  welche  als  Ganzes  den  Schwin- 
gungen der  Stimmgabel  nicht  folgen  kann,  theilt  sich  in  mehrere 
Unterabtheilungen  von  solcher  Länge,  dass  jede  bei  der  herrschen- 
den Spannung  in  der  Saite  eben  so  schnell  schwingt,  wie  die 
Stimmgabel.  Die  letztere  Thatsache  demonstrire  ich  in  den  Vor- 
lesungen durch  Nähern  eines  Cartonpapierstreifens  an  einen 
Schwingungsbauch.  Die  rhythmischen  Stösse  der  schwingenden 
Saite  erzeugen  einen  auf  grosse  Entfernungen  vernehmbaren  Ton 
von  derselben  Höhe  wie  jener  der  Stimmgabel. 

Würde  nun  die  beschriebene  Lampe  jedesmal  aufleuchten^ 
so  oft  die  Saitenth  eilchen  in  die  in  Fig.  1  dargestellte  Lage  ihrer 
grössten  Elongationen  von  der  Gleichgewichtslage  ankommen^ 
so  mUsste  der  Beobachter  die  wellenförmige  Gestalt  der  Saite 
jedesmal  an  derselben  Stelle  erblicken.  Wenn  ausserdem  die 
Lichtblitze   so    rasch   auf  einander  folgen   würden,   dass    das 
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Zeitintervall  zwischen  zwei  Blitzen  der  Dauer  des  Lichteindruckes 
gleich  wäre,  so  würde  der  Beobachter  die  wellenförmige  Gestalt 
der  Saite  in  scheinbar  constanter  Beleuchtung  und  stets  an 
derselben  Stelle  sehen. 

Fig.  1. 


Fig.  2. 


Es  ergibt  sich  daher  als  Bedingung  fUr  das  Gelingen  des 
Experimentes,  wie  leicht  einzusehen  ist,  dass  die  Schwingungen 
der  Stimmgabel  und  die  des  Neef'schen  Hammers  isochron 
sein  müssen. 

Die  wellenförmige  (Gestalt  der  Saite  muss  aber  auch  dann 
zum  Vorschein  kommen,  wenn  die  Blitze  erst  nach  jeder  zweiten, 
dritten  oder  n-ten  Schwingung  der  Saitentheilchen,  beziehungs- 
weise der  Stimmgabel  erfolgen. 

So  wttrde  beispielsweise  bei  Anwendung  der  Stimmgabel 
mit  114  Schwingungen  die  Wellenlinie  auch  dann  zu  sehen  sein, 
wenn  der  Neef'sche  Hammer  19  oder  38  Schwingungen  per 
Secunde  machen  würde.  Im  ersten  Falle  wUrden  die  Lichtblitze 
nach  jeder  sechsten,  im  zweiten  Falle  nach  jeder  dritten  Schwin- 
gung der  Stimmgabel  erfolgen. 

Differirt  ein  wenig  die  Schwingungszahl  des  Keef 'sehen 
Hammers  von  jener  der  Stinungabel,  was  jederzeit  durch  Regu- 
liren der  Schraube  bewerkstelligt  werden  kann,  so  beobachtet 
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man  ein  langsames  Hin-  und  Herschwingen  der  wellenförmigen 
Gestalt  der  Saite  am  die  Gleichgewichtslage ,  wobei  jede 
Schwingung  der  Saite  von  einer  Schwebnng  des  Tones  begleitet 
ist.  Die  Theilchen  zu  beiden  Seiten  der  Knotenpunkte  bewegen 
sich  dabei  stets  nach  entgegengesetzter  Richtung. 

Die  Anordnung  des  Versuches  ist  schematisch  in  Fig.  2 
angedeutet.  AB  ist  die  schwingende  Saite  mit  der  elektrischen 
Stimmgabel  y  L  die  phosphorescirende  Lampe  ^  welche  vom 
Ruhmkorf  sehen  Apparate  A  in  Thätigkeit  gesetzt  wird  und  SS 
ein  Schirm  aus  Seidenpapier. 
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Über  eine  in  einer  syrischen  Grabinschrift  erwähnte 
Sonnenfinstemiss. 

Von  Dr.  Eduard  Kahler^ 

AtBiteni  der  k.  k.  Sttrr,  QraitMi»ung  in  WUn. 
(Vorgefegt  In  der  Sltiung  am  10.  Februar  1887.) 

In  den  „Mömoires  de  rAcadömie  imperiale  des  sciences  de 
St.  PÄtersbourg"  (VH.  S6rie,  Tome  XXXIV,  Nr.  4)  theilt  uns 
Chwolson  eine  Reihe  yon  nenentdeckten  syrischen  Grab- 
inschriften mit,  von  denen  die  unter  Nr.  VIII  mitgetheilte  den 
Gegenstand  dieser  Untersuchung  bilden  soll. 

Der  Fundort  liegt  in  Semirjetschie.* 

Die  bezügliche  Inschrift  lautet  also: 

)lo^^  ^aX  ZOa    1. 
^JLa  )ooi  Voa  ^affflS     2. 


Hieftlr  gibt  Chwolson  folgende  Übersetzung: 

„Das  Jahr  1627  (1316),  das  ist  das  Jahr  der  Eclipsis,  türkisch 

luu  (der  Drache).  Dieses  ist  das  Grab  des  Scheltchä,  .    .    .    .  " 
Hiezu  ist  vor  Allem  zu  bemerken,  dass  an  der  Spitze  aller 

datirten  Grabinschriften  sich  Überall  die  von  den  Nestorianern 


1  Dieses  Gebiet  liegt  westlich  von  der  chinesischen  Grenze  von 
Enldscha  und  nordöstlich  von  Eokand,  jetzt  Fergana  genannt  Die 
nördliche  Grenze  von  Semirjetschie  ist  das  Gebiet  von  Semipalatinsk, 
die  westliche  der  Syr-Daria,  die  südliche  die  chinesische  Provinz  von 
Kaschgar  und  die  östliche  das  chinesische  Gebiet  von  Euldscha. 
Wjemoje  ist  der  Name  des  Haaptortes  dieses  Gebietes.  Die  beiden  Fried- 
höfe, in  denen  die  Grabsteine  gefunden  wnrden,  haben  —  soweit  ich  den 
von  Chwolson  gegebenen  Berichten  über  deren  Lage  folgen  konnte  — 
folgende  geographische  Positionen:  X  =  +74**,  ?  =  +41°,  wobei  X  die 
östliche  Lfinge  von  Greenwich  bedeutet  und  ^  die  geographische  Breite 
bezeichnet 
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gebrauchte  seien  eidische  Aera  befindet;  es  ist  daher  auch 
das  Jahr  1627  der  citirten  Grabinschrift  das  Jahr  1627  der 
seleucidischen  Aera,  deren  Epoche  unbestritten  dem  1.  October 
des  Jahres  312  v.  Chr.  Geb.  entspricht.  Demzufolge  ist  das  Jahr 
1627  der  seleucidischen  Aera  nicht  —  wie  Chwolson  meint  — 
das  Jahr  1316,  sondern  1315 — 1316  unserer  christlichen  Zeit- 
rechnung, indem  es  den  Zeitraum  vom  1.  October  1315  bis 
30.  September  1316  umfasst. 

Auch  macht  Chwolson  auf  pag.  15  seiner  Abhandlung 
folgende  Bemerkung  zu  Zeile  3  der  citirten  Inschrift: 

„Es  ist  auffallend^  dass  das  türkische  luu^  der  Drache,  nicht 
durch  das  entsprechende  syrische  \XjJZy  sondern  durch  das 
dunkle  Wort  ]iS/)  wiedergegeben  wird,  das  nach  den  syrischen 
Lexicographen  Sonnen-  oder  Mondfinsterniss  bedeutet.  Am 
22.  April  des  Jahres  1316  hat  in  der  That  eine  sehr  starke 
Sonnenfinsterniss  stattgefunden,  die  in  der  Gegend,  wo  diese 
Inschriften  gefunden  wurden,  sichtbar  war.  Es  kann  nun  sein, 
dass  diese  Himmelserscheinung  auf  die  Bewohner  jener  Gegend 
einen  so  gewaltigen  Eindruck  hervorgebracht  hat,  dass  dieselben 
es  flir  gut  fanden,  das  Jahr  dieses  Ereignisses  auf  einem  Grabe 
steine  zu  vermerken." 

Nachdem  nun  so  oben  citirte  Grabinschrift  einen  histori- 
schen Bericht  einer  wirklich  stattgehabten  Sonnen- 
finsterniss enthält,  war  es  für  mich  von  Interesse  genug,  die- 
selbe durch  astronomische  Rechnung  zu  reconstruiren.  Meine 
Mühe  war  aber  nicht  fruchtlos,  denn  ich  fand,  dass  am  22.  April 
des  Jahres  1316  n.  Chr.  eine  Sonnenfinsterniss  zwar  statthatte, 
die  aber  keineswegs  bedeutend  und  im  Gebiete  von  Semirjetschie 
überhaupt  nicht  sichtbar  war. 

Die  Elemente  und Hilfsgrössen  dieser  Sonnenfinsterniss  sind:  ^ 

Julianischer  Kalender  Jalianiacher  Tag 

1316,  IV  22  2201  839 

Weltzeit  der  wahren  Conjunction  =  18*^  7""6. 

V  =  40^*189,  z  =  —0^90,  6  =  23^528,  P  =  12^520, 
ö=  10*405,  log jii  =  0-7020,  log  AL=:0-7514,  log5=8-7470. 


1  Siehe:  „Canon  der  Finsternisse**  von  OppoUer,  Nr.  6018, 
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II«  =  0-5394,  log/a  =  7-6653,  log  7  =  00360,  fx  =  90^01, 
7= +10865,  log  n  =  9-7534,  C  =  30m,  jr=  83*'47, 
log  sin  y  =  9  •  6715,  log  sin  *  =  9  •  9637,  log  cos  flr  =  9  -  9459, 
log  cos  *  =  9  -  5936,  log  sin  S'  =  9  -  4110,  log  cos  S'  =  9  •  9850, 
N'  z=  66*0. 

und  da  lehrt  schon  ein  einfacher  Blick,  dass  die  Finsterniss 
fllr  einen  Ort,  dessen  östliche  Länge  von  Greenwich  74°  ist,  völlig 
nnsichtbar  gewesen  sein  mnsste.  Denn  die  Zeit  der  wahren  Con- 
jnnction  entspricht  18»^  7"6  Weltzeit,  also  23**  3°*6  Localzeit  des 
betrachteten  Ortes;  mit  anderen  Worten,  die  Conjanction  zwischen 
Sonne  und  Mond  fand  statt  zu  einer  Zeit,  da  es  am  Orte,  dessen 
Länge  74°  und  dessen  Breite  +41®  beträgt,  nur  kurz  vor  Mitter- 
nacht war. 

Dagegen  war  am  4.  Mai  des  Jahres  1315  n.  Chr.  eine 
centrale  Sonnenfinsterniss,  deren  Centralitätscurve  durch  Semir- 
jetschie  ging  und  für  dieses  Gebiet  so  bedeutend  war,  dass  wir 
es  erklärlich  finden  können,  dass  man  das  betreffende  Jahr,  um 
es  näher  zu  charakterisiren,  selbst  auf  einer  Grabinsclirift  als  das 
Jahr  der  Eclipsis  bezeichnete. 

Die  Elemente  dieser  Sonnenfinsterniss  (gerechnet  nach  den 
Syzygientafeln  von  Oppolzer  rttcksichtlich  der  GinzeTschen 
empirischen  Correctionen)  sind: 

JuL  Datum  =  1315,  V,  4;  L' =  50^561,  «  =  —m6,  6  =  23^527 
P=3"873,  0=1^557,  logp  =  0-7252,  log  AL  =  9-7257 
log  j  z=  8 •  7243,  tii  =  0-5535,  log  ^  =  7  •  6643,  log  7  = 
=  9-5527. 

Die  zugehörigen  Hilfsgrössen  sind: 

fi  =  282'*80,  7  = +0-3570,  log  n  =  9-7278,  C  z=  38^54, 
K=  83*20,  log  sin  g  =  9-6642,  log  sin  k  =  9-9728 
log  cos  g  z=:  9-9480,  log  cos  i  =  9-5357,  log  sin  i'  = 
9-4890,   log  cos  J'^:  9-9783,   iV' =  68*8 

und  finden  daher  fllr  die 

Centralität 
bei  ©Aufgang:      X  =  +  13M9,  y  =  —  0**22, 
im  Mittag:  X  =  +  73*^32,  y  r=  +40M7, 

bei  ©Untergang:  X  =  +156*^54,  y  =  +39*61, 

Sitsb.  d.  in«tbem.-Daturw.  Gl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  25 
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wobei  X  die  östliche  Länge  von  Greenwich  und  ^  die  geographische 
Breite  bedeutet. 

Nun  liegt  Semiijetschie  zwischen  dem  70.  und  80.  Längen- 
grade einerseits  und  zwischen  dem  38.  und  50.  Breitegrade  ander- 
seits; es  geht  daher  die  Curve  der  Gentralität  durch  das  Gebiet 
yon  Semirjetschie  und  f^Ut  der  Mittagspunkt  der  Centralitäts- 
curve  in  unmittelbarer  Nähe  des  Fundortes  der  oben  genannten 
Grabsteine. 

Es  ist  also  das  auf  der  unter  Nr.  VIII  von  Chwolson  mit- 
getheilten  Grabinschrift  vermerkte  Jahresdatum  1627,  nicht,  wie 
Chwolson  meint,  dem  Jahre  1316,  sondern  dem  Jahre  1315 
entsprechend.  Chwolson  nimmt  nach  dem  Vorgänge  Asse- 
mani's  die  Zahl  311  als  Differenz  zwischen  den  seleucidischen 
Daten  und  denen  unserer  christlichen  Zeitrechnung  an.  Dies  ist 
aber  nicht  ganz  richtig.  Die  Epoche  der  seleucidischen  Acra  ist 
der  1.  October  des  Jahres  312  v.  Chr.  Es  ist  also  das  Jahr  1315 
n.  Chr.  jenes,  mit  dessen  1.  October  das  Jahr  1627  der  seleuci- 
dischen Aera  beginnt,  und  dauerte  das  Jahr  1627  seleucidischer 
Aera  vom  1.  October  1315  bis  30.  September  1316  christlicher 
Zeitrechnung.  Stammt  nun  jene  Grabinschrift  aus  einer  zwischen 
1.  October  und  31.  December  liegenden  Zeit,  so  war  das  bezüg- 
liche Jahresdatum  1627  der  Grabinschrift  in  der  That  das  Jahr 
1315  n.  Cbr.  und  ist  es  in  Anbetracht  dessen,  dass  am  4.  Mai 
dieses  Jahres  (1315)  zur  Mittagszeit  eine  für  Semirjetschie 
centrale  Sonnenfinsterniss  statthatte,  nur  ganz  natürlich,  dass 
man  dieses  Jahr  als  das  Jahr  der  Eclipsis  bezeichnete. 


Die  hier  angeregte  Frage  ist  aber  auch  von  einem  anderen 
Standpunkte  aus  wichtig,  indem  sie  zur  Erörterung  einer  philo- 
logischen Frage  dienen  kann.  Im  October  des  Jahres  1886  (kurz 
nach  dem  in  Wien  abgehaltenen  VII.  Orientalistencongress) 
machte  ich  Chwolson  auf  seinen  Irrthum  aufmerksam.  In  einem 

27    X 
vom  ^  'j  1886  datirten  Briefe  schrieb  nun  Chwolson:  „Ihre 

werthen  Zuschriften  habe  ich  erhalten,  und  ich  danke  Ihnen 
recht  sehr  ftir  die  Mühe,  die  Sie  sich  gegeben  haben,  einen  Fehler 
in  meiner  Abhandlung  zu  berichtigen.  Das  Jahr  1627  der  selenci- 
dischen  Aera  entspricht  an  dieser  Stelle  wirklich  dem  Jahre 


Eine  syrische  Grabinschrift.  363 

1315  and  nicht  1316^  wie  schon  ans  der  Bemerkung,  dass  dieses 
Jahr  dem  Drachenjabr,  lun^  entspricht,  das  mit  dem  Jahre 
1315  correspondirty  za  ersehen  ist,    was  ich  leider  erst  jetzt 

bemerkt  habe " 

Am  31.  Jänner  1887  erhielt  ich  von  Chwolson  ein  vom 

15 

^  1, 1887  datirtes  Schreiben^  in  welchem  er  folgende  Bemerkung 

macht: 

„Ich  übersetzte  Atelija  in  der  Inschrift  Nr.  VIII  auf  Grund 
der  Angaben  syrischer  Originallexicographen  durch  Eclipsis; 
jemand  machte  mich  aber  darauf  aufmerksam,  dass  das  syrische 
K^^ilK  mit  dem  ^^jl  identisch  sein  dürfte,  welches  durch  pjfl 
erklärt  wird;  M^^ilM  hiesse  demnach  nicht  Sonnenfinstemiss, 
sondern  nur  Drache  und  sei  ein  Äquivalent  fUr  das  türkische  *I1^ 
Luuj  der  Drache " 

Es  ist  nicht  meine  Sache  hier  an  dieser  philologischen 
Aaseinandersetzung  Kritik  zu  üben,  und  ich  will  annehmen,  dass 
AteUja  thatsächlich  auch  Drache  bedeuten  mag.  Wäre  es  aber 
nicht  mehr  als  neckischer  Zufall,  wenn  wir  in  einer  syrischen 
Inschrift  ein  Wort  finden,  das  nach  den  syrischen  Originallexico- 
graphen mit  Sonnenfinstemiss  übersetzt  werden  kann,  und  wir 
durch  Rechnung  finden,  dass  dort,  woher  jene  Inschrift  stammt, 
in  dem  vermerkten  Jahre  thatsächlich  eine  bedeutende  Sonnen- 
finstemiss stattfand?  Gerade  diese  Thatsache  muss  uns  lehren, 
dass,  wenn  M^^ilM  auch  Drache  bedeuten  kann,  es  hier  (in  der 
Inschrift  Nr.  Vm)  nichts  anderes  als  das  atalu  der  Assyrer  sein 
kann,  und  gemäss  der  Angabe  der  syrischen  Originallexico- 
graphen mit  „Sonnenfinsternisse  übersetzt  werden  muss. 

Und  nun  wollen  wir  die  weiteren  Umstände  der  hier  betrach- 
teten Sonnenfinstemiss  durch  astronomische  Rechnung  verfolgen. 

In  erster  Linie  dürfte  uns  jenes  Stück  der  Totalitätszone 
interessiren,  das  für  Semirjetschie  in  Betracht  kommt. 

Die  hiezu  nöthigen  Constanten  sind : 

log  p,  =  9  •  9458,  log  pn=9M72 
log  j=:  7-6404 
log  r=On  9825 
log  «  =  1-4211 

log  (7+tiO  =  9-5451,  log  (7— «0  =  9 '5601. 

25* 
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Auf  Grand  dieser  Werthe  erhalten  wir  zu  den  bezüglichen 
Werthen  yon  t  folgende  Punkte  der  stidlichen,  beziehungs- 
weise nördlichen  Grenzcurven  der  zwölfzölligen  Ver- 
finsterung. 

1.  Südliche  Grenzcnrve. 


y  =  -h37^79 

X=     72^5         X^^^rriö         X=     74*^55 
yrr-hSQ^'gi         y  =  -h40"56         y  =  +4m9 

2.  Nördliche  Grenzcurve. 


X=     73°30         1=     74*^52 
y:z:-h40*'81  ^==+41*^44 


Trägt  man  diese  Punkte  in  eine  Karte  ein  und  yerbindet  sie 
entsprechend,  so  erhält  man  das  geographischeBild  jenes  Flächen- 
streifens der  Erdoberfläche,  innerhalb  dessen  die  Finsternis» 
zwölfzöUig  erscheint. 

Ich  hielt  es  aber  zweckentsprechend,  auch  die  Grenzcurven 
der  elf-  und  zehnzölligen  Verfinsterung  (natürlich  aber  nur  die 
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nördlichen)  zu  bestimmen,  da  diese  noch  in  das  Gebiet  von 
Semi^etschie  fallen. 

Die  hieftor  nötbigen  Constanten  sind : 

1.  1  =  11. 

C'  =  38*'90,  £=83*20,  m'  =  00405, —8inifc=  1-4211, 

n 

log  /•=  7,5827,  log  sin  ^  =  9  •  6663,  log  cos  /  =  9  •  9474, 

log  «  =  9  •  9459,  log  al  =  7,0702,  log  ß  =  0  •  9825, 

log*  =  0-5820. 

2.  j=10. 

C'=z38'82,  Ä'=83"20,  «'  =  0-0871,  —sin*  =1-4211 

n 

log  f—  7,4853,  log  sin  /  =  9  -  6658,  log  cos  /  =  9  •  9470, 

log  «  =  9  •  9455,  log  o'  =  6,9728,  log  ß  =  0  •  9825, 

log*  =  0-5820. 

Die  entsprechenden  Currenpunkte  sind  daher: 
1.  Nördliche  Grenzcurre  der  elfzöUigen  Verfinsternng. 


A=     71»3ö        \—    72°62        X=     73°87         X=     75''15 
y=+42-98        ^  =  +43-62        y  =+44-23        y  =+44-83 


y  =  +45-38 


2,  Nördliche  Grenzcnrve  der  -^ehnzölligen  Ver- 
finsternng. 

/=— 10»  <=— 8°  <=— ü"  <=— 4» 

i^~^65^  'x^ee'Sö  X^^68^         i—     69»36 

5)=+43-39  y  =  4412         y  =  +44-83        y  =  +45-51 


£.  Mahler,  Eine  syrische  Grabinschrift. 

X=     70''62        X=     Tl-Ql         X=     73»22        X=     74»54 
y=+46-16        ^=+46-79        y  =  +47-40        y  =+47-98 

(=+&'  ««H-S"  <=+10'' 


X=     75»88        X=     77'19        ;i=     78'59 
y  =+48-51         y  =+4903        y  =  +49-53 
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Über  die  Fortpflanzung  ebener  Loftwellen  endlicher 
Schwingungsweite. 

Von  Dr.  0.  Tnmlln. 

(Slit  2  Holzschnitten.) 

(Ans  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag.) 

Die  ebenen  Luftwellen  endlicher  Schwingungsweite  unter- 
scheiden sich  von  denjenigen  unendlich  kleiner  Schwingungs- 
weite wesentlich  in  zwei  Punkten.  Während  bei  den  letzteren  — 
wir  wollen  von  der  Reibung  vollständig  absehen  —  sowohl  die 
Form  der  Dichtigkeitscurve  als  auch  die  Grösse  der  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit sich  immer  gleich  bleiben^  er&hrt  bei  den 
ersteren  die  Curve  der  Dichtigkeiten  in  Folge  der  verschiedenen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  einzelnen  Wellentheile  eine 
beständige  Änderung  ihrer  Form  (Stokes,  Mach)  und  nimmt  die 
Anfangs  sehr  grosse  Geschwindigkeit^  mit  welcher  die  Welle  in 
den  verschiedenen  Punkten^  die  sie  passirt,  eintrifft^  im  Verlaufe 
der  Bewegung  rasch  ab,  um  schliesslich  in  die  gewöhnliche 
Schallgeschwindigkeit  überzugehen  (Mach).  Die  Formänderung 
der  Dichtigkeitscurve  hat  ausserdem  noch  eine  höchst  merk- 
würdige Eigenthümlichkeit  dieser  Wellen  zur  Folge.  Da  nämlich 
die  grösseren  Dichtigkeiten  mit  einer  grösseren  Geschwindigkeit 
fortschreiten,  so  werden  sie  mit  der  Zeit  die  kleineren,  voran- 
gehenden Dichtigkeiten  einholen,  und  auf  diese  Weise  einen 
Dichtigkeitssprung  oder,  wie  Riemann  es  nennt,  einen  „Yer- 
dichtungsstoss''  erzeugen. 

Ob  solche  Yerdichtungsstösse  möglich  sind  und  ob  sie,  wenn 
sie  möglich  sind,  auch  ungestört  fortschreiten  können,  war  schon 
mehrmals  Gegenstand  eingehender  Betrachtung  gewesen,  ohne 
dass  es  gelangen  wäre,  die  Sache  endgiltig  zu  entscheiden. 
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Stokes  und  Earushaw  siud  der  Ansicht,  dass  sich  Verdich- 
tnngsstösse  in  der  Natur  nicht  ungestört  fortpflanzen  können, 
während  dies  Riemann  für  thatsächlich  möglich  hält  und  es 
auch  unternimmt,  die  Grösse  ihrer  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit zu  bestimmen.  Bei  dieser  Bestimmung  stellt  sich  Biemann 
allerdings  nicht  auf  den  Boden  der  Differentialgleichungen,  aus 
deren  Integral  (Integral  von  Poisson)  Stokes  das  Eintreten 
Ton  Yerdichtungsstössen  erschlossen  hat,  sondern  er  bedient  sich 
dabei  einer  eigenen  Betrachtung.  Die  Differentialgleichungen 
seien,  meint  er,  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet,  dass  Mole- 
culargeschwindigkeit  und  Dichtigkeit  stetige  Functionen  des 
Ortes  und  ihre  Derivirten  endliche  Grössen  sind,  und  müssen 
daher  beim  Eintreten  von  Yerdichtungsstössen  für  diese  zu  gelten 
aufhören. 

Hiezu  muss  nun  aber  Folgendes  bemerkt  werden.  Die 
Yerdichtungsstösse  sind  eine  Consequenz  dessen,  was  die  Diffe- 
rentialgleichungen aussagen.  Hören  diese  zu  gelten  auf,  dann  ver- 
schwinden auch  ihre  Consequenzen.  Aber  die  Gesetze,  deren 
mathematischer  Ausdruck  die  Differentialgleichungen  sind, können 
in  dem  betrachteten  Falle  nie  zu  gelten  aufhören,  denn  sie  sagen 
ja  nichts  anderes  aus,  als  dass  das  Product  aus  der  Masse  (einer 
zur  Wellenebene  parallelen  Massenschicht)  in  ihre  Beschleunigung 
der  Resnltirenden  der  wirkenden  Druckkräfte  gleich  und  die 
Masse  selbst  unveränderlich  ist.  Würde  es  gelingen,  dieDifferenzial- 
gleichnngen  zu  integriren  und  die  dabei  auftretenden  Functionen 
aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmen,  dann  wäre  das 
Problem  vollständig  gelöst.  Freilich  ist  das  gegenwärtig  nicht 
leicht  möglich;  es  bleibt  uns  vorderhand  nichts  Anderes  übrig, 
als  zu  versuchen,  ob  nicht  die  Yerbindung  der  in  den  Differential- 
gleichungen ausgesprochenen  Gesetze  mit  anderen  Principien, 
welche  in  dem  betrachteten  Fall  unbedingten  Anspruch  auf 
Giltigkeit  haben,  die  Sache  leichter  zum  Ziele  fUhrt. 

Ich  habe  vor  mehreren  Jahren  in  einer  kleinen  Arbeit  über 
diesen  Gegenstand  ^  das  Princip  der  Energie  herangezogen  und* 


•^  Über  die  Fortschreitung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwin- 
gungsweite. Naturw.  Jahrbuch  „Lotes".  Neue  Folge  L  Band,  Prag  1880. 
Wiedemann,  Beiblätter  der  Physik,  IV.  p.  861. 
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gezeigt,  dass,  wenn  in  einer  fortschreitenden  Luftwelle  endlicher 
SchwingangBweite  Molecnlargeschwindigkeit  und  Dichtigkeit  in 
allen  Theilen  der  Welle  durch  eine  bestimmte  Beziehung  an  ein- 
ander geknüpft  sind,  das  Auftreten  eines  Verdichtungsstosses 
eine  aus  dem  Princip  der  Energie  fliessende  Forderung  ungiltig 
macht  Aus  diesem  Widerspruch  habe  ich  geschlossen,  dass  an 
der  SteUe  des  Verdichtungsstosses  eine  Änderung  eintreten  muss^ 
welche  dessen  Auflösung  herbeiftlhrt.  Welche  Beziehungen  das 
sind,  die  eine  Änderung  erfahren  müssen,  konnte  ich  damals 
nicht  ermitteln. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  greife  ich  noch  einmal  auf  diese 
Frage  zurück.  Ich  gehe  gleich  von  vorneherein  vom  Princip  der 
Energie  aus  und  leite  zunächst  aus  diesem  Princip  und  dem 
Princip  der  Erhaltung  der  Masse  die  beiden  Diflferentialgleichun- 
gen,  nämlich  die  Bewegungsgleichung  und  die  Continuitäts- 
gleichnng  ab.  Wie  man  sieht,  liefert  also  das  Princip  der  Energie 
in  dem  betrachteten  Falle  keinen  neuen  Gedanken,  denn  die  aus 
ihm  hervorgehende  Differentialgleichung  ist  bloss  eine  Verbindung 
der  Bewegungsgleichung  und  der  Continuitätsgleichung  und  geht 
mit  Bücksicht  auf  die  letztere  in  die  erstere  unmittelbar  über. 
Aber  das  Princip  der  Energie  kleidet  die  erwähnten  Gesetze  in 
eine  neue  Form,  und  darin  liegt  der  Vortheil.  Mittels  der  Diffe- 
rentialgleichungen entwickle  ich  noch  einmal  jene  oben  erwähnte 
Beziehung,  welche  beim  Auftreten  von  Verdichtungsstössen  zu 
gelten  aufhört  und  wende  dann  das  Princip  der  Energie  unmittel- 
bar  auf  jenen  Wellentheil  an,  in  dem  der  Verdichtungsstoss  ent- 
steht. Die  letztere  Operation  ergibt  nun,  dass  das  Auftreten 
der  Unstetigkeit  eine  Änderung  in  der  Beziehung 
zwischen  der  Molecnlargeschwindigkeit  und  der 
Dichtigkeit  zu   Folge  hat. 

Wir  erinnern  uns  da  unwillkürlich  an  jenes  bekannte 
Problem,  welches  Euler  schon  vor  hundert  Jahren  gestellt  hat, 
nämlich  an  die  Frage,  warum  eine  Welle  (unendlich  kleiner 
Schwingungsweite),  welche  das  Erregungsgebiet  bereits  verlassen 
hat,  nicht  zn  jeder  Zeit,  wenn  wir  sie  von  neuem  als  Erregungs- 
gebiet betrachten,  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  aus- 
einandergehende Wellen  erzeugen  kann.  Die  Theorie  hat  diese 
Frage  längst  dahin  beantwortet,  dass  nur  eine  Welle,  und  zwar 
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die  fortschreitende,  hervorgehen  kann,  weil  die  Moleeular- 
geschwindigkeit  und  die  Dichtigkeit  für  die  ganze  Welle  in  einer 
bestimmten  Beziehung  zu  einander  stehen.  Sollte  diese  Beziehung 
in  irgend  einem  Augenblick  zu  gelten  aufhören,  dann  werden 
auch  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortschreitende 
Wellen  hervorgehen. 

In  dem  Fall,  den  wir  betrachten,  besteht  bis  zum  Eintreten 
der  ünstetigkeit  zwischen  der  Moleculargeschwindigkeit  und  der 
Dichtigkeit  ttberall  dieselbe  Beziehung.  Das  Auftreten  der  Ün- 
stetigkeit, des  Verdichtungsstosses,  ändert  an  der  Stelle,  wo  er 
auftritt,  diese  Beziehung  und  gibt  daselbst  der  Welle,  wie  die 
Differentialgleichungen  zeigen,  jene  charakteristische  Eigenschaft, 
welche  einem  Erregungsgebiet  zukommt,  aus  dem  zwei  Wellen 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  hervorgehen,  mit  anderen 
Worten,  die  ünstetigkeitsstelle  wird  zum  Ausgangspunkt  einer 
nach  rückwärts  laufenden  Wellenbewegung,  die  so  lange  statt- 
findet, als  die  ünstetigkeit  besteht.  Durch  diese  rückwärts- 
laufende Wellenbewegung  wird  zugleich  der  Verdichtnngsstoss 
aufgelöst. 

Was  nun  die  zweite  Eigenschaft  der  Luftwellen  endlicher 
Schwingungsweite  anbelangt,  nämlich  die  Abnahme  der  Foii;- 
pflanzungsgeschwindigkeit  mit  der  Entfernung  von  der  Schall- 
quelle, so  habe  ich  in  der  erwähnten  Schrift  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welle,  die 
mit  der  Grösse  der  Moleculargeschwindigkeit  und  der  Grösse 
der  Dichtigkeit  steigt  und  sinkt,  deshalb  kleiner  wird,  weil  die 
grösseren  Dichtigkeiten  sich  zufolge  ihrer  grösseren  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit von  den  kleineren  nachfolgenden  Dichtig- 
keiten immer  mehr  entfernen  und  dadurch  die  Wellenbewegung, 
deren  Gesammtenergie  stets  dieselbe  bleiben  muss,  auf  immer 
grössere  Massen  übertragen  und  geschwächt  wird.  Dieser  Grund 
ist,  wie  ich  jetzt  erkenne,  nicht  ganz  ausreichend.  Es  ist  richtig, 
dass  die  ausserordentlich  grosse  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  die  Wellen,  die  Prof.  Mach  untersucht  hat,  zu  Anfang  ihrer 
Bewegung  fortgepflanzt  haben,  nur  auf  Rechnung  der  grössten 
Dichtigkeiten  fallen  kann;  und  dass  diese  den  kleineren  Dich- 
tigkeiten vorauseilen,  dabei  den  Anfang  der  Welle  überschreiten 
und  so  die  Welle  verlängern,  ist  ohne  weiters  klar.  Aber  die 
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Verläng€rang  an  sich  braucht  noch  kein  Grand  znr  Schwächung 
zu  sein.  Denn  in  einer  Welle,  in  welcher  Moleculargeschwindigkeit 
nnd  Dichtigkeit  durch  eine  bestimmte  Beziehung  aneinander  ge- 
knttpft  sind,  wird  der  Abstand  zwischen  den  grössten  Dichtig- 
keiten nnd  den  nachfolgenden  kleineren  Dichtigkeiten  auch 
immer  grösser,  ohne  dass  die  Energie,  so  lange  keinVerdichtungs- 
stoss  eintritt,  kleiner  wird.  Die  Schwächung  tritt  erst  dadurch 
auf,  dass  Yerdichtungsstösse  rUckwärtsIaufende  Wellen  erzeugen. 
Wir  sehen  also,  dass  die  mit  der  Verlängerung  der  Welle  zu- 
sammenhängende Schwächung  und  die  dadurch  hervorgerufene 
Verminderung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welle  als 
Ganzes  nur  in  der  Weise  zu  Stande  kommt,  dass  sich  bei  dieser 
Verlängerung  fortwährend  Verdichtungsstösse  bilden,  welche 
rückwärtslaufende  Wellen  erzeugen. 

Dies  ist  der  Hauptgrund.  Verstärkt  wird  derselbe  noch 
durch  die  bei  grossen  Moleculargeschwindigkeiten  nicht  unbe- 
deutende innere  Beibung  und  durch  die  Strahlung,  welche  nach 
Stefan  der  vierten  Potenz  der  absoluten  Temperatur  proportional 
ist  und  nur  bei  unendlich  kleinen  Verdichtungen,  also  bei  unend- 
lich kleinen  Änderungen  der  absoluten  Temperatur  keine  Bolle 
spielt. 


Da  die  Luftwellen  solche  Zustandsänderungen  sind,  dass 
von  einer  merklichen  Wärmeleitung  nicht  die  Rede  sein  kann, 
60  können  wir  immer  die  Annahme  machen,  dass  dieselben  längs 
adiabatischer  Curvcn  vor  sich  gehen.  Wir  stellen  uns  vor,  dass 
die  ebenen  Wellen  in  einer  geraden,  cylindrischen  Bohre  vom 
Querschnitt  Eins,  deren  Achse  die  or-Achse  ist,  fortschreiten  und 
betrachten  zu  einer  Zeit  t  jenen  Wellentheil,  welcher  zwischen 
den  Abscissen  x  und  x  +  dx  liegt.  Aus  der  Annahme,  dass 
zwischen  diesem  Wellentheil  und  den  benachbarten  Wellentheilen 
kein  Wärmeanstausch  stattfindet,  wird  der  Zuwachs  der  Energie  ü 
dieses  Wellentheiles  in  der  Zeit  dt  gleich  der  von  aussen  zuge- 
fthrten  Arbeit  dS  oder 

du  =  dS  1) 

sein. 
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Die  Grösse  ü  ist  gleich  der  Summe  ans  der  actaellen  Ener- 
gie (lebendige  Kraft)  und  der  potentiellen  Energie.  Den  Ausdruck 
für  die  letztere  hat  man  bekanntlich  aus  dem  Princip  der  Energie 
auf  Grund  der  sogenannten  Gesetze  der  Gase  *  abgeleitet,  aller- 
dings unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Zustand  eines  Gases, 
mithin  auch  die  potentielle  Energie  desselben  eine  Function  von 
bloss  zwei  Argumenten  (Volumen  und  Spannung  oder  Volumen 
und  Temperatur)  ist,  eine  Voraussetzung,  deren  Richtigkeit  wir, 
strenge  genommen,  nur  für  Gleichgewichtszustände  oder  von 
diesen  unendlich  wenig  verschiedene  Zustände  behaupten  kOnnen. 
Wir  wollen  nun  aber  im  Folgenden  die  Annahme  machen,  dass 
bezüglich  der  materiellen  Theilchen  eines  Gases  nicht  ähnliche 
Verhältnisse  bestehen  wie  bezüglich  der  elektrischen  Theilchen, 
deren  Wechselwirkung  wesentlich  durch  die  relative  Bewegung 
beeinflusst  wird,  mit  anderen  Worten,  wir  wollen  annehmen,  dass 
die  potentielle  Energie  der  Gase  ftlr  den  Fall  einer  starken  rela- 
tiven Bewegung  der  Theilchen  ganz  denselben  Ausdruck  besitzt 
wie  für  den  Fall  der  relativen  Ruhe. 

Der  Absoisse  x  mögen  die  Dichtigkeit  />,  die  Molecular- 
geschwindigkeit  u,  der  Druck  p  und  die  absolute  Temperatur  T 
entsprechen.  Alsdann  ist 


und 


U=  -^  ii^pdx  4-  C^Tpdx  H-  const 


dS  =  pudt—  (pu  +i^  dx)dt, 
ox 


wo  Cr  die  specifische  Wärme  für  constantes  Volumen  bedeutet. 


1  1)  Das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz;  2)  das  Gay-LuBsac'schey 
bezw.  Joule-Regnaulfsche  Ergebuiss,  dass  ein  Gas,  wenn  es  sich  aasdehnt, 
ohne  Arbeit  zu  leisten,  seine  Temperatur  nicht  ändert,  und  3)  das 
Kegnault'sche  Gesetz,  dass  die  specifische  Wärme  für  constantes  Volnmen 
bei  den  Gasen  constant  ist.  (Vergl.  u.  a.  C.  N  e  n  m  a  n  n,  Mechan.  Wärmetheorie, 
pag.  25.) 

Bei  dem  unter  2)  erwähnten  Versuche  waren  zweiGefässe  diurch  einen 
cylindrischen  Canal  verbunden;  das  eine  GefÜss  enthielt  Luft  von  sehr 
hohem  Druck,  das  andere  war  luftleer.  Stellte  der  Hahn  die  Verbindung 
her,  dann  stürzte  die  Luft  aus  dem  ersten  GefSss  in  das  zweite  und  erzeugte 
dadurch  im  Canal  ebene  Luftwellen  endlicher  Schwingungsweite. 
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Da  die  Masse  pda^  UDgeändert  bleibt^  so  nimmt  die  Gleichung  1) 
die  Gestalt 

p{udu  +  C^T)  =—  ^^p^dt  2) 

an. 

Wir  haben  angenommen,  dass  die  Zustandsändernngen 
längs  adiabatischer  Curven  erfolgen;  es  besteht  somit  zwischen 
dem  Druck  und  der  Dichtigkeit  das  Poisson'sche  Gesetz  oder 

Cp 

Ct, 
p  =  Ap    =Ap\ 

wobei  A  eine  Constante,  Cp  die  specifische  Wärme  für  constanten 
Druck  ond  k  das  Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen 
bezeichnen  y  und  dem  entsprechend  fUr  die  absolute  Temperatur 
die  Beziehung 

Cp — Cr 

T=      ^      p~^. 

Cp — c„ 

Werden  diese  beiden  Werthe  in  2)  substituirt,  dann  erhalten 
wir  die  Gleichung 

welche,  mit  der  Continuitätsgleichung  als  dem  Ausdruck  des 
Prineips  von  der  Erhaltung  der  Masse 

dp      8tt     . 
Terbunden,  die  Schlussgleichungen 

liefert. 
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2. 

Riemann  traDsformirt   die    letzten    Gleichungen  in  der 
Weise^^  dass  er  zunächst  beide  Gleichungen  durch  p    dividirt 

und  die  Gleichung  5),  mit  ±\/kAp  ^    multiplicirt^  zu  4)  hinzu- 
addirt 

— /8„  *=i8jogp\ 

^\/kAP  "  [^±\/kAP  '      ix   j=0. 

Setzt  man  hierin: 

-^-j-p       +«  =  2r  6) 

and 

^p*^'-.=2.,  7) 

SO  zerf&Ilt  die  Gleichung,  je  nachdem  man  ±  wählt,  in 

-=-(«+ ^i^p     )^  8) 

und 


woraus  unmittelbar 


dr  =  ^\d^-{»  +  \yU  P~)dt\  10) 

ds=^£\ds-[u-^Up''')dt\  11) 


und 

*-i, 


hervorgeht. 


1  Riemann'8  Gleichungen  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen 
4)  und  5)  dadurch,  dass  er  die  Beziehung  zwischen  dem  Druck  und  der 
Dichtigkeit  durch  eine  allgemeine  Function  f{p)  ausdrückt. 
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Die  Erläuterung  dieser  Gleichungen  gibt  Riemann^  folgen- 
dermassen:  y,r  bleibt  constant,  wenn  x  sich  mit  t  so  ändert^  dass 

/£r=z  (w  -+-  s/kAP  ^  }*  i^*  ™d  es  bleibt  s  constant,  wenn  x 

sich  mit  t  so  ändert,  dass  dx=:  [  u —  \/kÄ  p  ^  )dt  ist." 
„Ein  bestimmter  Werth  von  r  oder  von 

2\/kÄ  ^ 

rückt  daher  zu  grösseren  Werthen  von  x  mit  der  Geschwindigkeit 
\/kA  p  ^  -*-^  fort,  ein  bestimmter  Werth  von  s  oder  von 

zu  kleineren  Werthen  vonormit  der  Geschwindigkeit  v/O  P  ^  — "• 
„Ein  bestimmter  Werth  von  r  wird  also  nach  und  nach  mit 
jedem  vor  ihm  stattfindenden  Werth  von  s  zusammentreffen, 
und  die  Geschwindigkeit  seines  Fortrttckens  wird  in  jedem 
Augenblick  von  dem  Werth  von  a  abhängen,  mit  welchem  er  zu- 
sammentrifft." 

Wir  wollen  nun  Folgendes  annehmen.  Zur  Zeit  /=0  möge 
zwischen  den  Abscissen  a7=a  und  x=zb  eine  Gleichgewichts- 
stöning  eingetreten  sein,  wodurch  die  in  diesem  Gebiet  liegenden 
Schichten  eine  starke  Verdichtung  oder  Verdünnung  und  zugleich 
eine  grosse  Geschwindigkeit  erhalten  haben. 

Ausserhalb  des  Gebietes  sollen  die  Dichtigkeit  und  die 
Moleculargesch windigkeit  für  die  kleineren  x  die  Werthe  p^  «i, 
fttrdiegrösserenor  dieWerthe  p^  ti^  besitzen,  und  dementsprechend 
sollen  r  und  s  mit  r^  «j,  bezw.  r^  «^  bezeichnet  werden.  Alsdann 
können  wir  uns  die  Werthe  r  und  s,  welche  in  dem  Erregungs- 
gebiet Fanetionen  von  x  und  ausserhalb  desselben  constant  sind, 
durch  die  beistehenden  Curven  dargestellt  denken.  Nach  dem 
Obigen  sind  es  die  Ordinaten,  welche  in  unveränderter  Grösse 


1  Zur  näheren  Orientirung  verweise  ich  auf  die  unmittelbar  vorher- 
gehende Bemerkung  unter  dem  Strich. 
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Dach  rechts  und  links  fortschreiten;  die  beiden  Curven  treten  ans- 
einander^  ändern  aber  dabei  znfolge  des  Umstandes,  dass  die 
Ordinaten  nicht  nnr  untereinander  eine  yerschiedene,  sondern 
auch  mit  der  Zeit  variable  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  haben, 
fortwährend  ihre  Gestalt. 

In  dem  Moment,  wo  ein  Werth  r  das  Gebiet  der  constanten* 
betritt,  bleiben  fllr  dieses  r  die  Grössen  p  nnd  u  und  mithin  auch 

Pig.l. 


r-r, 

X 

\ 

/ 

V  ... 

«•f 

S'Sg 

X 

'O, 

X 

'h 

die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  constant.  Ganz  dasselbe  gilt 
fttr  jenen  Werth  s,  welcher  in  das  Gebiet  r=:const  eintritt.  Weil 
aber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  einzelnen  Werthe  r 
eine  Function  dieser  Werthe  ist,  so  wird  nichtsdestoweniger  auch 
in  diesem  Fall  die  Form  der  Dichtigkeitscurve  eine  beständige 
Änderung  erfahren.  Zwischen  den  beiden  fortschreitenden  Wellen 
stellt  sich  ein  Zustand  her,  in  dem  überall  r=ir^  und  s:=9^  ist, 
in  dem  also  Dichtigkeit  und  Strömungsgeschwindigkeit  constant 
sind. 

Sind  für  die  nach  rechts  fortschreitenden  Werthe  r  die  damit 
zusammenfallenden  Werthe  8  durchwegs  constant,  dann  gibt  die 
Gleichung  7)  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  der  Dichtig- 
keit p  und  der  Moleculargeschwindigkeit  u.  Und  ganz  dasselbe 
gilt  nach  Gleichung  6)  für  die  nach  links  abgehenden  Werthe  «, 
wenn  sie  alle  das  Gebiet  der  constanten  r  betreten  haben. 

Wäre  zur  Zeit  t  =.0  die  Molekulargeschwindigkeit  ttberall 
gleich  Null,  also  r^=8^,  r^=^8^  und  r=«,  dann  würden  die  beiden 
gezeichneten  Curven  congruent  sein  und  zusammenfallen.  Es 
würden  dann  die  Werthe  r  und  8  im  ersten  Moment  mit  der 
gleichen   Geschwindigkeit    auseinandertreten,    und  würde  die 
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Dichtigkeit,  welche  einem  bestimmten  r  zukommt,  zufolge  der 
Beziehung 

2\/kÄ   ^     ^ 
^j^-^p      =2r-u 

mit  der  Zeit  in  dem  Masse  kleiner  werden,  als  die  Geschwindig- 
keit ti  wächst,  und  zwar  so  lange,  bis  das  Gebiet  der  constanten  s 
erreicht  ist.  Ähnliches  gilt  ftlr  die  nach  links  abgehenden  «. 

Wäre  zur  Zeit  f =0  die  Dichtigkeit  überall  gleich  p^  und 
die  Molekulargeschwindigkeit  in  dem  Gebiete  a^or^ft  von 
endlicher  Grösse,  ausserhalb  aber  gleich  Null,  dann  wäre 
rjZ=:«j=:r,=«g.  Die  beiden  Curven  bilden  jetzt  in  allen  Punkten 

Fig.  2. 


ausserhalb  des  Erregungsgebietes  ein  und  dieselbe  Gerade  und 
sind  in  dem  Erregungsgebiet  zu  dieser  Geraden  symmetrisch.  Es 
könnte  in  diesem  Fall  vorkommen,  dass,  wenn  zur  Zeit  /=0 

u  grösser  als  v/a3  Po  ^  ist,  zu  Beginn  der  Bewegung  die  beiden 
Werther  und  9  nicht  nach  entgegengesetzten  Richtungen,  sondern 
nach  derselben  Seite  fortschreiten. 

Die  Transformation  der  Differentialgleichungen,  welche 
Biemann  vornimmt,  fuhrt  auf  eine  sehr  einfache  Weise  zum 
Kesultat  Bei  der  Behandlung  solcher  theoretischen  Fragen  ist  es 
im  AUgemeinen  von  Wichtigkeit,  dass  man  bei  der  Wahl  von 
Transformationen  auf  die  Ergebnisse  verwandter  Probleme  oder 
aber  auf  die  Resultate  der  Erfahrung  auf  diesem  Gebiet  Rück- 
sicht nimmt  Treten  aus  einem  Erregungsgebiet  der  beschriebenen 
Art  zwei  Schallwellen  unendlich  kleiner  Schwingungsweite  her- 
aus, dann  schreiten  dieselben  mit  constanter  Geschwindigkeit 
fort  und  besteht  für  beide  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen 
der    Oscillations-Geschwindigkeit    und   der  Dichtigkeit.     Die 

Sitsb.  d.  xiuthem.-na«arw.  Ol.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  26 
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Benützung  der  ersten  Eigenschaft  bringt  die  Differentialgleichung 

in  der  f  das  Geschwindigkeitspotential  und  a  eine   Constante 
bedeuten,  mittelst  der  Transformation  * 

sofort  auf  die  höchst  einfache  Form 

In  dem  vorliegenden  Falle  würde  die  Benützung  dieser 
Eigenschaft  die  Differentialgleichungen  nicht  vereinfachen,  in 
Riemann's  Transformation  aber  kommt  die  zweite  Eigenschaft 
zur  Geltung. 

3. 

Die  verschiedenen  Werthe  r  haben  eine  verschiedene  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeitund  ebenso  die  verschiedenen  Weither. 
Haben  die  beiden  Wellen  sich  getrennt,  dann  wird,  wie  schon 
erwähnt,  in  beiden  zwischen  der  Moleculargeschwindigkeit  und 
der  Dichtigkeit  eine  bestimmte  Beziehung  bestehen  und  desshalb 
einem  bestimmten  Werther  auch  ein  bestimmter Werth  vonp  und 
ebenso  ein  bestimmter  Werth  von  u  zugehören.  Wir  können  dies 
in  der  Weise  ausdrücken,  dass  wir  schreiben 

p=fir)  oder  r=g{p). 

Wird  die  letztere  Gleichung  mit  der  Gleichung  8)  verbanden, 
dann  geht  aus  ihr  die  Beziehung 

und  eine  ähnliche  Beziehung  für  die  Geschwindigkeit  u  hervor. 
Und  femer  können  wir  jetzt  auch  an  Stelle  des  Eingangs  ausg^e- 
sprochenen  Satzes  sagen,  dass  es  die  verschiedenen  Dichtigkeiten 


1  Kirchhoff,  Mechanik  23.  Vorl.  §.  2. 
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(Molecolargeschwindigkeiten)  sind,  welche  mit  verschiedener 
Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Dieser  letztere  Umstand  ftthrt  nun  nothwendigerweise  zu 
der  Consequenz,  dass  einmal  an  einer  Stelle  die  grösseren 
Dichtigkeiten  die  kleineren  voranschreitenden  vollständig  ein- 
holen nnd  dadurch  in  der  Dichtigkeitscurve  eine  Unstetigkeit 
erzeugen.  Selbstverständlich  wird  dies  zuerst  dort  eintreten,  wo 
die  relative  Geschwindigkeit  gegen  die  benachbarten  Wellen- 
theile  am  grössten  ist. 

Um  diesen  Fall  näher  zu  untersuchen,  wollen  vnr  die  ver- 
einfachende Annahme  machen,  dass  zur  Zeit  ^=:0  ausserhalb  des 
Erregnngsgebietes  die  Strömungsgeschwindigkeit  ttberall  den 
Werth  Null  und  die  Dichtigkeit  überall  denWerth  po  gehabt  hat. 
Alsdann  ist  r^-=:8^=:r^=s^. 

Der  erßte  Anfang  und  das  letzte  Ende  der  Welle  haben 
nahezu  dieselbe  Beschaffenheit  wie  das  Medium  ausserhalb  des 
Erregnngsgebietes  zur  Zeit^=0,  d.  h.  ihre  Dichtigkeit  ist  nahezu 
gleieh  p^  und  ihre  Moleculargeschwindigkeit  nahezu  Null. 
Da  beide  mit  der  gewöhnlichen  Schallgeschwindigkeit  fort- 
schreiten, so  können  wir  ihre  Abscissen  zur  Zeit  t  mit  tn-^at  und 
n-hai  bezeichnen,  wo  m  und  n  zwei  Constanten  und  a  die  Schall- 
geschwindigkeit bedeuten. 

Wir  gehen  aus  von  der  totalen  Energie  der  fortschreitenden 
Welle,  für  welche  sich  mit  Rücksicht  auf  den  für  ü  aufgestellten 
Ausdruck  die  Gleichung  ergibt 

( ^tPU^+C^pT-h-  constyj?.  13) 

Diese  Grösse  darf  keine  Änderung  erfahren,  denn  wir  haben 
ja  von  vorneherein  jeden  Wärmeverlust  und  jeden  Wärmegewinn, 
femer  jede  Reibung  und  die  Wirkung  äusserer  Kräfte  vollständig 
ausgeschlossen ;  oder  in  Zeichen 

n-^-at 
SSÜ"  /  1  \«+a'  r  8  /  1  \ 


m-\-at 


Weil  nun  für  x — m-hai  und  x=^n-hat  die  Grösse  pT  den 
gleichen  Werth  hat  und  ti=:0  ist,  so  verschwindet  der  erste Theil. 

26* 
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Im  zweiten  Theil  haben  wir  T  und  nach  der  Voraussetzung  auch 
%i  als  Function  von  p  zu  betrachten  und  können  daher,  wenn  wir 
den  in  der  Klammer  stehenden  Ausdruck  mit  F  (p)  bezeichnen, 
schreiben 


n-i-at 

dt 


«t-f-Of 

oder  mit  Hilfe  von  12) 


n-f-at 


82t7  riF(j>)f   ^     ._^\8p. 


Setzen  wir  noch 


'-^{-^^np')=m 


8p 

und  bedenken  wir,  dass  die  Grösse  p  ftlr  ein  bestimmtes  t  bloss 

8p 
eine  Function  von  ar,  mithin  -^xzudp    ist,    so  wird  die  letzte 

ex 

Gleichung  zu 


oder 

82t7 


<Kp)rfp+ j  ^{p)d?  =0.  15) 


it 

Po  P«a« 

Diese  Gleichung  enthält  eine  sehr  wichtige  Bedingung.  Die- 
selbe ist,  wie  man  sieht,  immer  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  die 
Function  ^/(p)  in  allen  Theilen  der  Welle  endlich,  stetig  und 
eindeutig  ist. 

Was  wird  nun  aber  aus  dieser  Beziehung,  wenn  in  der 
Vorderseite  der  Welle  ein  Verdichtungsstoss  entsteht,  so  dass  die 
Curve  der  Dichtigkeiten  zwischen  den  Dichtigkeiten  pg  und  p^^ — 
die  Abscisse  heisse  f  —  senkrecht  zur  Abscissenachse  verläuft? 
Wir  zerlegen  zunächst  den  Ausdruck  in  13)  in  mehrere  Glieder. 
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Da  die  Dichtigkeiten  p^  und  p^  in  der  Rückseite  der  Welle  eben- 
falls vertreten  sind  nnd  dort  zur  Zeit  t  die  Abscissen  g  und  h 
haben,  so  wählen  wir  fttr  die  Theilintegrale  die  Grenzen:  m-hat 
nnd  g,  g  und  A,  h  und  f_o,  C+o  und  n-hat 

Bei  der  Differentiation  nach  t  verschwindet  nun  das  Integral 
mitden  Grenzend  und ?_o  für  sich  und  heben  sich  femer  das  erste 
nnd  letzte  Integral  auf,  weil  fUr  diese  Integrale  die  Beziehung 
12)  fortbesteht.  Übrig  bleibt  nur  das  zweite  Integral,  mit  dem  wir 
somit  die  Geichnng 

-^  =  gj    {^^pu^'hC^pT'hconstjda: 

9 

oder  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  die  Grenze  g  und  h  in  der 
Zeit  dt  die  Änderungen 


d9  =  \^9'^\/kAp9^  jdt 


dt 


erfahren, 

82(7 


|Vf7  r/1  X    /  k-1      x=h 

— J  ^  (2  f  ^*  +  ^«P^+  con8t.j(w+ y^jfc^-p~jrfp 


«^^ 


oder  durch  partielle  Integration 


vstü    r  */i  \  3  /  "~\ 

erbalten. 

Tritt  in  der  fortschreitenden  Welle  zu  irgend  einer  Zeit  ein 

3Sf7 
Verdichtungsstoss  ein,  dann  ist  die  Grösse  -rfi  weil  ph>pg  ist, 

nicht  gleich  Null,  sondern  positiv. 
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4. 

Dieser  Widerspruch  der  Rechnung  mit  dem  Princip  der 
Energie  kann  offenbar  nur  darin  liegen,  dass  eine  der  gemachten 
Voraussetzungen  nicht  zutrifft. 

In  der  Gleichung  13)  haben  wir  die  gesammte  Energie  der 
Welle  zum  Ausdruck  gebracht,  vielleicht  gelingt  es  uns,  den 
Widerspruch  zu  erklären,  wenn  wir  das  Princip  der  Energie 
nur  auf  einen  Wellentheil  und  zwar  auf  jene  Massenschichten 
anwenden^  welche  zu  beiden  Seifen  der  Unstetigkeitsstelle 
liegen  und  durch  die  Abscissen  ?  und  f — w,  bezw.  durch  f  und 
4+0)'  begrenzt  sind.  Es  ist  dies,  wie  man  sieht^  dieselbe  Anwen- 
dung wie  im  Artikel  1,  wo  es  sich  darum  gehandelt  hat,  die 
Differentialgleichungen  zu  entwickeln. 

Werden  alle  Grössen,  welche  sich  auf  die  linke  Schichte 
beziehen,  mit  dem  Index  — 0,  alle  Grössen  dagegen,  welche  sich 
auf  die  rechte  Schichte  beziehen,  mit  dem  Index+0  versehen, 
dann  ergibt  sich  zunächst  bezüglich  der  Druckkräfte,  dass  an 

der  Stelle  |  —  w  die  äussere  Druckkraft  p    —   -^^  w  im  Sinne 

der  daselbstherrschendenMoleculargeschwindigkeitti.^ ^  w, 

und  an  der  Stelle  ?-+-co'  die  äussere  Druckkraft  /?+,+  ~^^^'  ^° 

einem  der  dortigen  Molekulargeschwindigkeit  «4.^-4- -^-^'w'  ent- 

gegengesetzten  Sinne  wirkt.  Der  Energiezuwachs  in  der  Zeit  dt 
erhält  demgemäss  folgenden  Ausdruck: 

=[(fO-.-(P«)-..-%^"-^'-']*.        16) 

In  dieser  Gleichung,  welche  nothwendig  erfüllt  sein  muss, 

ist  zugleich,  wie  wir  sehen,  die  nothwendige  und  hinreichende 

32f7 
Bedingung  dafür  ausgedrückt,  dass  -5—  =  0  ist.   Denn    der 

Energiezuwachs  jenes  Wellentheiles,  der  in  der  Hinterseite  der 
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Welle  zwischen  p*  und  p^,  also  jenen  Dichtigkeiten  liegt,  welche 

p-., ^^  o)  und  -4-  p+,  -J^  öl/  gleich  sind,  ist  durch  die 

Arbeit* 

bestimmt. 

Zur  Lösung  des  erwähnten  Widerspruches  wollen  wir 
DOch  zwei  andere  Grieichungen  heranziehen. 

Die  Masse  /9_oOj  ist  constant,  ebenso  die  Masse  p+o^';  daraus 
folgt 

wrfp_^-f  p^^rfw  =ß  oder  a)rflogp_^-4-rfcü  =0 
und 

oy'dp^^-hp-^jit^'  =0    jj    w'rflogp+,+rfw'=:0 

oder,  wenn  wir  addiren, 

üjrflogp-^+w'rflogp+^+d(w4-wO  =0. 

Da  nun  die  Orösse  «f(cj+ojQ  nichts  Anderes  als  die  Zu- 
nahme des  Ton  den  beiden  Massen  erfüllten  Baumes,  d.  i.  mit 
Rücksicht  auf  die  in  ^—o}  und  ^+co  herrschende  Moleoular- 
gesehwindigkeiten 

ist,  so  erhalten  wir  als  zweite  Bedingungsgleichung 
wrflogp_,+a)'rflogp+.  +  ^ti-.^+ti+^+  -^  w+  -^  w'^  dt.      17) 

Als  dritte  Bedingung  soll  eine  Bewegungsgleichuug  einge- 
flihrt  werden.  Auf  die  Masse  p^oy  wirkt  links  ein  äusserer  Druck 

1  SeibstyerstHndlich  ist 
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p_„ ^  w  und  zwar  im  Sinne  der  Bewegung,  rechts  dagegen 

ein  äusserer  Druck  von  der  Grösse  p^^  im  entgegengesetzten 
Sinn;  mithin 

Wird  in  diesen  drei  Gleichungen  überall  p^^  ==  p_^, 
ii+j,  =  11-,,  p^^  =  f -^  ci)=i:a)'  gesetzt,  dann  fallen  sie  mit  den 
Gleichungen  2),  5)  und  4)  vollständig  zusammen.  Anders  aber  in 
dem  folgenden  Fall. 

Wir  wollen  dieselbe  Voraussetzung  wie  oben  machen, 
nämlich  dass  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  zu  beiden  Seiten 
des  Dichtigkeitssprunges  in  derselben  Beziehung  zu  einander 
stehen  wie  in  dem  ttbrigen  Theil  der  Welle  oder  dass 

2\/kA   ^      ^  2\/kA   ^      o         io\ 

und  8  eine  ftir  die  ganze  Welle  constante  Grösse  ist.  Verwenden 
wir  nun  in  den  drei  Gleichungen  16),  17)  und  18)  fttr  den  Druck  p, 
die  absolute  Temperatur  T  und  die  Moleculargeschwindigkeiten 
u^^  und  u.^  die  im  Artikel  1  aufgestellten  Beziehungen,  respecÜTC 
die  Gleichungen  19),  dann  können  wir  aus  ihnen  die  zwei  Grössen 

dt  dt 

eliminiren  und  erhalten,  wenn  wir  noch  zur  Abkürzung  die  un- 
endlich kleinen  Grössen 

da:  dx 

8u_„         3m+^    ,       ,, 
-;r-^  w +-^  w' =  e" 
ix  8ar 
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setzen,  die  Gleichung 

(p_-;,+  _^(«..+  ^p_.-) 

+\/*jp+,"^(«+.+  y  4?+.  *  )(p+.(«-.-«+.) 


\/*^P_ 


2  / 


Diese  Gleichung  wird  zwar  für  p^^  =  /?_^,  p^.^  =  p_^ 
K-f.,  =  M-,  eine  identische  Gleichung,  nehmen  wir  aber  an, 
dass  diese  Grössen  endlich  yerschiedene  Grössen  sind,  dann 
fallen  die  unendlich  kleinen  Grössen  £,  welche  zu  den  endlichen 
Grössen  addirt  erscheinen,  heraus,  und  wir  erhalten  eine 
bestimmte  Beziehung  zwischen  den  Dichtigkeiten  p^ 
und  p_^,   welche  im  Allgemeinen  nicht  erfüllt  ist. 

Die  drei  Gleichungen  17),  18)  und  19)  mUssen  auf  jeden 
Fall  gelten;  der  Umstand  nun,  dass  die  Gleichung  20)  im  Allge- 
meinen ungiltig  ist,  ist  ein  Beweis  dafUr,  dass  die  Beziehun- 
gen 19)  in  dem  Fall,  wo  eine  Unstetigkeit  in  der 
Dichtigkeitscurve  entsteht,  mit  den  erwähnten  drei 
Gleiehungen  nicht  mehr  verträglich,  somit  ungiltig 
werden.  In  den  Beziehungen  19)  ist  die  Grösse  s  als  eine  fUr 
die  ganze  Welle  constante  und  constant  bleibende  Grösse  ange- 
sehen worden;  diese  Grösse  wird  also  durch  den  Ver- 
diehtnngsstoss  entweder  in  beiden  Beziehungen  oder 
wenigstens  in  einer  derselben  geändert.  Das  ist  denn 

32/7 
auch  der  Grund,  wesshalb  früher  der  Ausdruck  für  -^--    beim 

Eintreten  eines  Verdichtungsstosses  einen  von  Null  verschiede- 
nen Wert  erhielt,  denn  wir  haben  bei  der  Bildung  dieses  Aus- 
druckes die  Gleichung  12),  welche  aus  der  in  den  Gleichun- 
gen 19)  ausgesprochenen  Beziehung  unmittelbar  hervorgeht, 
^  für  die  ganze  Welle  ausnahmslos  giltig  angesehen  und 
benutzt. 
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5. 

Wir  wollen  wieder  zu  den   allgemeinen  Bewegnngsglei- 
chnngen 

dr  =  ^  {dx^{u^\/kÄp^-^)di\ 
rf«  =  ^  {dx—{us/kÄp^-^)d^ 

znrtickkehren  und  dabei  die  Voranssetzong  machen,  dass  für  alle 
Theile  der  Welle  Geschwindigkeit  nnd  Dichtigkeit  durch  eine 
bestimmte  Beziehung  aueinander  gebunden  sind,  dass  z.  B.  die 
in  der  Richtung  der  positiven  x  fortschreitende  Welle  das  Gebiet 
der  constanten  s  vollständig  betreten  hat,  also  die  Beziehung 

gilt,  wo  B  eine  constante  Grösse  ist.  Wird  nun  die  Welle  in  irgend 
einem  Augenblick  als  neues  Erregungscentrum  aufgefasst,  dann 

ist  die  erste  Gleichung  durch  rfr  =  0  und  -^■zzu-^-s/kÄp^-'^ 

8ä 
und  die  zweite  Gleichung,  weil  ^—  =z  0  ist,  durch  rf«  =:  0  erfllUty 

ox 

selbst  dann,  wenn  wir  in  diese  zweite  Gleichung  den  aas  der 

dx  

ersten  gewonnenen  Werth  von  -r-  substituiren.  Mit  anderen  Wor- 

dt 

ten,    es   genttgt  in    diesem  Falle  den  Hauptgleichungen    die 

betrachtete  Welle  allein,  oder  es  geht  aus  dem  Erregungsgebiet 

nur  eine,  und  zwar  die  betrachtete  Welle  allein  hervor. 

Entsteht  nun  aber  ein  Verdicfatungsstoss ,  dann  ändert  sieb 

entweder  zu  beiden  Seiten  desselben  oder  wenigstens  auf  der 

einen  Seite  die  Grösse  s.  Jetzt  ist  an  dieser  Stelle  -^  nicht  mehr 

aar 

gleich  Null  und  die  Gleichung  für  ds  wird  an  dieser  Stelle  erfttUt 
sein  durch 


rf*  =  Ound  ^  =  fi-V^p 
dt  k—l  ^ 


*-i 
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ganz  80  wie  in  dem  allgemeinen  Falle,  den  wir  betrachtet  haben. 
Mit  anderen  Worten,  es  geht  von  der  Stelle  des  Verdich- 
tnngsstosses  eineWellenbewegnng  mit  der  Geschwin- 
digkeit 

v/ü  '~ 

nach  rttekwärts  ab. 

Indem  diese  rückwärtslanfende  Wellenbewegung  von  jener 
Stelle,  wo  sie  entstanden  ist,  Energie  mitnimmt,  schwächt  sie  die 
dort  bestehende  Energiemenge  und  löst,  weil  sie  an  jener  Stelle 
so  lange  erzengt  wird,  als  die  Unstetigkeit  besteht,  diese  Un- 
stetigkeit  auf. 

Der  Grund,  warum  die  Wellen  endlicher  Schwingungsweite 
im  Anfange  eine  so  grosse  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  be- 
sitzen, liegt  offenbar  darin,  dass  die  grossen  Dichtigkeiten  den 
kleineren  vorauseilen  und  dabei  den  Anfang  der  Welle  ttber- 
schreiten.  Dadurch  wird  die  Welle  länger.  Und  da  das  Über- 
schreiten nicht  anders  erfolgen  kann  als  durch  Bildung  von  Ver- 
dichtungsstössen,  so  muss  dies  eine  rückwärtslaufende  Wellen- 
bewegung zur  Folge  haben,  welche  die  grossen  Dichtigkeiten 
und  damit  ihre  grosse  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  fort- 
während schwächt. 

So  lange  die  Dichtigkeiten  eine  verschiedene  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit besitzen,  wird  auch  der  Grund  zur  Bildung 
von  Yerdichtungsstössen  gegeben  sein,  die  Welle  wird  immer 
schwächer  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  immer  kleiner, 
bis  eine  gewöhnliche  Schallwelle  daraus  geworden  ist,  bei  der 
alle  Theile  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Mit  den  thatsächlichen  Verhältnissen,  welche  Prof.  Mach 
festgestellt  hat,  stimmt  dieses  Ergebniss  vollkommen  überein; 
dieselben  erscheinen  somit  erklärt,  d.  h.  mit  jenen  Grundsätzen 
in  Einklang  gebracht,  aus  welchen  wir  alle  Gesetze  der  hydro- 
dynamischen Vorgänge  ableiten,  und  welche  diese  Vorgänge  als 
ihre  allgemeinsten  Gesetze  umfassen  und  beherrschen. 
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Über  den  Einfluss  des  Lichtes  auf  den  Verlauf 

cheniischer  Eeactionen  bei  der  Einwirkung  der 

Halogene  auf  aromatische  Verbindungen. 

Von  Dr.  Julian  Sohramm^ 

Priüatdocent  an  der  Unioer$Üät  au  Lemhtry, 

Einwirkung  Ton  Chlor  auf  Athylbenzol. 

Übereinstimmend  mit  meinen  bis  nunzu  publicirten  Arbeiten 
über  den  Einfluss  des  Lichtes  ^  war  es  nicht  zu  bezweifeln,  das« 
bei  der  Einwirkung  von  Chlor  auf  Äthylbenzol  im  Sonnenlichte 
die  Substitution  in  der  Seitenkette  des  Kohlenwasserstoffes 
erfolgen  wird.  Das  Studium  dieser  Einwirkung  versprach  aber 
mehr  Interesse.  Ich  habe  nämlich  bereits  bewiesen,  dass  bei  der 
Einwirkung  von  1  Molekül  Brom  auf  Athylbenzol  im  Sonnenlichte 
sich  das  a-Bromäthylbenzol  bildet,  also  dasselbe  Product,  welches 
Radziszewskiin  der  Siedetemperatur  des  Athylbenzols  erbalten 
hatte.  Durch  Einwirkung  von  Chlor  auf  siedendes  Äthylbenzol 
hatten  aber  Fit t ig  und  Kiesow  ein  (<?a?)-Chloräthylbenzol  dar- 
gestellt, welches  sie  mittelst  Cyankaliuni  und  Ealihydrat  in  die 
Hydrozimmtsäure  übergeführt  halten  und  welches  deshalb  als 
das  w-ChlorSthylbenzol  *  aufgefasst  werden  musste  (Ann.  156, 
246).  Je  nachdem  also  bei  der  Einwirkung  von  Chlor  auf  das 
Äthylbenzol  im  Sonnenlichte  sich  das  a-  oder  co-Chloräthylbenzol 
bilden  würde,  war  hier  ein  interessanter  Unterschied  zwischen 
der  Einwirkung  des  Lichtes  und  der  Wärme  zu  erwarten,  analog 
den  bereits  beobachteten  Bildungsbedingungen  des  a-Dibrom- 
athylbenzols  und  des  p-Bronimesitylbromids  (Ber.  18,  351  und 
19,  213),  oder  auch  ein  Unterschied  zwischen  dem  Verhalten 
des  Äthylbenzols  gegen  Chlor  und  gegen  Brom.  Aus  den  unten 


1  S.  Ber.  d.  d.  ehem.  Ges.  Bd.  18,  350,  606, 1272;  femer  Bd.  19,  212. 
3  Nach  Baeyer's  Nomenclaturvorschlag,  Ber.  17,  963. 
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mitgetheilten  Untersuchungen  erhellt,  inwieferne  ich  diese  Auf- 
gabe zu  lösen  vermochte. 

Unter  der  Mitwirkung  der  Sonnenstrahlen  wirkt  Chlor  auf 
das  Äthylbenzol  sehr  energisch  ein.  Wenn  man  den  Zufluss  des- 
selben entsprechend  regulirt,  bleibt  das  Product  während  der 
ganzen  Reactionszeit  wasserhell  und  Chlorwasserstoff  entweicht 
iu  Strömen.  Trotz  sorgfllltiger  Kühlung  mit  kaltem  Wasser  geht 
die  Reaction  verhältnissmässig  schnell  von  Statten;  beispiels- 
weise endigte  an  einem  Wintertage  das  Chloriren  von  50  Grm. 
Äthylbenzol  bis  zn  der  dem  Chloräthylbenzol  entsprechenden 
Zunahme  des  Gewichtes  (66-2  Grm.)  binnen  1  Stunde  20  Minu- 
ten. Ist  das  Sonnenlicht  etwa  durch  Wolken  getrübt  oder  auch 
der  Chlorstrom  zu  stark,  so  färbt  sich  das  Product  vom  aufge- 
lösten Chlor  gelb  und  dann  erfolgt  die  Substitution,  wiewohl  in 
geringem  Grade,  auch  im  Benzolkern.  *  Das  Einwirkungsproduct 
von  1  Molekül  Chlor  bildet  nach  Waschen  mit  Natronlauge, 
Wasser  und  Trocknen  über  Chlorcalcium  eine  wasserhelle  Flüs- 
sigkeit, die  sich  erst  nach  einiger  Zeit  etwas  gelb  färbt  und  gibt 
an  alkoholisches  Silbernitrat  leicht  1  Atom  Chlor  ab.  Bei  der 
Destillation  siedet  es  unter  ziemlich  starker  Zersetzung  in  Salz- 
säure und  Styrol  wesentlich  zwischen  190**  und  205**  C,  wobei 
gegen  105*  C.  das  Thermometer  längere  Zeit  constant  bleibt. 
Um  die  Constitution  desselben  zu  ermitteln,  wurden  60  Grm.  des 
nicht  destillirten  Productes  nach  dem  von  Radziszewski  für 
das  a-Bromäthylbenzol  befolgten  Verfahren  in  essigsaurer  Lösung 
mit  überschüssigem  Silberacetat  behandelt  und  vom  Bromsilber 
abfiltrirt.  Der  nach  Abdestilliren  der  Essigsäure  erhaltene  Essig- 


1  Zur  entsprechenden  Begulirung  des  Cblorstromes  bediene  ich  mich 
einer  gabelig  getheilten  Glasröhre,  deren  ein  Ast  mit  dem  Chlorirungsap pa- 
rate in  Verbindung  steht,  und  der  andere  durch  eine  kleine  Öffnung  im 
Fenster  des  Arbeitsraumes  hindurchgeht.  Beide  Äste  sind  durch  Hähne 
verschliessbar,  die  man  leicht  so  einstellen  kann,  dass  in  den  Ghlorirungs- 
Apparat  eben  nur  die  nöthige  Menge  von  Chlor  hineinströmt,  trotz  des  etwa 
gesteigerten  Druckes  in  dem  Chlorentwicklungsapparate.  Die  kleine  Vor* 
richtong  bietet  ausserdem  noch  den  Vortheil,  dass  man  wegen  der  von 
Zeit  zu  Zeit  vorzunehmenden  Wägung  des  Productes  die  Einwirkung  leicht 
einstellen  und  nöthigenfalls  wieder  in  Gang  setzen  kann,  ohne  von  Chlor 
belästigt  zu  werden. 
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äther  siedete  bei  213 — 216®  C.  und  ging  durch  Verseifen  mit 
wässeriger  Natronlauge  in  den  bei  202—204**  C.  siedenden 
Phenylisoäthylalkohol  über.  Derselbe  bildete  das  einzige  Produet 
der  Einwirkung,  ohne  irgend  welche  Beimengung  von  normalem 
Phenyläthylalkohol.  Er  wurde  auch  durch  vorsichtige  Oxydation 
mit  Cbromsäure  in  das  Acetophenon  tlbergefUbrt.  Ausserdem 
wurde  das  genannte  Chloräthylbenzol  in  ätherischer  Lösung  mit 
Natrium  behandelt,  und  gab  das  bei  123 '5**  C.  schmelzende 
Diphenyldimethyläthan  neben  einem  öligen  Kohlenwasserstoffe, 
welcher  nach  den  Untersuchungen  früherer  Forscher  sich  dabei 
immer  bildet  und  als  ein  Isomeres  aufzufassen  ist. 

Die  augeführten  Untersuchungen  beweisen,  dass  bei  der 
Einwirkung  von  1  Molekül  Chlor  auf  das  Äthylbenzol  im  Sonnen- 
lichte sich  das  a-Chloräthylbenzol  bildet,  welches  bereits  von 
Engler  und  Bethge  durch  Einwirkung  von  SalzsSure  auf 
Phenylisoäthylalkohol  dargestellt  wurde.  Es  bildet  das  einzige 
Produet  der  Einwirkung  ohne  Beimengung  von  Isomeren. 

Um  das  Verhalten  desselben  mit  dem  unten  beschriebenen 
in  der  Siedetemperatur  des  Äthylbenzols  dargestellten  Producte 
zu  vergleichen,  habe  ich  es  mittelst  Cyankalium  und  Kalihydrat 
in  eine  Säure  überzuführen  versucht,  hoffentlich  in  die  Hydra- 
tropasäure.  Beim  Kochen  mit  reinem  Cyankalium  (aus  Blausäure, 
bezogen  von  Kahl  bäum)  in  alkoholischer  Lösung  entwich 
reichlich  Blausäure,  wobei  die  Lösung  nach  und  nach  dunkel- 
braun wurde.  Nach  zweitägigem  Sieden  wurde  vom  ausgeschie- 
denen Bromkalium  abfiltrirt  und  nach  Zusatz  von  Kalihydrat 
wieder  längere  Zeit  gekocht,  aber  Ammoniak  entwich  nur  in 
geringer  Menge.  Beim  Abdestilliren  des  Alkohols  ging  mit  den 
Alkoholdämpfen  eine  geringe  Menge  von  Styrol  über  und  nach 
Auflösen  des  Rückstandes  in  Wasser  sammelte  sich  an  der  Ober- 
fläche der  Lösung  in  bedeutender  Menge  ein  öliges,  angenehm 
riechendes  Produet,  welches  sich  bei  näherer  Untersuchung  als 
das  bei  185—187°  C.  siedende,  von  Thorpe  beschriebene 
(Z.  1871,  131)  Styrolyläthyläther  erwiesen  hatte.  Endlich  schied 
sich  beim  Versetzen  der  wässerigen  Lösung  mit  Salzsäure  eine 
nur  ganz  geringe  Menge  einer  flüssigen  Säure,  die  mit  Äther  aus- 
geschüttelt wurde.  Sie  wurde  ins  Calciumsalz  verwandelt,  das 
aber  nicht  in  krystallisirtem  Zustande  erhalten  werden  konnte. 
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und  ans  der  wässerigen  Lösung  desselben  wieder  mit  Salzsäure 
ausgeschieden  und  mit  Äther  ausgeschttttelt.  Die  erhaltene  Säure 
war  schwerer  als  Wasser,  fast  von  der  Consistenz  des  Glycerins, 
wurde  beim  Abktthlen  noch  mehr  dickflüssig,  erstarrte  aber  nicht 
—20*  C.  Ihr  in  Wasser  schwer  lösliches  Silbersalz  krystallisirte 
in  Schuppen  und  gab  bei  der  Analyse  41  -OT^/o  Ag.  anstatt  42*02, 
berechnet  fBr  C^H^Oj  Ag.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  es  schon 
bei  gelindem  Reiben  stark  elektrisch  wurde. 

Die  an  der  geringen  Menge  und  jedenfalls  nicht  ganz  reiner 
Säure  beobachteten  Eigenschaften  erlaubten  nicht  die  Frage  zu 
lösen,  ob  sie  wirklich  Hydratropasäure  oder  vielleicht  unreine 
Hydrozimmtsäure  war,  und  wiederholte  Versuche,  sie  auf  dem 
genannten  Wege  in  grösserer  Menge  darzustellen,  führten  nicht 
zum  Resultate.  Sowohl  bei  Anwendung  von  wenig  wasserhaltigem 
Alkohol  als  Lösungsmittel,  als  auch  von  1  Liter  Alkohol  auf 
60  Grm.  des  a-Chloräthylbenzols,  bildete  sich  als  Hauptproduct 
der  Einwirkung  der  StyrolylSthyläther  und  die  Säure  nur  in  ganz 
geringer  Menge.  Dies  steht  auch  im  Einklang  mit  den  Beobach- 
tungen flüherer  Forscher:  Thorpe  hat  nämlich  versucht  aus 
dem  a- Bromäthylbenzol  (welches  er  damals  noch  flir  das  w-Brom- 
äthylbenzol  hielt),  in  derselben  Weise  wie  Pittig  und  Kiesow 
aus  dem  Chlorid,  die  Hydrozimmtsäure  darzustellen,  seine  Ver- 
suche blieben  aber  erfolglos,  wovon  er  den  Grund  nicht  einzu- 
sehen vermochte  (Z.  1871, 132).  Radziszewski  erhielt  in  eben- 
demselben Falle  nur  eine  geringe  Menge  einer  Säure,  deren  Cal- 
ciumsalz  in  Wasser  sehr  leicht  löslich  war  (Ber.  7,  142). 

In  der  Siedetemperatur  erfolgt  die  Einwirkung  von  Chlor 
auf  Äthylbenzol  viel  langsamer,  das  Chloriren  von* 50  Grm. 
Athylbenzol  bis  zu  der  dem  Chloräthylbenzol  entsprechenden 
Zunahme  des  Gewichtes  erfordert  6 — 7  Stunden  Zeit.  Ein  Ver- 
such, das  dargestellte  Product  mittelst  Silberacetat  in  den  Essig- 
äther und  dann  mittelst  Natronlauge  in  den  entsprechenden  Alko- 
hol zu  überfuhren,  war  ohne  Erfolg,  die  erhaltenen  Producte 
waren  nämlich  noch  chlorhaltig  (wahrscheinlich  wegen  Anwesen- 
heit von  nur  theilweise  zersetztem  (^jr)-Dichloräthylbenzol),  und 
konnten  nicht  rein  erhalten  werden.  Dagegen  gab  dasselbe  Chlor- 
äthylbenzol beim  Behandeln  mit  Natrium  in  ätherischer  Lösung 
ein  öliges   Product,   aus  dem  sich  bald  das  bei   123-5*'  C- 
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schmelzende  Diphenyldimethyläthan  aasgeschieden  hatte.  Dies 
beweist,  dass  das  in  der  Siedetemperatnr  des  Äthylbenzols  dar- 
gestellte Product  das  a- Chloräthylbenzol  enthält.  Bei  Wieder- 
holung der  Arbeiten  von  Fittig  und  Kiesow  das  genannte 
Chloräthylbenzol  mittelst  Cyankalium  und  Ealihydrat  in  die 
Hydrozimmtsäure  zu  ttberflihren,  stiess  ich  auf  Schwierigkeiten, 
und  wiewohl  ich  genau  den  Vorschriften  dieser  Chemiker  folgte, 
wiederholten  sich  die  bereits  bei  dem  a-Chloräthylbenzol  beschrie- 
benen Erscheinungen.  Sowohl  der  bei  190 — 205**  C.  siedende 
Antheil,  als  auch  das  rohe,  nicht  destillirte  Product,  gab  bei 
zweitägigem  Erwärmen  mit  reinem  Cyankalium  in  alkoholischer 
Lösung  und  nachherigem  Behandeln  mit  Kalihydrat  Thorpe's 
Styrolyläthyläther  und  nur  eine  ganz  geringe  Menge  einer  dick- 
flüssigen Säure,  die  beim  Abkühlen  nicht  erstarrte.  Ihr  schwer 
lösliches  Silbersalz  krystallisirte  aus  Wasser  in  Blättchen  und 
wurde  beim  Reiben  elektrisch.  Möglicherweise  war  die  Säure 
unreine  Hydrozimmtsäure,  weil  geringe  Verunreinigungen  das 
Erstarren  derselben  erschweren,  da  aber  Fittig  und  Kiesow 
sie  leicht  dargestellt  hatten  und  den  genannten  Weg  auch  als 
eine  Methode  zu  ihrer  Darstellung  anempfehlen,  so  wäre  es  wohl 
im  Interesse  der  Wissenschaft,  dass  sie  die  Bedingungen  ihrer 
Bildung  näher  angeben  möchten. 
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Vn.  SITZUNG  VOM  10.  MÄRZ  1887. 


Die  Soci6t6  Ouralienne  d'amatenrs  des  sciences 
naturelles  ttbermittelt  das  Programm  fttr  die  wissen- 
schaftliche und  industrielle  Ausstellung  von  Sibirien 
und  dem  Ural  zu  Jekatherinenburg  im  Jahre  1887. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  E.  Hering  ttbersendet  eine  Abhand- 
lung des  Herrn  Dr.  Alois  Maschek  in  Prag:  „Über  Neryen- 
ermttdung  bei  elektrischer  Reizung^. 

Das  c.  M.  Herr  Prof  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  fiber- 
sendet eine  Abhandlung:  y,Über  die  Bessel'schen  Func- 
tionen^. 

Herr  Prof.  Dr.  Ph.  Knoll  in  Prag  fibersendet  eine  Abhand- 
lung: „Beiträge  zur  Lehre  von  der  Atfamungsinner- 
vation".  (VII.  Mittheilung). 

Der  Se  er  etat  legt  zwei  eingesendete  Abhandlungen  von 
Herrn  Anton  P.  Schott  in  HoUetitz  vor: 

1.  „Das  gegenseitige  Verhältniss  der  Cubikzahlen'^; 

2.  „Hypothesen  über  die  Entstehung   unseres  Pla- 
netensystems^. 

Die  Direction  der  k.  k.  Central- Anstalt  ftlr  Meteoro- 
logie und  Erdmagnetismus  macht  eine  Mittheilung  tlber  die 
Zeit  des  Eintrittes  des  Erdbebens  vom  23.  Februar,  dessen 
Centrum  bekanntlich  an  der  ligurischen  Kttste  lag. 

Das  w.  M.  Herr  Director  J.  Hann  überreicht  eine  Abhand- 
lung Yon  Herrn  Ladislaus  Satke:  „Über  den  täglichen 
Gang  der  Windgeschwindigkeit  und  derWindrichtung 
in  Tarnopol." 

Herr  Adolf  Meese  in  Wien  ttbereicht  eine  Abhandlung 
nntcr  dem  Titel:  „Die  Verschiebbarkeit  der  geodäti- 
schen Dreiecke.^ 
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Über  die  26tagige  Periode  der  erdmagnetischen 
Elemente  in  hohen  magnetischen  Breiten. 

Von  J.  Llziuir^ 

Adjunet  der  k.  k.  Centraianstait  für  Meteorologie  und  Erdmagnetitmu: 
(Mit  3  TabeUen  und  1  Tafel.) 

(Voryelegt  In  der  Sitzung  am  3.  Mtrz  1887.) 

) 

Alle  in  hohen  magnetischen  Breiten  angestellten  erdmagne- 
tischen Messungen  haben  uns  darüber  belehrt;  dass  die  Ände- 
rungen des  Erdmagnetismus  daselbst  um  so  grösser  ausfallen,  je 
näher  man  dem  magnetischen  Pole  kommt.  Diese  Eigenschaft 
zeigen  nicht  nur  die  Störungen,  soniern  auch  die  periodischen 
Änderungen, von  welchen  leider  nur  die  tägliche  Periode  aus  den 
spärlichen  Daten  genauer  studirt  werden  konnte. 

Das  reichhaltige,  nach  einheitlichem  Plane  gesammelte  Be- 
obachtungsmaterial der  Polarstationen  wird  uns  die  Mittel  an  die 
HaDd  geben,  auch  andere,  die  erdmagnetischen  Erscheinungen 
betreffende  Fragen  zu  beantworten.  Ich  habe  mir  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  die  Aufgabe  gestellt,  aus  den  Beobachtungen 
der  Polarstationen  Fort  Rae  und  Jan  Mayen  die  26tägige  Periode 
der  erdmagnetischen  Elemente  abzuleiten;  da  auch  diese  Periode, 
deren  Existenz  durch  frühere  Arbeiten  von  Broun,  Hornstein, 
Müller  und  mir  unzweifelhaft  nachgewiesen  worden  ist,  sich  in 
den  Daten  der  beiden  Polarstationen  stärker  ausprägen  muss, 
als  in  unseren  Breiten,  so  war  der  Versuch  gewiss  gerechtfertigt. 

Wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  Folge  der  fortwährenden 
grösseren  oder  kleineren  Änderungen  der  erdmagnetischen  Ele- 
mente schon  die  Ableitung  des  täglichen  Ganges,  der  ausge- 
sprochensten periodischen  Änderung,  ein  ziemlich  reichhaltiges 
Beobachtungsmaterial  erfordert,  so  musste  ich  um  so  mehr 
befürchten,  dass  die  Beobachtungen  eines  Jahres  kaum  dazu 
genügen   dürften  um  die  26tägige  Periode  deutlich  zu    zeigen. 
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Da  ich  die  Arbeit  aus  dem  angegebenen  Grande  mit  einer  ge- 
wissen Voreingenoinmenheit  unternahm,  war  ich  um  so  mehr 
Qberraschty  dass  das  Resultat  nicht  nur  die  gesuchte  Periode  mit 
einer  solchen  Deutlichkeit  zeigte,  sondern  dass  auch  die  AmpU* 
tude  dieser  Periode  eine  Grösse  aufwies,  wie  ich  sie  nicht  er- 
wartet hätte. 

Die  fragliche  Periode  kann  entweder  aus  den  absoluten 
Werten, (den  Tagesmitteln)  oder  noch  besser,  wie  ich  dies  in  den 
beiden  Abhandlungen:  über  den  täglichen  und  jährlichen  Gang, 
sowie  ttber  Störungsperioden  der  magnetischen  Declination  zu 
Wien,*  und  über  die  26tägige  Periode  der  täglichen  Schwankung 
der  erdmagnetischen  Elemente*,  gethan  habe,  aus  den  Störungen 
oder  den  täglichen  Schwankungen  abgeleitet  werden,  da  diese 
Daten  von  etwaigen  Änderungen  des  Normalstandes  fast  gar 
nicht  beeinflusst  werden. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  auch  für  die  beiden  Polar- 
stationen Fort  Rae  und  Jan  Mayen  die  tägliche  Schwankung^ 
und  ftlr  die  letztere  auch  die  Störungen  der  Declination  der 
Rechnung  unterzogen,  und  bediente  mich,  sowie  in  den  früher 
angeführten  zwei  Abhandlungen,  der  von  Hornstein  angege- 
benen Methode. 

Die  geographischen  Coordinaten  der  beiden  Stationen  sind: 

Fort  Rae  Jan  Mayen 

X  =  115  44  W.  V.  Gr.  A,  =      8  28   W,  v.  Gr. 

Die  englische  Polarstation  Fort  Rae  ist  unter  allen  Stationen 
die  dem  magnetischen  Pole  der  Nordhemisphäre  zunächst  ge- 
legene und  weist  infolge  dessen  die  grössten  täglichen  Ampli- 
tuden au£  Da  diese  Daten  niirWenigen  zugänglich  sind  und  doch 
ein  grösseres  Interesse  darbieten,  habe  ich  dieselben  in  den 
Tabellen  I  für  alle  drei  Elemente  zusammengestellt.  Man  ersieht 
aus  diesen  Tabellen,  dass  die  tägliche  Amplitude  zwischen  sehr 
weiten  Grenzen  schwankt.  So  betrug  dieselbe  für  die  Declination 
0*17'  am  20.  October  1882,  dagegen  11*^25'  am  20.  November 


1  Sitzb.  der  kais.  Akad.  der  Wiss.  Bd.  XCI. 

2  Sitzb.  der  kais.  Akad.  der  Wiss.  Bd.  XCIV. 
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desselben  Jahres.  Die  Horizontalintensität  zeigt  am  14.Aprill883 
eine  tägliche  Ändernng  von  0- 00043,  am  17.  November  1882 
aber  eine  solche  von  0-02081  (C.  G.  S.)';  die  letztere  beträgt 
mehr  als  ein  Viertel  des  ganzen  Werthes  der  Horizontal- 
componente. 

Ans  den  Daten  der  Tabellen  IL  habe  ich  die  nachfolgenden 
Gleichungen  berechnet: 

Fort  Rae 
FUr  die  tägliche  Schwankung  der  Declination: 

24Tagey=112'5+18'653sin(  94°37'20'+«ar) 

25  „     y  =  110-3+20-424sin(155  11  57   +nx) 

26  „     y  =  112-6+29-98    8in(203  24  50  -\-nx) 

27  „     y=110-5+24-074  8in(272  4      4  +«x) 

28  „     2^=112-3+  9-5858in(331  28  35  +nx) 

Für  die  tägliche  Schwankung  der  Horizontalintensität: 
24Tage»  =  415-5H-57-51sin(  48°  3'56'+7Mr) 

25  „     y  =  4210+78-16sin(  77  42     0  +nar) 

26  „     y  =  428  1+77 -50  sin (149  12  54  -\-nx) 

27  „     y  =  423  0+37 -99  sin (324    4  30  +na;) 

28  „     y  =  429-8+l5'83  8in(135  16  30  +naf) 

Für  die  tägliche  Schwankung  der  Yerticalintensität: 
24Tagej^  =  322-2+23-53  8in(  77°  4'31'+»w?) 

25  „     y  =  318-8+63-64  8in(  96  59  30  +nx) 

26  „     y=:322-7+61-55sin(184  22  35  +>M?) 

27  „     y  =  319-0+21  •  71  8in(270    5  20  +  na?) 

28  „     y  =  323-2+  8 -64  sin  (216  39  20  +nx) 

Ans  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  als  Dauer  der  Periode 
und  Grösse  der  Amplitude: 

7^  =  25-79  Tage  ^rf  =  55'10 

r»  =  25-31     „  ^=0-00151) 

T„  =  25-76     „  A  =  0-00104)  ^^     *  '^• 
Mittel  7/8  =  25 -62  Tage 
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Jan  Mayen 

Für  die  tägliche  Sciiwanknog  der  Declinatioa: 

24  Tage  y  =  77 '7+  1' 281  sin (235°  5'46'+na?) 

25  „  y  =  78-8+ll-254  8in(290  58  50  +na?) 

26  „  y  =  77-7  +  17-356  8in(    8  52    4  +«ar) 

27  „  y  =  78-7  +  17-1048in(108  18  33  +nJ) 

28  „  y  =  78-5+10-412  8in(212     7     4  +ns) 

Ftlr  die  tägliche  Schwanknng  der  Horizontalintensität: 
24Tagej^  =  433-2+44-90  8in(  57»33'47-+>kr) 

25  „     y  =  434-6+89-83  8in(  94  29  23  +nJ) 

26  „     y  =  436 -4+ 70 -64  sin  (169  16  51  +na?) 

27  „     y  =  435-0+23-56  8in(254  59     3  +>m?) 

28  „     y  =  434-3+53-408in(  15  39  27  +na?) 

Ftlr  die  tägliche  Schwankung  der  Verticalintensität: 

24Tagey  =  260-8+17-06  8in(358''  2'35'+nar) 

25  „     y  =  261-9+37  06  8in(  90  21  38  +nJ) 

26  „     y  =  2640+4914sin(173  21  31  +n4:) 

27  „     y  =  262-3+44-76sin(267  39  35  +ns) 

28  „     y  =  262-2+43-00  8in(     1  56  37  +  war) 

Fflr  die  westlichen  StOrangen  der  Declination: 

24  Tage  y  =  4'51-f-0'522  sin(339'38'  0'  +nx) 

25  „  y  =  4-494-l-013  8in(  19  54  42  +nx) 

26  „  y  =  4-46+l-032  8in(  88  34  40  +nx) 

27  „  y=4-50-f-0-76l8in(168  42  35  +nJ) 

28  „  y  =  4-51 +0-590 8in(296  31  57  +«a:) 

Für  die  östlichen  Störungen  der  Declination: 

24  Tage  y  =  4 '  50+0 '  880  sin (317  58 "  53'  +««) 

25  „  y  =  4-46+1 -384  8in(  13  58     6  +nx) 

26  „  y  =  4-44+1 -648  8in(  72  38  34  +nx) 

27  „  y  =  4-49+1-402 8in(146  37  50  +7«?) 

28  „  y  =  4-52+0-675  sin (328  38  20  +nJ) 

Woran«  folgende  Werthe  der  Periodendaaer  und  der  Ampli- 
tuden berechnet  werden: 
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ry  =  26-43  Tage         Aj  =  34 '  76 


r/  =  25-41 

» 

^'  =  0-00133  > 

^/  =  0-00098)^' ''•°' 

7/ =  26 -70 

n 

r,  =25-95 

n 

A„  =    2'03 

r«  =25-90 

n 

As  =    3'22 

Mittel  2V  =  26-08 

t) 

Die  aus  den  einzelnen  Elementen  an  beiden  Stationen  ab- 
geleiteten Werthe  der  Periodendauer  weichen  wohl  nur  desshalb 
stärker  von  einander  ab,  weil  die  in  den  Tabellen  11  gegebenen 
Mittelzahlen  ans  nur  dreizehn  Perioden  berechnet  worden  sind, 
was  bei  den  grossen  Schwankungen  zu  wenig  ist,  und  passend 
mit  dem  Vorgang  verglichen  werden  könnte,  wenn  man  in 
unseren  Breiten  aus  nur  IStägigen  stündlichen  Beobachtungen 
des  Luftdruckes  die  24stündige  Periode  desselben  ableiten 
wollte,  vorausgesetzt,  das  wir  die  Dauer  derselben  nicht  kennen 
würden. 

Das  Mittel  der  für  Fort  Rae  uod  Jan  Mayen  berechneten 
Werthe  der  Periodendauer  beträgt: 

r=:  25-85  Tage, 

welcher  Werth  nur  sehr  wenig  von  dem  aus  vielen  Einzelnbe- 
rechnungen sich  ergebenden  (25'97)  abweicht. 

Was  die  Amplitude  der  26tägigen  Periode  anbelangt,  so 
sieht  man,  dass  dieselbe  im  Verhältniss  zu  jener  für  Wien  und 
Pawlowsk  berechneten  sehr  gross  ist.  Während  sich  dieselbe 
z.  B.  für  die  Declination  in  Wien  nur  zu  0^4  ergab  und  selbst  in 
Pawlowsk  auf  bloss  1  '4  stieg,  beträgt  sie  ifür  Jan  Mayen  34*8 
und  in  Fort  Rae  sogar  55  •  1.  Die  Amplitude  ist  in  Fort  Rae  für 
alle  Elemente  grösser  als  in  Jan  Mayen,  wie  sich  dies  auch  für 
die  tägliche  Amplitude  ergibt.  Die  Amplitude  ist  femer  an  beiden 
Stationen  bei  der  Horizontal-Intensität  grösser  als  bei  der  Ver- 
ticalintensität,  und  zwar  beträgt  das  Verhältniss  in  Fort  Rae 
1*45  und  in  Jan  Mayen  nahe  übereinstimmend  1-36. 

Auch  die  aus  den  Störungen  der  Declination  berechnete 
26tägige  Periode  zeigt  im  Verhältniss  zu  niederen  Breiten  eine 
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grosse  Amplitnde  und  bestätigt  das  ans  den  Wiener  und  Paw- 
lowsker  Beobaebtungen  abgeleitete  Resultat;  dass  die  Amplitnde 
bei  den  östlichen  Störungen  grösser  ist  als  bei  den^westlichen; 
auf  das  schönste. 

Die  Amplitnde  der  26tägigen  Periode  wird  höchstwahr- 
scheinlich auch  eine  11jährige  Periode  zeigen;  leider  fehlen  zu 
dieser  Untersuchung  die  nöthigen  Daten  aus  hohen  Breiten  gänz- 
lich, und  jene  der  niederen  sind  wegen  der  Kleinheit  der  Ampli- 
tuden hiezu  nicht  geeignet. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  Rotation  der 
Sonne  —  denn  nach  unseren  bisherigen  Kenntnissen  können  wir 
die  26tägige  Periode  der  erdmagnetischen  Elemente  nur  mit 
dieser  in  Beziehung  bringen  —  in  hohen  magnetischen  Breiten 
einen  Einfluss  auf  die  erdmagnetischen  Elemente  zeigt,  wie  wir 
ihn  kaum  geahnt  hätten,  und  dass  daher  gerade  solche  Beobach- 
tungen zur  Ableitung  der  Rotationsdauer  der  Sonne  am  geeignet- 
sten wären. 

In  den  vorhergehenden  Formeln  entsprechen  die  Phasen- 
winkel nicht  demselben  Ausgangspunkte  der  Zählung,  da  ich  bei 
Berechnung  der  in  den  Tabellen  11  enthaltenen  Zahlen  jedesmal 
von  dem  Tage  der  ersten  Beobachtung  zu  zählen  begann,  und 
dieser  nicht  für  alle  drei  Elemente  derselbe  war.  So  beträgt 
bei  Fort  Rae 

va  =  203-41*  entsprechend  dem  9.  Sept.  1882 


r;,  =  149-21  „  «    5.      „ 

V,  zu  184-38  „  »    8.      n 


n 


bei  Jan  Mayen 

rd  =  368-87*  entsprechend  dem  27.  Aug.  1832 
i?Ä  =  169-28  „  „       8.  Sept.     „ 

t?,  =  173-36  „  „       8.     „        „ 

17^  z=    88  •  58  „  „       1.     „        „ 

vj^=    72-64  „  „       1.     „        „ 

Wenn  man  alle  Winkel  auf  den  11.  September  reducirt,  wo- 

Qörv 

bei  n  =  — ^  ==  13  846°  angenommen  ist,  so  erhält  man: 
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für  Fort  Rae:  für  Jan  Mayen: 

rd  =  231-10"  1?^  =  216-56" 

1?*  =  232-29  r*  =  210-82 

r,  =  225-92  v,  =214-90 

Mittel  t/5=  229-77  t»„  =  227  •  04 

t?ff  =  211-10 
Mittel  Vif  =216-08 

Da  der  Längenunterschied  Fort  Eae  —  Jan  Mayen  107"*  16' 

107 • 27 
beträgt,  80  ist     ^^^     X  13-846  =  4-10"  von  dem  für  Fort 

Rae  ermittelten  Winkel  t/^  abzuziehen,  um  ihn  auf  den  Meridian 
von  Jan  Mayen  zu  reduciren,  so  dass  dann: 

r2j  =  225-67" 
rK=:  216-08"  wird. 

Im  Mittel  beträgt  also 

r  =  220-88", 

und  die  periodischen  Ausdrücke  für  die  Änderung  während  der 
26tägigen  Periode  lauten : 

AZ)=  77»7  +  17'38sin(220-88"  +  13-846.a?)]    Jan  Mayen 
AJ5r=  436-4+66-22 sin(220-88  +13-846.0?)  [  arrrO  für  den 
AF=264-0+48-87sin(220-88  +13-846. or)  )  11.  Sept  1882. 

AZ),=  112'6+27«55sin(220-88"  +  13-846.a:))      Fort  Rae 
AJ5r,  =  428-l  +  75-49sin(220-88  +13-846. a?)[  ar  =  0fürden 
AF,  =  322-7+52-108in(220-88  +13-846.0?))  11.  Sept.  1882. 

Zur  graphischen  Darstellung  der  Periode  habe  ich  nicht  die 
nach  diesen  Gleichungen  gerechneten  Werthe  verwendet,  sondern 
die  in  der  Tabelle  11  angefUhrten  Zahlen  ftir  26  Tage  dadurch 
ausgeglichen,  dass  ich  das  Mittel  je  dreier  aufeinanderfolgenden 
bildete  und  diese  als  Ordinaten  auftrug.  Die  so  ausgeglichenen 
Zahlen  findet  man  in  der  Tabelle  in;  der  Anfang  der  Zählung 
entspricht  auch  hier  dem  11.  September  1882.  Die  nach  diesen 
Daten  auf  der  beigegebenen  Tafel  entworfenen  Curven,  welche 
zwei  Perioden  entsprechen,  zeigen,  von  den  kleinen  Störungen 
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Fort  Ka 

e 

J 

an  May 

en 

Tag 

Decl. 

H.  Int. 

V.  Int. 

Decl. 

H.Int. 

V.  Int. 
-35 

0 

—19  «3 

—50 

-56 

-11  »8 

—49 

1 

-22-4 

-75 

—69 

-16-7 

-57 

-45 

2 

-241 

-85 

-80 

-18-6 

—76 

-^2 

3 

—26-4 

—96 

—76 

-17-9 

—64 

-50 

4 

-25-4 

—74 

—62 

-16-9 

-61 

—51 

5 

-25-4 

—79 

—55 

-14-7 

—54 

-44 

6 

—26-4 

—71 

-56 

-10-9 

—57 

-42 

7 

—24-1 

-35 

—64 

—11-7 

—47 

—33 

8 

—10-9 

8 

—40 

-  9-3 

-36 

—20 

9 

0-5 

16 

-11 

—  1-6 

—19 

—10 

10 

6-9 

37 

—  8 

—  0-2 

-17 

—  4 

11 

11-0 

35 

1 

0-4 

2 

11 

12 

17-6 

28 

42 

3-9 

22 

15 

13 

22-6 

46 

50 

14-4 

34 

25 

14 

22-6 

50 

35 

9-9 

36 

31 

15 

28-5 

72 

52 

11-7 

60 

39 

16 

38-8 

109 

60 

19-4 

68 

52 

17 

34-4 

77 

41 

19-8 

62 

43 

18 

19-1 

32 

13 

9-3 

44 

26 

19 

13-4 

38 

11 

10-1 

63 

28 

20 

10-0 

26 

12 

14-0 

62 

42 

21 

—  0-2 

—13 

6 

7-2 

39 

22 

22 

0-2 

22 

11 

6-7 

44 

28 

23 

1-2 

27 

21 

7-0 

52 

38 

24 

—  0-6 

-  5 

-  9 

1-0 

—  6 

8 

25 

-14-9 

—37 

—37 

-  6-3 

-34 

-20 

Mittel 

112-6 

428 

333 

77-7 

436 

264 

abgesehen,  eine  so  vollständige  Übereinstimmung;  wie  sie  bei 
kanm  einjährigen  Beobachtungen  nicht  besser  sein  kann. 

Diesem  unzweifelhaft  sehr  interessanten  Resultate  werden 
gewiss  noch  viele  andere  nachfolgen,  welche  jenen  Männern,  die 
unter  so  schwierigen  Umständen  das  reiche  Beobachtungsmaterial 
gesammelt  haben,  die  Genugthuung  verschaffen  werden,  dass  sie 
ihre  ernste  Arbeit  nicht  nutzlos  dem  Dienste  der  Wissenschaft 
geweiht  haben. 


402 


J.  Liznsr, 


I. 

Fort  Rae.  Tägliche  Schwankang  der  Declination 

Sept 

Oct 

1 
Nov. 

Dec.  Jan.  Feb. 

März 

April  Mai 

Juni  Juli 

Aug. 

1 

88' 

96' 

69' 

115' 

119' 

175' 

57' 

62' 

126' 

216 

215' 

2 

— 

186 

68 

39 

34 

380 

369 

88 

178 

286 

61 

44 

3 

— 

79 

59 

35 

55 

304 

178 

239 

50 

111 

74 

35 

4 

— 

124 

30 

127 

121 

168 

85 

203 

82 

60 

89 

41 

5 

— 

236 

40 

72 

38 

82 

65 

96 

122 

52 

111 

127 

6 



187 

38 

24 

124 

126 

89 

53 

106 

156 

59 

209 

7 

— 

33 

160 

35 

176 

25 

144 

38 

41 

61 

162 

125 

8 

— 

30 

77 

30 

96 

34 

140 

103 

51 

107 

136 

66 

9 

57 

76 

105 

76 

176 

63 

97 

78 

46 

133 

104 

29 

10 

59 

72 

26 

152 

48 

44 

54 

55 

38 

69 

72 

81 

11 

181 

69 

178 

66 

59 

33 

49 

69 

56 

42 

95 

96 

12 

201 

59 

285 

73 

26 

23 

76 

66 

47 

73 

60 

52 

13 

79 

39 

273 

44 

60 

31 

125 

90 

100 

56 

149 

46 

14 

98 

96 

309 

22 

25 

135 

196 

22 

62 

126 

227 

59 

15 

34 

114 

247 

99 

110 

29 

109 

67 

76 

26 

235 

49 

16 

57 

154 

121 

175 

52 

49 

33 

61 

135 

147 

185 

20 

17 

40 

163 

602 

44 

120 

107 

24 

30 

75 

214 

63 

48 

18 

52 

77 

266 

78 

66 

51 

65 

145 

98 

140 

158 

175 

19 

51 

44 

585 

91 

61 

18 

17 

249 

113 

202 

75 

121 

20 

41 

17 

685 

356 

157 

121 

136 

123 

110 

96 

61 

48 

21 

26 

78 

244 

300 

111 

86 

180 

23 

246 

46 

32 

52 

22 

35 

87 

45 

165 

63 

141 

161 

37 

140 

151 

42 

58 

23 

122 

123 

144 

93 

80 

237 

110 

31 

113 

100 

67 

68 

24 

92 

148 

98 

190 

67 

419 

73 

173 

86 

58 

173 

119 

25 

130 

116 

153 

93 

129 

210 

64 

177 

57 

98 

68 

47 

26 

159 

155 

128 

39 

214 

82 

89 

112 

101 

140 

115 

34 

27 

72 

100 

66 

90 

182 

222 

344 

86 

114 

227 

84 

37 

28 

27 

184 

59 

93 

42 

288 

284 

54 

157 

91 

62 

45 

29 

70 

130 

44 

153 

64 

162 

118 

104 

98 

154 

78 

30 

51 

124 

95 

81 

126 

54 

82 

116 

214 

296 

41 

31 

64 

88 

70 

104 

85 

346 

33 

;Mittel 

79 

105 

178 

100 

92 

130 

121 

94 

96 

117 

124 

74 

Erdmagn.  Elemente  in  hohen  Breiten.  ^03 

I.  Fort  Rae.  Tägliche  Schwankung  der  Horizontalintensität. 


Sept 


Oct 


Nov. 


Dec. 


Jan. 


Feb 


März 


April 


Mai  Juni 


Juli 


Aug. 


Einheiten  der  5«"  Decimale  (C.  G. 

S.) 

1 



251 

377 

228 

581 

757 

628 

173 

725 

567 

572 

2 

_« 

1300 

387 

156 

187 

1229 

714 

490 

476 

1100 

256 

8 



279 

196 

375 

204 

689 

367 

508 

368 

218 

552 

4 

«« 

382 

122 

516 

238 

384 

422 

742 

380 

205 

249 

5 

471 

951 

210 

160 

182 

498 

271 

438 

223 

132 

609 

6 

382 

895 

126 

168 

683 

576 

484 

279 

463 

988 

157 

7 

509 

96 

471 

79 

637 

111 

497 

100 

131 

214 

330 

8 

456 

106 

321 

281 

568 

111 

438 

244 

385 

429 

578 

9 

572 

889 

529 

310 

329 

183 

404 

244 

177 

429 

278 

10 

274 

418 

96 

176 

164 

121 

286 

216 

153 

223 

699 

11 

468 

381 

1138 

518 

67 

107 

164 

292 

232 

134 

802 

12 

622 

337 

851 

419 

101 

73 

816 

213 

128 

277 

288 

13 

419 

121 

855 

106 

230 

108 

361 

357 

328 

590 

338 

14 

322 

582 

1442 

75 

79 

419 

492 

43 

150 

519 

527 

15 

371 

450 

373 

591 

259 

158 

255 

271 

176 

106 

787 

16 

426 

686 

493 

561 

262 

365 

119 

196 

326 

384 

462 

17 

96 

336 

2081 

191 

459 

525 

181 

86 

468 

926 

150 

18 

105 

277 

9o3 

536 

604 

253 

307 

507 

182 

675 

777 

19 

113 

84 

1428 

476 

292 

52 

62 

1031 

460 

782 

428 

20 

218 

27 

1873 

1000 

398 

942 

281 

481 

614 

501 

136 

21 

251 

227 

443 

678 

384 

319 

601 

125 

992 

96 

179 

22 

170 

430 

156 

415 

362 

1282 

762 

62 

515 

611 

244 

23 

854 

699 

441 

310 

274 

566 

471 

65 

299 

495 

289 

24 

281 

711 

473 

544 

174 

1156 

154 

344 

345 

165 

517 

25 

450 

587 

777 

341 

455 

631 

294 

656 

387 

415 

237 

26 

737 

278 

513 

288 

834 

371 

416 

432 

488 

699 

586 

27 

413 

526 

257 

132 

545 

925 

1298 

377 

448 

995 

211 

28 

175 

736 

392 

593 

192 

836 

469 

121 

444 

218 

192 

29 

307 

789 

329 

454 

242 

482 

293 

290 

251 

1351 

80 

177 

415 

273 

350 

386 

420 

307 

304 

950 

1370 

31 

349 

376 

278 

312 

274 

869 

Mittel 

350 

452 

612 

368 

344 

492 

427 

323 

366 

476 

485 

841 
221 
221 
100 
387 

573 
552 
192 
73 
624 

166 
119 
173 

589 
87 

46 

90 

706 

393 

181 

192 
272 
396 
513 


131 
62 

133 

372 
67 

117 


404 


J.  Lizuar, 


I.  Fort  Kae.  Tädiche  Schwankung  der  Verticalintensität. 


Sept. 


Oct. 


Nov. 


Dec. 


Jan. 


Feb. 


März  I  April 


Mai 


Juni  Juli 


Aug. 


Einheiten  der  4t« 

»n  Decimale  (C.  G. 

S.) 

1 

— . 

15 

16 

18 

23 

43 

75 

20 

31 

24 

84 

2 

— 

106 

19 

15 

11 

73 

77 

33 

46 

69 

15 

3 

— 

11 

48 

24 

7 

79 

56 

95 

22 

41 

25 

4 

— 

33 

27 

47 

54 

60 

22 

47 

13 

16 

25 

5 

— 

73 

29 

31 

18 

35 

31 

29 

17 

12 

68 

6 



27 

20 

17 

63 

33 

24 

23 

24 

71 

14 

7 

— 

5 

52 

7 

92 

8 

20 

11 

17 

8 

14 

8 

39 

5 

25 

13 

13 

13 

67 

27 

32 

27 

52 

9 

26 

20 

25 

16 

11 

29 

44 

27 

8 

35 

39 

10 

23 

34 

4 

20 

9 

19 

28 

19 

15 

13 

74 

11 

23 

26 

4 

42 

19 

12 

29 

29 

24 

14 

43 

12 

36 

12 

57 

34 

8 

10 

49 

13 

9 

32 

20 

13 

27 

10 

63 

14 

24 

16 

53 

12 

24 

16 

36 

14 

49 

37 

59 

9 

11 

21 

58 

4 

18 

18 

71 

15 

16 

48 

59 

62 

17 

13 

16 

10 

20 

5 

48 

16 

24 

53 

29 

59 

22 

17 

17 

21 

31 

20 

36 

17 

6 

49 

98 

17 

30 

12 

11 

9 

36 

65 

22 

18 

11 

32 

74 

18 

21 

15 

12 

45 

28 

51 

40 

19 

6 

10 

44 

22 

11 

5 

10 

77 

33 

58 

27 

20 

15 

5 

71 

94 

37 

73 

18 

48 

33 

24 

12 

21 

12 

11 

58 

58 

28 

25 

32 

7 

46 

7 

6 

22 

10 

37 

22 

41 

26 

69 

47 

9 

48 

65 

6 

23 

19 

29 

46 

60 

17 

27 

56 

6 

27 

53 

24 

24 

24 

35 

31 

65 

14 

101 

27 

38 

17 

12 

41 

25 

52 

42 

65 

28 

37 

59 

20 

54 

17 

19 

28 

26 

36 

45 

42 

11 

49 

24 

52 

48 

48 

39 

41 

27 

25 

27 

44 

22 

51 

45 

77 

27 

33 

78 

19 

28 

19 

55 

14 

35 

7 

62 

41 

19 

26 

22 

13 

29 

24 

49 

16 

33 

12 

43 

20 

30 

29 

64 

30 

11 

18 

17 

24 

28 

19 

24 

23 

103 

98 

31 

10 

41 

24 

24 

19 

118 

Mittel 

23 

31 

39 

32 

26 

36 

37 

28 

26 

35 

39 

58 
21 
15 
7 
45 

74 
51 
27 
7 
25 

24 

11 

11 

17 

4 

5 

7 
86 
12 
16 

16 
26 
40 
41 


6 
5 
9 
25 
10 
8 

24 


Erdmagn.  Elemente  in  hohen  Breiten. 
n.  Fort  Rae.  Tägliche  Schwankung. 


405 


Declination 

Horizontale  Intensität 

24 

25 

26 

27 

28 

24 

25 

26 

27 

28 

0 

155^4 

121*6 

109*8 

91'3 

118*7 

440 

509 

371 

598 

376 

1 

116-9 

108-5 

93-1 

82-5 

97-0 

456 

559 

505 

347 

408 

2 

154-7 

104-4 

85-7 

92-2 

114-5 

446 

544 

463 

362 

618 

3 

132-3 

119-7 

89-9 

96-7 

150-8 

501 

503 

404 

436 

434 

4 

87-1 

85-9 

87-8 

88-3 

124-2 

503 

423 

509 

514 

387 

ö 

87-4 

97-2 

94-5 

120-2 

99-4 

463 

395 

393 

251 

404 

6 

157-0 

103-9 

84-4 

121-2 

110-4 

545 

469 

344 

383 

442 

7 

118-3 

94-4 

74-4 

87-8 

117-0 

476 

415 

306 

327 

522 

8 

89-9 

940 

92-7 

76-2 

117-4 

296 

355 

340 

417 

442 

9 

78-1 

83-7 

87-8 

90-6 

106-7 

329 

398 

383 

418 

389 

10 

74-7 

87-9 

91-6 

140-1 

142-1 

567 

399 

341 

453 

410 

11 

99-1 

110-2 

960 

194-8 

118-2 

H3 

376 

290 

405 

483 

12 

92-4 

82-9 

140-4 

175-2 

73-6 

309 

335 

414 

330 

362 

13 

112-7 

81-4 

149-8 

115-3 

115-2 

283 

371 

316 

380 

454 

14 

134-2 

105-1 

119-8 

86-8 

126-8 

270 

377 

423 

501 

537 

15 

91-7 

90-0 

112-1 

112-6 

133-8 

417 

391 

524 

616 

375 

16 

96-4 

107-4 

129-0 

102-8 

146-8 

384 

320 

503 

601 

284 

17 

103-0 

112-1 

165-2 

143-2 

119-0 

443 

309 

454 

375 

433 

18 

104-6 

119-3 

149-9 

136-3 

134-6 

459 

448 

421 

314 

441 

19 

125-3 

140-1 

149-4 

101-8 

96-1 

341 

340 

411 

524 

461 

20 

110-5 

116-2 

163-5 

85-0 

76-9 

384 

507 

490 

422 

576 

21 

127-2 

146-3 

107-3 

109-8 

97-8 

402 

277 

596 

467 

438 

22 

107-9 

175-8 

88-2 

112-2 

101-8 

472 

449 

474 

491 

506 

23 

143-3 

130-6 

121-8 

130-8 

87-1 

372 

566 

527 

379 

338 

24 

— 

140-1 

134-5 

98-7 

79-5 

— 

490 

599 

323 

329 

25 

— 

— 

110  0 

102-8 

91-2 

— 

— 

330 

388 

345 

26 

— 

— 

— 

89-3 

121-8 

— 

— 

— 

400 

402 

27 

— 

— 

— 

— 

125-5 

— 

— 

~ 

— 

343 

112-5 

110-3 

112-6 

110-5 

112-3 

415-5 

421-0 

428-1 

423  0 

429-8 

406  J.  Liznar, 

IL  Jan  Mayen.  Tägliche  Schwankung. 


Declination 

Horizontale  Intensität 

24 

25 

26 

27 

28 

24 

25 

26 

27 

28 

0 

45'8 

56<3 

108^7 

61^9 

794 

501 

886 

487 

846 

537 

1 

.  58-8 

66-8 

73-6 

86-6 

73-8 

431 

412 

474 

877 

895 

2 

70-3 

63-4 

78-2 

86-3 

64-1 

490 

416 

423 

275 

469 

3 

87-5 

81-3 

81-7 

94-7 

76-1 

465 

553 

299 

849 

400 

4 

68-2 

80-9 

118-2 

96-4 

51-5 

475 

486 

379 

401 

562 

5 

75-9 

50-3 

86-5 

85-0 

48-8 

448 

894 

862 

509 

447 

6 

108-8 

76-1 

82*2 

58-2 

70-9 

467 

422 

481 

501 

516 

7 

87-5 

122-7 

116-7 

76-2 

650 

480 

493 

331 

877 

397 

8 

88-4 

82-9 

840 

68-3 

64-5 

497 

403 

358 

497 

459 

9 

57-6 

87-3 

65-5 

96-7 

68-9 

874 

474 

395 

385 

481 

10 

89-1 

93-1 

90-8 

65-0 

68-9 

876 

346 

397 

428 

543 

11 

82-7 

125-5 

101-3 

60-7 

122-6 

386 

362 

415 

468 

460 

12 

76-6 

65-2 

830 

477 

81-2 

407 

424 

378 

698 

475 

18 

82-3 

79-2 

81-5 

70-9 

62-1 

853 

305 

416 

564 

406 

14 

106-1 

681 

77-0 

39-9 

100-5 

352 

379 

477 

456 

311 

16 

87-5 

104-0 

50-7 

52-8 

80-3 

521 

475 

407 

886 

549 

16 

75-5 

76-1 

65-0 

64-3 

95-6 

356 

361 

510 

854 

410 

17 

66-0 

75-5 

55-4 

91-6 

82-6 

428 

426 

478 

620 

428 

18 

75-7 

71-5 

56-7 

89-9 

101-2 

418 

361 

478 

456 

402 

19 

106-6 

97-0 

67-8 

62-6 

73-9 

356 

414 

489 

468 

386 

20 

87-2 

68-4 

54-1 

106-6 

63-4 

518 

520 

525 

453 

346 

21 

71-0 

91-6 

69-9 

56-9 

71-4 

328 

537 

548 

858 

311 

22 

66-7 

56-3 

66-6 

94-1 

105-2 

455 

469 

451 

334 

400 

28 

48-9 

57-0 

75-5 

75-5 

81-8 

517 

461 

385 

444 

328 

24 

— 

78-0 

63-9 

155-1 

90-3 

— 

685 

587 

560 

428 

25. 

— 

— 

65-9 

97-7 

78-7 

— 

— 

517 

394 

314 

26 



__ 

— 

84-8 

90-3 

— 

— 

— 

352 

407 

27 

— 

— 

— 

— 

84-7 

— 

— 

— 

658 

77-7 

78-8 

77-7 

78-7 

78-5 

433-2 

484-6 

436-4 

48Ö-0 

484-8 

Erdmagn.  Elemente  in  hohen  Breiten.  407 

Fort  Rae.  Jan  Mayen. 


Tägliche  Schwankung  der  Vertical- 
Intensität 

Tägliche  Schwankung 
Verticalintensität 

der 

24 

25 

26 

27 

28 

24 

25 

26 

27 

28 

0 

365 

403 

338 

261 

345 

252 

263 

273 

189 

317 

1 

342 

358 

352 

282 

339 

209 

267 

275 

225 

200 

2 

346 

287 

316 

252 

303 

307 

230 

263 

174 

214 

3 

371 

324 

226 

290 

300 

288 

346 

170 

201 

296 

4 

353 

293 

249 

252 

400 

305 

284 

237 

249 

371 

5 

240 

284 

241 

268 

312 

220 

263 

201 

254 

285 

6 

296 

369 

288 

368 

339 

268 

285 

225 

301 

331 

7 

463 

381 

261 

381 

293 

369 

267 

227 

224 

255 

8 

390 

286 

245 

333 

358 

335 

192 

188 

281 

289 

9 

226 

271 

318 

215 

330 

243 

272 

223 

202 

274 

10 

266 

272 

279 

265 

312 

209 

250 

235 

270 

296 

11 

216 

272 

284 

334 

377 

216 

234 

238 

289 

350 

12 

314 

315 

218 

495 

313 

240 

261 

269 

432 

279 

13 

318 

245 

366 

508 

243 

231 

174 

255 

406 

201 

U 

352 

206 

462 

339 

303 

235 

209 

271 

303 

232 

15 

384 

279 

295 

200 

373 

340 

244 

269 

237 

299 

16 

265 

223 

330 

258 

345 

210 

217 

313 

232 

248 

17 

306 

305 

421 

364 

345 

221 

281 

287 

298 

265 

18 

293 

245 

406 

332 

373 

280 

198 

304 

309 

178 

19 

297 

364 

386 

305 

403 

257 

264 

304 

296 

277 

20 

358 

409 

382 

328 

286 

277 

312 

307 

218 

211 

21 

341 

423 

369 

241 

217 

206 

310 

376 

176 

205 

22 

302 

279 

328 

321 

267 

263 

282 

244 

242 

284 

23 

329 

394 
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298 

308 

277 

299 

214 

302 

224 

24 

— 

484 

376 

440 

336 

— 

344 

318 

321 

189 

25 

— 

— 

388 

348 

283 

— 

— 

379 

246 

182 

26 

— 

— 

— 

336 

267 

— 

— 

— 

205 

259 

27 

— 

— 

— 

— 

379 

— 

— 

— 

— 

331 

Mittel 

322-2 

318-8 

322-7 

3190 

323-2 

260-8 

261-9 

264-0 

262-3 

262-2 

408 


J.  Liznar,  Erdmagn.  Elemente  in  hohen  Breiten. 


Jan  Mayen. 

Störunge 

n  der  Declination 

Östliche 

Westliche 

24 

25 

26 

27 

28 

24 

25 
2-40 

26 

27 

28 

0 

4-09 

3-22 

7-26 

3 

86 

3-12 

3-94 

4-88 

4-90 

2 

•81 

1 

501 

3-45 

4-52 

2 

92 

3- 14 

6-26 

4-94 

5-44 

3-48 

5 

•13 

2 

4-36 

8-28 

8-32 

4 

22 

2-78 

4-19 

6-03 

5-81 

4-01 

4 

•66 

3 

4-28 

6-25 

4-83 

3 

98 

4-40 

4-53 

5-97 

5-18 

4-64 

3 

•46 

4 

3-42 

4-86 

4-03 

6 

77 

3-19 

3-79 

5-35 

3-47 

6-48 

3 

•08 

5 

5-01 

7-18 

503 

3 

96 

3-47 

4-14 

5-19 

5-28 

3-96 

4 

40 

6 

5-17 

7-08 

5-34 

3 

33 

5-13 

5-13 

8-06 

4-93 

4-38 

6 

32 

7 

5-60 

4-72 

5-72 

2 

42 

5-88 

4-61 

4-18 

511 

2-97 

4 

54 

8 

534 

4-24 

3-41 

3 

83 

3-02 

4-81 

400 

4-91 

3-78 

3 

87 

9 

5-29 

3-42 

5-13 

2 

17 

5-37 

6-71 

4-18 

3-26 

1-65 

4 

54 

10 

6-48 

6-08 

2-43 

3 

04 

4-78 

5-47 

5-35 

3-22 

3-19 

5 

20 

11 

5-77 

3-93 

3-84 

2 

83 

4-88 

4-20 

5-15 

2-90 

4-12 

5 

88 

12 

8-79 

4-58 

2-36 

3 

60 

4-43 

3-78 

3-70 

402 

5-57 

5 

38 

13 

3-84 

4-10 

3-28 

4 

13 

4-69 

8-81 

3-63 

403 

5-57 

5 

11 

14 

5-43 

5-98 

3-19 

4 

14 

4-11 

7-00 

3-35 

3-22 

3-50 

4- 

03 

15 

5-91 

3-40 

2-55 

5 

84 

3-98 

5-19 

4-45 

3- 14 

4-06 

3" 

57 

16 

3-71 

3-65 

3-23 

2 

50 

4-11 

3-37 

4-37 

4-14 

2-90 

4 

26 

17 

3-90 

2-40 

2-77 

3 

53 

5-27 

3-24 

3-70 

4-47 

3-84 

5 

83 

18 

2-37 

3-07 

3-14 

4 

15 

4-68 

2-75 

2-87 

3-61 

6-85 

6« 

25 

19 

3-07 

2-75 

3-85 

8 

26 

6-08 

3-34 

4-45 

3-67 

8-53 

4' 

41 

20 

4-14 

2-96 

4-21 

6 

46 

4-11 

3-60 

3-28 

3-72 

6-85 

3 

23 

21 

4-23 

2-78 

6-78 

5 

41 

5-52 

5-01 

3-42 

5-94 
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4- 

57 

22 

4-73 

4-65 

4-08 

3 

88 

7-99 

5-85 

2-98 

511 

2-77 

5« 

28 

23 

3-38 

3-72 

4-25 

5 

58 

3-44 

3-71 

4-96 

5-71 

3-94 

5 

18 

24 

— 

5-78 

505 

6 

52 

6-57 

— 

6-22 

4-88 

5-93 

4 

43 

25 

— 

— 

6-88 

7 

11 

4-30 

— 

— 

5-87 

5-14 

4 

47 

26 

— 

— 

— 

6 

92 

4-01 

— 

— 

— 

4-30 

3 

59 

27 

— 

— 

— 

— 

4-17 

— 

— 

— 

— 

2 

75 

Mittel 

4-497 

4-461 

4-442 

4 

495 

4-522 

4-514 

4-487 

4-458 

4-498 

4 
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Über  die  Bess ersehen  Functionen. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Ge^enbauer. 

Herr  C.  Neumann  hat  in  seiner  Schrift  „Allgemeine 
Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Temperaturzustand 
eines  homogenen  Körpers,  welcher  von  zwei  nicht  concentrischen 
Kugelflächen  begrenzt  wird,"  eine  Formel  abgeleitet,  durch 
welche  eine  von  r  =  0  bis  r  =  oo  und  von  y  =:  0  bis  y  =  2«: 
willktLrlich  gegebene  Function  /(r,  y)  der  zwei  Veränderlichen 
r,  f  durch  ein  dreifaches  Integral  ausgedrückt  wird,  in  welchem 
die  BesseTsche  Function  erster  Art  mit  dem  Index  0  auftritt. 
Diese  Formel,  welche,  wie  Herr  W.  Ermakoff  („Über  die 
Cylinderfunction".  Math.  Ann.  von  A.Clebsch  u.  C.  Neumann, 
V.  Band,  S.  639 — 640)  gezeigt  hat,  durch  eine  einfache  Trans- 
formation des  vierfachen  Fourier'schen  Integrales 


— oo      — oo 


erhalten  werden  kann,  wurde  von  den  Herren  Paul  Du  Bois- 
Beymond  („Die  Theorie  der  Fourier'schen  Integrale  und 
Formeln "".  Mathematische  Annalen,  IV.  Band,  S.  362 — 390)  und 
F.  G.  Mehl  er  („Über  die  Darstellung  einer  willkürlichen 
Function  zweier  Variablen  durch  Cylinderfunctionen".  Math. 
Ann.,  V.  Band,  S.  135 — 140)  strenge  bewiesen. 

Der  Satz  des  Herrn  C.  Neumann  ist  ein  specieller  Fall  des 
folgenden  Theorems : 

Ist  die  Function  /"(r,  y)  der  zwei  Veränderlichen  r,  y  so  be- 
schaffen, dass  das  Integral 


/'oo  rUn 

J    j     fir,<p)rdrd<p 
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absolut  convergirt,  so  kann  dieselbe  ftlr  beliebig  gegebene  Werthe 
Tj,  y^  der  Variablen  entweder  durch  die  Formel 

^  ^  0  0  0 

v-l 

(r*-f-r*  —  2rrj  cos  (y — f^))      J(z  vr*+r*— 2rr, cos (y — fi))(if 
oder  durch  die  Formel 


V     V— 1 


,  (r*-f-r^* — 2rrj  cos(y  — y^))  J(«*(r*-f-rj*— 2rr^  C08(y — fi))df 
ausgedrückt  werden,  wo 

ist. 

Setzt  man  in  der  ersten  Formel  v  =  1,  so  ergibt  sich  das 
erwähnte  Neumann'sche  dreifache  Integral,  wird  aber  in  der 

zweiten  Gleichung  v  = -^gesetzt,  so  entsteht  die  interessante 

Relation 

4    r*oo        roo        r2r, 
f{r^,  y J  =  — ^J     zdzj     rdrj    f{r,  y)co8(«*(r*+rJ— 2rrj  C08(p — fx))df 

0  0  0 

welche  Herr  Paul  Du  Bois-Keymond  a.  a.  0.  durch  Speciali- 
sirung  seiner  allgemeinen  Formeln  gewonnen  hat 
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Über  den  täglichen  Gang  der  Windgeschwindigkeit 
und  der  Windrichtung  in  Tamopol. 

(Mit  1  Tabelle.) 

Von  Ladislaus  Satke  in  Tamopol. 

Seit  dem  1.  Febrnar  1881  hat  man  auf  dem  JesuitencoUeginm 
in  Tarnopol  einen  Anemographen  von  Munro  in  London  auf- 
gestellt. Ich  entscbloss  mich  desshalb,  die  fünfjährigen  Aufzeich- 
nungen desselben  zu  bearbeiten,  besonders  da  die  freie  Lage  der 
Stadt  als  fttr  die  Windbeobachtungen  besonders  günstig  bezeich- 
net werden  kann.  Leider  kann  man  die  Aufstellung  des  Anemo- 
graphen aus  zwei  Grtlnden  keine  fehlerlose  nennen;  denn  erstens 
befindet  sich  das  JesuitencoUegium  in  der  Mitte  der  Stadt, 
zweitens  aber  schwächen  zwei  gegen  80  Met.  entfernte  Thtirme 
einer  nahen  Kirche  die  SW- Winde  etwas  ab,  so  dass  sie  nicht 
mit  voller  Kraft  auf  den  Anemographen  einwirken  können. 

Das  Schalenkreuz  und  die  Windmtlhlflügel  erheben  sich 
15-5  Met.  über  dem  Erdboden,  aber  nur  1-88  Met.  über  das 
Dach.  Der  Durchmesser  der  Kugelschalen  beträgt  0-127  Met. 
und  die  Abstände  ihrer  Mittelpunkte  vom  Drehungspunkte 
0-267  Met.  Zwei  eiserne  Gestänge  verbinden  das  Schalenkreuz 
und  die  Windmühlflügel  mit  zwei  Schrauben  ohne  Ende,  die  in 
einem  Parterrezimmer  auf  einem  chemischen  Papiere  ununter- 
brochen die  Geschwindigkeit  und  die  Richtung  des  Windes  ein- 
zeichnen. 

Ich  muss  aber  hier  bemerken,  dass  in  den  Aufzeichnungen 
einige  Unterbrechungen  vorkommen;  es  fehlen  nämlich  die  Bögen 
vom  März  und  April  1882  und  vom  Juli  1883,  die  ich  mit  den 
entsprechenden  Monaten  vom  Jahre  1886  ergänzt  habe,  dadurch 
habe  ich  aber  ein  ganzes  Lustrum  erhalten.  Auch  zwei  kleinere 
rnterbrechungen  von  je  fllnf  Tagen  im  Juli  1884  und  1886 
wurden  bei  der  Berechnung  berücksichtigt. 

28* 
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Bei  der  Zusammenstellnng  der  Aufzeichnungen  habe  ich  zu 
einiger  Erleichterung  die  Richtung  und  Geschwindigkeit  des 
Windes  nur  je  zwei  Stunden  eingetragen  und  dabei  acht  Wind- 
richtungen unterschieden^  da  dieselben  yollkommen  genügen. 
Die  Windgeschwindigkeit  aber  stellt  nicht  den  Windweg,  sondeni 
die  der  Stunde  entsprechende  momentane  Geschwindigkeit  des 
Windes  vor.  In  den  Tabellen  gebe  ich  überall  die  Geschwindig- 
keit in  Kilometern  an  und  die  tägliche  Periode  fängt  durchgehends 
mit  2*"  nach  Mittemacht  an. 

Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist  ein  doppelter:  1.  die  Unter- 
suchung des  Zusammenhanges  des  täglichen  Ganges  der  Wind- 
geschwindigkeit mit  anderen  meteorologischen  Elementen;  2.  die 
Auffindung  der  Ursache  der  täglichen  Periode  der  Windrichtung. 

Was  die  erste  Frage  anbelangt,  so  könnte  man  dieselbe 
schon  als  überflüssig  erklären,  da  die  Eöppen'scbe  Theorie 
über  die  Verstärkung  des  Windes  zu  Mittag  dieselbe  genügend 
begründet,  doch,  nach  meiner  Meinung,  hat  man  sie  noch  nicht 
allseitig  mit  anderen  Elementen  verglichen  und  ihren  innigen 
Zusammenhang  damit  gefunden.  Zwar  haben  schon  Hj eltström 
und  Bamberg  ähnliche  Arbeiten  geliefert,  aber  ich  glaube,  dass 
auch  die  meinige  von  einigem  Nutzen  sein  wird,  besonders  da 
auf  die  Winde  über  Tarnopol  nicht  nur  Gebirge  und  grössere 
Gewässer,  aber  selbst  Wälder  keinen  Einfiuss  ausüben. 

Die  tägliche  Periode  der  Windgeschwindigkeit. 

Der  erste  Theil  enthält  demnach  die  tägliche  Periode  der 
Windgeschwindigkeit  in  den  einzelnen  Jahreszeiten,  sodann  im 
Zusammenhange  mit  dem  Luftdrucke,  der  mittleren  täglichen 
Temperatur  und  der  täglichen  Schwankung  derselben,  der 
Bewölkung,  der  mittleren  Windgeschwindigkeit  in  der  Nacht, 
endlich  der  einzelnen  Windrichtungen;  denn  die  Verstärkung  der 
Windgeschwindigkeit  in  den  ersten  Nachmittagsstunden  wird 
desto  grösser  sein,  je  grössere  Temperaturunterschiede  in  verti- 
caler  Richtung  aufkommen;  hiemit  grösser  im  Sommer  als  im 
Winter,  grösser  beim  heiteren  Himmel  als  beim  bewölkten, 
grösser  bei  höherer  al^  bei  niedriger  Temperatur,  grösser  bei 
grosser  Amplitude  derselben  als  bei  geringerer,  somit  anch 
grösser  bei  NE — S- Winden,  die  Aufheiterung  veranlassen,   als 
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bei  SW—N- Winden;  endlich  im  Winter  grösser  beim  hohen 
Luftdrücke  als  bei  geringem.  Zur  Untersuchung  der  obigen 
umstände,  zugleich  auch  znr  Bestätigung  der  Koppen 'sehen 
Theorie  diene  die  Tabelle  L 

Wir  sehen  zuerst,  dass  zu  allen  Jahreszeiten  der  Wind  seine 
Maximalgeschwindigkeit  um  2^  p.  m.  (im  Winter  eigentlich 
früher)  erlangt  und  diese  Verstärkung  der  Windgeschwindigkeit 
ist  so  auflfallend,  dass  wir  dieselbe  in  jedem  Monate  und  in  jeder 
Dekade  antreffen,  ja  im  Sommer  ist  diese  Erscheinung  so  regel- 
mässig, dass  man  sie  während  eines  länger  andauernden  schönen 
Wetters  alltäglich  beobachten  kann.  Das  Verhältniss  Max. :  Min. 
zeigt  uns  gleichfalls,  dass  die  Temperatur  hier  vom  grössten  Ein- 
flüsse sein  muss,  denn  dieses  ist  im  Sommer  am  grössten,  im 
Winter  dagegen  am  kleinsten;  man  ersieht  auch  aus  der  Tabelle 
und  die  folgenden  Untersuchungen  bekräftigen  die  Erscheinung, 
dass  die  Amplitude  der  Windgeschwindigkeit  fast  im  umgekehr- 
ten Verhältnisse  zur  mittleren  Geschwindigkeit  steht. 

In  wieweit  die  Temperatur  allein  hier  vom  Einflüsse  ist, 
beweisen  uns  die  nächstfolgenden  Reihen,  worin  die  tägliche 
Amplitude  der  Windgeschwindigkeit  besonders  bemerkenswerth 
ist  Im  Winter  ist  dieselbe  ganz  unbedeutend  und  weniger  von 
der  Temperatur  abhängig,  was  leicht  erklärlich  ist,  da  die  Luft- 
circulation  in  verticaler  Richtung  sowohl  bei  hoher  als  bei  nie- 
driger Temperatur  sehr  abgeschwächt  wird;  im  ersten  Falle 
herrschen  starke  Winde,  die  keine  grösseren  Temperaturunter- 
schiede zwischen  den  untersten  und  den  darüber  liegenden  Luft- 
schichten aufkommen  lassen,  im  zweiten  Falle  dagegen  haben 
wir  gewöhnlich  hohen  Luftdruck  und  die  höheren  Luftschichten 
sind  relativ  wärmer  als  die  über  der  Erdoberfläche,  wodurch 
auch  der  verticale  Luftaustausch  verhindert  wird.  Hier  muss  ich 
aber  auf  eine  auffallende  Erscheinung  aufmerksam  machen,  dass 
Dämlich  das  absolute  Minimum  der  Geschwindigkeit  nicht  nach 
Mitternacht,  sondern  gleich  in  den  ersten  Abendstunden  erscheint 
und  dass  während  der  grössten  Kälte  doppelte  Maxima  vor- 
kommen. Dieselbe  Eigenthümlichkeit  finden  wir  auch  beim  hohen 
Luftdrucke  und  beim  heiteren  Himmel  im  Winter,  sodann  auch 
besonders  im  November  und  December,  ausserdem  hat  mau  sie 
in  den  Wintermonaten  an  vielen  anderen  Orten  beobachtet,  so 
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dass  man  fast  behaupten  könnte,  es  sei  ein  gesetzmässiges 
Erscheinen. 

Im  Sommer  zeigt  sich  der  Einfluss  der  Temperatur  noch 
besser;  denn  während  der  grössten  Hitze  ist  nach  Mittag  die 
Windgeschwindigkeit  8  mal  so  gross  als  um  2^  a.  m.  nnd  anf 
Grnnd  dieser  Eeihe  dtlrfen  wir  schliessen,  dass  die  Sommernächte 
fast  ganz  windstill  vorübergehen.  Die  verspätete  Eintrittszeit  des 
Maximums  der  Windgeschwindigkeit  um  2^  p.  m.  in  heissen 
Sommertagen  bekräftigt  gleichfalls,  dass  die  tägliche  Periode 
der  Windgeschwindigkeit  vom  kräftigen  Luftaustausch  in  verti- 
caler  Richtung  abhängig  ist. 

Noch  auffallender  zeigt  sich  der  Einfluss  der  Temperatur 
auf  die  tägliche  Periode  der  Windgeschwindigkeit  in  beiden 
nächstfolgenden  Reihen.  Wenn  die  tägliche  Schwankung  der 
Temperatur  15*"  C.  tlbertrifft,  so  ist  die  Windgeschwindigkeit  um 
2**  p.  m.  11  mal  grösser  als  um  4*"  a.  m.,  während  sie  bei  kleiner 
Amplitude  der  Temperatur  nur2*2mal  grösser  ist;  es  beweist 
dies,  wie  innig  der  Zusammenhang  beider  Elemente  sein  muss. 
Aber  die  grosse  Amplitude  der  Windgeschwindigkeit  bei  grosser 
Schwankung  der  Temperatur  bewirkt  nicht  ihr  Maximum,  son- 
dern das  auffallend  geringe  Minimum,  das  in  den  ersten  Tages- 
stunden nicht  einmal  1  Elm.  beträgt.  Zugleich  sehen  wir,  dass 
auch  hier,  wie  Überall,  die  starken  Winde  eine  kleine  Amplitude 
besitzen,  die  schwachen  umgekehrt  eine  grosse  aufweisen.  Im 
ersten  Falle,  gewöhnlich  unter  dem  Einflüsse  einer  Cyklone,  ent- 
steht auch  zu  Mittag  keine  bemerkenswerthe  Steigerung  der 
Temperatur,  im  zweiten  dagegen  folgt  auf  eine  kühle  und  wind- 
stille Nacht  ein  heisser  Tag  und  der  lebhafte,  verticale  Luft- 
austausch verursacht  eine  ungewöhnliche  Verstärkung  des  Windes 
zu  Mittag,  obgleich  die  gleichmässige  Luftdruck vertheilung 
eigentlich  keine  Luftbewegung  zulassen  wtLrde. 

Die  nächstfolgenden  fünf  Reihen  stellen  die  tägliche  Periode 
der  Windgeschwindigkeit  bei  verschiedener  Bewölkung  im 
Sommer,  die  zwei  nächsten  im  Winter  vor.  Die  Mittel  zeigen 
deutlich,  dass  entsprechend  der  Bewölkung  auch  die  Wind- 
geschwindigkeit wächst,  die  Amplitude  dagegen  derselben  immer 
kleiner  wird.  Nicht  minder  beweist  der  Eintritt  des  Maximums 
den   Einfluss   der   Bewölkung,   denn   dasselbe   erscheint  desto 
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früher,  je  grösser  die  Bewölkung  wird.  Bemerkenswerth  ist  es, 
dass  die  Minima  auch  mit  der  Bewölkung  wachseo,  obwohl  die 
Maxima  nicht  derselben  Regel  folgen.  Hier  mnss  ich  aber  noch 
hinzofUgen,  dass,  wenn  auch  einige  Unregelmässigkeiten  ein- 
treten, diese  mehr  auf  Kosten  der  ungenauen  Aufzeichnung  der 
Bewölkung  zu  rechnen  sind,  die  ohne  Instrumente  gemessen  und 
bei  dem  öfteren  Wechsel  der  Beobachter  nicht  nut  der  nöthigen 
Schärfe  eingetragen  wird. 

Zur  Untersuchung  der  täglichen  Periode  der  Windgeschwin- 
digkeit bei  verschiedenem  Luftdrucke  war  ich  gezwungen,  das 
Winterhalbjahr  zu  wählen,  da  nur  in  dieser  Jahreszeit  grössere 
Unterschiede  im  Luftdrucke  vorkommen;   sodann   musste  ich 
748  Mm.  schon  als  hohen  Barometerstand   ansehen,  um   eine 
grössere  Anzahl  der  Tage  zur  Untersuchung  zu  erhalten.  Doch 
bin  ich  nicht  im  Stande  anzugeben,  welchem  Umstände  man 
zuzuschreiben  soll,  dass  die  Eintrittszeit  der  Maximalgeschwin- 
digkeit bei  hohem  Luftdrucke  eine  frühere  ist  als  beim  niedrigen; 
ist  es  die  Schuld  des  relativ  niedrigen  Barometerstandes  oder  der 
geringen  Anzahl  der  Tage.  Im  Übrigen  aber  bemerkt  man  den 
Unterschied  in  beiden  Reihen  auf  den  ersten  Anblick :  das  abso- 
lute Minimum  trifft  man  beim  hohen  Luftdruck  um  6^  p.  m.^  das 
secundäre  um  6*^  a.  m.;   es  ist  die  mittlere  Zeit  des  Aufganges 
und  des  Unterganges  der  Sonne  und  der  Anemograph  zeigt  fast 
zu  allen  Jahreszeiten  zu  der  Zeit  die  schwächste  Luftbewegung. 
Die  Erscheinung  aber,  dass  die  Amplitude  der  Windgeschwindig- 
keit keine  grösseren  Unterschiede  in  beiden  Reihen  aufweist,  ist 
nicht  zu  verwundern,  wenn  man  bedenkt,  dass  beim  hohen  Luft- 
drucke die  höheren  LAftschichten  relativ  wärmer  sind  als  die 
untersten. 

Da,  wie  wir  schon  öfters  gesehen  haben,  die  tägliche  Periode 
der  Windgeschwindigkeit  auch  von  der  mittleren  Windgeschwin- 
digkeit abhängt,  so  ist  es  vom  grossen  Interesse,  den  Zusammen- 
hang der  beiden  eingehender  kennen  zu  lernen.  Bei  der  Unter- 
suchung dieser  Erscheinung  folgte  ich  dem  Rathe,  den  Dr.  Hann 
hei  Gelegenheit  der  Besprechung  der  Bamberg' sehen  Resultate 
aufstellte  und  nahm  als  Argument  der  Gruppenbildung  die  mitt- 
lere Windgeschwindigkeit  in  der  Nacht;  auch  wählte  ich  zu  dem 
Zwecke  die  drei  Wintermonate,  um  den  Einfluss  der  Bewölkung, 


416  L.  Satke, 

die  bei  diesen  Untersuchungen  eine  so  grosse  Rolle  spielt,  nach 
Möglichkeit  auszuschliessen.  Das  Resultat  dieser  Berechnung 
folgt  in  den  vier  nächsten  Reihen,  welche  beweisen,  dass  die 
Grösse  der  täglichen  Periode  der  Windgeschwindigkeit  mit  den 
stärkeren  Winden  abnimmt.  Nebenbei  mache  ich  noch  auf  die 
Erscheinung  aufmerksam,  wie  unregelmässig  der  tägliche  Gang 
der  Windgeschwindigkeit  bei  starken  Winden  ist,  so  dass  man 
eigentlich  gar  keine  Amplitude  bemerkt 

Was  die  tägliche  Periode  der  einzelnen  Winde  anbelangt, 
so  kann  man  aus  den  nächsten  acht  Reihen  als  wichtigstes 
Resultat  den  folgenden  Schluss  ziehen,  dass  alle  Windrichtungen 
um  die  Mittagsstunde  eine  Verstärkung  erfahren  und  dass  auch 
die  schwächeren  Winde  eine  stärkere  tägliche  Amplitude  haben 
als  die  stärkeren.  Auffallend  ist  es  jedoch,  dass  der  Ostwind  im 
Winter  seine  Maximalgeschwindigkeit  erst  um  8^  p.  m.  erlangt, 
obwohl  alle  anderen  Winde  zu  jeder  Jahreszeit  um  die  Zeit  des 
Temperaturmaximums  stärker  werden,  im  Winter  um  12*",  im 
Sommer  um  2*"  p.  m. 

Nach  den  vorgehenden  Untersuchungen  zu  schliessen, 
scheint  es  also  unzweifelhaft  zu  sein,  dass  die  Eöppen'sche 
Theorie  über  die  tägliche  Periode  der  Windgeschwindigkeit  die 
einzig  richtige  ist,  denn  sie  allein  erklärt  alle  Erscheinungen 
ohne  Schwierigkeit  und  ihr  inniger  Zusammenhang  mit  anderen 
meteorologischen  Elementen,  besonders  mit  der  täglichen  Periode 
der  Temperatur,  bestätigt  nur  desto  mehr  ihre  Richtigkeit. 

Die  tägliche  Periode  der  Windrichtung. 

Von  grösserer  Wichtigkeit  als  die  vorhergehenden  sind  die 
nächstfolgenden  Untersuchungen  ttber  die  tägliche  Periode  der 
Windrichtung,  denn  hier  in  Tamopol  fehlen  gänzlich  die  stören- 
den Einflüsse  von  Küsten,  Gebirgen,  Gewässern  und  Wäldern, 
welche  locale  Winde  hervorrufen  könnten;  ausserdem  sind  in  der 
Hinsicht  noch  gar  wenige  Arbeiten  geliefert  worden,  was  meine 
Untersuchungen  desto  wttnschenswerther  macht. 

Was  die  Häufigkeit  der  acht  äquidistanten  Windgruppen  in 
fünf  Jahren  anbelangt,  so  ersehen  wir  aus  der  beigegebenen 
Tabelle  H,  dass  sich  bei  uns  die  Maxima  der  Frequenz  nicht 
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aller  Windrichtungen  mit  der  Sonne  um  den  Horizont  drehen, 
denn  die  £-,  SW-  und  W- Winde  fügen  sich  in  diese  Reihenfolge 
nicht  ein.  Stellen  wir  die  Mittel  der  Frequenz  der  einzelnen 
Winde  in  Procenten  dar,  so  finden  wir,  dass  697o  ^^^  Horizont 
umkreisen. 

Von  den  einzelnen  Jahreszeiten  sind  nur  der  Winter  und 
der  Sommer  besonders  bemerkenswerth,  denn  in  der  ersten 
Jahreszeit  finden  wir  die  Maxima  der  Frequenz  der  Windgrnppe 
von  NE — S  Nachmittags,  der  von  SW — NW  Vormittags,  was  das 
Do ve' sehe  Oesetz  bestätigen  würde.  Im  Sommer  haben  wir 
dagegen  ein  sehr  regelmässiges  Umkreisen  des  Horizonts,  denn 
wie  die  Tabelle  zeigt,  macht  von  allen  Winden  nur  noch  der 
W-Wind  eine  Ausnahme,  dessen  Maximum  noch  immer  in  den 
ersten  Morgenstunden  erscheint  Zu  dieser  Jahreszeit  haben  wir 
demnach  die  grösste  Übereinstimmung  mit  den  Resultaten  von 
Madrid  und  Wien,  und  dieser  Umstand  scheint  darauf  hinzu- 
weisen, dass  auch  hier,  wie  bei  der  Windgeschwindigkeit  die 
Temperatur  vom  grössten  Einflüsse  sein  muss.  Dies  bewog  mich, 
die  Häufigkeit  der  acht  Windgruppen  für  den  wärmsten  Monat, 
d.  L  fUr  den  Juli  besonders  zusammenzustellen  und  das  erhaltene 
Resultat  befriedigt  uns  gänzlich,  da  hier  wieder  nur  der  einzige 
W-Wind  aus  der  Reihe  austritt,  während  die  Maxima  der  anderen 
Windrichtungen  ganz  regelmässig  nach  einander  folgen.  Um  noch 
sicherer  zu  gehen,  untersuchte  ich  die  tägliche  Periode  der  Wind- 
richtung während  der  heissesten  Sommertage,  wo  die  Temperatur 
20**  C.  überstieg.  Die  beiliegende  Tabelle  bestätigt  unsere  Ver- 
muthung,  dass  die  Temperatur  die  Windrichtung  beeinfiusst, 
denn  hier  ist  die  regelmässigste  Aufeinanderfolge  der  Winde 
und  ein  gänzliches  Umkreisen  des  Horizonts  durch  alle  Wind- 
richtungen; es  fügt  sich  hier  nicht  nur  der  W-Wind  in  die  Reihen- 
folge, sondern  auch  die  Maxima  der  N-  und  NE- Winde  erscheinen 
hier  etwas  früher  als  in  den  vorhergehenden  Tabellen,  so  dass 
man  mit  Dr.  Hann  den  Satz  aussprechen  darf:  während  der 
heissesten  Sommertage  lässt  die  Luftströmung  in  Tarnopol  die 
Sonne  zur  Linken  in  einem  beiläufigen  Winkelabstande  von  90*". 
Ausserdem  ist  auch  hier  die  Tendenz  zur  Entwickelung  östlicher 
Luftströmung  Vormittags ,  der  westlichen  Nachmittags  vor- 
handen. 
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Endlich  gebe  ich  noch  in  den  letzten  Reihen  die  Häufigkeit 
der  acht  Windgruppen  bei  der  Bewölkung  0 — 1,  zu  deren  Unter- 
suchung mir  359  ganz  heitere  Tage  dienten.  Diese  Zusammen- 
stellung belehrt  uns  wieder,  dass  unter  der  Bedingung  das 
Dove'sche  und  das  Buys-Ballot'sche  Gesetz  in  vollster  Kraft 
existirt,  da  hier  die  N-Winde  und  W- Winde  sich  im  Laufe  des 
Tages  nach  E  drehen,  dessen  Maximum  um  10**  p.  m.  erscheint. 
Diese  Erscheinung  ist  auch  leicht  zu  erklären,  wenn  wir  beden- 
ken, dass  beim  heiteren  Himmel  der  Effect  der  Sonne  in  der  Ent- 
stehung kleiner  localer  Cyklonen  sich  äussert,  die  über  uns 
von  E  nach  W  wandern  und  die  obige  Drehung  der  Winde  ver- 
ursachen. Ich  füge  noch  hinzu,  dass  wir  gänzlich  dasselbe  Bild 
erhalten,  wenn  wir  die  Häufigkeit  der  Winde  besonders  für  den 
Winter  bei  der  Bewölkung  0 — 1  untersuchen. 

Bis  jetzt  ist  noch  die  Ursache  der  täglichen  Periode  der 
Windrichtung  unbekannt,  obwohl  schon  mehrere  Meteorologen  die 
Erklärung  dieser  Erscheinung  versucht  haben.  Es  wird  daher 
verzeihlich  sein,  wenn  ich  im  Nachfolgenden  dieses  Räthsel  auf- 
zulösen wage,  besonders  da  mir  jetzt  auch  ein  reichhaltigeres 
Material  in  dieser  Hinsicht  zu  Gebote  steht  als  meinen  Vor- 
gängern. 

Aus  den  obigen  Kesaltaten  folgt  nämlich,  dass  auch  auf  die 
tägliche  Periode  der  Windrichtung  die  Temperatur  vom  grössten 
Einflüsse  sein  muss,  denn  sie  erscheint  am  regelmässigsten  im 
Sommer,  sodann  im  Juli  und  bei  der  Temperatur  über  20**  C. 
Nicht  minder  hat  man  auch  fllr  Wien  und  Madrid  bewiesen,  dass 
die  acht  Windrichtungen  im  Sommer  den  Horizont  regelmässiger 
umkreisen  als  im  Winter.  Ausserdem  bemerkt  Dr.  Hann  aus- 
drücklich, dass  sich  das  periodische  Auftreten  der  E- Winde  zu 
KremsmtLnster  und  Wien  auf  Beobachtungen  während  des  Sommers 
bezieht.  Im  Allgemeinen  belehren  uns  alle  in  seiner  Abhandlung 
vorgeführten  Thatsachen,  dass  in  Westeuropa  (ausser  Upsala)  zu 
Mittag  die  Winde  aus  dem  östlichen  Quadranten  vorherrschen. 
Ich  will  noch  einige  andere  Beobachtungen,  fast  durchgehends 
Auszüge  aus  Dr.  Hann 's  Klimatologie,  vorführen. 

In  Athen  wehen  während  der  Sommermonate  periodisch 
N-Winde.  Sie  erheben  sich  regelmässig  Morgens  um  7  Vj*";  manch- 
mal auch  gegen  10^  und  wehen  den  ganzen  Tag  bis  gegen  6** 
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oder  7^  Abends,  dann  tritt  Windstille  ein;  diese  Erscheinung 
wiederholt  sieh  täglich  während  mehrerer  Monate.*  Vom  October 
bis  März  (während  der  Zeit  lagert  eine  Anticyklone  über  den 
Azoren)  ist  in  Borna  die  Windrichtung  constant  östlich,  manchmal 
etwas  nach  N  abweichend,  am  heftigsten  weht  er  zwischen  8^ 
Morgens  und  Mittags.  Des  Nachts  herrscht  immer,  wie  in  der 
Wüste,  vollkommene  Windstille.*  Als  besonders  bemerkenswerth 
wiederhole  ich  hier  die  Worte  NachtigalTs:  „Sobald  wir  das 
eigentliche  Gebiet  der  Sommerregen  zur  Zeit  derselben  betreten 
hatten,  konnte  man  fast  täglich  einen  mehr  oder  weniger  dichte 
Wolken  herauftreibenden  westlichen  Wind  beobachten  und  in  den 
meisten  Fällen  gelang  es,  aus  dem  Zuge  der  höheren  Wolken 
einen  oberen  östlichen  Wind  nachzuweisen.  Während  des  Vor- 
mittags waltete  der  erstere,  während  des  Nachmittags  der  letztere 
vor." 3  Im  Frühjahre  (Ende  August)  beginnen  im  Betschuanen- 
lande  N- Winde  und  wehen  mit  grosser  Heftigkeit  täglich  von 
10^  an  bis  Sonnenuntergang,  worauf  eine  ruhige,  heitere  Nacht 
folgt.*  Der  heisse  NW- Wind  (in  Pieter  Moritzburg)  beginnt  meist 
schon  um  Tagesanbruch  zu  weben,  hält  bis  Mittag  oder  darüber 
an,  dann  lullt  er  ein  und  ein  strenger,  kühler  Seewind  von  SE 
tritt  plötzlich  an  seine  Stelle.^  Der  Chamsin  (S-Wind)  beginnt 
gewöhnlich  einige  Stunden  nach  Sonnenaufgang,  erreicht  seine 
grösste  Heftigkeit  in  den  ersten  Nachmittagsstunden  und  hört  um 
die  Zeit  des  Sonnenunterganges  auf.®  In  der  Torresstrasse  weht 
der  SE-Wind  bei  Tag  am  heftigsten;  landeinwärts  von  der  Süd- 
kttste  des  Golfes  von  Carpentaria  herrschen  trockene  Landwinde 
(SW)  aus  den  inneren  Wüsten.^  Im  nördlichen  Australien  erheben 
sich  die  SE-  und  E-Winde  gewöhnlich  kurz  nach  Sonnenaufgang 
und  wehen  mit  beträchtlicher  Stärke  während  des  Tages,  während 
sie  am  Nachmittag  gegen  Sonnenuntergang  schwach  werden  und 


1  Die  tägliche  Periode  der  Geschwindigkeit  und  Richtung  des  Windes. 
Dr  Hann.  S.  56. 

2  Handbuch  der  Klimatologie  von  Dr.  Hann.  S.  276. 
«  Ebenda  S.  279. 

«  Ebenda  S.  612. 

6  Ebenda  S.  622. 
«  Ebenda  S.  443. 

7  Ebenda  S.  329. 
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aufhören.*  In  Sydney  tritt  im  Sommer  der  heisse  NW- Wind  Vor- 
mittags ein  und  hält  den  ganzen  Tag  an,  gefolgt  von  einer  kühlen 
Nacht.*  Die  heissen  SE- Winde  dauern  in  dem  heissesten  Theile 
von  Nordamerika  manchmal  bis  spät  in  die  Nacht.^ 

Aus  den  obigen  Thatsachen  über  die  tägliche  Periode  der 
Windrichtung  folgt  demnach,  dass  im  Laufe  des  Tages  als  vor- 
waltende Luftströmung  jener  Wind  erscheint,  der  vom  Innern 
eines  Continents  gegen  die  Oceane  weht,  und  dass  dieser  Wind 
am  häufigsten  im  Sommer,  besonders  aber  um  die  Zeit  des  Tem- 
peraturmaximums auftritt.  Im  Westen  von  Europa,  Afrika  unil 
Amerika  ist  also  im  Sommer  die  Tendenz  zur  Entwicklung  öst- 
licher Winde  (Bongoland  und  Nukus  machen  hier  eine  Ausnahme, 
aber  im  Osten  liegen  weite  Continente),  in  Ägypten  und  im  nörd- 
lichen Australien  stLdlicher,  in  Athen,  im  Betschuanenlande  und 
Natal  nördlicher,  im  Osten  von  Australien,  Afrika  und  Asien 
westlicher  Winde.  Während  des  Sommers  aber  entsteht  über 
einem  erwärmten  Continente  ein  aufsteigender  Luftstrom,  hebt 
die  oberen  Luftschichten  über  das  Niveau  des  Gleichgewichtes, 
wesshalb  sie  in  der  Höhe  nach  allen  Seiten  der  Windrose  abfliessen 
gegen  die  um  die  Zeit  relativ  kühleren  Oceane.  Werden  also 
Russland,  die  Kirgisen-Sleppen  und  die  WUste  Gobi  erwärmt,  so 
fliesst  in  der  Höhe  die  Luft  über  Westeuropa  nach  Westen,  über 
Stideuropa  nach  Süden  und  über  China  nach  Osten.  Wird  wieder 
Innerafrika  erhitzt  und  entsteht  über  Sudan  und  über  den  Congo- 
ländem  ein  aufsteigender  Luftstrom,  so  haben  wir  in  einer  gewis- 
sen Höhe  eine  Luftströmung  gegen  das  Mittelmeer  nach  Norden, 
gegen  den  atlantischen  Ocean  nach  Westen  und  Süden  und  gegen 
den  indischen  Ocean  nach  Osten.  In  gleicher  Weise  geschieht  dies 
in  Australien  und  Amerika.  Wir  haben  also  wirklich  in  einer 
gewissen  Höhe  dieselbe  Luftströmung,  die  unsere  Anemographen 
und  andere  Beobachtungen  an  der  Erdoberfläche  um  die  Zeit  de» 
Temperaturmaximums  am  häufigsten  verzeichnen. 

Ich  glaube  also  nun,   dass  diese  obere  Luftströmung  vom 
grössten  Einflüsse  auf  die  unteren  Luftschichten  ist.  Um  die  Zeit 


1  Ebenda  S.  331. 
8  Ebenda  S.  640. 
8  Ebenda  S.  606. 
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des  heftigsten  verticalen  Luftaastauscbes  steigen  nämlich  die  viel 
schneller  bewegten  oberen  Schichten  zur  Erde  herab,  um  die 
erwärmte  aufsteigende  Luft  zu  ersetzen,  verstärken  somit  die 
Lnftbewegung  an  der  Erdoberfläche,  ertheilen  ihr  aber  auch 
zugleich  vermöge  ihrer  grösseren  Stärke  theilweise  ihre  eigene 
Richtung,  die  man  in  den  Morgen-  und  Abendstunden  als  eine 
Resultante  der  oberen  und  unteren  Windrichtung  anzusehen  hat, 
zu  Mittag  aber  wird  der  Einfluss  der  oberen  Luftströmung  so 
stark,  dass  die  unteren  Luftschichten  in  gleichem  Sinne  mit  den 
oberen  sich  bewegen  und  wir  haben  demnach  an  den  westlichen 
Küsten  östliche,  an  den  südlichen  nördliche  Winde  u.  s.  w.  ent- 
sprechend der  Lage  eines  Ortes  zum  Innern  des  Continentes. 
Nach  meiner  Meinung  also  lässt  sich  die  Koppen 'sehe  Theorie 
auch  auf  die  tägliche  Periode  der  Windrichtung  erweitern  und 
ich  glaube,  dass  wir  eigentlich  gezwungen  sind,  die  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  anzuerkennen,  denn  das  Heruntersteigen  der 
oberen  Lnfttheilchen,  die  während  des  Sommers  gegen  die  Oceane 
abfliessen,  kann  unmöglich  nur  die  Verstärkung  der  Winde  hervor- 
rufen, ohne  zugleich  als  stärkere  Luftströmung  auf  ihre  Richtung 
vom  Einflüsse  zu  sein. 
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Vm.  SITZUNG  VOM  MÄRZ  17.  1887. 


Das  w.  M.  Herr  Eegiernngsrath  Prof.  Ludwig  Boltzmann 
in  Graz  übersendet  eine  Mittheilnng:  „Versueh  einer  theo- 
retischen Beschreibung  der  von  Prof.  Albert 
V.  Ettingshausen  beobachteten  Wirkung  des  Mag- 
netismus auf  die  galvanische  Wärme.^ 

Ferner  tibersendet  Herr  Prof.  Boltzmann  eine  zweite 
Mittheilung  des  Herrn  Prof.  Albert  von  Ettingshausen  „Über 
die  neue  polare  Wirkung  des  Magnetismus  auf  die 
galvanische  Wärme  in  gewissen  Substanzen.^ 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  v.  Barth  übersendet  folgende  drei 
Abhandlungen: 

1.  „Studien  über  Reactionen  des  Chinolins"  (I.  Ab- 
handlung), von  Herrn  Prof.  Dr.  H.  Weidel. 

2.  „Untersuchungen  über  die  Hanfölsäure."  (H.  Ab- 
handlung). Von  Herrn  K.  Hazura. 

3.  „Über  trocknende  Ölsäuren",  von  den  Herren 
E.  Hazura  und  A.  Friedreich. 

Ferner  tibersendet  Herr  Prof.  v.  Barth  folgende  drei  Ab- 
handlungen aus  dem  chemischen  Laboratorium  des  Herrn  Prof. 
Nencki  in  Bern: 

1.  „Über  die  Menge  des  bei  der  Spaltung  des  Hämo- 
globins inEiweiss  und  Hämatin  aufgenommenen 
Sauerstoffes",  von  Herrn  Max  Lebensbaum. 

2.  „Indol  aus  Dichtoräther  und  Anilin",  von  Herrn 
J.  Berlinerblau. 

3.  „Über  die  bei  der  Indolbildung  aus  Dichloräther 
und  aromatischen  Aminen  entstehenden 
Zwischenproducte",  von  den  Herren  J.  Berlinerblau 
und  H.  Polikiev. 
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Ein  Anonymus^  gezeichnet  mit  den  Initial-Buchstaben 
A.Rf  ddo.  Wien  15.  März  1.  J.,  übersendet  eine  Mittheilung 
unter  dem  Titel:  „Ein  Beitrag  zur  Lösung  des  Flug- 
problems." 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  in  seinem 
Laboratorium  von  Herrn  Dr.  G.  A.  Baupenstrauch  ausge- 
fthrte  Arbeit:  „Über  Condeusation  des  Normal-Butyr- 
aldehydes." 

Herr  Gottlieb  Marktanner- Turneretscher  in  Wien 
überreicht  eine  Abhandlung  unter  dem  Titel:  pPhotometrische 
Versuche  über  die  Lichtempfindlichkeit  verschie- 
dener Silberverbindungen." 
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Über  Gondensation  des  Normalbutyraldehydes. 

Von  Dr.  O.  A.  Baupenstrauch. 

(Aus  dem  chemischen  Universitätslaboratorium  des  Prof.  Dr.  A.  Lieben.) 

In  einer  Beihe  von  Abhandlungen^  haben  Lieben  und 
Zeisel  die  Resultate  eingehender  Untersuchungen  UberConden- 
sationsproducte  der  Aldehyde  beschrieben  und  die  ftlr  diese 
Eörperclasse  giltige  Condensationsregel  festgestellt.  Es  schien 
nun  interessant  und  wtinschenswerth,  diese  Untersuchungen  auf 
den  normalen  Butjraldehyd  auszudehnen  und  in  dieser  Absicht 
wurde  die  folgende  Arbeit  begonnen. 

Darstellung  des  Normalbutyraldehydes. 

Der  Normalbutyraldehyd,  welcher  zu  den  hier  beschriebenen 
Versuchen  verwendet  wurde,  wurde  nach  dem  von  Lieben  und 
Rossi  angegebenen,*  seither  modificirten  Verfahren  durch 
trockene  Destillation  eines  Gemisches  von  buttersaurem  und 
ameisensaurem  Calcium  dargestellt.  Aus  einer  kupfernen  ter 
Meer'schen'  Retorte  wurden  in  einzelnen  Operationen  je  80 — 100 
Gramm  des  innigen  Salzgemisches  (auf  232  Theile  buttersauren 
Calciums,  d.  i.  1  Mol.-Gew.,  160  Theile  ameisensauren  Calciums, 
d.  i.  etwas  mehr  als  1  Mol.-Gew.)  destillirt.  Bei  allmählig  gestei- 
gerter Hitze  gingen  anfangs  leichte  farblose  Öltropfen  gemischt 
mit  etwas  Wasser  über.  Im  späteren  Verlaufe  der  Operation 
destillirte  eine  braun  gefärbte  und  dickliche  Flüssigkeit.  Es 
wurden  in  dieser  Weise  aus  etwa  2100  Grm.  Salzgemisch  467 
Grm.  Rohbutyraldehyd  gewonnen.  Zur  Reinigung  wurde  letzterer 


1  Monatshefte  für  Chemie  1880  p.  818,  1883  p.  10  u.  530,  1886  p.  53 

2  Liebig's  Annaien  158,  p.  147. 

8  Berichte  d.  deutsch,  ehem.  Ges.  in  Berlin.  IX.  844. 
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der  firactionirten  Destillation  in  stetigem  Eohlensänrestrom  nnter- 
worfen.  Die  Fractionen  waren  folgende: 

—  70**  wenig 

70**—  80"  200  Grm. 

80  —  95  10     „ 

95  —110  14     „ 

110  —125  85     ^ 

125  -175  110     „ 

über  175  40     „  dicklicher,  brauner  Rückstand. 

Die  Fraction  70 — 80**  wurde  als  Normalbutyraldehyd  ver- 
wendet. 

Darstellung  des  Gondensationsproductes. 

Condensation  mittelst  einer  wässerigen  LSsung  von  Natrium- 
acetat.  Als  wasserentziehendes  Agens  habe  ich  zur  Condensation 
des  Normalbutyraldehydes  nach  Lieben  und  Z  ei  sei  eine  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  gesättigte  Lösung  von  Natriumacetat 
in  Wasser  benützt.  Es  wurden  gleiche  Volumina  des  Aldehyds 
und  der  Salzlösung  im  zugeschmolzenen  Bohr  etwa  30  Stunden 
hindurch  auf  eine  Temperatur  von  110°  erhitzt.  Diese  Temperatur 
war  nach  mehreren  Versuchen  als  die  für  diese  Condensation 
günstigste  erkannt  worden.  Nach  dem  Erkalten  zeigte  die  ölige 
Aldehydschichte  eine  Abnahme^  während  die  wässerige  Salz- 
lösung zugenommen  hatte.  Der  Böhreninhalt  war  kaum  geßlrbt. 
Derselbe  wurde  in  einen  Kolben  gespült  und  aus  dem  Wasser- 
bade destillirt.  Hierbei  wurden  im  Destillat  ungefähr  Zweidritt- 
theile  des  angewandten  Butyraldehyds  unverändert  zurückerhal- 
ten. Gleichwohl  wurde  die  Temperatur,  auf  welche  die  Bohren 
erhitzt  wurden,  nicht  erhöht,  noch  die  Zeit  des  Erhitzens  ver- 
längert, weil  sich  zeigte,  dass  dadurch  lediglich  die  höheren 
Condensationsproducte  vermehrt  wurden.  Es  wurde  daher  der 
jedesmal  zurückgewonnene  Aldehyd  neuerdings  derselben  Ope- 
ration unterzogen. 

Das  nach  dem  Abdestilliren  des  unveränderten  Aldehydes 
im  Kolben  zurückgebliebene  Condensationsproduct  wurde  mit 
Wasserdampf  übergetrieben.  Hierbei  trennte  sich  dasselbe  in  zwei 
Theile,  von  denen  der  eine  im  Wasserdampfstrome  überdestiilirte, 

Biizb.  d.  mathem.-Datnrw.  Q.  XC  V.  Bd.  II.  Abth.  29 
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während  der  andere  Theil  als  ein  dickeB,  bräunlich  gefärbtes  Öl 
im  Destillationsrtickstand  blieb. 

Der  letztere  Theil  wurde  nicht  weiter  untersucht. 
Das  mit  den  Wasserdämpfen  flüchtige  ölige  Condensations- 
product  wurde  von  dem  Wasser  abgehoben  und  aus  letzterem 
durch  mehrmalige  Destillation  noch  etwas  Öl  abgesondert.  Das 
Öl   wurde  im  Kohlensäurestrom   der  fractionirten   Destillation 
unterworfen.  Auf  diese  Weise  wurden  durch  mehrere  Operationen 
etwa   120  Grm.  Normalbutyraldehyd   condensirt  und  bei  der 
Destillation  des  erhaltenen  Productes  folgende Fractionen  erhalten: 
Fraction —  90°  jedesmal  neuerdings  eingeschmolzen. 
Fraction     90**^140**    3  Grm. 
„         140  —146      4     „ 
^         146  —152      6     „ 
152  —158      5     „ 
„         158  —162      2     „ 
„         162  —166      2-5  „ 
166  —168      2     „ 
^,         168  —170    14     „ 
„         170-173      4     „ 
„         173  —178      3     „ 
Ruckstand  über  178    10     „ 
Mit  Wasserdampf  nicht  fluchtig    31     „ 
Die  zwischen  168 — 170°  siedende  Hauptfraction  erwies 
sich  als  das  Condensationsproduct  CgH^^O.  Die  Ausbeute  betrug 
nur  13-37o  J®°^^  Menge,  welche  nach  der  Gleichung  2G^E^0  = 
CgHjj^O  +  HjjO  aus  dem  Butyraldehyd  hätten  entstehen  sollen.  Es 
war    daher  wünschenswerth,    auch  andere  wasserentziehende 
Mittel  in  Anwendung  zu  bringen,  mittelst  welchen  sich  vielleicht 
eine  bessere  Ausbeute  an  reinem   Product  erzielen  Hess.  Als 
solches  Mittel  erwies  sich,  wie  ich  später  darlegen  will,  wässrige 
Natronlauge. 

Die  Fraction  168 — 170°  ergab  bei  der  Analyse  einen  etwas 
niedrigeren  Gehalt  an  Kohlenstoflf  und  Wasserstofi",  als  der  Formel 
CgHj^O  entspricht.  Es  war  daher  zu  vermuthen,  dass  sich  der 
Körper,  trotzdem  er  stets  in  einer  Kohlensäureatmosphäre 
gehalten  wurde,  während  der  öfteren  Destillationen  doch  spuren- 
weise oxydirt  habe.    Aus  diesem  Grunde  wurde  derselbe  mit 
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wenig  gefillltem  Baryamcarbonat  geschüttelt,  um  die  etwa  vor- 
handene Säure  zu  binden,  dann  abdestillirt,  mit  Chlorcalcium 
getrocknet  und  nochmals  destillirt.  Nach  dieser  Reinigung  ergab 
die  Analyse  folgende  Zahlen: 

I.  0'2183  Grm.  Substanz  gaben  bei  der  Verbrennung  0-6075 
arm.  CO,  und  0-2130  Grm.  H,0. 

n.  0-2054  Grm.  Substanz  gaben  bei  der  Verbrennung 
0-5696  Grm.  CO,  und  0-2024  Grm.  H,0. 

In  lOOTheilen: 

Versuch  Theorie  für 

n 


CaHuO 


Kohlenstoff. . 

..75-89 

75-63 

76-17 

Wasserstoff  , 

..10-87 

10-97 

11-14 

Sauerstoff. . . 

. .    — 

— 

12-69 

100-00 

Die  gefundenen  Zahlen  stimmen  somit  genttgend  für  die 
Formel  CgH^^O,  einen  Körper,  welcher  sich  nach  den  zu 
beschreibenden  Reactionen  und  der  Ai*t  der  Darstellung  als  ein 
ungesättigter  Aldehyd  kennzeichnete,  entstanden  im  Sinne  der 
oben  angegebenen  Gleichung. 

Der  Körper  CgHj^O  stellt  eine  farblose,  ölige  Flüssigkeit 
dar,  hat  einen  eigenthümlichen,  nicht  scharfen  Geruch  und  ist  in 
Wasser  nahezu  unlöslich.  Die  Siedepunktbestimmung  des  reinen 
Productes  ergab  bei  auf  0°  reducirtem  Barometerstand  von 
751-8  Mm.  nach  der  Correctur  (3-45**)  für  den  herausragenden 
Theil  des  Quecksilberfadens  einen  Siedepunkt  von  172—173''. 

Der'Körper  C^H^^O  reducirt  ammoniakalische  Silberlösung 
unter  Bildung  eines  Silberspiegels  und  gibt  die  von  E.  Fischer 
angegebene  Phenylhydrazinreaction.  Wurde  der  Körper  mit  Kali- 
lange gekocht,  so  trat  nur  gelinder  Harzgeruch  auf;  wurde  nach 
dem  Kochen  etwas  Salzsäure  zugesetzt,  sj  entwickelte  sich  ein 
Geruch  nach  Fettsäuren. 

In  einer  concentrirten  Lösung  von  Natriumdisulfit  (spec. 
Gewicht  1-39)  ist  der  Körper  CgHi^O  nicht  löslich.  Auch  bei 
längerer  Einwirkung  des  Beagens  war  die  Abscheidung  einer 
krystallinischen  Bisulfitverbindung  des  Condensationsproductes 
nicht  zu  bemerken. 

29* 
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Verhalten  des  Körpers  CgHj^O  zu  Brom:  Wurde  zum 
Condensationsproducte  des  Butyraldehydes  tropfenweise  Brom 
zugesetzt,  so  verschwanden  die  ersten  Tropfen  unter  Zischen  und 
Erwärmen,  ohne  eine  Färbung  zu  hinterlassen;  bei  weiterem 
Zusätze  von  Brom  entstand  eine  Braunf&rbung  unter  gleichzeitiger 
Bromwasserstoffentwicklung.  Wurde  die  Substanz  in  Eis  gekühlt, 
so  Hess  sich  die  Bromaddition  quantitativ  ziemlich  scharf  aus- 
führen. 

I.  0-3530  Grm.  Substanz  wogen  nach  der  Au&ahme  von 
Brom  bis  zu  schwacher  Färbung  0-8070  Grm.,  während  sich  für 
CgHj^O+Br,  0-8009  Grm.  berechnen. 

II.  ü-4532  Grm.  Substanz  wogen  nach  der  Aufnahme  von 
Brom  1-0298  Grm.,  während  sich  1-0274  Grm.  berechnen. 

Durch  diese  Addition  von  2Br  auf  ein  Molekül  CgH,^0  ist 
der  Körper  als  eine  ungesättigte  Verbindung  gekennzeichnet. 
Wurde  das  Bromadditionsproduct  mit  Natrinmdisulfitlösung 
geschüttelt,  so  trat  unter  Braun-  bis  Schwarzfllrbung  bald  Zer- 
setzung ein. 

Condensation  des  Butyraldehydes  mittelst  einer  wässerigen 
LSsung  von  Natronlauge.  Da  die  Ausbeute  an  Condenseitionspro- 
duot  mittelst  Natriumacetatlösung  gering  war,  so  wandte  ich,  wie 
schon  J.  G.  Schmidt  gethan  hat^  wässerige  Natronlauge  als 
wasserentziehendes  Agens  an.  Das  Verfahren,  welches  ich  nach 
mehreren  Versuchen  als  das  beste  beibehielt,  war  folgendes: 
35  Grm.  Normalbutyraldehyd  wurden  mit  etwa  600  Grm.  Wasser 
in  einer  Stöpselflasche  zusammengebracht.  Hierauf  wurden 
35  Grm.  einer  zehnprocentigen  Natronlauge  dazu  gegossen  und 
umgeschüttelt.  Es  trat  eine  milchige  Trübung  ein.  Das  Gemisch 
wurde  hierauf  im  Wasserbade  zwei  Stunden  auf  etwa  40**  erwärmt 
und  während  dieser  Zeit  öfters  umgeschüttelt.  Die  milchige 
Trübung  verschwand  und  es  bildeten  sich  zwei  klare  Schichten. 
Der  Flascbeninhalt  wurde  nun  noch  einen  Tag  unter  zeitweiligen 
Umschütteln  bei  Zimmertemperatur  stehen  gelassen.  Sodann 
wurde  verdünnte  Schwefelsäure  zugesetzt  bis  eben  eine  neutrale 
oder  spurenweise  saure  Reaction  eintrat.  Dann  wurde  die  Mischung 
in  einen  Kolben  gespült  und  in  einer  Kohlensäureatmosphäre  mit 


1  Berichte  d.  deutsch,  ehem.  Ges.  13,  p.  2342. 
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Wasserdampf  destillirt.  Hierbei  ging  sämmtlicbes  Öl  mit  den 
Wasserdämpfen  über.  Die  obenauf  schwimmende  Ölschichte  im 
Destillat  wurde  von  der  wässerigen  abgehoben  und  ans  letzterer 
durch  mehrmalige  Destillation  noch  etwas  Öl  abgesondert.  Das 
ölige  Product  wurde  mit  Chlorcalcium  getrocknet  und  im  Kohlen- 
Säurestrom  der  fractionirten  Destillation  unterworfen.  Die  erhal- 
tenen Fractionen  waren  folgende: 


Fraction        —  90° 

3  6im. 

90° -163° 

3     „ 

163  —167 

2      r, 

1G7  —169 

1      » 

169  —171 

13     „ 

171  —180 

2     „ 

Ickstand  über     180 

5    „ 

Die  Hauptmenge  des  erhaltenen  Productes  war  somit  in  der 
Fraction  169  —  171**  enthalten.  Diese  Fraction  wurde  mit  wenig 
wässerigem  Calciumcarbonat  geschüttelt^  das  Öl  sodann  von  der 
wässerigen  Schichte  abgehoben^  mit  Chlorcalcium  getrocknet  und 
destillirt.  Die  Hauptmenge  destiUirte  unter  einem  auf  0°  reducir- 
ten  Barometerdrück  von  741-4  Mm.  bei  169 — 170*"  über,  woraus 
sich  der  Siedepunkt  mit  der  Correctur  (3-43**)  fUr  den  heraus- 
ragenden Quecksilberfaden  auf  172-4 — 173-4**  berechnet.  Das 
auf  diese  Weise  erhaltene  Product  zeigte  denselben  eigenthüm- 
lichen  Geruch  wie  das  durch  Condensation  mittelst  Natrium- 
acetatlösung  erhaltene.  Es  reducirte  ammoniakalische  Silber- 
lösung unter  Bildung  eines  Silberspiegels,  gab  die  Phenylhydra- 
zinreaction.  MitKatriumdisulfitlösung  geschüttelt  gab  es  ebenfalls 
keine  krystallinische  Verbindung. 

Die  quantitative  Bromaddition  ergab  folgendes  Resultat: 

I.  0-6240  Grm.  Substanz  wogen  nach  der  Aufnahme  von 
Brom  bis  zu  schwacher  Färbung  1-4105  Grm.,  während  sich  für 
CgHj^O+Brj  1-4157  Grm.  berechnen. 

n.  0*5630  Grm.  Substanz  wogen  nach  der  Aufnahme  von 
Brom  1-2701  Grm.,  während  sich  1-2774  Grm.  berechnen. 

Das  vorliegende  Product  war  somit  als  identisch  erwiesen 
mit  dem  durch  Natriumacetatlösung  erhaltenen  Condensations- 
product. 
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Auf  die  angefahrte  Weise  wurden  aus  etwa  35  Grm.  Normal- 
butyraldehyd  13  Grm.  reines  Condensationsproduct  erhalten^  d.  i. 
42*47o  der  theoretisch  berechneten  Menge.  Die  Condensation 
mittelst  Natronlauge  dürfte  sich  daher  wegen  der  einfachen  Aus- 
führbarkeit und  guten  Ausbeute  bei  dem  Butyraldehyd  empfehlen. 

Beduction  der  Yerbindung  CgHi^O. 

Es  war  zu  erwarten,  dass  sich  bei  der  Behandlung  des 
ungesättigten  Körpers  CgH^^O  mit  nascirendem  Wasserstoff  in 
analoger  Weise,  wie  bei  den  von  Lieben  und  Zeisel  dargestell- 
ten Condensationsproducten  neben  dem  entsprechend  gesättig- 
ten Aldehyd  CgHj^O  noch  der  ungesättigte  Alkohol  CgH|gO  und 
der  gesättigte  Alkohol  CgH^^O  bilden,  die  Substanz  sich  demnach 
als  ein  Aldehyd  erweisen  würde. 

Die  Beduction  wurde  mittelst  Eisenfeile  und  607oiger  Essig- 
säure in  ähnlicher  Weise  ausgeführt,  wie  die  genannten  Forscher 
in  ihren  Abhandlungen  angegeben  haben.  Doch  gelang  es  nicht, 
die  erwartete  Menge  des  Reductionsproductes  zu  erhalten,  da  in 
der  wässerigen  Lösung  des  Ferroacetats  ein  Theil  in  Form  einer 
schmierigen  Masse  zurückblieb,  die  mit  den  Wasserdämpfen  nicht 
überdestillirte.  Das  Reductionsproduct  wurde  durch  Erwärmen 
getrocknet  und  einigemale  fractionirt  destillirt.  Die  Fractionen 
waren  folgende:  L  Fraction  — 167%  IL  Fraction  167  —  179% 
III.Fraction  179—195°;  der  Rückstand  über  195**  war  dicklich 
und  braun  gefUrbt. 

Der  Voraussetzung  nach  enthielt  die  I.  Fraction  hauptsäch- 
lich den  gebildeten  gesättigten  Aldehyd  CgH,ßO,  die  IL  Fraction 
den  der  Reduction  entgangenen  Theil  des  ungesättigten  Aldehy- 
des,  während  in  der  IIL  Fraction  und  in  dem  Rückstande  die 
Alkohole,  und  zwar  der  entsprechende  ungesättigte,  sowie  der 
gesättigte,  beziehungsweise  deren  Acetate,  enthalten  sein  konnten. 

Zur  weiteren  Trennung  wurden  die  Fractionen  I  und  II  mit 
einer  concentrirten  Lösung  von  Natriumdisulfit  geschüttelt.  Der 
gesättigte  Aldehyd  bildet  damit  eine  krystallinische  Verbindung, 
welche  der  ungesättigte  Aldehyd  nicht  bildet.  Hierbei  zeigte  die 
IL  Fraction  die  selten  zu  beobachtende  Erscheinung,  dass  sich 
drei  Schichten  bildeten.  Nach  öfterem  Schütteln  verschwand 
jedoch  die  mittlere,  welche  sich  mit  der  wässerigen  Disulfitschichte 
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vereinigte.  Der  ungesättigte  Aldehyd  wurde  von  dem  entstandenen 
Krystallbrei  als  Öl  mit  der  Pipette  abgehoben  und  der  Krystall- 
brei  mit  Äther  nachgewaschen.  Das  Öl  wurde  mit  Wasser 
gewaschen  und  neuerdings  der  Redaction  unterworfen. 

Gesättigter  Aldehyd  CgHj^O.  Der  Krystallbrei  wurde 
in  Wasser  gelöst,  die  Verbindung  durch  Neutralisiren  mit  Soda- 
lösung zersetzt  und  mit  Wasserdampf  destillirt.  Es  schwamm  im 
Destillat  ein  Öl  von  angenehm  obstartigem  Gerüche  auf  dem 
Wasser.  Dasselbe,  ein  bis  jetzt  wohl  unbekannter  Aldehyd  CgHj^O, 
wurde  von  dem  Wasser  mit  der  Pipette  abgehoben,  das  Wasser 
einigemale  destillirt  und  so  daraus  noch   etwas  Öl  gewonnen. 
Letzteres  wurde  mit  Chlorcalcium  getrocknet  und  destillirt.  Das 
Thermometer  zeigte  bei  Beginn  der  Destillation  158°,  stieg  dann 
rasch  auf  160**  und  zeigte  bei  der  Hauptmenge  160  —  162** 
(nicht  corrigirt).  Das  Öl  gab  mit  ammoniakalischer  Silberlösung 
einen  Silberspiegel,  addirte  Brom  nicht  und  war  somit  ein  gesät- 
tigter Aldehyd.  Da  sehr  wenig  von  demselben  vorhanden  war, 
so  wurde  eine  Analyse  nicht  angestrebt,  sondern  dasselbe  zur 
Darstellung  der  entsprechenden  Säure  der  Oxydation  unterworfen. 
Die  Oxydation  wurde  mit  Kaliumbichromat  und  Schwefel- 
säure bei  gewöhnlicher  Temperatur  ausgeführt.  Das  entstandene 
Oxydationsproduct  wurde  mit  Wasserdampf  tiberdestillirt.  Im 
Destillat  schwamm  ein  sauer  reagirendes  Öl  auf  dem  Wasser. 
Zur  Neutralisirung  wurde  Baryumcarbonat  im  Überscbuss  zuge- 
setzt und  gekocht.  Doch  blieb  ein  Theil  des  Öles,  vielleicht  der 
Oxydation  entgangener  Aldehyd,  zurück.  Dasselbe  wurde  durch 
Destillation  von  dem  Salze  getrennt  und  nochmals  der  Oxydation 
unterworfen.  Doch  auch  nach  der  zweiten  Oxydation  blieb  nach 
dem  Neutralisiren  und  Destilliren  im  Destillat  ein  neutrales  Öl 
zurück.  Dasselbe  reducirte  ammoniakalische  Silberlösung  nicht 
und  wirkte  auf  Chromsäuremischung  in  der  Kälte  nicht  ein.  Mit 
dem  FischeVschenPhenylhydrazinreagens  gab  es  eine  emulsion- 
artige Trübung.  Nach  diesem  Verhalten  war  das  Öl  ein  Keton, 
dessen  Entstehen  bei  der  Oxydation  ja  auch  zu  erwarten  war. 

Die  Lösung  des  bei  der  Neutralisation  entstandenen  Baryum- 
salzes  wurde  von  dem  überschüssigen  Baryumcarbonat  abfiltrirt 
und  das  Filtrat  eingedampft.  Hiebei  schied  sich  nach  einiger  Zeit 
eine  Haut  ab,  die  bei  dem  Erkalten  wieder  verschwand.  Das  Salz 
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war  also  in  der  Hitze  weniger  löslich  als  in  der  Kälte.  Es  war 
nicht  krystallisirbar  und  schien  zur  Analyse  wenig  geeignet.  Aus 
diesem  Grunde  wurde  aus  der  Lösung  desselben  das  Silbersalz 
dargestellt.  Um  etwa  vorhandene  niedere  Fettsäuren  gleichzeitig 
zu  trennen^  wurde  die  Fällung  durch  Zusatz  von  Silbernitrat  in 
zwei  Fractionen  bevnrkt.  Bei  Zusatz  von  Silbernitrat  zur  Lösung 
des  Baryumsalzes  schieden  sich  sofort  langgezogene  Flocken  ab; 
die  den  Eindruck  machten,  wie  wenn  Baumwolle  in  Wasser 
schwebt.  Bei  dem  Umschwenken  ballten  sich  dieselben  zusammen 
und  bildeten  eine  ziemlich  zähe  Masse.  Das  so  entstandene 
Silbersalz  ist  in  Wasser  sehr  schwer  löslich,  in  der  Wärme  etwas 
mehr  als  in  der  Kälte;  ebenso  in  Alkohol.  Es  wurde  mit  Wasser 
von  dem  gebildeten  Baryumnitrat  ausgewaschen,  bis  das  Filtrat 
keine  Baryumreaction  gab,  dann  zwischen  Filtrirpapier  zweimal 
abgepresst  und  im  Vacuum  tlber  Schwefelsäure  getrocknet.  Mit 
der  ersten  Fraction  wurde  eine  Silberbestimmung  durch  Glühen 
im  Tiegel  ausgeführt,  während  mit  der  zweiten  Fraction  die 
Elementaranalyse  und  gleichzeitig  durch  Wägen  des  Schiffchens 
eine  Silberbestimmung  gemacht  wnrde. 

L  0*8736  Grm.  Substanz  hinterliessen  nach  dem  Glühen  im 
Tiegel  0-1630  Grm.  Silber. 

IL  0*3340  Grm.  Substanz  gaben  bei  der  Verbrennung 
0-4600  Grm.  COj  und  0-1680  Grm.  H^O  und  hinterliessen  im 
Schiffchen  0-1457  Grm.  Silber. 


In  100  Theilen: 


Theorie  für 
CfiHisOgAg 


Kohlenstoff —  37-56  38-25 

Wasserstoff  ...    —  5-60  5  •  99 

Sauerstoff —  —  12-75 

Silber 43-63  43-62  43*01 


10000 

Die  durch  den  Versuch  gefundenen  Zahlen  zeigen  in  beiden 
Fractionen  einen  etwas  zu  hohen  Silbergehalt,  was  auf  Verun- 
reinigung mit  dem  Salze  einer  niederen  Säure  zurückzuführen  sein 
dürfte.  Doch  ist  es  wohl  kaum  zu  bezweifeln,  dass  das  Salz  der 
Säure  CgHi^O^  vorgelegen  ist.  Die  Oxydation  des  Aldehydes 
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CgHigO  ergab  also  ein  Eeton,  nach  Analogie  der  von  Lieben 
nnd  Zeisel  erhaltenen  Ketone,  wohl  ein  Äthylbutylketon,  und 
neben  niederen  Fettsäuren  die  Sänre  CgH^^O^.  Ein  genaues 
Stadium  dieser  Säure  zur  Erkennung  ihrer  Constitution,  aus 
welcher  dann  ein  Rückschluss  auf  die  Constitution  des  Aldehydes 
CgHj^O  gezogen  werden  könnte,  war  wegen  Mangels  an  Material 
nnd  weil  ich  in  Folge  von  Veränderung  meiner  Stellung  die 
Arbeit  in  dem  hiesigen  Laboratorium  nicht  fortsetzen  konnte, 
nicht  möglich. 

Die  IIL  Fraction  des  bei  der  Bednction  des  Aldehydes 
CgHj^O  entstandenen  Productes,  in  welcher  die  beiden  entspre- 
chenden Alkohole  zn  erwarten  waren  nnd  welche  durch  Schütteln 
mit  Nairinmdisnlfitlösnng  keine  Abnahme  zeigte,  vnirde  zunächst 
mit  wässeriger  Kalilauge  am  RückflusskOhler  gekocht,  um  die 
etwa  vorhandenen  Acetate  zn  verseifen  und  dann  mit  Wasser- 
dampf überdestillirt.  Das  Öl  im  Destillat  wurde  von  dem  Wasser 
abgehoben,  durch  Destillation  des  letzteren  noch  etwas  Öl  gewon- 
nen, mit  frisch  geglühtem  Kalk  getrocknet  und  destillirt.  Hiebei 
zeigte  das  Thermometer  bei  Beginn  178''  und  stieg  bis  215*". 
Das  Öl  wurde  zur  Darstellung  der  Ester  mit  der  dreifachen 
theoretisch  nöthigen  Menge  Essigsäureanhydrid  im  Rohr  ein- 
geschmolzen und  etwa  acht  Stunden  auf  150°  erhitzt.  Das  Pro- 
duct  wurde  in  ein  Kölbchen  gespült  und  Wasser  nachgegossen. 
Das  aufschwimmende  Öl  wurde  abgehoben,  mit  Wasser,  dann 
Calciumcarbonat  und  wieder  mit  Wasser  gewaschen,  mit  Chlor- 
calcium  getrocknet  und  destillirt.  Das  Thermometer  stieg  von 
180**  bis  etwa  220*.  Das  Product  addirte  Brom,  woraus  zu 
scbliessen  ist,  dass  in  demselben  auch  der  Ester  des  ungesättigten 
Alkohols  enthalten  war. 

Eine  Essigsäurebestimmung  wurde  in  der  Weise  ausgeführt, 
dass  die  Substanz  in  einem  Silberkolben  mit  Barytwasser  am 
Rückflusskühler  gekocht  und  dadurch  verseift  wurde.  Hierauf 
wurde  Kohlensäure  in  der  Wärme  durchgeleitet,  filtrirt,  das  Fil- 
trat  zur  Trockene  gedampft,  wieder  mit  Wasser  aufgenommen, 
filtrirt  und  in  dem  Filtrat  die  Baryumbestimmung  gemacht. 
0-5631  Grm.  Substanz  lieferten  in  dieser  Weise  0-3851  Grm. 
BaSO^,  entsprechend  0-1982  Grm.  Essigsäure. 
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In  lOOTheilcD: 

Berechnet  für     Berechnet  für 
Gefunden         CoHjOj.CgHjj    CjHsOg.CgHn 

Essigsäure 35-20  35-29  34-88 

Ans  diesen  Zahlen  nnd  dem  Umstand,  dass  das  Öl  Brom 
addirte,  lässt  sich  annehmen,  dass  das  Gemisch  der  Ester  des 
gesättigten  und  des  ungesättigten  Alkohols  vorlag.  Die  Beduetion 
des  durch  Condensation  von  Normalbutyraldehyd  erhaltenen 
Aldehydes  CgH^^O  ergab  also  neben  dem  gesättigten  Aldehyd 
noch  den  entsprechenden  ungesättigten  und  den  gesättigten 
Alkohol. 

Die  vorstehende  Untersuchung  hat  somit,  wenngleich  dieselbe 
in  mancher  Beziehung  lückenhaft  bleiben  musste,  gezeigt,  dass 
durch  Condensation  von  2  Molekülen  Normalbutyraldehyd  ein 
ungesättigter  Aldehyd  CgHi^O  entsteht;  dass  dieser  ähnlich  wie 
Crotonaldehyd,  Tiglinaldehyd  und  MethyläthylacroleYn  durch 
Addition  von  Wasserstoflfin  den  Aldehyd  einer  Heptylcarbonsäure 
CgHj^O,  einen  ungesättigten  Alkohol  C^Hjj.CHjOH  und  wahr- 
scheinlich auch  in  den  entsprechenden  gesättigten  Octylalkohol 
umgewandelt  wird. 

Der  dem  normalen  primären  Octylalkohole  entsprechende 
Aldehyd  ist  nicht  bekannt.  Aus  den  Siedepunkten  seiner  niedri- 
geren Homologen  lässt  sich  indess  berechnen,  dass  er  etwa  bei 
ISO''  C.  sieden  müsste.  Der  von  mir  beobachtete  Siedepunkt  des 
aus  dem  Condensationsproducte  des  Normalbutyraldehydes  er- 
haltenen gesättigten  Aldehydes  liegt  fast  20**  tiefer. 

Daraus  ist  zu  schliessen,  dass  er  kein  Derivat  des  normalen 
Octans  sein  kann,  dass  ferner  auch  seine  Muttersubstanz,  das 
Condensationsproduct,  keine  normale  Eohlenstoffkette  enthalten 
kann. 

Wiewohl  experimentell  von  mir  nicht  vollständig  bewiesen, 
dürften  analog  der  Constitution  der  Condensationsproducte 
anderer  Aldehyde  sowie  ihrer  Derivate  für  die  von  mir  dargestell- 
ten Verbindungen  folgende  Formeln  anzunehmen  sein: 


Condensation  des  Konnalbntyraldehydes. 


435 


C,H5.C.CH0 

II 
CH 

(CH.), 

I 
CH, 

Condensationsprodnct  des 

n-Bntyraldehyds,  a-Äthyl- 

ß-propylacroleYn. 


CjHs-CH.CHO 

I 

Der  daraus  entstandene 

gesättigte  Aldehyd  Äthyl- 

n-bntylacetaldehyd. 


C.Hj.C.CHjOH 

II 
CH 

CH3 

a-Äthyl-ß-propylallylalkohoL 


C.Hs.CH.CHj.OH 
Atbyl-n-butyläthol. 
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Studien  über  Beactionen  des  Ghinolins. 

(I.  Abhandlung.) 
Von  Prof.  H.  Weidel. 

Gelegentlich  der  Studien  über  die  Einwirkung  von  Natrium 
auf  Pyridin^  habe  ich  beobachtet,  dass  der  Sauerstoff  der  Luft 
bei  der  Entstehung  des  v-Dipyridyls  (C^^,  HgNj)  eine  wesentliche 
Rolle  spielt.  Ich  habe  auf  Grund  dieser  Beobachtung  damals 
angenommen,  dass  durch  die  Wechselwirkung  zwischen  Pyridin 
und  Natrium  zunächst  ein  ephemeres  Pyridinnatrium  (C^H^NaN) 
entsteht,  welches  weiterhin  durch  Sauerstoff  zu  Dipyridyl  con- 
densirt  wird. 

Bei  der  Einwirkung  desselben  Metalls  auf  Cbinolin  *  resultirt 
das  Py« — Pya-Dichinolyl  (C^gHuNj).  Auch  hier  scheint  der 
Sauerstoff  in  die  Reaction  einzutreten;  wenn  auch  die  Betheili- 
gung desselben  weniger  deutlich  als  beim  Pyridin  wahrzu- 
nehmen ist. 

Es  lag  nun  die  Vermuthung  nahe,  dass  solche  Conden- 
sationen  unter  passenden  Umständen  durch  Sauerstoff  allein 
hervorgerufen  werden. 

In  der  That  haben  eine  Reihe  von  Versuchen  die  Richtigkeit 
dieser  Voraussetzung  erwiesen  und  haben  gezeigt,  dass  ans  dem 
Cbinolin  Dichinolyl  entsteht  und  weiters  ergeben,  dass  mit 
besonderer  Leichtigkeit  Condensationsproducte  gebildet  werden, 
wenn  Gemische  von  Cbinolin  und  aromatischen  Basen  der  Ein- 
wirkung von  Sauerstoff  ausgesetzt  werden.  Die  aus  solchen 
Gemischen  erhaltenen  Producte  haben  aus  mehrfachen  Grttnden 
ein  grosses  Interesse  und  desshalb  erlaube  ich  mir  in  den  folgen- 


5  Monatshefte  ftir  Chemie,  1882,  pag.  850. 

2  Monatshefte  für  Chemie,  1881,  pag.  491  und  1886,  pag. 
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den  Blättern  die  gesammelten  Erfahrungen  mitzatbeilen.  In  dieser 
Abhandlung  soll  jedoch  nur  das  Verhalten  des  Chinolins  und  das 
eines  Gemisches  von  Anilin  und  Chinolin  beschrieben  werden. 
Eine  grössere  Versuchsreihe,  die  ich'  mit  Mischungen  von  Chinolin 
und  Toluidin,  sowie  mit  solchen  von  aromatischen  Basen  mit  den 
Homologen  des  Chinolins  ausgeführt  habe,  zeigt,  dass  sich  diese 
in  analoger  Weise  verhalten.  Ich  werde  aber  erst  in  der  Folge 
ttber  die  Resultate  dieser  Versuche  berichten. 

I.  Einwirkung  von  Sauerstoff  auf  Chinolin. 

Hiedurch  entsteht  ein  Dichinolyl,  welches  identisch  mit  der 
seinerzeit  als  Py« — Pya-Dichinolyl  beschriebenen  Substanz  ist. 

Die  Bildung  derselben  erfolgt  durch  die  folgende  Behand- 
luügsweise.  50  Grm.  Chinolin  werden  in  concentrirter  Salzsäure 
gelöst  und  eingedampft.  Die  hinterbleibende  Salzmasse  wird  in 
eine  Retorte  übertragen  und  bei  150**  C.  durch  Einleiten  von 
Kohlensäure  getrocknet,  dann  werden  50  Grm.  reines,  trockenes 
Chinolin  und  10  Grm.  platinirter  Asbest^  zugegeben.  —  Dieses 
Gemenge  erhitzt  man  anfönglich  auf  170**,  später  auf  200°  und 
lä^st  während  des  Erhitzens  einen  sehr  schwachen  Strom  von 
völlig  getrocknetem  Sauerstoff  durch  die  Flüssigkeit  streichen. 
Die  erst  gelbgefärbte  Masse  wird  allmälig  röthlich,  dann  tief  roth 
und  schliesslich  braunroth,  dabei  verändert  sich  auch  die  Consi- 
stenz,  die  Schmelze  verdickt  sich  immer  mehr  und  mehr  und  nach 
einigen  Stunden  ist  sie  so  zäh  geworden,  dass  die  Gasblasen 
nicht  mehr  aus  dem  Zuleitungsrohre  austreten  können.  Nun  wird 
der  Retorteninhalt  in  verdünnter  Salzsäure  gelöst,  wodurch  eine 
bedeutende  Menge  harziger  Producte  abgeschieden  werden. 

Die  filtrirte,  intensiv  roth  gefärbte  Lösung  wird  etwas  con- 
centrirt,  mit  Ätzkali  zersetzt  und  hierauf  mit  Wasserdampf 
destillirt,  um  das  unveränderte  Chinolin  zu  entfernen.  Der  hinter- 
bleibende harzige  Rückstand  wird  nach  dem  Auswaschen  in  sehr 
verdünnter  Salzsäure  gelöst  und  vorsichtig  mit  einer  concentrirten 
Natriumacetatlösung  fractionirt  geßlllt.  Die  ersten  Abscheidungen 
sind  dunkel  geförbt  und  harzig,  während  die  späteren  Fällungen 


1  Der  platinirte  Asbest,  den  ich  verwendet  habe,  war  durch  inniges 
Vennischen  von  100  Grm.  Asbest  und  80  Grm.  Platinmohr  dargestellt. 
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eine  licbtgelbe  Farbe  besitzen.  Diese  letzteren  werden  nun 
wieder  in  Salzsäure  gelöst  and  liefern  beim  Eindampfen  eine 
noch  dunklere  Krystallmasse^  die  nach  öfterem  Umkrystallisiren 
endlich  ein  Salz  liefert,  welclies  mit  Ammoniak  zersetzt  eine  fast 
ungefärbte  Substanz  abscheidet,  die  mehrmals  aus  Alkohol  kiy- 
stallisirt,  völlig  rein  wird  und  sich  in  grossen,  glänzenden  Blätt- 
chen abscheidet. 

Die  Substanz  schmilzt  bei  173°  C.  und  zeigt  in  allen  Eigen- 
schaften völlige  Übereinstimmung  mit  den  Py« — Py«  Dichinolyl. 
Die  Analyse  der  getrockneten  Substanz  ergab  Werthe,  die  mit 
der  Formel  GigH^^N^^  vollkommen  in  Einklang  stehen. 

I.  0-2652  Grm.  Substanz  gaben  0- 8195  Grm.  Kohlensäure  und  0-1143Gnn. 

Wasser. 
n.  0-3100  Grm.  Substanz  gaben  29*8  CG.  Stickstoff  bei  13-8 C.  und 
735-5  Mm. 

In  100  Theilen: 


I. 

C 84-27 

H 4-78 

N — 


n. 


10-95 


84-37 

4-67 

10-96 


Die  Identität  dieser  aus  Chinolin  durch  Vermittlung  von 
Sauerstoff  gewonnene  Base,  mit  dem  Py« — Py.Dichinolyl  wurde 
unzweifelhaft  durch  den  krystallographischen  Vergleich  der 
beiden  Substanzen  festgestellt.  Herr  Dr.  Brezina  hatte  die 
Freundlichkeit,  diese  Untersuchung  auszuführen,  er  theilt  hierüber 
Folgendes  mit. 


Winkel 

Rechnung 

(alt) 

Neue 
Messung 

cm 
cd 

(001)  (110) 
(001)  (201) 
(110)  (110) 
(201)  (110^ 

77«55' 
79  17 
75  3« 
58  11 

77n6' 
79  44 
75  59 
58    7 
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Die  Übereinstimmung  der  gefundenen  Winkelwerthe  mit 
den  früher  berechneten  beweist  die  Identität. 

Die  Ausbeute  von  Dichinolyl  ist  nicht  günstig,  sie  beträgt 
circa  87o7  da  ein  grosser  Theil  des  Chinolins  in  eine  rothbraune, 
harzige  Masse  verwandelt  wird,  aus  welcher  charakterisirbare 
Producte  vorläufig  nicht  abgeschieden  werden  konnten. 

Dass  die  Gegenwart  von  Sauerstoff  bei  der  Bildung  des 
Dichinolyls  erforderlich  ist,  beweist  der  Umstand,  dass  beim 
Erhitzen  des  Gemisches  von  salzsaurem  Chinolin  und  Chinolin  in 
einer  indifferenten  Atmosphäre  diese  Substanz  nicht  entsteht, 
selbst  dann  nicht,  wenn  die  Temperatur  so  hoch  gesteigert  wird, 
dass  das  salzsaure  Chinolin  zu  destilliren  beginnt. 

Auch  bei  Behandlung  von  salzsaurem  Chinolin  mit  Sauer- 
stoff wird  Dichinolyl,  aber  erst  bei  250**  gebildet.  Bei  Abwesen- 
heit von  Sauerstoff  kann  das  Salz  unverändert  destillirt  werden. 

Nicht  uninteressant  dürfte  die  Thatsache  sein,  dass  Spuren 
von  Dichinolyl  auch  bei  gewöhnlicher  Temperatur  durch  Sauer- 
stoff bei  Gegenwart  von  Platinmohr  entstehen  können. 

n.  Einwirkung  von  Sauerstoff  auf  ein  Gemisch  von  Chinolin 

und  Anilin. 

129  Grm.  Chinolin  werden  in  concentrirter  Salzsäure 
gelöst,  die  eingedampfte  Lösung  in  der  früher  beschriebenen 
Weise  in  der  Retorte  getrocknet  und  hierauf  mit  93  Grm. 
trockenem,  reinem  Anilin  gemischt  und  25  Grm.  platinirtem  As- 
best zugegeben.  Diese  Mischung  wird  während  des  Durchleitens 
eines  schwachen  Sauerstoffstromes  anfänglich  auf  160",  dann 
mehrere  Stunden  auf  175*  und  endlich  auf  180*  erhitzt.  Die 
Masse  hat  nach  dem  Eintragen  des  Anilins  eine  gelbe  Farbe 
angenommen,  die  allmälig  inEothgelb  übergeht  und  am  Schlüsse 
der  Einwirkung  braunroth  wird.  Mit  der  Farbenwandlung  tritt 
auch  eine  Veränderung  der  Consistenz  des  Gemisches  ein.  Das- 
selbe ist  am  Schlüsse  so  zähflüssig,  dass  die  Gasblasen  nicht 
mehr  durchstreichen  können.  Ist  dieses  Stadium  erreicht,  dann 
unterbricht  man  das  Erhitzen  und  entleert  die  Retorte.  Die 
Schmelze  besitzt  eine  dunkle  Farbe  und  zeigt  Metallglanz,  sie  ist 
leicht  in  Wasser,  dem  etwas  Salzsäure  zugesetzt  ist,  löslich.  Die 
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Lösung  wird  behnfs  Entfernung  des  platinirten  Asbestes  filtrirt, 
lind  dann  bis  zur  Syrupsdicke  eingeengt.  Hierauf  wird  Ätzkali- 
lösung zugegeben  und  im  Dampfstrom  destillirt.  Dadurch  wird 
eine  kleine  Menge  von  unverändertem  Anilin  und  etwas  Ghinolin 
entfernt. 

Das  Unterbleibende,  schmutziggelb  gefärbte  Harz  wird  in 
verdünnter  Salzsäure  gelöst.  Durch  vorsichtige  Zugabe  von 
Chloruatrium  kann  aus  dieser  Lösung  eine  schmierige,  braun- 
schwarz gefärbte  Masse  ausgefällt  werden.  DasFiltrat  von  dieser 
Ausscheidung  ist  nunmehr  von  hellrothgelber  Farbe  und  scheidet 
auf  Zusatz  von  Sodalösung  eine  Base  ab.  Diese  Fällung  wird 
nach  dem  Auswaschen  mit  Wasser  wieder  in  verdünnter  Salz- 
säure gelöst  und  hierauf  eingedampft  Bei  passender  Concen- 
tration  tritt  nach  dem  Erkalten  die  Bildung  einer  röthlichgelb 
gefärbten  Erystallmasse  (A)  ein.  Diese  besteht  aus  feinen  Nadeln, 
die  sich  rasch  vermehren  und  die  Flüssigkeit  breiig  erstarren 
machen.  A  wird  von  der  braungelb  gefärbten  Mutterlauge  (B) 
durch  Absaugen  mittelst  der  Pumpe  getrennt,  letztere  liefert  beim 
weiteren  Concentriren  noch  eine  kleine  Menge  von  A. 

Die  Ausscheidung  A  ist  im  Wasser  leicht  und  mit  intensiv 
gelbrother  Farbe  löslich,  schwieriger  ist  sie  in  Alkohol  und  in 
concentrirter  Salzsäure  löslich.  Zur  weiteren  Reinigung  wird  sie 
mehrmals  aus  siedender  concentrirter  Salzsäure  umkrystallisirt. 
Dadurch  erhält  man  schliesslich  eine  nahezu  weisse,  aus  feinen, 
langen  Krystall nadeln  bestehende  Ausscheidung,  die  nun  in 
einer  grösseren  Menge  Wasser  gelöst  und  hierauf  mit  verdünntem 
Ammoniak  versetzt  wird.  Durch  Zusatz  dieses  Reagens  wird  die 
prächtig  gelb  gefärbte  Lösung  milchig  getrübt  und  scheidet  bei 
längerem  Stehen  eine  gelblichweise,  krystallinische  Substanz  ab, 
die  in  kaltem  Wasser  nahezu  unlöslich  ist.  Diese  so  abgeschie- 
dene Base  wird,  nachdem  die  Mutterlauge  durch  sorgfältiges 
Auswaschen  entfernt  ist,  getrocknet  und  hierauf  mehrmals  ans 
Benzol,  eventuell  unter  Zugabe  von  Thierkohle  umkrystallisirt. 
In  Benzol  ist  die  Verbindung,  welche,  wie  ich  gleich  voraus- 
schicken will,  als  Paraamido-a-Phenylchinolin  zu  be- 
trachten ist,  sehr  leicht  in  der  Hitze  löslich  und  krystallisirt  aus  der 
etwas  eingeengten  Lösung  in  fast  farblosen  glänzenden  Krystall- 
nadeln  aus,    die   dem  monoklinen  Systeme  angehören  dürften. 
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Die  Krystalle  werden  beim  Liegen  an  der  Laft  matt  and  schon 
durch  die  Eohlensänre  der  Luft  schwach  röthlicbgelb  gefärbt. 

Die  Substanz  ist,  wie  der  Vergleich  gezeigt  hat,  identisch 
mit  der  von  Jellinek^  beschriebenen  Base^  welche  beim  Er- 
hitzen Yon  salzsanrem  Chinolin  mit  Anilin  entsteht 

Das  Paraamido-Phenylchinolin  besitzt  alle  die  von  Jellinek 
beobachteten  Eigenschaften,  wie  die  Löslichkeit  in  heissem 
Wasser,  die  Destillationsfähigkeit  etc.  Der  Schmelzpunkt  wurde 
bei  138**  C.  (uncorr.)  gefnnden.  Die  Analyse  der  Verbindung 
ergab  Werthe,  die  mit  den  ftar  die  Formel  C^^Hii^N,  berechneten 
im  Einklänge  stehen. 

I.  0-2322  Grm.  Sabstanz  gaben  0-6956  6nn.  Kohlensfiure  und  O-llSdGnn. 

Wasser. 
n.  0-2230  Gnn.  Substanz  gaben  26*5  CO.  Stickstoff  bei  26'4<'  G.  und 

741-6  Mm. 

In  100  Theilen: 

I  II  ..-^Ü^^^La 

C 81-70  —  81-81 

H 5-42  —  5-45 

N —  12-82  12-72 

Der  Beschreibung,  die  Jellinek  von  seinem  Amido-Phenyl- 
chinolin  und  von  den  Verbindungen  desselben  gibt,  habe  ich  nur 
zuzuftigen,  dass  diese  Base  sich  nicht  nur  mit  2  Molekttlen  Salz- 
säure verbindet;  sondern  sich  auch  mit  einem  Molekül  vereint. 
Erstere  ist  farblos,  letztere  hingegen  gelb  und  besitzt  ein  ziem- 
liches Färbevermögen  für  Seide,  verhält  sich  demnach  ähnlich 
dem  Flavanilin,  welches  aber  der  gefärbten  Seide  eine  grüne 
Fluorescenz  ertheilt. 

Die  Verbindung  ist  isomer  mit  dem  von  W.  v.  Miller  und 
F.  Ein k Clin*  ans  dem  a-Phenylchinolin  dargestellten  Met a- 
amido-a-Phenylchinolin  und  steht  in  nächster  Beziehung  zu 
dem  vom  O.Fischer'  gewonnenen  Flavanilin  oder  Para- 
amido-a-Phenyl-7-Lepidin. 


1  Monatshefte  ftir  Chemie  1886,  pag.  351. 

2  Berl.  Ber.  XVUI.  1900. 

«  Berl.  Ber.  XV.  1500,  XVI  68,  XVU  2625. 

Sttsb.  d.  mAthem.-iiAtunr.  Cl.  XCV.  Bd.  n.  Abth.  30 
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Die  Aasbeate  an  Paraamido-a-Phenjlchinolin  nach  der 
besehri  ebenen  Methode  ist  günstig^  sie  beträgt  25— 407o  ^^^ 
Theoretischen.  Die  Ansbeate  ist  abhängig,  wie  es  scheint;  von 
der  vollkommenen  Entwässerang,  von  der  Art  des  Erhitzens  und 
von  der  Gttte  des  platinirten  Asbestes.  Da  ich  grosse  Quantitäten 
dieser  Yerbindnng  leicht  darstellen  könnte,  so  habe  ich  eine 
Reihe  von  Derivaten  behufs  genauerer  Charakterisirung  anter- 
sncht  und  habe  die  Constitution  dieses  Körpers  ermittelt 

Einwirkung  von  Essigsäure-Anhydrid. 

Man  erhält  aus  dem  Paraamido-a-Phenylchinolin  mit 
Leichtigkeit  und  in  quantitativer  Ausbeute  ein  Acetylprodnct, 
wenn  man  eine  Lösung  dieses  Körpers  in  Essigsäure-Anhydrid 
während  einiger  Zeit  im  Sieden  erhält.  Nach  dem  Erkalten 
scheidet  sich  die  Verbindung  in  farblosen  Nadeln  ab,  die  von 
dem  Überschüsse  des  Anhydrids  durch  Absaugen  getrennt  werden 
können.  Nach  dem  Umkrystallisiren  der  Rohausscheidnng  aus 
Alkohol  wird  das  Acetylproduct  in  glänzenden,  anscheinend 
rhombischen  Krystallblättchen  erhalten;  die  beim  Trocknen  opak 
werden.  Der  Schmelzpunkt  der  getrockneten  Substanz  liegt  bei 
189**  C.  (uncorr.). 

Die  Analyse  zeigt;  dass  der  Ersatz  eines  H  durch  Acetyl 
stattgefunden  hat. 

0-2311  Grm.  Substanz  gaben  0-6597  Grm.  Kohlensäure  und  0-1154  Grm. 
Wasser. 

In  100  Theilen: 

C 78-85  77-86 

H 5-54  5-34 

Aus  dem  Paraamido-a-Phenylchinolin  lässt  sich  leicht 
durch  die 

Einwirkung  von  Kalinmnitrit 
ein  Oxyproduct  Cj^H^^^N — OH  gewinnen. 

Die  Darstellung  dieses  Körpers  wurde  in  der  von  O.Fischer* 
beschriebenen  und  gelegentlich  der  Darstellung  des  Flavenols  in 
Anwendung  gebrachten  Methode  vorgenommen. 


1  Sitzungsberichte  d.  k.  bayer.  Akad.  1885^  pag.  333. 
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Obzwar  bei  dieser  Reaction  Ober  907o  ^^^  theoretisohen 
Aasbeate  an  Oxyprodnct  gewonnen  werden,  bo  entstehen  doch 
constant  in  kleinen  Mengen  zwei  Verbindangen,  die  als  Nitro- 
Paraoxy-a-Phenylehiaolin  and  als  Diozy-a-Ph^nylchinolin  za 
betrachten  sind,  nnd  welche  von  dem  Oxyprodact  getrennt 
werden  müssen.  Die  Darstellung  nnd  Trennung  der  drei  Prodncte 
habe  ich  in  folgender  Weise  bewerkstelligt. 

Der  Lösung  der  Base  in  einer  etwas  grösseren  Menge  Salz- 
säare,  als  2  Moleküle  erfordern  würden ,  wird  die  wässerige 
Lösnng  von  einem  Molekül  Ealiumnitrit  in  kleinen  Partien  zuge- 
geben. Aach  hier  ist  wie  bei  der  Darstellung  des  Flavenols  ein 
Hellerwerden  der  Farbe  der  Flüssigkeit  zu  beobachten.  Nachdem 
alles  Kaliumnitrit  eingetragen  ist,  wird  durch  Einleiten  eines 
kräftigen  Kohlensäurestromes  der  Uberschuss  der  freien  salpe- 
trigen Säure  verdrängt,  und  wird  die  Flüssigkeit,  nachdem  ihr 
noch  etwas  concentrirte  Salzsäure  zugesetzt  wnrde,  rasch  aufge- 
kocht. Unter  lebhaftem  Aufschäumen  entweicht  Stickstoff  und 
findet  die  Abscheidung  von  Spuren  einer  harzigen  Substanz  statt, 
von  welcher  die  Lösung  noch  heiss  filtrirt  wird.  Das  Filtrat  wird 
mit  Wasser  verdünnt  und  mit  Kalilauge  solange  versetzt,  bis  der 
anfänglich  ausfallende  Niederschlag  wieder  gelöst  ist.  Nach  dem 
Erkalten  wird  die  hellgelb  gefärbte  Lösung,  in  der  meist 
kleine,  glänzende  Kryställchen  suspendirt  sind,  mit  Äther  ausge- 
schüttelt. Dieses  Lösungsmittel  entfernt  das  Dioxy-Phenylchinolin 
(a),  welches  auffallenderweise  in  Kalilauge  nicht  löslich  ist. 
Die  ausgeschüttelte  Flüssigkeit  wird  am  Wasserbade  zur  Ver- 
treibung des  Äthers  erwärmt  und  dann  in  der  Kochhitze  mit 
Kohlensäure  gesättigt.  Hiedurch  tritt  die  Abscheidung  einer 
farblosen,  krystallinischen  Substanz  (b)  ein,  die  als  Paraoxy- 
a-Phenylchinolin  zu  bezeichnen  ist  Sie  wird  nach  dem 
Erkalten  filtrirt  und  gewaschen.  Aus  der  concentrirten  Lösung 
scheidet  sich  beim  Neutralisiren  mit  Essigsäure  das  Nitro- 
product  (c)  ab,  welches  zweckmässigerweise  auch  mit  Äther  aus- 
geschüttelt wird. 

Xlntersuchnng  von  (a). 

Die  Substanz  (a)  enthält  noch  eine  kleine  Quantität  von  (b), 
da  die  Kaliumverbindung  dieses  Körpers  etwas  zersetzlich  ist. 

30* 
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Behufs  Reinigung  wird  der  krystallinische  Btickstand  ans  einer 
kleinen  Retorte  destillirt,  das  erstarrte  Destillat  in  Benzol,  dem 
etwas  Ligroin  zugesetzt,  aufgelöst,  (b)  wird  von  diesem  Lösungs- 
mittel nicht  aufgenommen  und  kann  durch  Filtriren  abgetrennt 
werden.  Nach  dem  Abdunsten  der  Flüssigkeit  hinterbleibt  das 
Dioxyproduct  als  eine  fast  farblose,  blättrig  krystallisirte  Masse, 
die  durch  Umkrystallisiren  aus  Alkohol  in  reinem  Zustande 
erhalten  wird. 

Das  Diozy-a-Phenylchinolin  stellt  so  dargestellt  ein  Aggre- 
gat von  prächtig  glänzenden,  farblosen,  prismatischen  Nadeln 
dar.  Es  ist  im  Wasser  unlöslich,  leicht  aber  wird  es  von  Benzol, 
Äther,  Alkohol,  Chloroform,  Aceton  aufgenommen.  Ligroin  löst 
die  Verbindung  erst  bei  der  Siedehitze.  Die  Substanz  ist  unzer- 
setzt  flüchtig.  Der  Schmelzpunkt  wurde  bei  114*  C.  (uncorr.) 
gefunden.  Die  im  Bayonettrohr  mit  Bleichromat  ausgeführte 
Verbrennung  ergab  Werthe,  aus  welchen  die  Formel  Cj^Nj^NO, 
berechnet  wurde. 

L  0-2700  Grm.  Substanz  gaben  0-7483  Grm  Kohlensäure  und  01196  Grm. 

Wasser 
II.  0-2676  Grm.  Substanz  gaben  0*7420  Grm.  Kohlensäure  und  01041  Grm. 

Wasser, 
m.  0-2848  Grm.  Substanz  gaben  16  CG.  Stickstoff  bei  17*7*»  C.   und 
743-2  Mm. 


In  100  Theilen: 


C15H11NO2 


I  II  ra 

C 75-58  75-62  -  75-94 

H 4-94  4-32  —  4-64 

N —  —  6-35  5-90 

Diese  Formel  konnte  bestätigt  werden  durch  die  Bestimmung 
der  Dampfdichte.  Dieselbe  wurde  nach  der  von  V.  Meyer  ange- 
gebenen Methode  im  Bleibade  vorgenommen. 

0-0373  Grm.  Substanz  verdrängten  3-8  CG.  Luft  bei  18-9*>  0.  und 
749-9  Mm. 

Daraus  berechnet  sich  das  Moleculargewicht 

Theoretisch 

M  zu  242-5  237 
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Die  kleine  Quantität  von  Dioxy-Phenylchinolin,  die  ich  ge- 
sammelt habe,  ermöglichte  nur  die  Feststellnng,  dass  diese  Sub- 
stanz von  a-Phenylchinolin  derivirt. 

Unterwirft  man  ein  Gemisch  dieses  Dioxy-Phenylchinolius 
mit  Zinkstanb  der  trockenen  Destillation;  so  erhält  man  ein  Pro- 
ducta welches  nach  passender  Reinigung  den  Schmelzpunkt  von 
82"  C.  zeigt  (a-Phenylchinolin  schmilzt  bei  83).  Weiters  wurde 
es  mit  folgenden  Resultaten  der  Analyse  unterworfen. 

0 •  2470  Grm.  SubstÄUz  gaben  0 •  7945 Grm. Kohlensäure  undO •  1256  Grrn. 
Wasser. 

In  100  Theilen: 

C 87-72  87-80 

H 5-65  5-36 

Die  gefundenen  Zahlen  beweisen  die  Identität  des^  aus  dem 
Dioxy-Phenylchinolin  erhaltenen  Reductionsproductes  mit  a-Phe- 
nylchinolin. Um  die  letzten  Zweifel  zu  beseitigen^  habe  ich  einen 
Theil  desselben  mit  Chromsäure  oxydirt  und  wirklich  die  bei 
157**  C.  schmelzende  Chinaldinsänre  erhalten.  Das  aus  dem 
Paraamido-a-Phenylchinolin  entstehende  Dioxyproduct  ist  nach 
den  gewonnenen  Resultaten  als  Derivat  des  a-Phenylchinolins 
2U  bezeichnen,  leider  konnte  eine  Bestimmung  der  Stellung  der 
Hydroxylgruppen  wegen  Mangel  an  Material  nicht  durchgeftlhrt 
werden. 

Untersuehong  von  (b). 

Die  Verbindung  (b)  wird  zur  weiteren  Reinigung  nochmals 
in  verdünnter  Kalilauge  gelöst  und  wieder  mit  Kohlensäure  in 
der  Siedehitze  abgeschieden.  Die  Ausscheidung  wird,  nachdem 
sie  getrocknet  ist,  öfters  aus  Alkohol  umkrystallisirt. 

So  dargestellt  bildet  das  Paraoxy-a-Phenylchinolin 
eine  lockere  Masse  von  farblosen,  feinen,  glanzlosen,  monoklinen 
Krystallnadeln,  welche  in  kaltem  und  heissem  Wasser  nicht, 
leicht  aber  in  siedendem  Benzol,  Xylol,  Alkohol  löslich  sind. 
Salzsäure  sowie  Kalilauge  nehmen  die  Verbindung  leicht  und 
mit  gelber  Farbe  auf.  Beim  Erhitzen  verfltlchtigt  sich  die  Sub- 
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stanz,  erleidet  aber  Zersetzung.  Unverändert  lässt  sich  das  Oxy> 
prodnct  nur  bei  vermindertem  (62  Mm.)  Druck  destilliren.  Der 
Schmelzpunkt  liegt  bei  237—238**  C.  (uncorr.).  Die  Analyse 
ergab  Werthe,  die  mit  den  für  die  Formel  CjjH,,  NO  berechneten 
vollkommen  übereinstimmten. 

I.  0-2697  Grm.  Substanz  gaben  0-8058  Grm.  Kohlensäure  und  0-1234  Grm. 

Wasser. 
IL  0-3826  Grm.  Substanz  gaben  22-5  CG.  Stickstoff  bei  26-1  <"  C.  und 
745-6  Mm. 

In  lOOTheilen: 

I  II  C^ioNOH 

C 81-48  —  81-44 

0 5-08  -  4-97 

N —  6-39  6-33 

Die  Richtigkeit  der  gegebenen  Formel  wurde  durch  die 
Untersuchung  einer  Anzahl  von  Derivaten  controlirt. 

Salzsaures  Paraoxy-a-Phenylchinolin.  Diese  Ver- 
bindung wird  durch  Auflösen  der  Base  in  heisser,  massig  ver- 
dünnter Salzsäure  erzeugt.  Sie  scheidet  sich  beim  allmäligen 
Abktlhlen  in  kleinen,  haarfbrmigen  Kryställchen  aus,  welche  eine 
citronengelbe  Farbe  besitzen.  Die  Substanz  ist  in  Wasser  ohne 
Zersetzung  zu  erleiden,  löslich. 

Die  Chlorbestimmung  in  der  bei  100"  getrockneten  Verbin- 
dung ergab: 

0-3480  Grm.  Substanz  gaben  0*1944  Grm.  Chlorsilber. 

In  100  Theilen: 

CijHjoNOH-hHCl 

Cl 13-83  13-78 

Die  lufttrockene  Substanz  enthält,  wie  die  Erystallwasser- 
bestimmang  zeigt,  2  Moleküle  Wasser. 

0-4018  Gnn.  Substanz  verloren  bei  100*  C.  0-0538  Grm.  Wasser. 

In  100  Theilen: 

C15H10NOH -+.  HCl-4- 2Hjj  0 

HgO 13-38  12-26 
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Platindoppelverbindang.  Dieselbe  wird  in  goldgelben, 
krystallwasserfreien,  schwach  glänzenden,  dttnnen  Blättchen 
erhalten ,  wenn  eine  Lösnng  des  Paraoxy-a-Phenylchinolin  in 
Salzsäure  mit  Plationchlorid  versetzt  und  langsam  erkalten 
gelassen  wird. 

Die  Analyse  der  bei  105*  C.  getrockneten  Verbindung 
«rgab: 

I.  0*5107  Grm.  Substanz  gaben  0  11Ö2  Grm.  Platin. 
II.  0*8432  Grm.  Substanz  gaben  0*3520  Grm.  Chlorsilber. 

In  100  Theilen: 

^  ^j       2(Cj5H„N0-HHCl)-HPtCi4 

Pt 22*55  —  22*83 

Cl —  25*37  25*01 

Acetylproduct.  Wird  ein  Gemisch  von  gleichen  Theilen 
Oxy-Phenylchinolin  und  geschmolzenem  Natriumacetat  mit 
5  Theilen  Essigsäure-Anhydrid  längere  Zeit  im  Sieden  erhalten^ 
so  entsteht  eine  Acetylverbindung,  welche  sich  nach  beendigter 
Reaction  durch  Wasser  abscheiden  lässt.  Die  rohe  Ausscheidung 
wird  durch  öfteres  Umkrystallisiren  aus  absolutem  Alkohol 
gereinigt.  Das  Acetylproduct  ist  eine  prächtige,  in  grossen,  perl- 
mutterartig glänzenden,  farblosen,  dttnnen,  rhombischen  Tafeln 
krystallisirende  Verbindung,  die  in  Äther,  Benzol,  Essigäther 
und  dergleichen  leicht  löslich  ist  Der  Schmelzpunkt  dieser  nicht 
nnzersetzt  flöchtigen  Verbindung  liegt  bei  123**  C.  Die  Analyse 
der  bei  100**  getrockneten  Substanz  ergab: 

0*2713  Grm.  Substanz  gaben  0*7717  Grm.  Kohlensäure  und  01189  Grm. 
Wasser. 


In  100  Theilen: 


CjsHioNO.CgHsO 


C 77*57  77*56 

H 4*86  4*94 


Die  Constitution  des  Oxyproductes,  respective  der  Amidver- 
bindang  ergibt  sich  aus  den  folgenden  Reactionen. 
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Oxydation  des  Oxy-Phenylcliinoliiis. 

Wird  das  in  verdttnnter  Schwefelsäure  gelöste  Oxyproduet 
mit  der  Lösung  einer  etwas  grösseren  Menge  Chromsäure  als 
die  Gleichung 

SCjjHj^NO  -H  26  CrOg  =  3CioH,NO,  -4- 1 5C0,  -h  6H,0  -+-13Cr,0j 


Oxyphenyl-  Chinolih- 

chinolin  carbons&ure 

erfordert,  versetzt  und  längere  Zeit  erhitzt,  so  wird  Chinaldinsäure 
in  reichlicher  Quantität  gebildet. 

Die  Gewinnung  dieser  Säure  kann  auf  sehr  einfache  Art 
bewerkstelligt  werden,  wenn  nach  beendeter  Oxydation  die 
stark  sauere  Flüssigkeit  mit  Ammoniak  in  der  Siedehitze  neutra- 
lisirt  wird.  Das  Filtrat  vom  Chromoxydhydrat  scheidet  bei  gehö- 
riger Concentration  die  gesammte  Menge  der  Chinaldinsäure  ala 
solche  ab.  (Das  Ammonsalz  der  Chinaldinsäure  besitzt  nämlich 
dieselbe  Eigenschaft  wie  das  Ammonsalz  der  Cbinchoninsäure 
und  zerlegt  sich  schon  in  wässeriger  Lösung  bei  höherer  Tem- 
peratur.) Dieselbe  kann  aus  der  getrockneten  Salzmasse  durch 
Extraction  mittelst  Alkohol  leicht  gewonnen  werden.  Nach  dem 
Abdunsten  desselben  hinterbleibt  sie  in  fast  reinem  Zustande  und 
kann  am  schnellsten  durch  Umkrystallisiren  aus  Benzol  rein  dar- 
gestellt werden. 

Die  Identität  des  Oxydationsproductes  des  Oxyphenyl- 
chinolins  mit  Chinaldinsäure  geht  durch  den  Schmelzpunkt,  der 
zu  157**  C,  gefiinden  wurde,  durch  die  rothe  Eisenreaction  und 
durch  den  krystallographischen  Vergleich  der  Platindoppelver- 
bindungen hervor.  Die  Analyse  der  bei  lOO"*  C.  getrockneten 
Substanz  ergab: 

I.  0-2727  Grm.  Substanz  gaben  0-6935  6rm.  Kohlensäure  und  0-1089  Grm. 

Wasser. 
II.  0-2740  Grm.  Substianz   gaben  201  CC.   Stickstoff  bei  21-4*>  0.  und 
737-9  Mm. 


In  lOOTheilen: 


CjoH^NOg 


I  II 

C.... 69-35  —  69-86 

H  ....  4-22  -  4-04 

N....     —  8-07  8-09 
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Aus  einem  Theile  der  Säure  habe  ich  das  Platindoppelsalz 
hergestellt^  welches  von  Herrn  Dr.  Brezina  krystallographisch 
untersucht  wurde. 

Er  theilt  hierüber  Folgendes  mit: 


w 

inkel 

Rechnung 
(alt) 

Messung 

(neu) 

45*53' 

ap 

(100)  (111) 

46*»  0' 

P9 

(111)  (111) 

90  27 

90  36 

a  9 

(100)  (111) 

54  11 

54  16 

P« 

(111)  (111) 

75  47 

76    8 

In  den  seinerzeit  gegebenen  Elementen  ist  zu  schreiben 
>}  =  76*  54  *  statt  75**  54 ' .  Mit  Zuziehung  der  später  gewonnenen 
Krystalle  dieser  Substanz  leiten  sich  folgende  genauere  Ele- 
mente ab: 

a:*:(;  =  0-84195:l:l-3406 

?=  86*25-8' ;  n  =  77°22-9' ;  C  =  96*  1-0' 

oder  nach  Umdrehung  um  die  Z-Axe: 

a:*:c=:0-84195:l:l-3406 
1=93*  34-2',  yj  =  102*  37-1';  C  =  96*l-0' 

wobei  dann  die  folgenden  Formenbezeichnungen  gelten : 

a(l()0),6(010),m(liO),/ti(iil),j(lil),«(ill),^(lll) 

Aus  der  Übereinstimmung  der  gefundenen  Werthe  mit  den 
früher  berechneten  geht  die  Identität  hervor. 

War  durch  das  Ergebniss  der  Oxydation  die  Stellung  des 
Phenyls  im  Chinolinring  sieher  gestellt,  so  habe  ich  doch  einen 
weiteren  Beweis  för  die  Richtigkeit  gesucht  und  konnte  durch  die 


Beduction  mit  Zlnkstaub 

bei  hoher  Temperatur  wirklich  das  a-Phenylchinolin  erhalten. 
Man  gewinnt  die  Substanz  in  nahezu  theoretischer  Ausbeute, 
wenn  ein  Gkmisch  des  Oxyproductes  nxit  der  15facben  Menge 
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Zinkstanb  im  Rohre  allmälig  erhitzt  wird.  Das  Rohdestillat 
wird  durch  Verwandlung  in  das  salzsanre  Salz;  dnreh  Umdestil- 
liren  der  wieder  abgeschiedenen  Base  nnd  Umkrjstallisiren  ans^ 
Alkohol  gereinigt.  Der  Schmelzpunkt  der  so  gewonnenen  Ver- 
bindung wurde  zu  83*5 ""  C.  gefunden.  Die  Analyse  ergab: 

0-2968  Grm.  Substanz  gaben  0*9536  Grm.  Kohlensäure  and  0-1463  Grm. 
Wasser. 

In  100  Theilen: 

C 87-62  «7-80 

H 5-47  5-36 

Es  erübrigte  nun  noch  die  Stellung  der  OH-Gruppe  im  Oxy- 
a-PhenylchinoIin,  beziehungsweise  die  Stellung  der  NH,-Gruppe 
im  Amido-a-Phenylchinolin  zu  ermitteln. 

Zur  Beantwortung  dieser  Fragen  musste  ein  Umweg  ein- 
geschlagen werden,  da  weder  die  Oxydation  mit  Chromsäure, 
noch  die  diesbeztiglichen  Versuche  mit  anderen  Oxydations- 
mitteln ein  positives  Resultat  ergaben.  Ich  habe  daher  zunächst, 
durch  die 

Einwirkung  ron  nascirendem  Wasserstoff 

ein  Hydroproduct  zu  gewinnen  gesucht.  In  der  That  erfolgt  die 
Bildung  eines  solchen  Körpers  sehr  glatt,  wenn  zu  der  Lösung^ 
des  Oxy— a-Phenylchinolins  in  concentrirter  Salzsäure  die,  voa 
der  Gleichung 

C,5H„N0-h2Sn-H4HCl  =  CV,H,5N4.2SnCl, 

geforderte  Menge  Zinn  eingetragen  wird. 

Die  Auflösung  des  Zinns  erfolgt  sehr  langsam  und  es  ist  eiD 
tagelanges  Erhitzen  nothwendig,  um  die  Reduction  zu  vollenden. 
Am  Schlüsse  der  Einwirkung  ist  die  anfänglich  gelb  gefärbte 
Lösung  entfärbt  und  scheidet  schon  beim  Abkühlen  eine  reich- 
liche Menge  einer  krystallinischen,  weissen  Masse  aus,  die  nicht 
etwa  die  Zinndoppelverbindnng  des  Reductionsprodnctes  ist,, 
sondern  die  Salzsäureverbindung   des  hydrirten  Oxyproductea 
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darstellt.  Diese  Ausscheidung  kann  ihrer  SchwerlösUchkeit 
wegen  durch  Waschen  von  der  Hanptmenge  des  ZinnchlorUrs 
befreit  werden.  (Das  Filtrat  liefert  beim  Einengen  noch  eine 
kleine  Quantität  des  Reductionsproductes).  Die  Reindarstellung 
der  Salzsäureverbindung  gelingt  nicht  durch  Umkrystallisiren, 
weil  durch  das  Abdampfen  der  zur  Lösung  nothwendigen  Flüssig- 
keitsmengen eine  partielle  Zersetzung  eintritt.  Zweckmässig  ist 
eS)  die  Salzsäureverbindung  in  Wasser  zu  vertheilen  und  durch 
Zugabe  von  Magnesiumcarbonat  zu  zersetzen.  Die  so  abgeschie- 
dene Hydrobase  wird  mit  Äther  ausgeschüttelt.  Nach  dem  Ver- 
jagen desselben  hinterbleibt  ein  farbloser  Syrnp,  des  erst  nach 
längerer  Zeit  zu  einem  krystallinischen  Magma  erstarrt.  Dasselbe 
ist  in  Wasser  kaum,  etwas  in  heisser  Sodalösung  löslich.  Die 
Substanz  löst  sich  in  Kalilauge,  Äther,  Alkohol  und  Benzol, 
scheidet  sich  aber  aus  diesen  Lösungen  nicht  krystallinisch  aus. 
Desswegen  habe  ich  auf  die  Analyse  der  freien  Hydrobase  ver- 
zichtet und  habe  den  Syrup  gleich  wieder  in  die  Salzsäureverbin- 
dung umgewandelt.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  er  in  verdünntem 
Alkohol  gelöst  und  mit  concentrirter  Salzsäure  versetzt.  Sofort 
beginnt  die  Abscheidung  eines  Krystallmehles,  welches  aus 
weissen,  glasglänzenden,  prismatischen  Krystallen  besteht.  Die 
Verbindung  löst  sich  nur  schwierig  im  Wasser  beim  Erwärmen 
auf.  Die  Lösung  derselben  gibt  mit  Eisenchlorid  eine  intensiv 
blntrothe  FarbenreactioU;  beim  längeren  Stehen  dieser  Flüssig- 
keit scheidet  sich  ein  rothbrauner  Niederschlag  aus.  Salpeter- 
säure ftlrbt  sie  anfänglich  roth violett,  beim  Stehen  geht  die 
Farbe  in  braunroth  über.  Silbemitrat,  Platinchlorid,  Goldchlorid 
werden  durch  die  Lösung  des  Hydroprodnctes  zum  Theil  redu- 
cirt.  Die  Verbindung  ist  in  Bezug  auf  ihre  physiologische  Wir- 
kung nicht  uninteressant  und  es  soll  über  diese  vorläufig  noch 
nicht  abgeschlossene  Untersuchung  seinerzeit  berichtet  werden. 
Die  Analyse  der  im  WasserstoflFstrom  bei  100°  getrockneten  Ver- 
bindung ergab: 

I.  0-3598  Grm.  Substanz  gaben  0-9048  Grm.  Kohlensäure  und  0-2013  Grm. 

Wasser. 
II.  0-4850  Grm.  Substanz  gaben  0*2683  Grm.  Chlorsilber. 
IIL  0-4425  Grm.  Sabstanz  gaben  205  CG,  Stickstoff  bei  17-2«  CO.  und 
753-8  Mm. 
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In  100  Theilen: 

I  II  m         c,5H^0H^r 

C 68-86                       —  —  68-87 

H 6-21                       —  —  611 

Cl —  13-68  —  13-37 

N  .....    —                          —  5-32  5-35 

Die  gefundenen  Zahlen  zeigen,  dass  das  Oxy-a-Phenyl- 
chinolin  gleich  den  meisten  Chinolinderivaten  4  Wasserstoffatome 
addirt  und  ein,  als  Tetrahydro-Oxy-a-Phenylchinolin  aufzu- 
fassendes Hydroproduct  gibt. 

Doppelverbindungen  mit  den  Metallchloriden  konnten  nicht 
gewonnen  werden.  Ich  habe  das  Hydroproduct  hergestellt,  um 
durch  Oxydation  die  Stellung  der  Hydroxylgruppe  zu  ermitteln ; 
denn  durch  Oxydation  dieser  Substanz  ist  es  wahrscheinlich, 
dass  eine  Zerstörung  des  Pyridinringcs  eintritt.  Diese  Voraus- 
setzung hat  der  Versuch  bestätigt  und  ich  konnte  durch  die 

Oxydation  mit  selimelzeiidem  Kali 

leicht  eine  Oxybenzoßsäure  erhalten,  durch  welche  die  Stellungs- 
frage endgiltig  entschieden  wurde. 

Das  Verschmelzen  des  Hydroproductes  mit  Kali  gelingt 
nicht  leicht,  und  man  muss  folgendes  Verfahren  befolgen,  um 
gute  Ausbeuten  zu  erzielen.  Ein  Theil  des  syrupösen  Hydropro- 
ductes wird  mit  der  20fachen  Menge  Ätzkali  und  einer  kleinen 
Menge  Wasser  im  Silbertiegel  erhitzt.  Anfangs  löst  sich  die  Sub- 
stanz, scheidet  sich  aber  wieder  bei  zunehmender  Concen- 
tration  ab. 

Man  muss  die  Temperatur  sehr  hoch,  aber  mit  Vorsicht 
steigern,  bis  Reaction  erfolgt.  Dann  entweicht  Wasserstoff  und 
Ammoniak,  die  Schmelze  schäumt  lebhaft  auf  und  man  muss 
rasch  die  Temperatur  massigen,  damit  nicht  Verkohlung  eintritt. 
Wenn  der  Schaum  einzusinken  beginnt,  erhitzt  man  wieder  und 
setzt  dies  solange  fort,  bis  eine  herausgenommene  Probe  beim 
Ansäuern  mit  Schwefelsäure  nur  eine  unbedeutende  Menge  von 
humösen  Flocken  abscheidet.  Hierauf  wird  die  Schmelze  in 
Wasser  gelöst  mit  Schwefelsäure  versetzt  und  mit  Äther  ausge- 
schüttelt.  Derselbe  entzieht  der  Flüssigkeit  das  in  Lösung  befind- 
liche  Oxydationsproduct.   Der  nach  dem  Verjagen  des  Äthers 
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bleibende  krystallinische  Rttckstand  wird  in  Wasser  gelöst  und 
durch  Zugabe  von  Bleizncker  gereinigt.  Das  entbleite  Filtrat 
liefert  nach  dem  Abdampfen  eine  Sänre^  die  nach  entsprechender 
Keinignng  in  schönen^  wasserhaltigen  Erystallen  erhalten  wurde, 
und  die  leicht  als  Paraoxybenzo^säure  erkannt  werden 
konnte.  Der  Schmelzpunkt  der  getrockneten  Säure  wurde  zu 
209*  C.  (nncorr.)  gefunden.  (Paraoxybenzo6säure  schmilzt  bei 
210.)  Eisenchlorid  gab  die  der  Paraxybenzoßsäure  eigenthttm- 
liehe  Farbenreaction. 

Die  Analyse  der  bei  100**  C.  getrockneten  Säure  ergab 
Werthe,  die  mit  den  ftlr  ParaoxybenzoS  berechneten  vollkommen 
ttbereinstimm  t  en . 


0-2125Gnn.  Substanz  gaben  04729  Grm.  Kohlensäure  und  00865  Grm 

Wasser. 

InlOOTheilen: 

£l^ 

C  ... 

...60-69 

60-86 

H... 

...  4-52 

4-34 

Die  Krystallwasserbestimmung 

lieferte  folgendes  Resultat 

0-3026  Grm.  Substanz  verloren  bei  100*»  C.  0-0350  Grm.  Wasser. 

In  100  Theilen : 

CTHgOs-hflsO 

H,0.... 

...11-56 

11-53 

Die  Ausbeute  an  ParaoxybenzoSsäure  ans  dem  Hydroproduct 
ist  eine  befriedigende.  Ich  habe^  um  die  letzten  Identitätszweifel 
zu  beseitigen^  einen  Theil  der  Säure  mit  Kalk  gemischt  der 
Destillation  unterworfen  und  hiebei  Phenol  gewonnen,  welches 
an  seinem  Geruch  und  an  der.  Eisenreaction  zu  erkennen  war. 
Durch  die  Entstehung  der  ParaoxybenzoSsäure  aus  dem  Hydro- 
oxy-Phenylchinolin  ist  die  Para- Stellung  der  Hydroxylgruppe 
festgestellt.  Durch  das  Ergebniss  der  Oxydation  des  Oxy-Phenyl- 
ehinolins  mit  Chromsäure  und  durch  die  Reduction  mit  Zink- 
staub ist  die  «-Stellung  des  Phenyls  im  Chinolinkem  bewiesen. 

Die  folgenden  Formelbilder  bringen  daher  die  Constitution 
des  Para-Oxy-a-Phenylchinolins  und  des  Paraamido  «-Phenyl- 
chinolins  zum  Ausdrucke. 
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NH,-C 
HC! 


H  H        H 

c  c      c 


Y 


CHHC 
C-C 


N        C 
H 


CH 
CH 


HO-C 
HC 


H  H        H 

c  c      c 


Paramido-a-PhenylchinoIin. 


H  H 


Paraoxy-a-Phenylchinolin. 


Untersuchung  von  (c). 

(c)  ist  das  Nitroproduot  des  Paraoxy-a-Phenylchinolins. 
Man  reinigt  es  durch  die  Natriumverbindung.  Es  lOst  sich  leicht 
im  Wasser,  deni  etwas  kohlensaures  Natron  zugesetzt  ist  und 
man  entfernt  dadurch  eine  kleine  Menge  des  Oxy-Phenylchinolins, 
welche  das  Nitroproduot  begleitet. 

Aus  der  Lösung  des  Natronsalzes  wird  die  Substanz  durch 
Zugabe  einer  Säure  abgeschieden.  Nach  mehrmaligem  Umkrystal- 
lisiren  dieser  Ausscheidung  aus  Alkohol  erhält  man  das  Nitro- 
produot als  ein  Haufwerk  von  matten,  mikroskopischen,  citronen- 
gelhen  Krystallblättchen.  Die  Verbindung  ist  in  Wasser  unlös- 
lich, wird  aber  ziemlich  leicht  von  Alkohol,  Äther  und  Essig- 
äther aufgenommen.  Es  ist  nicht  destiliirbar  und  schmilzt  bei 
151^  C.  Die  Analyse  ergab  Zahlen,  aus  welchen  hervorgeht, 
dass  die  Substanz  ein  Mononitroproduct  des  Para-Oxy-a-Phenyl- 
chinolins  ist. 

0- 3220 Grm. Substanz  gaben  0- 7988 Grm. Kohlensäure  undO-1230Grm. 
Wasser. 


In  lOOTheilen: 


C 67-65 

H 4-25 


3-75 


Die  verfügbare  Menge  des  Nitroproductes  war  zu  gering,  um 
Versuche  anzustellen,  welche  die  Stellung  der  Nitrogruppe  er- 
wiesen hätten. 

Die  Unterschiede  in  den  Eigenschaften  der  Derivate  des 
a-Phenylchinolins  und  des  a-Phenyl-v-Methylchinolins  soll  durch 
die  folgende  Zusammenstellung  besonders  hervorgehoben  werden: 
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t 

Paraver- 

bindung  des 

«-Phenyl- 

chinolins 

Metaver- 
bindung des 
a-Phenyl- 
chinoiins 

Paraverbin- 
dung  des 
«-Phenyl- 
7-Methyl. 
chinolins 

Amidoverbindung  schmilzt 
bei   

138»  C. 

189 
237-238 

123 

oc-Phenyl- ) 
chinolin    J 

Chinaldin-) 

säure     ] 

i  Paraoxy-  ) 
<    benzoe-    > 
(      säure      ) 

120»  C. 
124 

156 

<  «-Phenyl-  ) 
(   chinolin    f 

97»  C. 

162-163 

238 

128-129 

(  a-Phenylen-  ) 
l    7-Methyl-     > 
(      ohinolin      ) 

(   7-Lepidin-    ) 
)a  carbonsäure) 

Nitroverbindung  schmilzt 
bei    

Acetylproduct  der  Amido- 
verbindung  sohmüKt  bei 

Oxyproduet  schmilzt  bei  . . 

Acetylproduct  desOxypro- 
ductes  schmilzt  bei    

Oxyproduet  liefert  bei  der 
Reduetion 

Oxyproduet  liefert  bei 
Oxydation  

Petrahydrooxyproduct 
liefert  bei  Oxydation .... 

Untersuchung  von  B. 

Die  Mutterlaugen  B,  aus  welchen  kein  Amidophenylchinolin 
mehr  abzuscheiden  war,  wurden  mit  den  gleichartigen  Bttck- 
ständen  Ton  der  Reinigung  des  Paraamido-a-Phenylchinolins 
vereint  und  durch  Ammoniak  zersetzt.  Dadurch  findet  die  Ab- 
scheidung eines  bräunlichgelb  gefärbten  harzigen  Productes  statt, 
das  mit  Äther  ausgeschüttelt  wurde.  Der  hinterbleibende  Yer- 
dnnstungsrttckstand  der  Htherischen  Lösung  liefert  beim  Destil- 
liren fUr  sich  eine  ölige,  röthlichgelb  gefärbte  Masse,  die  beim  Ab- 
kühlen zu  einem  durchsichtigen  Firniss  erhärtet.  Derselbe  ist  in 
Salzsäure  mit  intensiv  rother  Farbe  löslich  und  kann  durch 
wiederholtes  Destflliren  (nach  der  Zersetzung  und  AusschUttelung 
mit  Äther)  in  Form  eines  lichtgelb  gefärbten  Harzes  erhalten 
werden,  das  in  absolutem  Äther  gelöst,  beim  längeren  Stehen 
eine  gelbliche  Krystallmasse  abscheidet.  Die  von  der  Matter- 
lauge getrennten  Krystalle  zeigen  nach  passender  Reinigung 
(wiederholtes  Umkrystallisiren)  einen  Schmelzpunkt  von  143  bis 
145"*    C.    Die   Substanz  besitzt,    wie  die   Analyse  zeigt,  die 
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Zusammensetznng  des  Dicfainoljls,  ist  aber  mit  keinem  bisher 
beschriebenen  Producte  dieser  Art  identisch. 

0*2872Grm.  Substunz  gaben 0- 8878 Grm. Kohlensäure  undO*1225Gnn. 
Wasser. 

In  100  Theilen: 


C 84-30 

H 4-70 

Dieses  Dichinolyl  war  der  einzige  Körper,  welcher  in  nicht 
nnerheblicher  Menge  aas  den  Mntterlangen  B  zu  isoliren  war. 

Ans  den  harzigen  Prodncten,  die  bei  der  Einvnrknng  des 
Sauerstoffs  auf  das  Gemisch  von  salzsaurem  Chinolin  und  Anilin 
entstehen,  konnten  bis  nnn  keine  Substanzen  gewonnen  werden, 
die  einen  Schluss  auf  die  Structur  derselben  zuliessen. 

Die  Constitution  dieses  neben  Paraamido-a-Phenylchinolin 
entstandenen  Dichinolyls  ergibt  sich  durch  die  in  der  Folge 
beschriebenen  Versuche. 

W.  V.  Miller  und  F.  Kinkelin  *  haben  aus  dem  Metaamido- 
a-Phenylchinolin  mittelst  der  Skraup'schen  Reaction  zwei  Ver- 
bindungen (CjgH^jNjj)  gewonnen,  die  als  Pya-Bg-Dichinolyle 
anzusprechen  sind. 

Das  grosse  Interesse,  welches  die  Dichinolyle  der  Alkaloid- 
frage  wegen  in  Anspruch  nehmen,  veranlasste  mich,  das  Para- 
amido-a-Phenylchinolin  auch  in  dieser  Richtung  zu  antersuchen, 
da  aus  demselben  bei  gleicher  Behandlungsweise  ein  Pya-B,- 
Dichinolyl  zu  gewärtigen  war. 

Es  gelingt  leicht,  ein  solches  Product  darzustellen  durch  die 

Einwirkung  Yon  Glycerin  und  Schwefelsäure 

bei  Gegenwart  von  Nitrobenzol.  Die  Umwandlung  des  äusserst 
reactionsfähigen  Paraamido-a-PhenylchinoIin  in  Dichinolyl  voll- 
zieht sich  aber  auch  bei  Behandlung  eines  Gemisches  aus  Amido- 
base,  Schwefelsäure,  Glycerin  und  Platinmohr  mit  Sauerstoff,  nur 
sind  die  Ausbeuten  weniger  günstig,  da  in  diesem  Falle  das  Ende 
der  Beaction  schlecht  zu  beobachten  Ist 

Behufs  Darstellung  habe  ich  ein  Gsmisch  von  20  Grm.  Para- 
amido-a-Phenylchinolin,  20  Grm.  Glycerin,  40  Grm.  Schwefel- 
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Säure  und  5  Orm.  Nitrobenzol  solange  auf  ISO""  C.  erhitzt,  bis  die 
anfänglieh  lebhaft  aufsehäomende  Flüssigkeit  in  ruhiges  Sieden 
gekommen  war.  Das  Reaetionsproduet  wurde  in  Wasser  gelöst, 
von  ausgeschiedenen  hnmösen  Flocken  filtrirt.  Das  mit  Soda- 
lOsung  neutralisirte  Filtrat  wurde  zu  wiederholten  Malen  mit  Äther 
ausgeschüttelt.  Die  ätherische  Lösung  hinterlässt  nacli  dem  Ab- 
dunsten einen  Rückstand,  der  zumeist  krjstallinisch  erstarrt.  Der- 
selbe wird  durch  Auflösen  in  Salzsäure  in  das  Chlorat  verwandelt, 
welches  öfters  umkrystallisirt  wird.  Aus  der  so  gereinigten  Ver- 
bindung scheidet  Ammoniak  eine  fast  farblose  krystallinische 
Substanz  ab.  Dieselbe  wird  nach  dem  Trocknen  mehrmals  aus 
Alkohol  umkrystallisirt.  Man  erhält  so  das  Dichinolyl,  welches 
identisch  mit  der  vorhin  beschriebenen,  aus  B  dargestellten  Sub- 
stanz ist,  als  eine  blättrige  Masse,  die  in  Benzol,  Alkohol,  Xyolol 
leicht,  etwas  schwieriger  in  Äther  löslich  ist.  Es  ist  unzersetzt 
flüchtig  und  schmilzt  bei  144''  C.  (uncorr.).  Bei  der  Analyse 
wurden  Werthe  erhalten,  aus  welchen  die  Formel  CjgHjjN«  ab- 
geleitet wurde. 

I.  0*  2234  Grm.  Substanz  gaben  0  *  6903  Grm.  Kohlensäure  und  0  *  0949  Grm. 

Wasser. 
IL  0-2636  Grm.  Substanz  gaben  26*8  CG.  Stickstoff  bei  24'7*>  C.  und 
744  Mm. 

In  lOOTheilen: 

I  U  ^185^12^3 

C 84-34  —  84-37 

H  ....  4-72  —  4-67 

N —  11-11  10-96 

Besonders  schön  ausgebildete  Erystalle  des  Pya-B^-Dichi- 
nolyls  können  erhalten  werden,  wenn  eine  massig  concentrirte 
alkoholische  Lösung  desselben  bei  niederer  Temperatur  abdunsten 
gelassen  wird.  Es  scheiden  sich  dann  grosse,  farblose,  zu  Drusen 
Terwachsene  Tafeln  ab,  die  Fettglanz  besitzen.  Herr  Dr.  Brezina 
war  so  freundlich,  eine  krystallographische  Untersuchung  aus- 
znftihren  und  theilt  über  dieselbe  Folgendes  mit: 

Krystallsystem:  Monoklin. 

Elemente:  ai  b  :c=  1-3685  :  1  :  2-3778. 

13  =  102-54'. 

Formen:  a  (100),  c(001),  «(210),  m(llO),  />(221). 

SiUb.  d.  math6m.<iuitorw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  31 
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Winkel: 


Flachen 

Rechnung 

Messung 

a  c 

(100).  (001) 

77»6' 

77*>22' 

ap 

(100).  (221) 

— 

52    1 

cp 

(001).  (221) 

— 

72  48 

PP' 

(221).  (221) 

— 

100  57 

Die  gegebene  Formel  wurde  bestätigt  durch  die  Unter- 
suchung einer  Reihe  von  Derivaten. 

Platindoppelverbindung.  Dieselbe  scheidet  sich  als 
mikrokrystallinischeSy  glanzloses,  gelblichweisses  Pulver  bei  Zu- 
gabe von  Platinchlorid  zu  einer  Lösung  des  Dichinolyls  in  Salz- 
säure aus.  Die  Verbindung  ist  wasserfrei  und  nahezu  unlöslich. 

Die  Analyse  ergab: 

I.  0-5018  Grm.  Substanz  gaben  0*1452  6rm.  Platin. 
IL  0-3241  Grm.  Substanz  gaben  0*4227  Grm.  Chlorsilber. 


In  lOOTheilen: 


Pt 39-24 

Cl - 


II 


32-26 


Ci8H,2N2-h2HCl-f-PtCl4 

29-21 
32-01 


Monojodmethylat.  Das  Pya-B^-Dichinolyl  besitzt  wie 
das  Py.-Bj,  und  das  Pya-Pya-Dichinolyl  die  Eigenschaft  Jod- 
methyl zu  addiren,  und  zwar  findet  nur  die  Aufnahme  eines 
Moleküls  statt,  wenn  die  Substanz  mit  einem  Überschuss  des 
Jodides  im  Rohre  auf  120''  C.  erhitzt  wird.  Das  Additionsproduct 
ist  selbst  in  siedendem  Wasser  schwer  löslich  und  scheidet  sich 
desshalb  in  hellgelb  gefärbten,  kleinen,  schwachglänzenden 
Krystallnadeln  beim  Abkühlen  der  farblosen  Liösung  ans.  Es 
enthält  Krystallwasser  und  schmilzt  bei  231—232*  C.  Beim 
Schmelzen  findet  theilweise  Zersetzung  statt.  Eine  Jodbestimmung 
in  der  über  Schwefelsäure  im  Vacuum  getrockneten  Substanz 
ergab : 

0-3094  Grm.  Substanz  gaben  0-1773  Grm.  Jodsilber. 
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In  100  Theilen: 

\  CjgHj2N2'*-CH3J 

J 30-97  31-90. 

Die  Wasserbestimmimg  ergab: 

0  •  3228  Gm.  Substanz  verloren  über  Schwefelsäure  0  •  0134  Gmi.  Wasser. 

In  100  Theilen: 

0  igH  «Nj-f-CHs  J-j-H^O 

HgO 415  ^        4-3^7"""* 

Monosulfosäure.  Wird  das  Py^B^-Dichinoly!  mit  der 
fönffachen  Menge  Vitriolöl  längere  Zeit  auf  löO**  — 180**  C. 
erhitzt,  so  tritt,  wie  dies  bei  der  Untersuchung  des  Py«-Py«- 
Dichinolyl  gezeigt  wurde,  ^  die  Bildung  von  Sulfosänren  ein. 

Das  Erhitzen  muss  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis  eine 
herausgenommene  Probe  beim  Neutralisiren  mit  Kalilauge  keine 
Abscheidung  von  nnzersetztem  Dichinolyl  liefert.  Erst  dann  wird 
die  Reactionsmasse  mit  einer  grösseren  Menge  Wasser  verdünnt 
und  stehen  gelassen.  Es  scheidet  sich  nun  ein  sandiges,  schwach 
bräunlichgelb  gefärbtes  Krystallpulver  ab,  welches  in  Wasser 
nahezu  unlöslich  ist.  Dieses  Product  wird  zur  weiteren  Reinigung 
in  Ammoniak  gelöst,  entfärbt,  nnd  mit  verdünnter  Salzsäure  aus- 
gefällt. Die  Monosnlfosäure  ist  nur  in  verdünnten  Alkalien  lös- 
lich nnd  bildet  ein  kreidiges,  weisses  Pulver,  welches  erst  bei 
sehr  hoher  Temperatur  unter  totaler  Zersetzung  schmilzt. 

Eine  SchwefelbestimmuDg  in  der  geringsten  Substanz  zeigt, 
dass  die  Sänre  eine  SH0,-6ruppe  enthält. 

0-5455  Grm.  Substanz  gaben  0*3491  Grm.  Barynmsulfat. 
In  100  Theilen: 

^^sHuN.SHOa) 

S 9-46  9-52. 

In  der  sehr  schwefelsäurereichen  Mutterlauge  von  der  Rob- 
aasscheidung  der  Monosulfosäure  ist  noch  eine  zweite  Substanz 
gelöst,  die  in  der,  von  mir  und  Gläser  angegebenen  Weise  dar- 
gestellt wurde.  Dieses  Product  ist  eine  Disulfosäure.  Die  Quanti- 
täten, die  ich  erhalten  konnte,  waren  aber  zu  gering,  um  eine 
weitere  Untersuchung  auszuführen. 


>  Weidel  und  Gläser,  Monatshefte  f.  Chem.  1886,  pag.  30ö. 

31* 
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a- Oxy-Pya-B^-Dichinolyl.  Die  Monosulfosäure  liefert 
beim  Erhitzen  mit  Kaliumhydroxyd  auf  220**  C.  ein  entsprechen- 
des Oxyproduet,  dessen  Abscheidung  aus  der  im  Wasser  gelösten 
Kalischmelze  durch  Einleiten  von  Kohlensäure  bewerkstelligt 
wurde.  Nach  wiederholtem  ümkrystallisiren  dieser  Rohaas- 
scheidung aus  Alkohol  wird  das  Oxyproduet  in  Form  eines 
weissen,  glanzlosen  Krystallpulvers  erhalten,  welches  bei  186** 
bis  187°  C.  schmilzt.  Es  ist  in  Benzol  und  Alkohol  in  der  Siede- 
hitze sehr  leicht  löslich. 

Die  Analyse  ergab: 

I.  0' 2789 Grm. Substanz  gabenO-81046rm.Kohlen8äure  undO'  1142 6rm. 

Wasser. 
IL  0-3412  Grm.  Substanz  gaben  31-8  CG.  Stickstoff  bei  18 -6*^  C.  und 

7401  Mm. 


In  100  Theilen: 

I 
C 79-24 


H. 

N. 


4-54 


II 


10-45 


C18H12N2O 

79-41 

4-41 

10-29. 


W.  V.  Miller  und  F.  Kinkelin  haben  aus  ihren  Metaamido- 
a-Phenylchinolin  zwei  als  Pya-Bj-Dichinolyle  zu  betrachtende 
Verbindungen  erhalten,  welche  durch  die  Formeln 


HC 


H       H  H       H 


H  H 


CH 


/ 


GH 


HCl 
HG 

ausgedrückt  sind. 


H       H  H 

CG  G 


W^ 


GH  HCl 
G-G 


GH 


H 


|C     N 
H       H 


GH 
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Das  Paraamido  mnss  in  gleicher  Weise  zwei  isomere  als 
PjTci-B^-Dicbiiiolyle  liefern,  welchen  die  folgenden  Formeln 
zukommen 


HC; 


N       H  H      H 


I 


HC 


c     c 

H 
CH 


CHHC 
C~C 


N       C 
H 


CH 
CH 


HC 

N 


/\ 


CH 


H       H 

c  c     c 


C  N     CH 

H 

Ich  konnte  trotz  der  grössten  Achtsamkeit  nur  eine  der 
beiden  möglichen  Verbindungen  aus  dem  Paraamido- a-Phcnyl- 
chinolin  erhalten. 

Welche  von  beiden  Formeln  die  Constitution  des  Pja-B^- 
Dichinolyl  zum  Ausdrucke  bringt,  konnte  einstweilen  nicht  fest- 
gestellt werden. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Unterschiede  der  Eigen- 
schaften, welche  zwischen  den  bis  jetzt  bekannten  in  der  Py«- 
Stellung  durch  Chinolin  substituirten  Dichinolylen  obwalten, 
kurz  zusammenfassen: 


Py«~B4. 
Dichinolyl 


Pya-Ba- 
Dichinolyl 


-159" 
-IIÖ*" 


Py«— Py«- 
Dichinolyl 

173* 


Schmelzpunkt 144**  C. 

Schmelzpunkt  des  Monjod- 

methylates 231—232     a-  263 

Schmelzpunkt  des  Monooxy- 

productes 186—187        — 

Fasst  man  die  Resultate  der  vorstehenden  Untersuchung 
zusammen,  so  ergibt  sich : 


286 


208 
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1.  Durch  die  Einwirkung  von  Sauerstoff  auf  ein  Gemisch 
von  salzsaurem  Chinolin  Und  Chinolin  wird  Py«-Py«-Dichinolyl 
gebildet. 

2.  Die  Einwirkung  von  Sauerstoff  auf  eine  Mischung  von 
Anilin  mit  salzsaurem  Chinolin  liefert  eine  als  Paraamido-oe- 
Phenylchinolin  (C^gHt^N^)  aufzufassende  Base  und  ein  neues 
Dichinolyl. 

3.  Aus  dem  Amidophenylchinolin  entsteht  durch  Ealium- 
nitrit  ein  Oxyphenylchinolin ,  welches  bei  der  Reduction  mit 
Zinkstaub  das  a-Phenylchinolin  (CuH^jN)  und  bei  der  Oxyda- 
tion mit  Chromsäure  Chinaldinsäure  liefert,  dadurch  ist  die 
a-Stellung  des  Phenyls  im  Chinolin  festgestellt. 

4.  Das  Oxyphenylchinolin  gibt  durch  die  Behandlung  mit 
nascirendem  Wasserstoff  ein  Tetrahydroproducf  (C^jH^gNO),  aus 
welchem  beim  Verschmelzen  mit  Kali  Paraoxybenzo^säure  ge- 
wonnen werden  kann.  Die  Bildung  dieser  Säure  beweist  die 
ParaStellung  der  0H-6ruppe  im  Oxyphenylchinolin,  beziehungs- 
weise die  Stellung  der  NHjj-Gruppe  im  Amidoproduct. 

5.  Das  bei  der  Einwirkung  von  Sauerstoff  als  Nebenproduct 
entstehende  Dichinolyl  ist  als  Pya-B^- Dichinolyl  zu  bezeichnen, 
weil  es  aus  dem  Paraamido-a-Phenylchinolin  durch  Einwirkung 
von  Glycerin  und  Schwefelsäure  dargestellt  werden  kann. 
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üntersuchuDgeii  über  die  Hanfölsaure. 

(n.  Abhandlung.) 

Von  K.  Haznra. 

{Aus  dem  Laboratorinm  für  allgemeine  und  analytische  Chemie  an  der 
k.  k.  technischen  Hochschule  zu  Wien.) 

Im  XCIII.  Bande  dieser  Berichte  wurde  der  erste  Theil  einer 
von  A.  Bauer  und  mir  durchgeführten  Arbeit  über  die  Hanfbl- 
säure publicirt,  welche  Arbeit  den  Zweck  hatte,  die  Natur  der 
trocknenden  Öle  zu  ergründen  und  eine  Einsicht  in  die  Constitu- 
tion dieser  interessanten  Körpergruppe  zu  erlangen.  Die  Fort- 
führung dieser  Arbeit  hat  mir  Herr  Prof.  A.  Bauer  übertragen. 

Die  Torliegende  Abhandlung  enthält  die  Resultate  der 
Einwirkung  der  Halogene  auf  die  Hanfblsäure.  Abgesehen  dayon, 
dass  es  von  Interesse  war^  die  bei  dieser  Reaction  entstehenden 
Verbindungen  kennen  zn  lernen,  versprechen  dieselben  durch 
ihre  Umsetzungen  weitere  Aufschlüsse  über  die  Natur  der  Hanfbi- 
säure,  während  die  chemische  Zusammensetzung  dieser  Derivate 
eine  Controle  der  für  diese  Säure  und  ihre  Oxydationsproducte 
aufgestellten  Formel  liefert. 

Einwirkung  von  Chlor. 

Leitet  man  in  die  auf  0*"  C.  gekühlte  Lösung  von  Hanfbl- 
säure in  Eisessig  so  lange  Chlor  ein,  als  dasselbe  noch  absorbirt 
wird,  und  lässt  man  dann  den  Eisessig  verdunsten,  so  fainterbleibt 
ein  chlorhaltiges,  süsslich  schmeckendes,  dickflüssiges  Öl.  Da 
die  Barytsalze  des  erhaltenen  Säuregemisches  in  Äther  voll- 
ständig löslich  sind,  so  wurde  auf  die  Aufarbeitung  dieses  Säure- 
gemisches und  die  Isolimng  der  gechlorten  Hanfölsäure  verzichtet. 
Das  erhaltene  Reactionsproduct  enthält  keine  ungesättigte  Säure, 
da  es  aus  der  HübTschen  Lösung  kein  Jod  addirt. 
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Einwirkang  Ton  Ghlorjod. 

In  die  alkoholische  Lösung  von  Hanfölsäure  wird  solange 
HtthTsche  Jodlösung  eingetragen,  bis  die  Flüssigkeit  durch  Jod 
bleibend  gefllrbt  bleibt.  Die  Flüssigkeit  wird  hierauf  mit  Jodkalium 
hältigem  Wasser  versetzt  und  mit  Äther  geschüttelt.  Die  ätheiische 
Lösung  enthält  nun  das  Additionsproduct  von  Ghlorjod  und 
Hanfölsäure  und  das  überschüssige  Jod.  Letzteres  wird  darch 
Waschen  der  ätherischen  Lösung  mit  unterschwefligsaures  Natron 
hältigem  Wasser  entfernt.  Nach  dem  Verdunsten  des  Äthers 
hinterbleibt  das  Additionsproduct  als  ein  braungef&rbtes  Öl, 
welches  sich  mit  feuchtem  Silberoxyd  leicht  umsetzt.  Das  Um- 
setzungsproduct  ist  ein  dickflüssiges  Öl,  welches  noch  nicht 
weiter  untersucht  ist. 

Einwirkung  von  Brom. 

I.  Die  HanfSIsaure  in  Eisessig  gelöst. 

a)  Bei  Kühlung  mit  Schnee  und  Salz. 
In  die,  durch  ein  Gemisch  von  gleichen  Theilen  Schnee  und 
Kochsalz  gekühlte  Lösung  von  60  6rm.  Hanfölsänre  in  150  CC. 
Eisessig  wurden  tropfenweise  und  unter  Umrühren  der  Lösung 
21  CG.  Brom  zufliessen  gelassen,  das  herausfallende  Bromproduct 
(28  Grm.)  durch  Absaugen  von  der  Mutterlauge  getrennt  und 
ans  Eisessig  umkrystallisirt.  Es  schmilzt  bei  114  —  115*"  C. 

b)  Bei  Kühlung  mit  Schnee. 
Arbeitet  man  in  denselben  Verhältnissen  wie  oben,  kühlt 
aber  nur  mit  Schnee,  so  erhält  man  aus  50  Grm.  Hanfölsäure 
30  Grm.  eines  festen  Bromproductes,  welches  sich  bis  auf  einen 
geringen  um  170**  C.  schmelzenden  Antheil  leicht  in  kochendem 
Eisessig  löst.  Nach  mehimaligem  Umkrystallisiren  aus  Eisessig 
schmilzt  dieses  Bromproduct  bei  114  —  115°  C. 

c)  Bei  Kühlung  mit  Wasser  von  8**  C. 

Behufs  Darstellung  grösserer  Mengen  des  Bromproductes 
wurde  in  denselben  Verhältnissen  wie  sub  a)  und  b)  gearbeitet 
jedoch  nur  mit  Wasser  von  etwa  8**  C.  gekühlt.  Während  bei  a) 
und  bj  keine  Entwicklung  von  Bromwasserstoff  zu  bemerken  ist, 
findet  bei  der  Bromirung  unter  Kühlung  mit  Wasser  zum  Schlüsse 
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der  Einwirknng  Entwicklung  von  Bromwasserstoff  statt.  Aus 
600  Orm.  Hanfölsäure,  welche  in  Partien  yon  50  Grm.  mit  je 
21  CC.  Brom  behandelt  wurden,  erhält  man  400  Grm.  eines 
festen  Bromproductes.  Durch  eine  fractionirende  Krystallisation 
ans  Eisessig  gelingt  es,  aus  demselben  zwei  einheitliciie  Körper 
zu  isoliren,  von  welchen  einer,  der  in  Eisessig  leicht  lösliche, 
das  Hanfölsäuretetrabromid,  das  Additionsproduct  von  vier 
Atomen  Brom  zu  einem  Molecttl  Hanfölsäure  darstellt,  während 
der  in  Eisessig  sehr  schwerlösliche,  das  DibromhanfÖlsäuretetra- 
bromid,  im  Molecttl  vier  Atome  Brom  addirt  und  zwei  Atome 
Brom  substituirt  enthält.  Ans  den  oben  erwähnten  400  Grm.  des 
Reactionsproductes  wurden  240  Grm.  Hanftllsäuretetrabromid 
und  62  Grm.  Dibromhanfölsäuretetrabromid  isolirt. 

II.  Die  Hanfölsäure  In  Äther  gelöst. 

Die  Einwirkung  von  Brom  auf  die  ätherische  Lösung  von 
Hanfölsäure  verläuft  ähnlich  der  sub  I.  c)  beschriebenen.  Kur 
sind  die  erhaltenen  Reactionsproducte  qualitativ  schlechter. 

ill.  Die  Hanfölsäure  in  Alkohol  gelöst. 

Lässt  man  10  CG.  Brom  in  die  mit  Wasser  auf  8""  C. 
gekohlte  Lösung  von  50  Grm.  Hanfölsäure  in  60  CC.  Alkohol 
tropfenweise  und  unter  Umrtthren  einfliessen,  so  entsteht  unter 
Entwicklung  von  Brom  Wasserstoff  ein  rothbraun  gefärbtes  Öl, 
aus  welchem  sich  beim  Abktthlen  ein  fester  Körper  ausscheidet, 
welcher  nach  wiederholtem  Umkrystallisiren  aus  Alkohol  und 
Eisessig  bei  172"*  C.  schmilzt.  Dieser  in  der  Menge  von  einem 
Gramm  aus  50  Grm.  Hanf&lsänre  erhaltene  Körper  ist  aller 
Wahrscheinlichkeit  nach  das.Dibromhanfölsäuretetrabromid. 

Hanfölsäuretetrat^roiiiid. 

Dieser  Körper  schmilzt  bei  114  —  115"*  C,  ist  unlöslich  in 
Wasser,  leicht  löslich  in  Eisessig,  Chloroform,  Benzol,  Äther  und 
Alkohol.  Aus  einer  kaltgesättigten  Lösung  in  Eisessig  oder 
Alkohol  kiystallisirt  das  HanfÖlsäuretetrabromid  beim  freiwilligen 
Verdunsten  des  Lösungsmittels  in  weissen,  perlmutterglänzenden 
Blättchen,  die  unter  dem  Mikroskope  angesehen,  sich  als  aus 
zarten,  zu  Bttscheln  gruppirten  Nadeln  bestehend,  erweisen.  Aus 
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beissgesättigten  Lösungen  aus  Eisessig  fUllt  beim  Abkühlen  das 
Hanfftlsäuretetrabromid  in  weissen  Flocken  heraus. 

Die  Analyse  der  lufttrockenen,  aus  Alkohol  (I^  U,  III)  und 
Eisessig  (IV,  V,  VI)  umkrystallisirten  Hanfölsäuretetrabromids 
ergab  folgende,  auf  Percente  bezogene  Zahlenresultate: 


Berechnet  ftlr 

I 

II 

III 

IV          V 

VI 

GlS^Z2^U^i 

Oi6H28Br40, 

c. 

35-87 





—        — 

35-73 

36-00 

33-57 

H. 

5-23 





—        — 

5-50 

5-33 

4-89 

Br 

— 



53-58  53-44  53-14 

— 

53-33 

55-94 

Zur  weiteren  Controle  wurde  mit  Hilfe  der  Säurezahl  das 
Moleculargewicht  des  Hanfölsäuretetrabromids  bestimmt. 

Die  Säurezahl  wurde  bestimmt  zu  9-3,  9*2,  daraus  das 
Moleculargewicht  gefunden  zu  602,  609,  berechnet  für 

C,8H3tBr,0, 600 

C,eH,3Br,0, ..576 

Das  Haniblsäuretetrabromid  addirt  kein  Jod  aus  der  HU  bT- 
sehen  Lösung,  ist  also  eine  gesättigte  Säure. 

Salze  des  HanfSlsäuretetrabromids. 

Zur  Darstellung  der  Salze  dieser  Säure  bildet  das  Ammonium- 
salz den  Ausgangspunkt.  Dasselbe  wird  durch  Auflösen  des 
Hanfölsäuretetrabromids  in  möglichst  wenig  Salmiakgeist  er- 
halten. Versetzt  man  die  Lösung  des  Ammoniumsalzes  mit  neu- 
tralen Chloriden  oder  Nitraten,  so  erhält  man,  aasgenommen  mit 
den  Chloriden  der  Alkalien,  flockige  Niederschläge  des  betref- 
fenden Metallsalzes  des  Hanfölsäuretetrabromids.  Dieselben  sind» 
die  Alkalisalze  ausgenommen,  in  Wasser  unlöslich ;  auch  unlös- 
lich in  Äther  zum  Unterschiede  von  den  Salzen  der  Hanfölsäure, 
welche  in  Äther  löslich  sind. 

Dibromhanfölsäuretetrabromid. 

Diese  Säure  ist  in  reinem  Zustande  weiss,  schmilzt  bei 
177''  C,  ist  unlöslich  in  Wasser,  sehr  schwer  löslich  in  Alkohol 
und  Eisessig,    Chloroform  und  Benzol.  Aus   heiss    gesättigten 
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Lösangen  in  Eisessig  und  Alkohol  filllt  sie  beim  Abktthlen  in 
Flocken  heraus.  Ans  Benzol  erhält  man  sie  in  mikroskopisch 
kleinen  Nädelchen. 

Die  Analyse  des  lufttrockenen,  aus  Eisessig  wiederholt  um- 
krystallisirtenDibromhanfÖlsänretetrabromids  ergibt  folgende  auf 
Percente  bezogene  Zahlenresultate: 

Berechnet  für 

Br  ...  62-96  63-23  63-32  65.75 

Das  Dibromhanfölsäuretetrabromid  addirt  kein  Jod  aus  der 
H  ttbrschen  Jodlösung,  ist  also  gesättigt.  Fttr  Salze  dieser  Säure 
gilt  dasselbe,  wie  für  die  Salze  des  Hanfttlsäuretetrabromids. 

Einwirkung  Ton  nascirendem  Wasserstoff  auf  HanfOlsfture- 

tetrabromid. 

Die  Einwirkung  von  nascirendem  Wasserstoff  auf  Hanftl- 
säuretetrabromid  wurde  zu  dem  Zwecke  unternommen,  um  das 
Brom  durch  Wasserstoff  zu  ersetzen  und  zu  der,  der  Hanfölsäure 
entsprechenden  gesättigten  Fettsäure  zu  gelangen.  Da  Natrium- 
amalgam  in  alkalischer  Lösung,  Zink  in  essigsaurer  Lösung  und 
Zinn  und  Salzsäure  in  alkoholischer  Lösung  in  derselben  Weise 
auf  das  Haufölsäuretetrabromid  wirken,  so  will  ich  nur  den  mit 
Zinn  und  Salzsäure  durchgeführten  Versuch  beschreiben. 

17  Grm.  Haufölsäuretetrabromid  wurden  in  600  CO.  Alkohol 
gelöst,  mit  150  CC.  rauchender  Salzsäure  versetzt  und  mit  metal- 
lischem Zinn  durch  36  Stunden  am  Rttckflussktthler  auf  dem 
Wasserbade  erhitzt  Die  alkoholische  Lösung  wurde  dann  sehr 
stark  mit  Wasser  verdünnt,  wobei  sich  eine  Emulsion  bildet.  Die 
FlOssigkeit  wurde  mit  Äther  geschüttelt,  wobei  das  die  Emulsion 
bewirkende  Öl  in  den  Äther  ging.  Behufs  Entfernung  der  im 
Äther  gelösten  Salzsäure  und  des  Zinncblorttrs  wurde  die 
ätherische  Lösung  mit  ammoniakhältigem  Wasser  geschüttelt 
und  durch  ein  trockenes  Filter  filtrirt.  Das  nach  dem  Abdestilliren 
des  Äthers  hinterbleibende  Öl  (7  Grm.)  gab  die  Jodzahl  146  •  5 
und  nach  dem  Trocknen  unter  der  Luftpumpe  über  Schwefel 
säure  folgende  auf  Percente  bezogene  Zahlenresultate : 
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Berechnet  für 

I 

n             III 

IV 

CigHjjOtCjHs 

Br  .. 

.0.43 

0-54        - 

— 

Ö" 

C  ... 

.   — 

—       77-35 

77-42 

77-92 

H... 

,   

—       11-82 

11-89 

11-69 

Dieses  Resultat  zeigt,  dass  bei  Einwirkung  von  Zinn-  und 
Salzsäure  auf  das  in  Alkohol  gelöste  Hanfttlsäuretetrabromid  des 
Brom  wohl  eliminirt;  aber  nicht  durch  Wasserstoff  ersetzt,  sondern 
HanfÖlsänre  zurllckgebildet  wird.  Da  in  alkoholischer  Lösung 
gearbeitet  wurde^  so  entstand  der  Äthyläther  der  HanfÖlsäure, 
welchem  die  Jodzahl  165  entspricht.  Die  letzten  Spuren  von 
Brom  waren  nicht  zu  entfernen. 

Durch  Verseifen  des  erhaltenen  Äthers  mit  alkoholischem 
Kali,  Fällung  mit  Chlorbarium,  Trennung  der  erhaltenen  Baryt- 
salze mit  Äther  wurde  wohl  die  freie  Hanfölsäure  abgeschieden. 
Die  Analyse  derselben  gab  aber  kein  befriedigendes  Resultat,  da 
sich  die  Säure  beim  Aufarbeiten  oxydirt^  wie  dies  ihre  zu  155 
gefundene  Jodzahl  beweist.  Die  für  Cj^Hj^O,  berechnete  Jodzahl 
ist:  181-5. 

Dass  aber  wirklich  Hanfölsäure  vorlag,  wurde  durch  einen 
Oxydationsversuch  bewiesen,  bei  welchem  Sativinsäure  erhalten 
wurde. 

Über  das  Verhalten  des  Hanfölsäuretetrabromids  zu  feuchtem 
Silberoxyd,  alkoholischem  Kali,  will  ich  nichts  berichten,  da  die 
diesbezüglichen  Versuche  noch  nicht  endgiltig^  abgeschlossen  sind. 

Sativinsäure. 

Die  Analyse  der  bromirten  Hanfölsäure  gibt  Zahlen,  welche 
nicht  für  die  Formeln  Cj^H^gBr^O^  und  Cj^H^^Br^O,,  sondern  für 
die  Formeln  Cj^Hj^Br^O,  und  C^gH^^Br^O,  stimmen.  Die  letzteren 
verlangen  mit  gebieterischer  Nothwendigkeit  für  die  Hanfölsäure 
die  Formel  CjgHjjjO^,  statt  der  bisher  zu  C^^H^gO,  angenommenen. 

Mit  dieser  Formel  wäre  die  Formel  CjjHgjOj^  fttr  Sativin- 
säure nur  dann  in  Einklang  zu  bringen,  wenn  bei  der  Oxydation 
der  Hanfölsäure  zu  Sativinsäure  Kohlenstoffabspaltung  eingetreten 
wäre.  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  zeigen  die  mit  Jodwasser- 
stoff und  Sativinsäure  angestellten  Rednctionsversuche.  Obwohl 
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die  diesbezüglichen  Arbeiten  noch  nicht  endgiltig  abgeschlossen 
sind^  80  zeigen  sie  doch  deutlich,  dass  durch  Rednction  der 
SatiTinsänre  mit  Jodwasserstoff  eine  jodürte  Fettsäure  entsteht, 
welche  sich  mit  Zink  und  Salzsäure  in  alkoholischer  Lösung  zu 
einer  bei  69- 5"*  —  70-5**  C.  schmelzenden  Fettsäure  mit  der 
Sänrezahl  20-3  (daraus  das  Moleculargewicht  276)  umsetzt,  die 
also  mit  Stearinsäure  identisch  ist. 

Um  grössere  Mengen  Sativinsäure  zu  erhalten,  wurden 
2  Kgr.  Hanfblsäure  in  ttblicher  Weise  oxydirt,  und  das  erhaltene 
Oxjdationsproduct  in  folgender  Weise  aufgearbeitet. 

Es  wurde  in  das  Kalisalz  verwandelt,  dieses  durch  Fällung 
mit  Chlorbarium  in  das  Barytsalz  umgesetzt  und  die  erhaltenen 
Barytsalze  wiederholt  mit  heissem  Wasser  ausgekocht,  um  auch 
die  letzten  Spuren  des  Barytsalzes  der  AzelaYnsähre  zu  entfernen. 
Der  im  Wasser  nblösliche  Theil  wurde  mit  verdünnter  Salzsäure 
zersetzt  und  die  abgeschiedene  Säure  aus  Wasser  umkrystallisirt. 
Dieselbe  zeigte  nach  wiederholtem  ümkrystallisiren  den  Schmelz- 
punkt von  161  **  C.  und  gab  unter  der  Luftpumpe  ttber  Schwefel- 
säure getrocknet  folgende  auf  Percente  bezogenen  Zahlen- 
resultate: 


c. 

I 
..61-82 

II 
61-86 

m 

61-85 

Berechnet  fttr 
^CjgHsgOs^ 

62-07 

H  . 

..10-34 

10-18 

10-60 

10 -.34 

Die  Säurezahl  dieser  bei  161**  C.  schmelzenden  Säure  wurde 
zu  16-34  und  16-32  bestimmt  und  daraus  gefunden: 

Berechnet  für 

Moleculargewicht    342-7  und  343-1       315  348 

Für  die  Sativinsäure  ist  daher  die  Formel  CigHggO^  anzu- 
nehmen. 

Zwei  Atome  Sauerstoff  gehören  der  schon  in  der  Hanföl- 
säure vorhandenen  Carboxylgruppe  an,  die  übrigen  vier  Atome 
Sauerstoff  können  nur  in  den  vier  in  der  Sativinsäure  anzuneh- 
menden Hydroxylgruppen  vorhanden  sein. 

Die  Untersuchung  der  Acetylsativinsäure  zeigt  nun  zweifellos, 
dass  die  Sativinsäure  vier  Hydroxylgruppen  enthält  und  als 
Tctraoxystearinsäure  CjgH3jgOj(OH)^  aufzufassen  ist. 
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AcetylsatiTlnsänre. 

Zehn  Gramme  aus  Wasser  umkrystallisirter  Sativinsäure 
wurden  in  einem  mit  Bttckflussrohr  versehenen  Kolben  mit 
50  Grm.  Essigsäureanhydrid  eine  Stunde  hindurch  erhitzt,  das 
Reactionsproduct  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Becherglas  gegossen 
und  unter  mehrmaliger  Erneuerung  des  Wassers  so  lange  ausge- 
kocht, als  noch  Essigsäure  in  den  entweichenden  Wasserdämpfen 
nachzuweisen  war.  Behufs  Vermeidung  des  Stossens  geschah 
das  Auskochen  in  einem  Eohlensäurestrom,  welcher  durch  ein 
Kapillarrohr  in  das  Wasser  geleitet  wurde. 

Das  nach  dem  Auskochen  mit  Wasser  znrttckbleibende  Öl 
wurde  mit  Äther  aufgenommen,  die  ätherische  Lösuiig  durch  ein 
trockenes  Filter  filtrirt,  der  Äther  abgedunstet  und  das  Acetyl- 
product  unter  der  Luftpumpe  über  Schwefelsäure  getrocknet. 
Dasselbe  gab  bei  der  Analyse  folgende  auf  Percente  bezogene 
Zahlenresultate: 

Berechnet  für 

C,8H,20,(O.C2HjO)4 

C... 59-26  60-46* 

H  ...  8-42  8-52 

Dieses  Product,  welches  als  Acetylsatiyinsänre  anzusprechen 
ist,  stellt  ein  lichtgelb  geftrbtes  dickflüssiges  Öl  dar,  welches 
selbst  nach  wochenlangem  Stehen  unter  der  Luftpumpe  nicht 
erstarrt.  Es  ist  unlöslich  in  Wasser,  löslich  in  Alkohol,  Äther, 
Petroleumäther,    Schwefelkohlenstoff,  Eisessig  und  Chloroform. 

Die  Elementaranalyse  erlaubt  keinen  Schluss  auf  die  Anzahl 
der  Acetylgruppen  in  der  Acetylsativinsäure,  da  die  percentische 
Zusammensetzung  für  CiQHjjO^CO.CjHgO^g  Ci3H3,0j(0.C,H30X 
nur  in  den  Zehnteln  von  Percenten  differirt. 

Mit  Sicherheit  lässt  sich  jedoch  die  Anzahl  der  Acetylgruppen 
a)  nach  der  exacten  Methode  von  Benedict  und  ülzer*,  und  b) 
durch  Bestimmung  der  aus  einer  gewogenen  Menge  Acetylsativin- 
säure abgeschiedenen  Sativinsäure  bestimmen. 


^  Die  ziemlich  schlecht  'stimmenden  Resultate  waren  nicht  über- 
raschend, da  es  nicht  möglich  war,  das  Acetylproduct  weiter  zu  reinigen. 
8  Monatshefte  für  Chemie  1887,  pag.  41. 
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a)  Die  Säurezahl  wurde  gefunden  zu :  10  •  8,  11-4 
die  Verseifungszahl  zu:  52*1,  51*5 
Das  Verhältniss  von  Sfturezahl  zu  Verseifungszahl  ist  1  :  5. 

b)  Eine  gewogene  Menge  Acetylsativinsäure  wurde  mit 
alkoholisehem  EaU  verseift,  das  ttberschüssige  Alkali  mit  Salz- 
säure genau  uentralisirt,  der  Alkohol  von  den  gebildeten  Kali- 
salzen abdestillirt,  die  zurückbleibenden  Kalisalze  in  Wasser 
gelöst,  und  die  Lösung  mit  verdünnter  Salzsäure  angesäuert.  Die 
herausgefallene  Sativinsäure  wurde  auf  ein  tarirtes  Filter  ge- 
bracht, auf  demselben  bei  100*  C.  getrocknet  und  gewogen. 
Die  Analyse  ergab,  dass  die  Acetylsativinsäure  enthält  an 

Berechnet  für 

C,8H8,0,(0.CgH30)4       C,8H3308(O.C,H30)8 

Sativinsäure.. 64 -297^       "'^447^    ^       ^^-42 

Die  Acetylsativinsäure  enthält  demnach  vier  Acetoxyl- 
gruppen,  die  Sativinsäure  demnach  vier  Hydroxylgruppen  und  ist 
als  eine  Tetraacetoxylstearinsäure  anzusehen. 


Die  in  dieser  Abhandlung  dargelegten  Resultate  lassen  sich 
folgendermassen  zusammenfassen: 

1.  Die  Hanfttlsäure  gibt  durch  Addition  von  vier  Atomen 
Brom  das  Hanfblsäuretetrabromid,  aus  welchem  wahrscheinlich 
durch  weitergehende  Bromirung  das  Dibromhanfölsäuretetra- 
bromid  entsteht. 

2.  Die  bei  der  Analyse  dieser  Producte  erhaltenen  Zahlen 
verlangen  für  die  Hanfblsäure  die  Formel  C,gH,,Oj. 

3.  Die  durch  Oxydation  der  Hanfblsäure  mit  Kaliumhjrper- 
manganat  in  alkalischer  Lösung  entstehende  Sativinsäure  ist  als 
eine  Tetraoxyfettsäure  C, jH,jO,(OH)4 ,  höchst  wahrscheinlich 
Tetraoxystearinsäure  anzusehen. 
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Über  trocknende  Ölsäuren. 

(m.  AbhaacUung.) 

Von  £•  Hazura  und  A.  Friedreich. 

(AuB  dem  Laboratorium  fCbr  allgemeine  und  analytiBche  Chemie  an  der 
k.  k.  technischen  HochBchule  zu  Wien.) 

Eine  der  h.  Akademie  am  3.  März  d.  J.  vorgelegte  Mit- 
theilung von  E.  PeterS;  betitelt:  „Notiz  ttber  LeinOlsäare 
behufs  Wahrung  der  Priorität^  zwingt  uns^  die  bis  nun  erhaltenen 
Resultate  ttber  Mohnöl-,  Nussöl-  und  Leinölsäure  mitzutheilen. 

Gleichzeitig  erklären  wir,  dass  wir  das  Studium  der  trock- 
nenden Ölsäuren,  welches  vordreiJahren  in  unserem  Laboratorium 
von  Herrn  Professor  A.  Bauer  begonnen  und  im  November  1885 
in  Gemeinschaft  mit  dem  einen  von  uns  wieder  aufgenommen 
wurde,  auf  weiterhin  fortsetzen  werden. 

Die  zum  Ausgangspunkte  dieser  Untersuchungen  dienenden 
trocknenden  Ölsäuren  wurden  in  der  chemischen  Fabrik  yon 
Wttrth  &  Comp,  von  dem  Chemiker  dieser  Firma,  Herrn  Felix 
Wawrosch,  in  derselben  Weise  wie  dieHanfölsäure  dargestellt. 

Holmöl-  und  Nussölsänre. 

1.  Oxydation  mit  Ealiumhypermanganat  in  alkali- 
scher Lösung. 
Je  30  Grm.  Mohnöl-  und  Nussölsäure  wurden  mit  36  CG. 
Ätzkali  von  der  Dichte  1-27  verseift,  die  Kaliseife  in 
3  Litern  Wasser  gelöst  und  mit  einer  Lösung  von  30  Grm. 
Ealiumhypermanganat  in  3  Litern  Wasser  oxydirt  und  die  Oxy- 
dationsproducte  in  der  schon  öfters  beschriebenen  Weise  auf- 
gearbeitet. 30  Grm.  Mohnölsäure  lieferten  4  Grm.  eines  bei  161° 
schmelzenden  Körpers,  der  alle  Eigenschaften  der  Sativinsäure 
besass  und  nach  dem  Trocknen  über  Schwefelsäure  unter  der 
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Luftpumpe  analysirt  folgende^   auf  Percente  bezogene  Zablen- 
resnltate  gab: 

Berechnet  für  Ci8H8202(0H)4 

C     61-84  62-07 

H     10-45  10-34 

30  Grm.  Nussölsäure  gaben  5  Grm.  eines  bei  162**  schmel- 
zenden EörperS;  der  auch  alle  Eigenschaften  der  Sativinsäure 
hatte  nnd  nach  dem  Trocknen  unter  der  Luftpumpe  der 
Analyse  unterzogen  folgende,  auf  Percente  bezogene  Zahlen- 
resultate gab: 

Berechnet  für  Ci8H8802(0H)4 

C    61-78  62-07 

H     10-38  10-34 

Wird  die  Oxydation  der  Mohnöl-  und  Nussölsäure  in  con- 
centrirterer  oder  verdUnnterer  Lösung  durchgeführt,  so  entsteht 
auch  Satiyinsäure. 

2.  Einwirkung  von  Brom. 

Löst  man  30  Grm.  Mohnöl-  oder  Nussölsäure  in  100  CC. 
Eisessig  und  ftlgt  man  in  die  durch  Schnee  auf  O"*  G.  gekühlte 
Lösung  tropfenweise  12-7  CG.  Brom  hinzu,  so  entstehen  feste 
Bromproducte  von  derselben  Zusammensetzung  und  denselben 
Eigenschaften,  wie  bei  der  Hanfölsäure. 

Die  Mohnölsäure  liefert  neben  einem  bei  175**  G.  schmel- 
zenden Körper,  einen  bei  111  bis  112"*  G.  schmelzenden,  der 
aus  Eisessig  in  perlmutterglänzenden  Blättchen  krystallisirt  und 
lufttrocken  analysirt  folgende,  auf  Percente  bezogene  Zahlen- 
resnltate  gab: 

I  II  Berechnet  mr  Ci8H82Br402 

Br.     54-09  53-23  53-33 

Es  liegt  also  ein  mit  dem  Hanfölsäuretetrabromid  identischer 
Körper  vor.  Das  niedriger  bromirte  Bromproduct  der  Nussölsäure 
hatte  den  Schmelzpunkt  114  bis  115**  und  gab  in  Percenten  aus- 
iTcdrückt  einen  Bromgehalt  von: 

Bltsb.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  32 
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Berechnet  für  Ci8H82Br40a 

Br    53-59  53-33  ^ 

Das  Verhalten  der  Mohnöl-  und  Nassölsänre  gegen  Ealiam- 
hypermanganat  und  Brom  ist  dasselbe,  wie  jenes  der  Hanföl- 
säare.  Es  entstehen  bei  allen  diesen  drei  Säuren  dieselben  Pro- 
dnete  und  mttssen  daher  die  Hanföl-,  Mohnöl-  und  Nussölsäure 
als  identisch  angesehen  werden.  Von  den  bei  diesen  drei  Säuren 
erhaltenen  Resultaten  weichen  jene  bei  der  Untersuchung  von 
Leinölsäure  erhaltenen  wesentlich  ab. 

Leinölsfture. 

Oxydation  mit  Kaliumhypermanganat  in  alkalischer 

Lösung. 

Wenn  die  aus  30  Grm.  Leinölsäure  mit  36  CG.  Ätzkali  von 
der  Dichte  1-27  gebildete  Kaliseife  in  fünf  oder  drei  Litern 
Wasser  gelöst  und  mit  einer  Lösung  von  30  Grm.  Kaliumhyper- 
manganat in  fünf  oder  drei  Litern  Wasser  oxydirt  wird,  so  ftlllt 
aus  der  vom  Manganhyperoxyd  durch  Piltriren  getrennten  Lösung 
mit  verdünnter  Schwefelsäure  ein  weisser,  voluminöser  Nieder- 
schlag heraus,  welcher  aus  heissem  Wasser  umkrystallisirt, 
weisse,  seidenglänzende  Nadeln  bildet,  bei  162**  C.  schmilzt, 
und  alle  Eigenschaften  der  Sativinsäure  besitzt.  Beim  Arbeiten 
in  der  verdünnten  Lösung  wurden  davon  5  Grm.,  beim  Arbeiten 
in  der  concentrirten  Lösung  3  Grm.,  aus  30  Grm.  Leinölsäure 
erhalten. 

Diese  8  Grm.  des  Oxydationsproductes  wurden  zusammen 
nochmals  aus  Wasser  umkrystallisirt.  Der  Schmelzpunkt  blieb 
constant  162"  C.  Die  Analyse  der  lufttrockenen  Substanz  gab 
folgende,  auf  Percente  bezogene  Zahlenresultate. 

I  n  Berechnet  für  CiaHsaOjCOH)^ 

C    61-78  61-93  62-07 

H     10-50  10-46  10-34 

Das  unter  diesen  Versuchsverhältnissen  entstandene  Oxy- 
dationsproduct  ist  also  Sativinsäure.  Aus  der  H üb Tschen  Jod- 
lösung addirt  es  kein  Jod. 
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Wesentlich  anderR  gestalten  sich  jedoch  die  Resultate  beim 
Oxydiren  concentrirter  Lösungen  von  Leinölsäure. 

Verseift  man  30  6rm.  Leinölsäure  mit  36  CG.  Ätzkali 
von  der  Dichte  1 '  27  und  lässt  man  zu  der  in  einem  Liter  Wasser 
gelösten  Kaliseife  unter  Umrühren  eine  Lösung  von  30  Grm. 
Kaliumhypermauganat  in  17,^  Litern  zufliessen,  so  färbt  sich  die 
Flflssigkeit  dunkelgrün  und  setzt  nach  längerer  Zeit  einen  Nieder- 
schlag von  Manganhyperoxyd  ab.  Dieser  wird  von  der  Lösung 
abfiltrirt,  mit  heissem  Wasser  einige  Male  gewaschen,  das  Filtrat 
und  die  Waschwässer  etwas  eingeengt  und  dann  mit  verdünnter 
Schwefelsäure  versetzt.  Es  entsteht  ein  voluminöser  Niederschlag, 
welcher  in  Wasser  und  Alkohol  schwer  löslich  ist. 

Der  aus  Wasser  umkrystallisirte  Niederschlag  zeigt  unter 
dem  Mikroskope  neben  langen,  zarten  noch  kürzere,  etwas  dickere 
Nadeln.  Dieses  Oxydationsproduct  schmilzt  um  188  "^  C.  und  gab 
bei  der  Analyse: 

(C:  59-18,  59-11,  59-46;    H:  9-47,  9-60,  9-83), 

Zahlen,  welche  für  die  Formel  CjgHj^O^  stimmen,  und  wurde 
von  dem  einen  von  uns  in  der  durch  die  Publication  des  Herrn 
Peters  ^  nothwendig  gewordenen  vorläufigen  Mittheilung  Linusin- 
säure  genannt.  Um  die  Eigenschaften  und  die  Zusammensetzung 
dieses  Körpers  näher  studiren  zu  können,  wurden  unter  obigen 
Verhältnissen  400  Grm.  Leinölsäure  oxydirt  und  lieferten  80  Grm. 
des  um  188**  C.  schmelzenden  Oxydationsproductes,  welches  nun 
einer  fractionirenden  Erystallisation  aus  Alkohol  unterworfen 
wurde.  Es  gelang  uns,  aus  diesem  um  188^  schmelzenden  Körper 
zwei  einheitliche  Körper  zu  isoliren,  von  welchen  der  eine  bei 
162'  C.  schmelzende  (30  Grm.)  in  Alkohol  etwas  leichter  löslich 
ist,  als  der  andere  bei  203**  C.  schmelzende  (12  Grm.). 

Der  bei  162*  C.  schmelzende  Körper  gab  nach  dem  Trocknen 
bei  120**  C.  folgende,  auf  Percente  bezogene  Zahlenresultate: 


Berechnet  fttr  CjeHj,0,(0H)4 

C    61-80 

62  07 

H     10-45 

10-34 

<  Monatshefte  f.  Chemie  1886,  pag.  552. 
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Die  Säurezahl  wurde  zu  15-93  und  16-44,  und  daraus  das 
Moleculargewicht  zu  351  und  349  gefunden.  Einem  Körper  von 
der  Zusammensetzung  CjgH3jjOj(OH\  entspricht  das  Molecular- 
gewicht 348. 

Das  aus  dem  Ammonsalz  des  bei  162*"  schmelzenden 
Körpers  durch  Fällung  mit  Chlorbaryum  erhaltene  Barytsalz  gab 
nach  dem  Trocknen  bei  100"*  C. 

Berechnet  fiir  Ci8H8i02(0H)4ba 

Ba    16-81  16-72  16-49 

Es  besteht  somit  kein  Zweifel,  dass  der  bei  162*"  schmel- 
zende Körper  als  Sativinsäure  anzusprechen  ist.  Bestätigt  wurde 
dies  noch  durch  Untersuchung  des  Acetylproductes,  welches 
genau  nach  früher  gemachten  Angaben  des  einen  von  uns  dar- 
gestellt wurde.  Dasselbe  gab  die  Säurezahl  10 -24  und  die  Ver- 
seifungszahl  50-31.  Diese  beiden  Zahlen  stehen  also  im  Ver- 
hältnisse 1:5,  wie  dies  die  AcetylsativinsäureCigH3jjO,(O.C,H30)4 
verlangt. 

Da  sich  nun  gezeigt  hat,  dass  der  um  188*"  C.  schmelzende 
Körper  nicht  einheitlich  war,  so  schlagen  wir  vor,  den  bei  203**  C. 
schmelzenden  Körper  Linusinsäure  zu  nennen. 

Linuslnsänre. 

Die  Linusinsäure  ist  in  heissem  Wasser  leichter  löslich  als 
die  Sativinsäure,  dagegen  schwerer  löslich  in  Alkohol. 

Sie  krystallisirt  aus  Wasser  in  mikroskopisch  kleinen  Nadeln, 
die  nicht  seidenglänzend  sind,  wie  jene  der  Sativinsäure.  Ihr 
Schmelzpunkt  liegt  bei  203**  C.  Nach  dem  Trocknen  im  luft- 
verdUnnten  Räume  ttber  Schwefelsäure  gab  sie  folgende,  auf 
Percente  bezogene  Zablenresultate: 


I 

II 

III 

Berechnet  fiir  C,gHseO« 

c 

56-42 

56-21 

56-67 

56^84^" 

H 

9-64 

9-70 

9-62 

9-47 

Die  Säurezahl  wurde  zu  15  0,  und  daraus  das  Molecular- 
gewicht zu  373  gefunden;  Cj^Hg^Og  verlangt:  380. 
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Die  Säarezahl  der  Linusinsänre  zeigt^  dass  sie  einbasisch 
ist  Die  sechs  noch  im  Molecül  enthaltenen  Sauerstoffatome 
dürften  Hydroxylgruppen  angehören.  Eine  Entscheidung  hierüber 
gibt  die  Untersuchung  der  Acetyllinusinsäure. 

AcetyUinusinsfture. 

10  6rm.  Linasinsäure  wurden  mit  40  Grm.  Essigsäure- 
anhydrid durch  eine  halbe  Stunde  in  einem  mit  Rückflussrohr 
yersehenen  Kolben  erhitzt  und  das  Product  analog  der  Acetyl- 
satinnsäure  gereinigt.  Die  gebildete  Acetyllinusinsäure  stellt 
ein  gelbes  dickflüssiges  Ol  dar,  welches  im  luftverdünnten  Raum 
über  Schwefelsäure  getrocknet  folgende,  auf  Percente  bezogene 
Zahlenresultate  gab: 

BerechnetmrCj8H8oOa(0 .  CgHjO)^ 

C    56-35  56-96 

H      7-86  7-59 

Die  Säurezahl  wurde  zu  7-7,  7-9;  die  Verseifungszahl  zu 
53-2,  53 -2  gefunden. 

Das  Verhältniss  beider  ist  rund  1 : 7,  ein  Beweis,  dass  die 
Linusinsäure  eine  Hexaoxyfettsäure  Ci8H3^jOj(OH)3  ist. 

Zur  Durchführung  der  Reduction  mit  JH  stand  uns  noch 
nicht  genügend  Material  zu  Gebote.  Wahrscheinlich  werden  wir 
auch  zu  Stearinsäure  gelangen. 


Wenn  man  die  Leinölsäure  in  ganz  concentrirter  alkalischer 
Lösung  mit  fein  gepulvertem  Kaliumhypermanganat  (50  Grm. 
auf  30  Grm.  Leinölsäure)  oxydirt,  so  erhält  man  bei  der  üblichen 
Aufarbeitung  mit  verdünnter  Schwefelsäure  keinen  Niederschlag. 
Schüttelt  man  aber  die  saure  Lösung  mit  Äther  aus^  so  hinter- 
bleiben nach  dem  Verdunsten  des  Äthers  16.  Grm.  einer  nach 
dem  Umkrystallisiren  aus  Wasser  bei  104**  C.  schmelzenden 
Säure,  welche  unter  der  Luftpumpe  über  Schwefelsäure  getrocknet 
folgende,  auf  Percente  bezogene  Zahlenresultate  gab: 


Berechnet  für  CjHijO^ 

c 

57-37 

57-44 

H 

8-84 

8-51 

478  K.  Hazuraund  A.  Friedreich, 

Dieses  Oxydationsproduct  ist  also  AzelaYnsäare^  das  Leinöl- 
säuremolekUl  wurde  bei  dieser  Art  der  Oxydation  gesprengt  und 
eine  Säure  gebildet,  wie  sie  auch  bei  der  Oxydation  mit  Salpeter- 
säure entsteht. 

Einwirkung  Ton  Brom. 

Lässt  man  21  CC.  Brom  in  eine  mit  Schnee  auf  0**  C.  ge- 
kühlte Lösung  von  50  Grm.  Leinölsäure  in  150  CC.  Eisessig 
unter  UmrUhren  tropfenweise  einfliessen,  so  beginnt  schon  kurz 
nach  Beginn  der  Bromirung  die  Ausscheidung  eines  festen  Brom- 
productes  Äj  welches  von  der  Mutterlauge  B  durch  Absaugen 
getrennt  wurde.  Ä  war  nach  dem  Trocknen  auf  einer  Thonplatte 
fast  weiss,  wog  85  Grm.  und  wurde  aus  heissem  Eisessig  um- 
krystallisirt.  Es  fällt  aus  der  heiss  gesättigten  Lösung  beim  Ab- 
kühlen in  Flocken  aus,  die  bei  174''  C.  schmelzen.  Durch  Extrac- 
tion  mit  wenig  heissen  Benzols  wurde  diesem  Producte  eine 
geringe  Menge  einer  syrupösen  Verunreinigung  entzogen  und 
das  so  gereinigte  Product  durch  fractionirendes  Lösen  in  heissem 
Benzol  in  5  Fractionen  zerlegt.  A  ist  in  Benzol  sehr  schwer 
löslich ;  die  kalt  gewordenen  Mutterlaugen,  welche  concentrirt 
wurden,  enthielten  nur  spärliche  Mengen  des  Bromproductes. 
Die  Schmelzpunkte  der  einzelnen  Fractionen  waren: 

a:  177-178°  C.     6:  177"  C.     c:  175—176*»  C. 
d:  175-176°  C.     e:  180—181"  C. 

Die  erste,  dritte  und  vierte  Fraction  wurde  analysirt, 
nachdem  die  Substanzen  im  luftverdünnten  Baume  über  Schwefel- 
säure getrocknet  wurden  und  gaben  folgende,  auf  Percente  bezo- 
gene Zahlenresultate: 


I  II  m  IV  V 

Br    63-50         6322  —  63-54  63-22 

C         —  -  28-79  —  — 

H        —  —  401  —  — 

Die  Analysenresultate,  in  Verbindung  mit   den  Sohmelz- 
punktbestimmungen,    zeigen,    dass   das    Bromproduct    Ä    ein 


ni 

28-79 

28-49 

4-01 

3-96 

.— 

63-32 
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einheitlicher  Körper  ist.  Die  gefundenen  Zahlenresnltate  ftthren 
zu  der  Formel  CjgHj^jBr^jOj. 

Gefunden  bei  Fraction  a  Berechnet  für  C^gHsoBr^O, 

C  —  — 

H  -  — 

Br     63-50  6322 

Die  von  dem  festen  Bromprodaete  Ä  getrennte  Mutter- 
lauge B  wurde  unter  der  Luftpumpe  ttber  Schwefelsäure  und 
Kalk  längere  Zeit  stehen  gelassen^  ohne  dass  sich  ein  krystalli- 
sirtes  Product  ausgeschieden  hätte.  Schliesslich  wurde  sie  an 
der  Luft  solange  stehen  gelassen,  bis  fast  der  gesammte  Eisessig 
verdunstet  war.  Das  zurttckgebliebene  dickflüssige  Öl  wurde  nun 
in  Äther  aufgenommen,  mit  Wasser  geschüttelt  und  die  ätherische 
Lösung  an  der  Luft  stehen  gelassen,  das  nach  dem  Verdunsten 
des  Äthers  zurückbleibende  Öl  wurde  auf  LeinOlsäure  geprüft. 
Es  addirt  Jod  ans  der  Hübl'schen  Jodlösung,  enthält  also  noch 
Leinölsäure,  welche  der  Bromirung  entgangen  war.  Dieses  Öl 
wurde  nicht  weiter  untersucht. 

Das  bei  der  Bromirung  der  Leinölsäure  entstehende  Product 
hat  denselben  Schmelzpunkt  und  dieselbe  Zusammensetzung, 
wie  das  Dibromhanfölsäuretetrabromoid  und  ist  daher  als  mit 
demselben  identisch  anzusehen. 

Da  sich  unter  den  oben  angegebenen  Yersuchsbedingungen 
nur  ein  Hexabromderivat  aus  der  Leinölsäure  bildet,  so  wurde  die 
Leinölsäure  mit  der  halben  Menge  Br  behandelt  in  verdünnterer 
Lösung,  um  so  möglicherweise  zu  einem  Tetrabromderivat  zu 
gelangen. 

20  Grm.  Leinölsäure  wurden  in  150  CC.  Eisessig  gelöst, 
und  in  die  mit  Wasser  auf  8**  C.  gekühlte  Lösung  tropfenweise 
4  CC.  Br  •  einfliessen  gelassen.  Das  ausgeschiedene  feste  Brom- 
product  schmolz  nach  einmaligem  Umkrystallisiren  bei  ITö""  C. 
Die  Mutterlauge,  welche  so  wie  oben  aufgearbeitet  wurde,  lieferte 
auch  kein  festes  Tetrabromproduet. 

Bei  Einwirkung  von  Zink  und  Salzsäure  in  alkoholischer 
Lösung  auf  das  Bromproduct  der  Leinölsäure  wurde,  wenn  der 
Versuch  gerade  so  durchgeführt  wurde,  wie  bei  der  Einwirkung 
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Ton  Zink  and  Salzsäure  auf  das  Hanfölsäuretetrabromid  eine 
flüssige  Säure  erhalten,  welche  eine  Jodzahl  von  229  ergab. 
Berücksichtigt  man,  dass  die  sogenannte  Leinölsäure  Cj3H3,0jj 
die  Jodzahl  181  '5  hat,  so  dürfte  die  Folgerung  berechtigt  sein, 
dass  bei  Einwirkung  von  Zink  und  Salzsäure  auf  das  Bromproduct 
der  Leinölsäure  das  Brom  durch  den  nascirenden  Wasserstoff 
eliminirt,  jedoch  nicht  durch  Wasserstoff  ersetzt  wird  und  eine 
Säure  gebildet  wird,  welche  der  Reihe  C„H2n-e02  angehört. 

Zwei  Gramm  dieser  Säure  mit  der  Jodzahl  229  wurden  in 
alkalischer  Lösung  mit  Ealiumhypermanganat  oxydirt  und  gaben 
ein  um  200*"  C.  schmelzendes  Product,  welches  wahrscheinlich  mit 
der  Linusinsäure  identisch  sein  dttrfte.  Da  uns  bis  nun  nur  geringe 
Mengen  von  Substanz  zur  Verfügung  standen,  werden  wir  erst  in 
einer  späteren  Mittheilung  ausführlicher  berichten  können. 


Wenn  wir  die  Resultate  unserer  Untersuchung  Über  Leinöl- 
säure in  Kürze  zusammenfassen,  so  ergibt  sich  Folgendes : 

1.  Die  sogenannte  Leinölsäure  gibt  in  alkalischer  Lösung 
mit  Ealiumhypermanganat  oxydirt:  Sativinsäure  C^8H3,Oj(OH)^, 
Linusinsäure  C,8H3qOj(OH)^  und  Azelainsäure  Cj^Hj^O^. 

2.  Bei  der  Einwirkung  von  Brom  auf  in  Eisessig  gelöste 
Leinölsäure  entsteht  ein  festes  Bromproduct  C^gHg^Br^Oj.  Ein 
Tetrabromproduct  wurde  nicht  erhalten. 

Durch  dieses  Verhalten  gegen  Ealiumhypermanganat  und 
Brom  unterscheidet  sich  die  Leinölsäure  wesentlich  von  der  un- 
gesättigten Säure  des  Hanf-,  Mohn-  und  Nussöls.  Ob  die  als 
Leinölsäure  angesprochene  flüssige,  ungesättigte  Fettsäure  über- 
haupt als  ein  einheitliches Product  betrachtet  werden  kann,  muss 
vorläufig  als  zweifelhaft  betrachtet  werden,  da  die  aus  dem  Leinöl 
von  uns  dargestellte  flüssige  Fettsäure  eine  viel  höhere  Jodzahl 
ergab,  als  die  für  CjgHg^Ojj  berechnete. 

Wir  vermuthen,  dass  in  der  sogenannten  Leinölsäure  noch 
eine  flüssige  ungesättigte  Säure  der  Reihe  C„H2„-602  vorhanden 
sei,  welche  zur  Bildung  der  Linusinsäure  Veranlassung  gibt  und 
auch  erklärt,  warum  das  Leinöl  das  am  leichtesten  trocknende  Öl  ist. 
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Zum  Nonnalenproblem  der  Ellipse. 

Von  Carl  Pelz, 

Pro/etaor  an  der  k.  k.  tecknüchen  HochsckuU  in  Oraa. 

(Mit  1  Tafel.) 

(Vorgolegt  In  dtr  Sitzung  am  3.  Mirz  1887.) 

Wiewohl  das  Normalenproblem  der  Ellipse,  reete  die 
Bestimmniig  der  vier  von  einem  Pankte  auf  die  Ellipse  zu  fällen- 
den Normalen,  bereits  wiederholt  Gegenstand  eingehender 
Untersuchungen  gewesen  ist,  und  in  constructiver  Hinsicht  viel- 
fach behandelt  wurde^  so  ist  hiebei,  so  weit  ich  die  Literatur 
dieses  Problems  kenne,  auf  einen  Umstand  bisher  nicht  gebührend 
hingewiesen  worden,  der  vom  theoretischen  Standpunkte  von 
Interesse  sein  dürfte,  und  auf  den  ich  im  Nachfolgenden  näher 
einzugehen  mir  erlaube. 

Bekanntlich  ist  die  Construction  der  vier  Normalen,  eine 
irreductible  Aufgabe  vierten  Grades,  mit  Zirkel  und  Lineal  allein 
nicht  durchführbar,  und  ich  finde  in  allen  mir  bekannten  auf  das 
Normalenproblem  der  Ellipse  Bezug  habenden  Abhandlungen 
blos  die  Punkte  der  Axen  (die  unendlich  ferne  Gerade  mit  ein- 
gerechnet) als  solche  bezeichnet,  für  welche  das  Normalenproblem 
mit  Hilfe  des  Lineals  und  Zirkels  allein  gelöst  werden  kann. 
Dies  erscheint  selbstverständlich,  wenn  man  beachtet,  dass  für 
einen  Punkt  der  Axe  zwei  von  den  gesuchten  vier  Normalen  mit 
dieser  Axe  zusammenfallen,  also  von  vornherein  gegeben  sind. 

Im  18.  Bande  von  Schlömilch's  „Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik^  hat  der  begabte  und  leider  so  frühzeitig  durch 
den  Tod  der  Wissenschaft  entrissene  F.  E.  Eckardt  in  der 
Abhandlung:  „Über  die  Normalen  der  Ellipse"  auf  zwei  mit  der 
Ellipse  concentrische  Kreise  —  deren  Radien  der  Summe  und  der 
Differenz  der  EUipsen-Halbaxen  respective  gleich  sind  —  auf- 
merksam gemacht,  welche  ebenfalls  eine  Ausnahme  bilden,  da 
man  von  irgend  einem  Punkte  jener  zwei  Kreise  sofort  eine 
Normale  auf  die  Ellipse  fUllen  kann.   Dasselbe  findet  auch  statt. 
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wenn  der  Punkt  auf  der  Ellipse  selbst  liegt.  Da  jedoch  die  Con- 
struetion  der  weiteren  drei  Normalen  eine  irreductible  Aufgabe 
dritten  Grades  ist,  so  wird  durch  die  Kenntniss  der  einen  Normale 
nur  der  Vortheil  erreicht,  dass  die  noch  unbekannten  drei  mit 
Hilfe  der  von  Joachimsthal  im  26.  Bande  von  Cr  eile's  „Journal 
ftlr  reine  und  angewandte  Mathematik"  angegebenen  Construction 
leicht  erhalten  werden  können,  vorausgesetzt  jedoch,  dass  die 
Ellipse  gezeichnet  vorliegt.* 

Im  Nachfolgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  bei  der 
Ellipse  die  Axen  nicht  die  einzigen  geometrischen  Orter  sind,  für 
deren  Punkte  das  Normalenproblem  zerfällt,  dass  vielmehr  ftlr 
zwei  gewisse,  mit  den  Axen  der  Ellipse  gleiche  Winkel  ein- 
schliessende  Durchmesser  A  A^ ,  eine  Ausnahme  in  dem  Sinne 
Platz  greift,  dass  sich  für  die  Punkte  dieser  Durchmesser  das 
Problem  des  Normalenföllens  in  zwei  quadratische  Aufgaben 
zerlegen  und  somit  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  lösen  lässt, 

1.  Errichtet  man  in  den  Punkten  v,  n^  (siehe  Fig.  1),  in 
welchen  die  Normale  eines  beliebigen  Punktes  I  der  Ellipse  E 
die  Axen  derselben  schneidet,  die  Senkrechten  auf  diese  Axen, 
so  ist  der  geometrische  Ort  ihres  Schnittpunktes  bekanntlich -eine 
mit  E  coaxiale  Ellipse  JST,  welche  durch  die  ErUmmungscentra  aa^, 
ßß^  der  Scheitel  aa^,bb^  der  gegebenen  Ellipse  geht* 

Die  Ellipse  K  ist  mit  der  gegebenen  ähnlich,  jedoch  nicht 
ähnlich  gelegen.  Denn  man  erhält  bekanntlich  die  Krttmmungs- 
centra  «,  ß  der  Scheitel  a,  A,  indem  man  aus  dem  Schnittpunkte  7 
der  Scheiteltangenten  «,  b  die  Normale  auf  die  Gerade  ab  fällt, 
und  diese  mit  den  Axen  der  Ellipse  zum  Schnitt  bringt.  Es  sind 
also  die  Dreiecke  aob^  aoß  ähnlich,  woraus  auch  die  Ähnlich- 
keit der  Ellipsen  £,  K  resultirt. 

Infolge  der  besprochenen  Erzeugungsweise  der  Ellipse  E 
wird  die  Gerade  der  Fusspunkte  der  Senkrechten,  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  von  K  auf  die  Axen  gefällt  werden,  eine 
Normale  der  Ellipse  E  sein. 


1  Siehe:  „Zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte."  Sitzb.  der  kais. 
Akad.  der  Wissenschaften,  LXXXV.  Bd.,  Jahrg.  1882. 

2  Siehe  z.  B.  meinen  Aufsatz:  „Construction  der  Axen  einer  Ellipse 
aus  zwei  conjugirten  Diametem"  im  III.  Programm  der  k.  k.  Staats- 
Kealschule  in  Teschen,  1876. 
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Zeichnen  wir  nun  irgend  eine  durch  den  Mittelpunkt  o 
gehende  gleichseitige  Hyperbel  fl,  deren  Asymptoten  zu  den 
Axen  der  Ellipsen  parallel  sind;  so  wird  —  nach  bekannten 
Eigenschaften  der  Hyperbel  —  die  Fusspunktsgerade  vn  der 
Senkrechten^  die  von  einem  beliebigen  Hyperbelpunkte  h  auf  die 
Ellipsenaxen  aa^ ,  bb^  gefällt  werden,  durch  den  Mittelpunkt  p  der 
Hyperbel  H  gehen,  umgekehrt  schneidet  jeder  Durchmesser  der 
Hyperbel  die  Ellipsenaxen  derart,  dass  die  in  den  Schnittpunkten 
auf  diese  Axen  errichteten  Senkrechten  sich  in  einem  Punkte  der 
Hyperbel  H  begegnen.  Wenn  man  daher  insbesondere  von  einem 
der  vier  Schnittpunkte  der  Hyperbel  H  und  der  Ellipse  K  die 
Senkrechten  auf  die  Axen  von  JTftlllt,  so  wird  die  Gerade  ihrer 
Fusspunkte  eine  Normale  der  Ellipse  E  sein.  Die  Curven  iT,  H 
lösen  also  das  Normalenproblem  der  Ellipse  E  für  den  Punkt  p^ 
und  eine  kleine  Modification  wird  ergeben,  dass  diese  Lösung  an 
Einfachheit  jener  allgemein  bekannten  durchaus  nicht  nachsteht, 
die  mit  Hilfe  der  durch  die  Fusspunkte  der  Normalen  selbst 
gehenden  —  Apollonischen  —  gleichseitigen  Hyperbel  erzielt 
wird.  Denn  betrachten  wir  die  Ellipse  K  als  affin  entsprechend 
dem  Über  ßß^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  JT',  daher  « 
homolog  ol'  oder  a|,  so  wird  bei  dieser  AflRnität  der  Hyperbel  H 
wieder  eine  gleichseitige  Hyperbel  entsprechen,  und  die  Lösung 
des  Normalenproblems  sich  nachfolgend  gestalten. 

2.  Es  sei  (siehe  Fig.  2)  p  der  gegebene  Punkt,  von  welchem 
die  Normalen  auf  die  Ellipse  aa^  bb^  geiäUt  werden  sollen. 

Wir  bestimmen  zu  p  den  homologen  Punkt  pf  in  jener  ortho- 
gonalen Affinität  mit  der  Axe  66^,  bei  welcher  der  vonp  auf  a6 
gefällten  Senkrechten  jene  Gerade  np^  entspricht,  die  mit  bb^ 
einen  Winkel  von  45**  einschliesst;  betrachten  pf  als  Mittelpunkt 
einer  durch  o  und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ellipsenaxen 
gehenden  Hyperbel  H^  die  gezeichnet  werden  muss. 

Diese  gleichseitige  Hyperbel  sehneidet  den  durch  die  Krttm- 
mungscentra  ßß^  der  Ellipsenscheitel  bb^  gehenden,  mit  E  con- 
centrischen  Kreis  JT,  in  den  Punkten  1,2,3,4,  welche  auf  die 
Axe  bb^  orthogonal  projicirt,  uns  die  Schnittpunkte  w^  w^,  «g,  n^ 
dieser  Axe  mit  den  gesuchten  Normalen  liefern. 

In  Fig.  1  sind  die  Strecken,  welche  den  Längen  «^  v^ 

die  auf  den  Ellipsennormalen  durch  die  Axen    abgeschnitten 
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werden,  in  der  erwähnten  Affinität  entsprechen,  gleich  lang, 
nämlich  gleich  dem  Radius  des  Kreises  JP. 

/    V 

Da  femer  für  jede  Normale   von  E  das  Verhältniss  — ^ 

bekanntlich  constant,  und  zwar  gleich  — ^  ist,  so  mtlssen  anch 
'  0  ß 

die  den  Längen  /  v^ . .  affin  entsprechenden  Strecken  gleich  lang, 

lind  zwar  gleich  der  kleinen  Halbaxe  der  Ellipse  E  sein. 

Wir  erhalten  daher  den  Fusspunkt  irgend  einer  von  den  vier 
in  Fig.  2  construirten  Normalen,  z.  B.  jenen  1  auf  pn^,  indem  wir 
Vj  P  gleich  ob  auftragen  und  n  parallel  zu  aa^  ziehen. 

Überdies  schneidet  die  Diagonale  o  1  des  Rechteckes  on^lv^ 
in  ihrer  Verlängerung  ttber  o  hinaus,  die  über  den  Axen  der 
Ellipse  beschriebenen  Kreise  in  den  Punkten  /'',  /'"  derart,  dass 
/' /  zu  flffj  und  r"  /zu  66j  parallel  ist. 

Noch  eine  andere  Construction  des  gesuchten  Fusspunktes 
zeigt  Fig.  8.  Er  liegt  nämlich  auf  einem  durch  die  Scheitel  einer 
Axe  der  Ellipse  gehenden  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  c  die 
Strecke  halbirt,  welche  die  Normale  auf  der  anderen  Axe,  vom 
Ellipsenmittelpunkte  aus,  abschneidet.^ 

Um  die  reelle  Axe  der  Hyperbel  H  in  Fig.  2  zu  erhalten, 
wurde  og  normal  auf  jrp'  gefällt  und  j/n  aus  o  mit  dem  Radius 
p'g  in  8  geschnitten;   dann  ist  ga  gleich  der  reellen  Halbaxe. 

3.  Es  wurde  bereits  bemerkt,  dass  bei  der  affinen  Beziehung 
der  Ellipse  K  auf  den  Kreis  K'  (siehe  Fig.  1)  die  den  Längen  v, 
Hj . . . .  homologen  Strecken  gleich  lang,  und  zwar  gleich  dem 
Radius  des  Kreises  K'  sind.  Hier  wird  also  der  Evolute  der  Ellipse 
jene  Curve  affin  entsprechen,  die  als  Enveloppe  der  Lagen  einer 
Strecke  von  constanter  Länge,  deren  Endpunkte  sich  auf  den 
Schenkeln  eines  rechten  Winkels  fortbewegen,  erzeugt  wird. 
Bekanntlich  ist  es  die  vierspitzige  Hypocycloide,  auch  Astroide 
genannt^  die  der  Peripheriepunkt  eines  Kreises  x  vom  Badius  r 
beschreibt,  der  in  einem  festen  Kreise  K  rollt,  dessen  Halb- 
messer =4  r  ist. 


1  Siehe:  „Zur  wissenschaftlichen  Behandlung  der  orthogonalen 
Axonometrie."  Diese  Sitzb.  LXXXI.  und  XC.  Bd.  Ebenda:  „Zum  Normalen- 
Problem  der  Kegelschnitte",  LXXXV.  Bd. 
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Fig.  2  zeigt  also  zunächst  eine  Tangentenconstrnction  der 
AstroidC;  somit  das  bemerkenswerthe^  auch  anderweitig  bereits 
hervorgehobene  Resultat,  dass  das  Normalenproblem  der  Ellipse 
mit  der  bekannten  historisch  wichtigen  Aufgabe,  durch  einen 
Punkt  eine  Gerade  so  zu  legen,  dass  die  Schenkel  eines  gegebenen 
rechten  Winkels  auf  derselben  ein  Stück  von  bestimmter  Länge 
abschneiden,  in  sehr  naher  Beziehung  steht,  ja  dass  beide 
Probleme  geradezu  identisch  sind. 

Um  den  Berührungspunkt  auf  irgend  einer  von  den  vier  in 
Fig.  2  an  die  Astroide  durch  ^  gelegten  Tangenten //n^ ,  p'n^^ 
j/hj,  j/w^  z.  B.  auf  j/nj  zu  finden,  hat  man  bekanntlich  blosvom 
Punkte  1  die  Normale  auf  diese  Tangente  zu  fällen;  der  Fuss- 
punkt  T^  ist  der  gesuchte  Berührungspunkt. 

Bemerkung.  Die  in  Fig.  2  zur  Lösung  der  erwähnten  historisch 
wichtigen  Aufgabe  der  Einschiebung  einer  Geraden  von  gegebener 
Länge  etc.  benutzte  gleichseitige  Hyperbel  B  ist  nicht  identisch 
mit  jener,  die  Pappus  zur  Lösung  desselben  Problems  verwendet. 

Die  Hyperbel  ^  des  Pappus  geht  durch  q  (siehe  Fig.  2), 
hat  mit  H  die  zu  bb^  parallele  Asymptote  gemeinschaftlich, 
während  ihre  zweite  Asymptote  mit  dem  Schenkel  a  a,  des  rechten 
Winkels  zusammenfällt.  Diese  Hyperbel  schneidet  Pappus  mit 
einem  um  q  als  Mittelpunkt  mit  der  gegebenen  Länge  beschrie- 
benen Kreise  ft. 

4.  Die  Construction  der  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4  der 
Hyperbel  H  und  des  Kreises  K  (siehe  Fig.  2)  wäre  mit  Hilfe  des 
Lineals  und  Zirkels  allein  ausfllhrbar,  wenn  der  Mittelpunkt  o  von 
K  auf  einer  Axe  der  Hyperbel  liegen  würde.  Bei  dem  vorliegen- 
den Problem  ist  es  —  da  o  stets  ein  Punkt  von  H  ist  —  blos  mit 
Rücksicht  auf  die  reelle  Axe  der  Hyperbel  möglich  und  dann  ist  o 
ein  Scheitel  derselben. 

In  diesem  speciellen  Falle  würde  also  der  Punkt  k  mit  o 
coincidiren,  d.  h.  die  von  p  auf  ab  gefällte  Normale/?  tt  ein  Durch- 
messer A  der  Ellipse  E  sein.  Hiemit  erscheint  das  nachfolgende 
Resultat  vollinhaltlich  bewiesen : 

Für  die  Punkte  eines  jeden  der  beiden  Ellipsen- 
Durchmesser  AA^,  die  auf  den  mit  den  Axen  der  Ellipse 
gleiche  Winkel  einschliessenden  conjugirten  Dia- 
metern DD^  resp.  senkrecht  stehen,  ist  das  Normalen- 
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problem  mit  Hilfe  des  Lineals  und  Zirkels  allein 
lösbar. 

5.  Eine  Ellipse  E  ist  durch  ihre  Axen  aa^  bb^  (siehe  Fig.  3) 
gegeben;  man  soll  vom  Punkte />,  dessen  Durchmesser  po  auf 
a^  b  senkrecht  steht,  die  Normalen  auf  die  Ellipse  fällen. 

Infolge  der  vorangehenden  Erörterungen  werden  den 
gesuchten  Normalen  jene  durch  p'  gelegten  Geraden,  auf  welchen 
die  Axen  von  £- Strecken  von  der  Länge  oj3  abschneiden,  in  der 
orthogonalen  Affinität  homolog  sein,  die  durch  b  b^  als  Axe  und 
pp'  —  wobei  qp'znoq  gemacht  wurde  —  als  homologes  Punkte- 
paar bestimmt  ist. 

Hier  liegt  j/  auf  der  Halbirungsgeraden  des  rechten  Winkels 
aob  und  wir  gelangen  zu  einer  einfachen  Lösung  dieses  ganz 
speciellen  Falles,  der  Aufgabe  der  Einschiebung  einer  Geraden 
durch  einen  Punkt,  dass  zwischen  zwei  gegebenen  Linien  eine 
Strecke  von  gegebener  Länge  abgeschnitten  wird,  indem  wir  — 
den  im  Vorangehenden  eingeschlagenen  Ideengang  verfolgend  — 
die  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4  des  mit  E  concentrischen  durch  die 
Krümmungscentra  /3^j  der  Scheitel  bb^  gehenden  Kreises  K  mit 
der  gleichseitigen  Hyperbel  R  construiren,  die  durch  p'  als  Mittel- 
punkt und  0  als  Scheitel  der  reellen  Axe  bestimmt  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  durch  H  einen  Botations- 
kegel  und  durch  K  eine  Kugel  derart  gelegt,  dass  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  auf  der  Rotationsaxe  des  Kegels  liegt,  d.  h.  dass  sich 
die  beiden  Oberflächen  in  Kreisen  durchdringen.  Die  Tracen  der 
Ebenen  dieser  Kreise  liefern  uns  die  auf  op'  normalen  gemein- 
schaftlichen Secanten  der  Curven  ITund  ÜT.* 


1  Siehe  R.  Niemtschik:  „Über  die  Construction  der  Darchschnitts- 
punkte  von  Kreisen  und  Kegelschnitten."  Sitzb,  der  kaifl.  Akad.  der 
Wissenschaften.  LIX.  Bd.  1869. 

Probleme  der  ebenen  Geometrie  durch  räumliche  Betrachtungen  mit 
Zuhilfenahme  von  Oberflächen  im  Sinne  der  Methoden  der  darstellenden 
Geometrie  zu  lösen,  ist  bekanntlich  das  leitende  Princip,  das  den  meisten 
Arbeiten  Niemtschik's  zu  Grunde  liegt.  So  wurde  z.  B.  insbesondere  die 
„Construction  der  einander  eingeschriebenen  Linien  zweiter  Ordnung*« 
(Sitzb.  der  kais.  Akad.  der  Wissenschaften.  LXVII.  Bd.  1873)  dadurch 
ermöglicht,  dass  die  gegebene  Curve  als  Hauptschnitt,  die  gesuchte  jedoch 
als  Projection  eines  ebenen  Schnittes  einer  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung 
gedeutet  wurde.  Dieser  Gedanke  wurde  vor  Kurzem  —  anlässlich  einer 
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Wir  wählen  speciell  jenen  durch  JJ  gehenden  Rotationskegel, 
dessen  Aze  zur  Bildebene  parallel  ist.  Diese  Axe  wird  von  der 
Bildebene  den  Abstand  oj/  haben,  und  folglieh  der  Badius  R 
der  darch  K  zu  legenden  Kugel  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  sein,  dessen  Katheten  die  Längen  oj/  und 
oß  besitzen. 

Schneidet  der  aus  j/  mit  S  beschriebene  Kreis  S  die  Axen 
von  E  in  den  Punkten  st,  s^t^  resp.,  so  sind  ss^ytt^  die  Tracen 
der  Dnfchdringungscurven  des  Rotationskegels  mit  der  durch  JTin 
erwähnter  Weise  gelegten  Kugel.  Diese  Tracen  schneiden  K  in 
den  Punkten  1  2,  3  4,  welche  orthogonal  auf  66^  nach  n^  n^,  n^n,^ 
projicirt,  uns  Punkte  der  gesuchten  vier  Normalen  liefern. 

Um  den  Fusspunkt  einer  dieser  Normalen,  z.  B.  jenen  /  der 
Normale /in,  zu  erhalten,  verlängern  wir  ol  bis  zum  Schnitt- 
punkte /  mit  dem  über  der  grossen  Axe  der  Ellipse  beschriebenen 
Kreise,  und  fällen  FI  senkrecht  auf  aa^. 

6.  Zu  dem  im  Artikel  4  gewonnenen  Resultate,  dass  bei  der 
Ellipse  für  die  Punkte  der  auf  den  gleichen  conjugirten  Durch- 
messern/)2>,  senkrecht  stehenden  Diametem  AA,  das  Normalen- 
probleni  mit  Hilfe  des  Lineals  und  Zirkels  allein  lösbar  ist,  kann 
man  auch  mit  Hilfe  der  bekannten  Apollonischen  Lösungsweise 
dieses  Problems  leicht  gelangen.  Diese  Lösung  wird  bekanntlich 
durch  eine  gleichseitige  Hyperbel  H  erzielt,  deren  Asymptoten  zu 
den  Axen  der  gegebenen  Ellipse  parallel  sind  und  die  sich  als 
der  geometrische  Ort  des  Punktes  ergibt,  den  man  erhält,  indem 
man  von  dem  gegebenen  Punkte  p  die  Normale  auf  einen 
Ellipsendurchmesser  fällt  und  diese  mit  seinem  conjugirten  zum 


Becension  —  von  Seite  eines  sonst  genau  orientirten  ausgezeichneten  Fach- 
mannes als  „neu  und  schön"  bezeichnet,  irrthümliclier  Weise  jedoch  einem 
Autor  zugeschrieben,  der,  wahrscheinlich  aus  Versehen,  blos  die  Quelle  zu 
bezeichnen  vergass,  aus  der  er  geschöpft  hatte.  Auch  die  in  jüngster  Zeit 
erschienene  Schrift  von  F.  Hoff  mann:  „Die  Constructionen  doppelt  berüh- 
render Kegelschnitte  mit  imaginären  Bestimmungsstücken"  ist  wesentlich 
auf  diesem  Grundgedanken  aufgebaut,  ohne  dass  Niemtschik,  der  doch 
diesem  Thema  einige  Abhandlungen  widmete,  auch  nur  an  einer  Stelle 
citirt  worden  wäre.  Ich  folge  nur  dem  Gebote  schuldiger  Pietät  gegen  einen 
verewigten  Fachmann  —  meinen  ehemaligen  Vorgänger  im  Lehramte  an 
der  technischen  Hochschule  in  Graz  —  indem  ich  zur  Wahrung  seiner 
Priorität  die  erwähnten  Thatsachen  hier  constatire. 
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Schnitt  bringt.  Verniöge  ihrer  Erzeugnngsweise  ist  diese  Hyperbel 
Yon  den  Axenlängen  der  Ellipse  unabhängig  nnd  bei  unver- 
änderter Lage  des  Punktes  p  ftir  alle  Ellipsen  mit  gemeinschaft- 
licher Involution  conjugirter  Durchmesser  identisch. 

Nehmen  wir  nun  an  es  seien  DD^  (Fig.  4  a)  die  gleichen 
conjugirten  Durchmesser  einer  Ellipse  £,  so  erhalten  wir  eine 
Asymptote  der  das  Normalenproblem  des  beliebigen  Punktes  p 
bezüglich  der  Ellipse  E  lösenden  Hyperbel  H,  indem  wir  von  p 
die  Normale  p  7  auf  eine  Axe  der  Ellipse  fällen  und  qd  normal 
auf  D^  bis  zum  Schnittpunkte  d  mit  D  ziehen ;  d  ist  ein  Punkt  der 
gesuchten  Asymptote  A^.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Construction 
—  aus  welcher  nebenbei  zu  entnehmen  ist,  dass  die,  den  Punkten 
der  Geraden  pq  entsprechenden  Hyperbeln  Ä,  die  Asymptote  A^ 
gemeinschaftlich  haben  —  darzuthun,  ziehen  wir  durch  p  die 
Normale  auf  2)^  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  5  mit  Z).  Die  Hyperbel  JJ 
geht  durch  die  Punkte  5,  o,p  und  da  ihre  Asymptoten  zu  den  Axen 
von  E  parallel  sind,  so  ist  sie  vollständig  bestimmt.  Wird  nun  die 
zu  pq  parallele  Asymptote  12  mit  Hilfe  des  Satzes  von  Pascal 
construirt,  wobei  wir  uns  die  Punkte  o,  p  mit  4,  6  resp.  und  den 
unendlich  fernen  Punkt  auf  oq  mit  3  bezeichnet  denken,  so 
gelangen  wir  zu  der  erwähnten  Construction.  Ebenso  erhalten 
wir  einen  Punkt  d  der  zweiten  Asymptote  A,  indem  wir  (Fig.  46) 
pq^  senkrecht  auf  die  zweite  Axe  der  Ellipse  fällen  und  q^d 
normal  auf  D^  bis  zum  Schnittpunkte  mit  D  verlängern. 

Die  Diagonale  yy,  des  Rechteckes  oqpq^  (Fig.  46)  geht  — 
da  0  und  p  Punkte  der  Hyperbel  H  sind  —  durch  den  Mittel- 
punkt m  von  H.  Steht  nun  op  senkrecht  auf  D^ ,  so  ist  das  Drei- 
eck dmq^  gleichsch  enkelig  und  da  d  auf/)  liegt,  muss  m  ein 
Punkt  von  D^  sein.  Hieraus  folgt:  Steht  der  Durchmesser  op  des 
Punktes  p^  dessen  Ellipseunormalen  construirt  werden  sollen, 
senkrecht  auf  einem  der  mit  den  Axen  der  Ellipse  gleiche  Winkel 
einschliessenden  coigugirten  Diametem,  so  liegt  der  Mittelpunkt  m 
der  zugehörigen  Apollonischen  Hyperbel  Ä^  auf  diesem  Diameter. 
Dann  fallen  die  Punkte  o,  5  (Fig.  4  a)  zusammen,  d.  h.  D  ist 
Tangente  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

7.  In  Fig.  4  hat  der  Punkt  p  die  Lage,  dass  op  auf  D^  nor- 
mal steht,  wobei  D^  einen  von  den  gleichen  coi^jugirten  Dia- 
metern DD^  der  Ellipse  aa^  bb^  vorstellt. 
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Da  hier  —  wie  bewiesen  wurde  —  D  zur  Tangente  der  dem 
Punkte  p  zugehörigen  Apollonischen  Hyperbel  H  wird,  und 
/),  D^  conjugirt  sind,  so  ist  D^  die  Polare  des  unendlich  fernen 
Punktes  des  Durchmessers  D  bezüglich  H  und  der  gegebenen 
Ellipse  E.  Von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  conjugirter  Punkte 
der  beiden  Kegelschnitte  £,  -ff  ist  also  der  eine  Punkt  a  priori 
gegeben  und  folglich  können  die  Schnittpunkte  dieser  Kegel- 
schnitte mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construirt  werden.  Wir 
betrachten  za  dem  Zwecke  E  als  affin  entsprechend  dem  über 
dem  Durchmesser  D^  beschriebenen  Kreise  ÜT.  Dann  wird  dem 
Punkte  d  auf/)  der  Punkt  df  auf  op  homolog  sein,  der  Hyperbel  H 
jedoch  wieder  eine  gleichseitige  Hyperbel  EP  mit  den  Asymptoten 
miy  infif(  entsprechen,  die  mo  zur  reellen  Axe  und  o  zum  Scheitel 
besitzt.  Die  Construction  der  ff  und  K  gemeinschaftlichen  Punkte 
erfolgt  von  demselben  Gesichtspunkte,  den  wir  in  Fig.  3  einge- 
nommen haben.  Wir  legen  durch  ff' jenen  Rotationskegel,  dessen 
Axe  parallel  ist  zur  Bildebene  und  durch  K  jene  Kugel,  deren 
Mittelpunkt  auf  dieser  Axe  liegt.  Die  Bildtracen  der  Ebenen  der 
den  beiden  Oberflächen  gemeinschaftlichen  Kreise  liefern  uns  die 
auf  D^  normalen  gemeinschaftlichen  Secanten  von  ff  und  K,  Ist  e 
der  eine  Endpunkt  des  Durchmessers  D^  der  Ellipse  £,  so  haben 
wir  mit  d'e  den  Kreis  %  um  ^  als  Mittelpunkt  zu  beschreiben  und 
denselben  mit  der  Halbirungsgeraden  des  rechten  Winkels  poe 
zum  Schnitt  zu  bringen,  um  Punkte  s,  s^  der  gesuchten  Secanten  zu 
erhalten.  In  unserer  Figur  schneidet  blos  eine  st  dieser  beiden 
Secanten  den  Kreis  ÜT reell,  in  den  Punkten  /',  IV ^  welchen  die  Fuss- 
punkte  /,  II  der  von  p  auf  E  geftlllten  Normalen  affin  entsprechen. 

8.  Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Lösung  der  Aufgabe, 
wenn  man  die  Ellipse  E  als  affin  entsprechend  zu  dem  über  einer 
Axe  derselben  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  ÜT  betrachtet. 
Dann  entspricht  der  Apollonischen  Hyperbel  wieder  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  deren  reelle  Axe,  unter  45"  zu  den  Axen  von  E 
geneigt,  durch  den  Ellipsenmittelpunkt  o  geht  und  denselben  zum 
Scheitel  besitzt. 

Eine  Ellipse  E  ist  (siehe  Fig.  5)  durch  ihre  Axen  aa^,bb^ 
und  in  ihrer  Ebene  ein  Punkt  p  derart  gegeben,  dass  op  senk- 
recht steht  auf  a6;  man  construire  die  durch /?  gehenden  Nor- 
malen der  Ellipse. 
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Wir  beschreiben  über  aa^  als  Durchmesser  den  Kreis  JiT  und 
construiren  die  auf  aa^  normaJe  Asymptote  dg  der  dem  Punkte  p 
entsprechenden  Apollonischen  Hyperbel  IT;  machen  gm^zgoy 
or=zom  und  durchschneiden  die  Axe  aa^  mit  einem  Kreise  vom 
Radius  ar  aus  dem  Mittelpunkte  m.  Durch  die  so  erhaltenen 
Schnittpunkte  s,  s^  gehen  die  zu  ab^  parallelen  Secanten  der 
Curven  H  und  JST. 

In  derselben  Weise  erfolgt  die  Lösung  mit  Hilfe  des  ttber 
der  kleinen  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  E  (siehe 
Fig.  5  a)  selbstredend  wieder  unter  der  Voraussetzung,  dass  op 
auf  ab  oder  a^b  normal  gerichtet  ist.  Wir  bestimmen  die  zu  aa^ 
parallele  Asymptote  der  dem  Punkte  p  coordinirten  Apollonischen 
Hyperbel  H^  machen  gm=zgo  und  beschreiben  aus  m  als  Mittel- 
punkt einen  Kreis  ft,  dessen  Radius  br  gleich  ist  der  Hypotenuse 
eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  mit  den  Kathetenlängen  06,  om. 
Die  zu  ab^  parallelen  Secanten  der  beiden  Kegelschnitte  J7,  E 
gehen  durch  die  Schnitipunkte  «,  s^  von  ft  mit  der  Axe  bb^  etc. 

9.  Liegt  p  auf  einer  Axe  der  Ellipse,  so  artet  seine  zuge- 
hörige ApoUonische  Hyperbel  B  in  zwei  Gerade  aus,  deren  eine 
die  betreffende  Axe  selbst  ist,  während  die  andere  die  Fusspunkte 
der  zwei  weiteren  durch  p  gehenden  Normalen  verbindet.  Für 
diese  Gerade  der  Fusspunkte  der  durch  p  gehenden  Ellipsen- 
normalen gelten  nachfolgende  Gonstructionen: 

Es  sei  p  (Fig.  6)  ein  auf  der  grossen  Axe  der  Ellipse  a  a^ 
bb^  liegender  Punkt. 

a)  Wir  ziehen  oc  parallel  zu  b^f,  femer  pc  normal  auf  aa^ 
und  cm  senkrecht  auf  oc;  dann  ist  m  (der  Mittelpunkt  von  J9) 
ein  Punkt  der  gesuchten  Fnsspunktsgeraden.  Um  die  Fuss- 
punkte /,//  selbst  zu  erhalten,  haben  wir  cr=iob  aufzutragen 
und  mit  pr  nm  p  einen  Kreis  zu  beschreiben.  Oder  oe'=zoc 
zu  machen  und  mit  der  Länge  ae  aus  dem  Brennpunkte/* 
die  Fnsspunktsgerade  zu  durchschneiden. 

b)  Ist  od  (siehe  Fig.  6  a)  und  66^  parallel  zu  ab^  und  pd  normal 
auf  a6,  so  ist  d  ein  Punkt  der  Geraden  /,  //.  Die  Fusspunkte 
/,  //  selbst  liegen  auf  einem,  aus  dem  Halbirungspunkte  c 
der  Strecke  op  beschriebenen,  durch  die  Scheitel  der  p  nicht 
enthaltenden  Axe  gehenden  Kreise. 
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10.  Von  einer  Ellipse  E  sind  die  Axen  der  Lage  nach,  das 

Verhältniss  ihrer  Längen  und  eine  Normale  pp^  (siehe  Fig.  7) 

gegeben;  man  bestimme  den  Fnsspankt  /  der  Noimale  und  die 

Scheitel  der  Ellipse. 

0  c 

a)  Wir  construiren  oc  derart,  dass  —  dem    gegebenen  Ver- 

cp 

hältniss  gleich  ist,  ziehen  cm  senkrecht  auf  oc  und  ml 
normal  auf  op.  Die  kleine  Halbaxe  ist  der  Hypotenuse  er 
eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  gleich,  das  aus  den 
Katheten  cp,  pl  construirt  wird. 

b)  Durch  das  gegebene  Verhältniss  sind  die  gleich  langen 
conjugirten  Diameter  DD^  von  E  (siehe  Fig.  la)  der  Lage 
nach  bestimmt  Ist  p'n  normal  auf  Dj ,  ferner  opf'=:on  und 
oß=:p^pf^  so  geht  die  aus  j3  auf  D^  gefällte  Senkrechte 
durch  den  Schnittpunkt  7  der  Scheiteltangenten  a,  6. 

Wird  ob  auf  die  Verlängerung  von  p^p^  tlber//  hinaus  auf- 
getragen, und  durch  F  die  Parallele  zur  Axe  oa  gezogen,  so  geht 
diese  durch  den  Fusspunkt  /  der  Normale.  Die  Richtigkeit  dieser 
Construction  resultirt  durch  Specialisirung  aus  der  allgemeineren 
in  Fig.  2. 
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Über  die  Menge  des  bei  der  Spaltung  des  Hämoglobins 
in  Eiweiss  und  Hämatin  aufgenonunenen  Sauerstoffs. 

Von  Max  Lebensbaum. 

(Mit  1  Holzschnitt.) 

Unsere  Kenntniss  der  Blntkrystalle  ist  dnreh  die  Unter- 
suchungen der  letzten  Jahre  wesentlich  erweitert  worden. 
Während  noch  bis  vor  wenigen  Jahren  nur  das  Oxyhämoglobin 
und  etwa  noch  das  Eohlenoxydhämoglobin  in  krystallinischem 
Zustande  bekannt  und  analysirt  waren,  machten  Htlfner  und 
Otto*  vor  etwa  fünf  Jahren  die  Beobachtung,  dass  auch  das 
durch  den  einen  Absorptionsstreifen  im  Roth  ausgezeichnete 
Methämoglobin  ebenfalls  krystallisirt  und  die  gleiche  Zusammen- 
setzung, wie  das  Oxyhämoglobin  hat.  Hüfner  hat  dann  gemein- 
schaftlich mit  seinen  Schülern  R.  Klilz*  und  Jak.  6.  Otto' 
gezeigt,  dass  das  reine  krystallisirte  Methämoglobin  ebensoviel 
austreibbaren  Sauerstoff  als  das  Oxyhämoglobin  enthalte;  nur 
ist  der  Sauerstoff  im  Methämoglobin  fester  als  im  Oxyhämoglobin 
gebunden. 

Dass  dasreducirte  venöse  Hämoglobin  ein  ebeufaUs  krystalli- 
sirender  Körper  ist,  hat  nach  einer  kürzlich  erschienenen 
Publication  von  August  Ewald*  zuerst  W.  Kühne*  an  mikro- 
skopischen Präparaten  gesehen.  Diese  Beobachtung  Kühne 's 
gerieth  jedoch  in  Vergessenheit,  namentlich  nachdem  es  Hoppe- 
S  e  y  1  e  r  ^  nicht  gelungen,  sein  reducirtes  Hämoglobin  krystallinisch 


1  Zeitschrift  für  physiologische  Chemie,  Bd.  VII,  S.  65—70. 

2  1.  c.  Bd.  VII,  S.  366. 

3  Pflüger '8  Archiv,  Bd.  XXXI,  S.  245. 

•1  Zeitschrift  für  Biologie,  Bd.  XXII,  S.  462,  1886. 

5  Virchow's  Archiv,  Bd.  XXXIV,  S.  423. 

6  Dessen  Med.  ehem.  Untersuchung,  Heft  III,  S.  366.  1868. 
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ZU  erhalten.  Im  Jahre  1880  hat  Hüfner*  unter  dem  Namen 
„krystallinisches  Hämoglobin"  Krystalle  des  reducirten  Hämo- 
globins beschrieben,  die  er  aus  Menschenblut  erhielt,  als  dasselbe 
zwei  Monate  lang  bei  Soromertemperatur  in  zngeschmolzenen 
Röhren  faulte.  Im  verflossenen  Jahre  haben  dann  M.  Nencki 
und  N.  Sieb  er*  mitgetheilt,  dass  aus  gefaultem  Pferde-  oder 
Menschenblute  nach  gleichem  Verfahren  wie  das  Oxyhämoglobin 
nur  bei  Ausschluss  von  Sauerstoff  venöse  Hämoglobinkrystalle 
in  jeder  beliebigen  Menge  dargestellt  werden  können. 

Ausser  diesen  wasserlöslichen  Häraoglobinarten  wurde  von 
M.  Nencki  und  N.  Sieber'  als  Parahämoglobin  die  in  Wasser 
unlösliche  durch  Einwirkung  von  Alkohol  auf  Oxyhämoglobin- 
krystalle  entstehende  Modification  des  Hämoglobins  beschrieben. 
Dieses  Hämoglobin  hat  die  gleiche  procentiscIieZusammensetzung 
wie  das  Oxyhämoglobin,  ist  in  Wasser  und  Alkohol  unlöslich, 
von  wässerigen  Säuren  und  Alkalien  wird  es  allmälig  gelöst  und 
gleichzeitig  in  Hämatin  und  Eiweiss  gespalten. 

Bei  dieser  Spaltung  des  Parahämoglobins  in  Eiweiss  und 
Hämatin  ist  nach  den  Beobachtungen  von  Nencki  und  Lacho- 
wicz*  nicht  allein  Sauerstoff,  sondern  auch  Wasser  betheiligt. 
Bringt  man  in  mit  Quecksilber  abgesperrtes  Eudibmeter  Parahämo- 
globin, trockenen  Sauerstoff  und  ammoniakhaltigen  absoluten 
Alkohol  zusammen,  so  löst  sich  ein  Theil  des  Parahämoglobins 
im  Alkohol  mit  schön  rother  Farbe  auf  und  die  Lösung  spectro- 
skopisch  untersucht,  zeigt  nur  einen  Absorptionsstreifen  zwischen 
D  und  E,  Selbst  nach  zweitägigem  Stehen  blieb  die  Farbe  der 
Flüssigkeit  unverändert  und  zeigte  keine  Spur  eines  Absorptions- 
streifen im  Eoth.  Nach  Verlauf  dieser  Zeit  wurde  das  Eudiometer 
sammt  seinem  Inhalt  in  Wasser  gebracht  und  jetzt  konnte  man 
sehen,  wie  bei  Bertlhrung  mit  dem  letzteren  die  Farbe  der 
Lösnng  sich  änderte.  Sie  wurde  braunroth  und  bei  der  spectro- 
skopischen  Untersuchung  zeigte  sich,  dass  der  Streifen  zwischen 


i  Zeitschrift  für  phys.  Chem.,  Bd.  IV,  S.  382. 

s  Berliner  chemische  Berichte  1886,  S.  129  u.  410. 

3  Archiv  für  experimentelle  Patholog.  und  Pharmakologie,  Bd.  XX, 
8.  332. 

4  Id.  Bd.  XX,  S.  339. 
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D  undJB  verschwanden  war  und  statt  dessen  der  Hämatinstreifen 
im  Roth  sichtbar  wurde. 

Nencki  und  Lachowicz  wiederholten  den  Versuch  nur 
mit  der  Abänderung,  dass  jetzt  das  Parahämoglobin  mit  wässeriger 
Kalilösung  in  Berührung  gebracht  wurde.  0-3612  Gnn.  über 
SO^Hj^  getrockneten  Parahämoglobins  wurden  in  ein  mit  Queck- 
silber und  Sauerstoff  gefülltes  Eudiometer  in  einem  Gläschen 
hineingebracht.  Das  Volum  des  Sauerstoffs  auf  0**  und  760  Mm. 
Barometerstand  reducirt,  war  =  36-29  CC.  Hierauf  wurden  noch 
55  CC.  ö7o  Kalilauge  hinzugelassen,  das  Ganze  jetzt  über  Queck- 
silber stehen  gelassen  und  häufig  umgeschUttelt.  Nach  vier 
Tagen,  als  das  Parahämoglobin  vollkommen  gelöst  war,  wurde 
das  Eudiometer  sammt  Inhalt  ins  Wasser  gebracht  und  das  rück- 
ständige 0,-Volumen  abgelesen.  Auf  0**  und  760  Barometerstand 
reducirt,  war  dasselbe  =  20-83  CC.  Danach  wurden  15 '36  CC. 
oder  0-02196  Grm.  Sauerstoff  absorbirt.  100  Grm.  Parahämo- 
globin haben  also  bei  der  Spaltung  in  Hämatin  und  Eiweiss 
6-08  Grm.  Sauerstoff  absorbirt. 

Von  Hoppe-Seyler  rührt  die  Beobachtung  her,  dass 
wässerige  Oxyhämoglobinlösungen  mit  verdünnten  Alkalien  bei 
völligem  Sauerstoffausschluss  zusammengebracht  zunächst  nicht 
in  Hämatin  und  Eiweiss  zerfallen,  sondern  es  entsteht  eine  schön 
gefärbte  Flüssigkeit,  welche  noch  bei  sehr  grosser  Verdflnnung 
nur  einen  Streifen  ziemlich  genau  in  der  Mitte  zwischen  den 
Linien  D  und  E  im  Spectrum  hervorruft.  Der  Farbstoff  von  dieser 
charakteristischen  Eigenschaft  wird  von  ihm  Hämochromogen 
genannt.  Bei  Luftzutritt  werde  das  Hämochromogen  sofort  zersetzt, 
wobei  unter  Sauerstoffaufnahme  Hämatin  entsteht. 

Wie  aus  dem  Obigen  also  ersichtlich,  wird  sowohl  aus  dem 
Oxyhämoglobin,  wie  aus  dem  Parahämoglobin  bei  Ausschluss  von 
Sauerstoff  und  Wasser  zunächst  das  Hämochromogen  gebildet. 
Ob  in  dem  Hämochromogen  das  Eiweiss  noch  in  einer  chemischen 
Verbindung  mit  dem  Farbstoff  sich  befindet,  ist  nicht  entschieden. 
Soviel  ist  nur  sicher,  dass  bei  der  Bildung  des  Hämatins  aus  dem 
Hämochromogen  Sauerstoff  und  Wasser  mitwirken.  Bei  Aus- 
schluss eines  der  beiden  Factoren  entsteht  kein  Hämatin. 

Wie  viel  Sauerstoff  bei  der  Abspaltung  des  Hämatins  auf- 
genommen wird,  darüber  existirt  nur  die  einzige,   oben  citirte 
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Bestimmung  vonLachowicz  und  Nencki  nnd  zwar  bezüglich 
des  Parahämoglobins.  Es  war  daher  wUnschenswerth,  derartige 
Bestimmungen  zunächst  auch  mit  Oxyhäraoglobin  auszuführen. 
Im  Falle  die  Menge  des  aufgenommenen  Sauerstoffs  stets  eine 
constante  Grösse  war,  liess  es  sich  erwarten,  dass  weitere  der- 
artige Bestimmungen  mit  Kohlenoxyd,  MethämoglobiD  und  dein 
venösen  Hämoglobin  zu  interessanten  Aufschlilssen  über  die 
Natur  dieser  Körper  führen  werden.  Auf  Vorschlag  von  Professor 
Nencki  habe  ich  diese  Bestinmiungen  unternommen,  und  zwar 
znnächst  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  von  Nencki  und 
Laohowicz  geschah.  Zweimal  aus  lauwarmem  Wasser  um- 
krystallisirtes  Oxyhäraoglobin  wurde  durch  Abpressen  zwischen 
Fliesspapier  möglichst  von  der  Mutterlauge  befreit  und,  um  das 
Trockengewicht  der  zur  Sauerstoffabsorption  verwendeten  Portion 
zu  erfahren,  ein  abgewogener  Theil  der  feachten  Krystalle  im 
Luftbade  bei  110  bis  IIb""  im  Wasserstoffstrome  bis  zu  con- 
stantem  Gewichte  getrocknet.  Gleichzeitig  wurde  ein  anderer 
Theil  der  gleichen  Krystalle  in  ein  offenes  Gläschen  abgewogen, 
das  Gläschen  in  ein  mit  bekanntem  Volum  Sauerstoff  geftllltes 
Eudiometer  über  das  Quecksilber  hineingeschoben  und  hierauf 
mittelst  einer  gebogenen  Pipette  20  bis  25  CC.  ö^o  Kalilauge 
in  das  Eudiometer  hineingebracht.  Trotz  häufigen  SchUttelns 
lösten  sich  die  Hämoglobinkrystalle  nur  langsam  auf,  so  dass  die 
völlige  Auflösung,  je  nach  der  Menge  der  angewandten  Krystalle 
erst  nach  vier  bis  sechs  Tagen  erfolgte.  Man  konnte  gut  sehen, 
dass  mit  Beginn  der  Auflösung  die  Farbe  der  Flüssigkeit  gleich 
die  braunrothe  Nuance  alkalischer  Hämatinlösung  annahm.  Um 
sicher  zu  sein,  dass  nach  völliger  Auflösung  des  Oxyhämoglobins 
auch  vollkommene  Spaltung  desselben  eintrat  und  kein  Sauer- 
stoff mehr  absorbirt  werde,  liess  ich  gleich  bei  dem  ersten  Ver- 
suche das  Eudiometer  noch  einen  Tag  länger  stehen.  Gegen 
meine  Erwartung  fand  ich  am  folgenden  Tage,  dass  das  Sauer> 
stoffvolam  sich  merklich  verminderte  als  Zeichen,  dnss  von  der 
alkalischen  Flüssigkeit  noch  immer  Sauerstoff  absorbirt  werde. 
Dies  war  auch  in  den  folgenden  Tagen  der  Fall,  so  dass  die 
Hauptmenge  des  Sauerstoffes  erst  nach  der  Auflösung  der  Krystalle 
absorbirt  wurde.  Erst  am  30.  Tage  habe  ich  den  Versuch  unter- 
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brochen  und  eine  zweite  gleichzeitig  aufgestellte  Bestimmung 
liess  ich  noch  länger,  nämlich  bis  zum  42.  Tage  stehen. 
Das  Resultat  der  beiden  Bestimmungen  war  folgendes: 
I.  Angewandte  feuchte  Hämoglobinkrystalle  =i:0'92  Grm. 
entsprechend  0-443  Grm.  bei  110**  getrockneten  Oxyhämoglobins. 
Volum  des  Sauerstoffs  vor  der  Absorption  * : 

r  =  38-6     Z>=:208     5=697     r=17-3     <?  =  14-697 

und  daraus: 

F"  =  22-6778  CC.O,. 

Nach  SOtägigem  Stehen  wurde  das  Eudiometer  in  Wasser 
überbracht  und  das  rückständige  SauerstofiVolum  abgelesen. 

F'=12-8    5  =  691     r=13-3     <?=  11-383 

und  daraus: 

V"  =  10-9144  0,. 

0-443   Grm.    Oxyhämoglobin   absorbirten   demnach    nach 
30tägigem  Stehen  bei  Zimmertemperatur: 

11-7634 CC.  0,  (22-6778  —  10-9144)  =  0-01682  Grm.  0, 
oder  3 -79770  Sauerstoff. 

IL  Versuch.  Dauer  42  Tage. 

Angewandtes  trockenes  Oxyhämoglobin  =  0*612  Grm. 
Ursprüngliches  SauerstoflfVolumen: 

F  =  54    Z>=194    5  =  695     T=17-5     <?=14-882 

und  daraus: 

K"  =  32  •  459  0,. 

1  Es  bezeichnen  hier,  wie  in  den  folgenden  Versuchen: 

F'  das  abgelesene  Volum  des  Sauerstoffes  im  Eudiometer. 

D  den  Unterschied  zwischen  dem  äusseren  und  inneren  Niveau  des 
Quecksilbers. 

B  den  Barometerstand. 

T  die  Temperatur. 

e  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes  bei  der  Temperatur  T, 

F®  das  nach  der  Formel 

yo  ^  y^     B—D  —  e     273 

760        *273-|-r 
auf  0®  T  und  760  Mm.  Barometerstand  reducirte  Gasvolumen. 
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Nach  Beendigung  des  Versuches: 

V'=1S    5=706     T=U'6    e=  12-378 

und  daraus: 

F"  =  11-26  0,. 

Die  Menge  des  absorbirten  Sauerstoffs  war  also  hier 
21-199  CC.  (32-459  —  11-26)  =  0-0303  Grm.  0,  oder 
4-957,0,. 

Wie  man  sieht^  ist  in  der  Probe,  die  länger  gestanden  ist^ 
auch  die  Menge  des  absorbirten  Sauerstoffs  grösser.  Es  war  daher 
zu  untersuchen^  ob  durch  noch  längeres  Stehen  der  alkalischen 
Flüssigkeit  die  Sauerstoffabsorption  nicht  ein  Ende  haben  wird. 
Um  aber  das  umständliche  lange  Stehen  des  Eudiometers  über 
Quecksilber  zu  vermeiden^  wurde  die  alkalische  Hämoglobin- 
lösung statt  mit  reinem  Sauerstoff 
>^;z::::\^  mit  Luft  stehen  gelassen.  Die  An- 

^Ov  Ordnung  des  Versuches  war  folgende : 

Vv  Eine  1-3  — 1-5  Mm.  weite  Röhre 

\\  von    leicht    schmelzbarem    Glase 

ajujtrtawt«.  .^.\  wurde  an  einem  Ende  zu  einer  etwa 

-.-  fu«if JB«it    ^^^'^s.^y    300—400  CC.  haltigen  Kugel  auf- 
l-^-aiuAm-mMiKrgßUdUn.  gcblascu  uud  zunächst  mit  dem,  die 

feuchten  abgewogenen  Erystall& 
enthaltenden  Gläschen  und  20  —  25  CC.  destillirten  Wasser 
beschickt.  Hierauf  wurde  das  Glasrohr  umgebogen  und  in  das 
vordere  Knie  etwa  5  Ctm.  von  dem  offenen  Ende  entfernt  ein 
abgewogenes  Ealistttckchen  1  — 1-5  Grm.  hineingeschoben. 
Jetzt  wurde  das  Ende  des  vorderen  Knies  am  Gebläse  vorsichtig 

—  damit  das  Kalistttckchen  nicht  in  die  Flüssigkeit  hineinfalle 

—  ausgezogen  und  zu  einem  capillaren  Ableitungsröhrchen  um  - 
gebogen.  Nun  liess  ich  den  so  beschickten^  noch  immer  mit  der  ' 
äusseren  Luft  communicirenden  Apparat,  der  dann  die  in  neben- 
stehender Figur  abgebildete  Form  hatte,  bei  der  Zimmertemperatur 
etwa  eine  Stunde  offen  stehen,  notirte  die  Temperatur  und  Baro- 
meterstand und  schmolz  hierauf  das  capillar  umgebogene  Ende 
mit  einer  spitzen  Flamme  zu.  Jetzt  wurde  durch  Umdrehung  der 
Kugel  das  Kalistückchen  im  Wasser  gelöst  und  das  Ganze  bei 
Zimmertemperatur  an  ruhigem  Orte  stehen  gelassen.  Bei  wieder- 
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holtem  Umrühren  erfolgte  die  vollständige  Auflösung  der 
Krystalle  etwa  am  vierten  bis  fünften  Tage.  Ich  Hess  jedoch  die 
Kölbchen  etwa  ein  bis  zwei  Monate  stehen.  Die  Farbe  der  Lösung 
auch  nach  so  langem  Stehen  war  die  des  Hämatins,  wie  man 
auch  spectroskopisch  den  Hämatinstreifen  im  Roth  sah.  Nach 
Beendigung  des  Versuches  wurde  das  capillare  Ende  des  Eölb> 
chens  unter  Quecksilber  abgebrochen  und  durch  gelindes  Erwärmen 
ein  Theil  der  eingeschlossenen  Luft  in  ein  mit  Quecksilber 
gefUlltes  Eudiometer  Übergetrieben,  dazu  noch  der  Rauminhalt 
des  Kölbchens  genau  ausgemessen.  Nach  der  Ablesung  des  Volums 
des  aufgefangenen  Gases  wurde  der  noch  vorhandene  Sauer- 
stoff durch  Pyrogallussäure  und  Kali  in  der  von  Hempel* 
empfohlenen  Concentration  absorbirt.  Aus  der  Differenz  zwischen 
dem  normalen  Gehalte  der  Luft  an  Sauerstoff  20*  77  :  79  •  23  und 
dem  jetzt  gefundenen  Sauerstoffgehalte  wurde  dann  die  von  der 
alkalischen  Blutlösung  absorbirte  Sauerstoffmenge  berechnet 

In  ähnlicher  Weise  habe  ich  nicht  allein  mehrere  Bestim- 
mungen mit  Oxy-,  sondern  auch  mit  Kohlenoxydhämoglobin  aus* 
geftlhrt.  Das  durch  Einleiten  von  Kohlenoxyd  in  eine  Auflösung 
der  Oxyhämoglobinkrystalle  erhaltene  Präparat  wurde  noch  ein- 
mal aus  lauwarmem  Wasser  umkrystallisirt  und  durch  Abpressen 
zwischen  Fliesspapier  möglichst  von  der  Mutterlauge  befreit.  Die 
Trockengewichtsbestimmung  in  einem  anderen  Theil  der  feuchten 
Krystalle  geschah  auch  hier  bei  110—115**  im  Wasserstoff- 
strome. Nach  der  Bestimmung  von  Dr.  J.  Marschall*  werden 
von  1  Grm.  Hämoglobin  1-205  CC.  (bei  0**  und  1  Meter  Druck) 
Kohlenoxyd  festgehalten.  Wenn  daher  bei  der  Zersetzung  des 
Kohlenoxydhämoglobins  durch  Alkali  in  Hämatin  und  Eiweiss 
Kohlenoxydgas  frei  werden  sollte,  so  wären  bei  der  geringen 
Menge  der  von  mir  angewandten  Substanz  —  0-13— 0-26  Grm. 
nicht  mehr  nachweisbare  und  bestimmbare  Spuren  von  Kohlen- 
oxydin  den  aus  den  Kölbchen  entnommenen  Gasproben  zu  erwarten. 
Nach  ungefährer  Berechnung  wäre  das  CO -Quantum  etwa 
0*01-^0  02  Ctm.  Ich  konnte  daher  auch  mittelst  Salzsäure  und 
Kupferchlorttr  in  den  entnommenen  Gasproben  qualitativ  kein 


1  Methoden  der  Gasanalyse.  Braunschweig  1880,  S.  45. 

2  Zeitschrift  f.  physioL  Chemie,  Bd.  VII,  S.  91. 
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Kohlenoxyd  nachweisen  und  betrachte  die  fttr  das  Eohlenoxyd- 
hämoglobin  erhaltenen  niedrigen  Zahlen  als  dem  wahren  Sach- 
verhalte entsprechend. 

Die  nach  dieser  Methode  gemachten  Bestimmungen  haben 
folgende  Resultate  ergeben. 

III.  Versuch. 

Zugeschmolzener  Kolben  von  361  CC.  Volumen  bei  14**  C. 
und  718  Barometerstand.  Hineingebracht  20  CC.  57^  Kalilösung 
und  0-7405  Grm.  feuchter  Oxyhämoglobinkrystalle  =  0-336  Grm. 
trockener  entsprechend.  Das  Volum  der  Luft  im  Kolben  &uf  0*" 
und  760  Mm.  Barometerstand  reducirt,  war: 

r=:341     5=718     r=14    <?  =  ll-908 
F*=30l-358CC. 

Analyse  eines  Theiles  der  Kolbenluft  nach  49tägigem 
Stehen  ergab^  dass: 

r  =  SS    5=697-5  '/>  =  292     7=16-4    £?=13-885 
und  daraus:  P  =  18-47. 

18-47  CC.  der  aus  dem  Kolben  entnommenen  Luft  nach  Um- 
schtttteln  mit  Pyrogallussäure  und  Kalihydrat  enthielten  Stickstoff 

r'=17-6    5  =  706     r=ll     ^  =  9-72 
r*^  =  15-4982  CC.N,. 

Darausfolgt,  dass  die  analysirte  Luft  2-972  CC.  0,  enthielt, 
also  waren  aus  der  Kolbenluft  14-097  CC.  0,  =  0-02016  Grm. 
oder6-07o  0^  absorbirt. 

IV.  Versuch. 

Angewandt  0-5566  Grm.  feuchter  Oxyhämoglobinkry- 
stalle =  0-285  trockener  Substanz.  Kolbenluft  auf  0*  und  760  Mm. 
Barometerstand  reducirt  =  301-358  CC.  Analyse  der  Kolbenluft 
nach  55  Tagen. 

F'  =  45-4     2)  =  253     5  =  714-5     7=13-9     «  =  11-832. 

F*  =  25-56  CC.0,-4-N,. 

21-41CC.Ng  nach  Absorption  des  0,  durch  Pyrogallussäure 
4  15CC.  0,. 


500  M.  Lebensbaum, 

Demnach  haben  0*285  Grm.  Oxyhämoglobinkrystalle 
13-67  CC.  0,  =  0- 01955  Grm.  oder  6-85%  0,  absorbirt. 

V.  Versuch. 

Angewandt  0-719  Grm.  feuchter  Krystallezz  0-324  Grm. 
trockener  Substanz.  Kolbenluft  auf  0**  und  760  Mm.  Barometer- 
stand reducirt  =  204-967  CC. 

Analyse  der  Kolbenluft  nach  25  Tagen 

F'  =  45-4    D  =  284    5  =  696     r=l4-8    ^=12-538 

F*  =  18-8462  CC.O,H-N,. 

15-5975  CC.Nj  nach  Absorption  des  SauerstöflFs   durch 
Pyrogallnjssäure. 
3-2487  CC.O, 

Demnach  wurden  7-239  CC.  0,  =  0-01035  Grm.  0, 
absorbirt,  also  3- 197^0,. 

VI.  Versuch. 

Der  Versuch  wurde  im  Eudiometer  gemacht  mit  Sauerstoff. 
Angewandtes    feuchtes    Oxybämoglobin   1-6375    Grm.  = 
0-5739  Grm.  trockener  Substanz.  Zusatz  von  25  CC.  57o  Kalilauge. 
Volum  des  SauerstöflFs  vor  der  Absorption: 

r  =  27-2    5=715     D  =  105     r=12    ^  =  10-457 
r**=  20-55  CC. 

Nach  achttägigem  Stehen 

r  =  16-6    5  =  714     r=8-7     ^  =  8-407 
F°  =  14-93  CC.  0,. 

Es  wurden  also  5-62  CC.  0,  oder  1-47^  0,  absorbirt. 

Bestimmungen  mit  CO-Hämoglobinkrystallen. 

I.  Versuch. 

Angewandtes  trockenes  CO-Hämoglobin  0*1888  Grm.  Die 
Krystalle  waren  vorher  sechs  Monate  lang  in  absolutem  Alkohol 
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aufbewahrt.  Die  Form  der  Kiystalle  war  vollkommen  erhalten 
und  im  Polarisationsmikroskope  zeigten  sie  sehr  schönes  Doppel- 
brechen. Sie  worden  ttber  H^SO^  bis  zum  constanten  Gewicht 
getrocknet.  Versuch  mit  Sauerstoff  im  Eudiometer. 
Volum  des  Sauerstoffs  vor  der  Absorption: 

r'  =  46-3     B  =  71S'b    Di=338-5     7=15-6     ^z=13l97 

und  daraus: 

F"  =  21-1381  CC.O,. 

Nach  siebentägiger  Absorption 

r  =  22-2     5=716     r=15-8     ^=13-366 
und  daraus 

F"  =  19-40  CC.O,. 

Es  haben  also  0-1888  Grm.  CO-Hmgl.  1-7367  CC.  = 
0-002483  Grm.  oder  1-31%  0,  absorbirt. 

n.  Versuch. 

Genommen  0- 1545  Grm.  trockener  CO-Hämoglobinkrystalle 
von  derselben  Portion  wie  im  I.  Versuche.  Versuch  im  Eudio- 
meter mit  Sauerstoff. 

Volum  des  Sauerstoffs  vor  der  Absorption: 

r  =  64-a    2)  =  223    5  =  720     T=18     i?  =  15-357 

K"  =  38-2289  CG.  0,. 

Nach  0,- Absorption  nach  neun  Tagen  war  im  Eudiometer: 

r'  =  42-3     5  =  720     r=18     i?  =  15-357 
V'  =  36-793  CC.O,. 

Es  wurden  absorbirt  1-4359  CC.  =  0-00205  Grm.  0, 
oder  1 -3370. 

III.  Versuch. 

Kolbenluft  nach  Zusatz  von  25  CC.  Kalilauge  auf  0**  und 
760 Mm.  Barometerstand  reducirt  =  322  •  5.  Angewandtes  feuchtes 
CO-Hämoglobin  =  0-2396  Grm.  trockener  Substanz. 
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Analyse  der  Eolbenluft  nach  42tägigem  Stehen. 

F'  =  55-3    2)  =  196     rz=ll-3    5=i:718-5    <?  =  9-99 
F"  =  35-81  CC.O,. 

Nach  Absorption  des  Sanerstoflfs  dnrch  Pyrogallnssäare 
blieb  im  Kolben  29-0789  CC.  N,. 

Demnach  betrug  die  Absorption  3-797o-  0,. 

IV.  Versuch. 

Kolbenluft  auf  0**  und  760  Mm.  Barometerstand  reducirt  = 
320-8  CC.  Genommen  0-3154  feuchter  =  0-133  trockener 
CO-Hämoglobinkrystalle. 

Nach   58tägigem  Stehen    Analyse  der  Kolbenluft   ergab: 

r  =  U'6    5  =  712-5    Z>  =  254     r=17-l     i?  =  14-513 

V"  =  24-519  CC.  0,H-N,.  Nach  Zusatz  von  Pyrogallussäure: 
19-746  CC.N,. 

4-773  CC.  0,.  Es  waren  hieraus  4-1  CC.  =0-05863  Grm. 
0,  absorbirt,  was  4-4%  0,  beträgt 

V.  Versuch. 

Angewandte  feuchte  Substanz  =  0*272  Grm.  trockener 
Substanz.  Die  Kolbenluft  auf  0**  und  760  Mm.  Barometerstand 
reducirt  betrug  254-639  CC.  Zersetzung  der  CO-Krystalle  durch 
25  CC.  Kali. 

Nach  34  Tagen  wurde  die  Kolbenluft  analysirt: 

F'  =  25-3     D  =  125     5  =  711-5     7=14-4     ^=12-220 
F**  =  18-1596  CC.N,-4-Oj. 

Nach  Zusatz  von  Pyrogallussäure: 

F=16-6     r=10    5=712    £?  =  9-665 
F**  =  14-798  CC.N,. 

Demnach  wurden  5-75  CC.  0^  oder  3 '027^0,  absorbirt. 

Die  Resultate  aller  meiner  Versuche  über  die  Sauerstoff- 
absorption  durch  alkalische  Hämoglobinlösungen  veranschanlicht 
die  nachfolgende  Zusammenstellung: 
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Oxyhämoglobin  absorbirt  bei  seiner  Zersetzung  Sauerstoff: 
nach    8  Tagen 1  '4  Vo 

«     25      „      319 

r,    30      „      3-79 

„    42      „      4-95 

»49      „      6-0 

„    55      „      6-85 

CO-Hämoglobin  absorbirt  Sauerstoff: 

nach    7  Tagen 1317o 

»      9      „      1-33 

»    34      „      302 

»42      „      3-79 

r,    58      „      4-4 

Ein  Blick  auf  diese  Zahlen  zeigt,  dass  die  Sauerstofif- 
absorption  sowohl  darch  das  Oxy-  sowie  Eohlenoxydhämoglobin 
einfach  von  der  Dauer  des  Versuches  abhängig  ist,  indem 
sie  mit  der  Zeit  stetig  zunimmt  und  selbst  nach  55tägiger 
Einwirkung  nicht  constant  wird.  Da  die  Spaltung  des  Hämo- 
globins in  Eiweiss  und  Hämatin  augenblicklich  bei  der  Auf- 
lösung des  ersteren  in  Alkali  geschieht,  so  ist  die  von  mir 
beobachtete  Sauerstoffabsorption  die  Folge  zweier  verschiedener 
Processe,  und  zwar  erstens  der  Sauerstoffaufnahme  bei  der  Ent- 
stehung des  Hämatins  und  zweitens  unabhängig  davon  statt- 
findender Sauerstoffaufnuhme  durch  das  Eiweiss  in  alkalischer 
Lösung.  Durch  die  Untersuchungen  vonNencki  und  Sieb  er  ^ 
„Über  die  physiologische  Oxydation"  ist  es  bekannt,  dass 
Eiweiss,  sei  es  in  fixen  oder  kohlensauren  Alkalien  gelöst,  schon 
bei  der  Bruttemperatur,  rascher  beim  Kochen  Sauerstoff  absorbirt 
und  darauf  ist  es  zurttckzuftthren,  dass  in  meinen  Versuchen 
während  und  lange  nach  vollständiger  Auflösung  des  Hämo- 
globins noch  immer  weiter  Sauerstoff  absorbirt  wurde.  Dass  das 
entstandene  Hämatin  in  alkalischer  Lösung  selbst  weiter  Sauer- 
stoff absorbire,  ist  bei  der  Beständigkeit  dieses  Farbstoffes 
gegen  Alkalien  ganz  unwahrscheinlich. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Thatsache,  dass  Eohlen- 
oxydhämoglobin stets  weniger  Sauerstoff  aufnimmt  als  die  Oxy- 


1  Journal  f.  prakt.  Chemie,  Bd.  XXVI,  S.  10. 
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verbindang  und  wahrscheinlich  werden  derartige  Bestimmungen 
mit  den  anderen  Hämoglobinarten  ähnliche  Differenzen  aufweisen. 

Um  nun  zu  erfahren,  wie  viel  Sauerstoff  bei  der  Umwand- 
lung von  Oxyhämoglobin  in  Eiweiss  und  Hämatin  absorbirt 
wurde,  musste  die  Zersetzung  der  Hämoglobinkrystalle  durch 
Säuren  geschehen,  da  nach  den  Versuchen  von  Nencki  und 
Sieb  er  ^  Eiweiss  in  saurer  Lösung  keinen  Sauerstoff  absorbirt. 

Zunächst  hatte  ich  zu  untersuchen,  welche  Säure  und  in 
welcher  Concentration  sich  zu  der  Zersetzung  eigne.  Feuchte 
Hämoglobinkrystalle  wurden  einerseits  mit  57o,  l7o»  ^'^Vo  ^^^ 
0-17o  Schwefelsäure,  andererseits  mit  Oxalsäure  von  gleichen 
Concentrationen  übergössen  und  geschllttelt  Am  geeignetsten 
für  meinen  Zweck  zeigte  sich  die  Schwefelsäure  von  1  pro  Mille, 
indem  erst  bei  dieser  Verdünnung  das  Hämoglobin  sich  all- 
mälig  klar-  und  ohne  Gerinnselbildnng  löste.  Die  anfangs  hell- 
rothe  Farbe  der  Lösung  geht  sehr  bald  in  die  braunrothe  Nuance 
des  Hämatins  über.  Concentrirtere  Mineralsäuren  coaguliren 
das  Hämoglobin  und  das  oberflächlich  entstandene  Gerinnsel 
verhindert  den  Sauerstoffzutritt  zu  den  eingeschlossenen  Partikeln. 
Von  37o  bis  57©  Oxalsäure  wird  das  Oxyhämoglobin  ebenfalls 
gelöst  und  zersetzt,  jedoch  nicht  so  vollständig  als  wie  das  mit 
der  Schwefelsäure  der  Fall  ist. 

Die  Versuche  wurden  in  mit  Sauerstoff  über  Quecksilber 
gefülltem  Eudiometer  aasgeführt.  Um  der  vollständigen  Zer- 
setzung sicher  zu  sein,  wurden  nach  erfolgter  Auflösung  der 
Krystalle,  noch  einige  Cubikcentimeter  ViVo  Schwefelsäure  zu- 
gesetzt. Nach  vollendeter  Zersetzung,  wenn  keine  Sauerstoff* 
absorption  zu  merken  war,  wurde  die  saure  Flüssigkeit,  um  etwa 
entstandene  Kohlensäure  zu  binden,  durch  Zusatz  von  einem  Kali- 
stttckchen  alkalisch  gemacht,  sodann  das  Eudiometer  in  Wasser 
übertragen  und  das  rückständige  Sauerstoffvolumen  abgelesen. 

Die  so  ausgeführten  Bestimmungen  gaben  mirfolgende  Zahlen: 

L  Versuch. 

Genommen  1  1999  feuchtes  Oxyhämoglobin  =  0*4205  Grm. 
trockener  Substanz.  Zugesetzt  etwa  30  CG.  17(jo  ^^fSO*- 


1  L.  c. 
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Vor  der  Absorption  war  im  Eadiometer  Sauerstoff: 

F'=45     5  z=  714-5     D  =  200     T=9     e  —  S'bl 
r^  =  29  CC.  0,. 

Nach  vier  Tagen  war  im  Eudiometer  0,: 

F'z=30     r=14-3     5=719-5     ^  =  12-14 
r  =26-53  CC.O,. 

Die  Absorption  betrug  demnach  0-847o  0,. 

n.  Versuch. 

Angewandt  0  •  6757  Grm.  feuchter  Oxykrystalle =0-257  Grm. 
trockener  Substanz.  Zersetzt  mit  25  CC.  l^oo  ^^tSO^  mit  nach- 
herigem  Zusatz,  von  circa  2  CC.  */«%  H^SO^.  Dauer  des  Ver- 
suches sechs  Tage. 

Sauerstoff  im  Eudiometer  vor  der  Absorption : 

F'  =  29    Z>  =  89    5  =  712     r=17     ö=  14-421 
r  =21-59  CC.O, 

nach  der  Ahsoi*ption: 

F'  =  21-4    5  =  715     r  =  5-7     ^  =  6-857 
F*^  =  19-53  CC.O,. 

Demnach  wurden  1  •  1497o  Oj  absorbirt. 

in.  Versuch. 

Angewandte  feuchte  Oxykrystalle  1  •  1995  Grm.  =  0  •  457  Grm. 
trockener  Substanz.  Zusatz  von  30  CC.  17oo  H,S04  "^^  nachher 
circa  2  CC.  7,7^  H^SO^. 

Volum  des  Sauerstoffs  vor  der  Absorption: 

r  =  37-5    2)  =  297     r  =  17     5=712    ^=14-421 
F**  =  18-60  CC.O, 

Bach  der  Absorption  nach  acht  Tagen: 

F'  =  17     5  =  716     r  =  10-2    e  =  9-288 
F*»  =  15-238  CC.O,. 

Sltzb.  d.  mathein.-xutunr.  Ol.  XCV.  Bd.  U.  Abth.  34 
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Also  wurden  l'0547o  absorbirt. 

Es  wurden  demnach  in  den  drei  Versuchen  absorbirt: 

nach  4  Tagen 0-84  ^/^ 

„    6       ,      115 

.    8       „       1-054 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  Bestimmungen  ziemlich  unter- 
einander. Im  ersten  Versuche,  wo  etwas  grössere  Hämoglobin- 
menge 1-1999  feuchter  =0-4205  Grm.  trockener  Substanz 
nur  vier  Tage  lang  in  der  sauren  Liösung  gestanden  ist,  ist 
die  Quantität  des  absorbirten  Sauerstoffs  ein  wenig  kleiner.  Da 
nach  achttägigem  Stehen  grössere  Menge  der  Substanz  nicht 
mehr  Sauerstoff  absorbirte,  als  die  kleinere  Menge  nach  sechs 
Tagen,  so  ist  der  Schluss  wohl  berechtigt,  dass  die  Zersetzung 
des  Hämoglobins  und  die  Sauerstoffaufnahme  vollendet  war.  Im 
Mittel  aus  den  drei  Bestimmungen  würden  danach  100  Grm. 
trockenen  Hämoglobins  beim  Zerfall  in  Eiweiss  und  Hämatin 
1  -014  Grm.  Sauerstoff  absorbiren.  Das  Mittel  aus  den  zwei  letzten 
Bestimmungen  ist  gleich  1  •  1  Grm.  0^  für  100  Grm.  Hämoglobin. 

Am  Schluss  erlaube  ich  mir  meinem  hochverehrten  Lehrer, 
Herrn  Professor  Nencki,  meinen  besten  Dank  für  die  liebens- 
würdige Unterstützung  bei  der  Ausführung  dieser  Arbeit  aus- 
zusprechen. 
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Mol  aus  Dichloräther  und  Amlin. 

Von  J.  Berlinerblau. 

Trotz  der  verschiedenen  Bildungsweisen  des  Indols,  die  in 
den  letzten  Jahren  beschrieben  worden  sind,  ist  dieser  Körper 
ein  theueres  und  in  grösseren  Mengen  schwierig  zu  beschaffendes 
Präparat.  Fischer's  *  schöne  Synthese  von  Indolderivaten  aus 
Phenylhydrazin  und  Aldehyden  gelingt  gerade  beim  Indol  „par 
excellence"  nicht;  da  alle  Versuche  den  letzten  Körper  aus  dem 
Äthylidenphenylhydrazin  mit  Hilfe  von  Chlorzink  zu  gewinnen, 
erfolglos  geblieben  sind.  Vor  Kurzem  haben  Mauthner  und 
Snida  *  durch  trockene  Destillation  des  Barytsalzes  der  ziemlich 
leicht  zu  beschaffenden  Oxal-o- Toi uidsäure  Indol  erhalten 
und  es  dttrfte  diese  Methode  vor  allen  bisherigen  den  Vorzug 
verdienen.  In  Folgendem  will  ich  ein  Verfahren  beschreiben,  das 
bedeutend  billiger  und  auch  zur  Darstellung  grösserer  Mengen 
Indols  besonders  geeignet  ist  Herr  Prof.  Nencki  hatte  gelegent- 
lieh beobachtet,  wie  heftig  Bichloräther  auf  Anilin  reagirt  und 
bemerkte,  dass  schon  beim  Erhitzen  dieser  beiden  Agentien  hn 
Röhrehen  Indol  entsteht.  Herr  Prof.  Nencki  hatte  die  Freund- 
hehkeit,  mir  das  Studium  dieser  Reaction  zu  überlassen. 

Es  schien  mir  wahrscheinlich,  dass  bei  der  Einwirkung  von 
Monochloraldehyd  auf  Anilin  unter  Wasser-  und  Salzsäure-Aus- 
tritt Indol  entstehen  könnte,  nach  der  Gleichung: 

C^H^NH,  -h  CH^Cl— Cjj  =iC^H,N  +  H,0  +  HCl. 

Dichloräther  zerfällt  mit  Wasser  in  Monochloraldehyd,  Alko- 
hol und  HCl  und  es  liess  sich  erwarten,  dass  nicht  allein  aus 


1  Berliner  Ber.  1886.  S.  1563. 

«  Monatshefte  L  Chem.  Bd.  7,  S.  238. 1886. 
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reinem  Chloraldehyd,  sondern  auch  direct  aas  Dichloräther  mit 
Wasser  und  Anilin  Indol  erhältlich  sei.  In  der  That  führen  beide 
Wege  zum  gewünschten  Ziele. 

Unter  Anwendung  von  Monochloraldehyd  fllhrt  folgendes 
Verfahren  zur  Gewinnung  von  Indol: 

Zwei  Gewichtstheile  Anilin  werden  mit  einem  Gewichts- 
theile  Monochloraldehyd  am  Rückflusskühler  erhitzt,  bis  der 
Geruch  nach  letzterem  verschwunden  ist;  hierauf  wird  das  ent- 
standene Wasser  abdestillirt  und  der  Rückstand  nach  einigen 
Stunden  auf  210*"  bis  230''  erhitzt  Aus  der  entstandenen 
Schmelze  kann  das  Indol  mit  Wasserdärapfen  überdestillirt  und 
als  pikrinsaures  Indol  abgeschieden  werden. 

Wendet  man  den  viel  billigeren  Dichloräther  an,  so  ist  fol- 
gendes Verfahren  zu  empfehlen: 

In  einem  geräumigen  Kolben  werden  50  Grm.  Anilin  mit 
dem  gleichen  Volumen  Wasser  auf  dem  Sandbade  am  Rückfluss- 
kühler zum  Kochen  erhitzt  und  hierauf  aus  einem  Tropftrichter 
25  Grm.  Dichloräther  nach  und  nach  zugegeben.  Dann  wird  die 
Flüssigkeit  noch  etwa  eine  Stunde  im  Kochen  erhalten  und  hier- 
auf das  Wasser  und  überschüssiges  Anilin  abdestillirt.  Das  Reac- 
tionsproduct  wird  nunmehr  in  gleichem  Kolben  4 — 6  Stunden 
lang  auf  210''  bis  230**  erhitzt.  Aus  der  erkalteten  Schmelze 
kann  das  Indol  wiederum  mit  Wasserdampf  übergetrieben  werden. 

Der  Schmelzpunkt  des  so  erhaltenen  Indols  ist  bei  52''  und 
zeigt  das  Präparat  alle  die  charakteristischen  Indolreactionen. 

Ich  beabsichtige  grössere  Mengen  von  Indol  mir  auf  diese 
Weise  zu  verschaflFen  und  das  Studium  einiger  Derivate  auf- 
nehmen, welche  Prof  Nencki  darstellte  als  er  vor  mehr  als 
10  Jahren  Indol  aus  Eiweiss  erhielt.  Es  ist  dies  namentlich  das 
salpetersaure  Nitrosoindol,  das  die  Zusammensetzung: 

C.H.<">H 


./%, 


NncohwOjH 


0,H,^       >CH 
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hat,  sowie  die  daraas  erhaltene  Imidoyerbindung:  ^ 


>NH 


und  die  ans  dieser  Verbindung  resultireuden  Farbstoffe. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  nach  der  jetzigen  Auffassung  das 
Nitrosoindol  eine  Isonitrosoverbindung  ist.  Wie  man  hieraus 
ersieht,  hatte  Nencki,  lange  bevor  V.  Meyer  den  Unterschied 
zwischen  den  wahren  Nitroso-  und  Isonitrosokörpern  statuirte, 
das  Nitrosoindol  als  eine  Oxymidoverbindung  aufgefasst. 

Für  physiologische  Untersuchungen  sind  jetzt  sowohl  das 
Indol  wie  Skatol  leicht  zugänglich.  Skatol  ist  nach  Fischer 
leicht  erhältlich  und  als  der  specifische  fäcale  Riechstoff  gegen 
frühere  Zweifel*  von  ihm  rehabilitirt  worden. 

Die  Bildung  von  Indolen  aus  Dichloräther  und  aromatischen 
Aminen  ist  eine  allgemeine  Reaction.  Wie  aus  Obigem  hervor- 
geht, bedarf  es  aber  dazu  einer  längeren  Einwirkung  bei  hoher 
Temperatur,  und  es  war  von  Interesse,  diejenigen  Reactionspro- 
ducte  zu  untersuchen,  welche  entstehen,  ehe  die  Indolbildung 
eintritt.  Wird  nämlich  Bichloräther  durch  Erwärmen  mit  Wasser 
zerlegt  und  die  erhaltene  wässerige  Lösung  mit  einer  ebenfalls 
wässerigen,  stark  verdünnten  Anilinlösung  vermischt,  so  entsteht 
nach  einiger  Zeit  beim  ruhigen  Stehen  in  Form  eines  weissen, 
flockigen  Niederschlages  eine  neue  Verbindung,  die  weiter  unten 
beschrieben  werden  soll.  Ahnlich  verhalten  sich  auch  die  dem 
Anüin  homologe  Basen,  doch  haben  wir  bis  jetzt  nur  die  Producte 
aus  Anilin  und  p-Toluidin  analysirt.  Der  Beschreibung  dieser 
Producte  will  ich  einige  allgemeine  Bemerkungen  vorausschicken. 
Es  ist  bekannt,  dass  bei  der  Zerlegung  des  Bichloräthers 
durch  Wasser,  Alkohol  und  Salzsäure  abgespalten  werden,  wobei 


1  Siehe  Nencki,  Berl.  Ben,  1875.  S.  1518. 

2  Berliner  Berichte,  1880.  S.  2340. 
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Monochloraldehyd  entsteht^  welches  aber  leicht  weitere  Conden- 
sationen  eingeht,  ^  Die  nächst  liegende  Annahme  wäre  die,  dass 
sofort  nach  Zerlegung  des  Bichloräthers  die  Base  sich  an  den 
entstandenen  Chloraldehyd  anlegt  nach  Art  des  Aldehyd- 
ammoniaks : 

C^  +  NH,R=COH 
I  "■  I  NHR 

CH,C1  CHjCl 

der  Niederschlag  hat  aher  die  empirische  Zusammensetzimg 
C,H,C1NB;  es  findet  somit  eine  Condensation  unter  Wasserans- 
tritt statt  und  die  wahrscheinlichste  Constitution  dieser  Verbin- 
dung ist: 

I  ^Nß 
CH,CI. 

Wir  haben  mehrere  Keactionen  zur  Ermittlung  der  wahren 
Constitution  dieser  Verbindung  vorgenommen,  jedoch  bis  jetzt 
ohne  Erfolg,  da  die  Beactionsproduete  alle  amorph  und  durchaus 
nicht  einladend  zur  Analyse  waren.  Es  sei  nur  erwähnt,  dass  es 
uns  hauptsächlich  daran  gelegen  war,  festzustellen,  ob  in  dem 
Körper  die  Bindung 

CC         oder  \C  — NHR 

I  ^Nß  I 

vorhanden  sei.  Das  acetylirte  Product  war  rein  nicht  zu  erhalten, 
hingegen  konnten  wir  constatiren,  dass  durch  Behandlung  mit 
KNO,  und  verdünnter  HCl  ein  amorpher  Körper  resultirte, 
welcher  mit  Phenol  und  concentrirter  HjS04'die  Liebermann', 
sehe  Beaction  gab.  Trotzdem  will  ich  vorläufig  annehmen,  dass  die 
Condensation  in  oben  der  angegebenen  Weise  stattfinde  und  den 


1  In  Bezag  auf  die  genaue  Beschreibung  des  Verhaltens  von  Bichlor- 
äther  zu  Wasser  verweise  ich  auf  die  Arbeit  von  Konrad  Natterer  in  den 
Wiener  Sitzber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  XI.  Bd.  JuUheft,  1884. 
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resoltirenden  Körper  als  eine  MonocUoräthyliden-Verbindang 
bezeiehnen. 

Lässt  man  auf  diese  letztere  Verbindung  wieder  2  Moleküle 
einer  Base  einwirken,  fUr  die  ich  als  allgemeinen  Ausdruck 
NH  (Bi)  setzen  will,  so  erhält  man  einen  amorphen  Körper  von 
Aet  Zusammensetzung: 

TT  TT 

^  =  ^(^)    Z.B.    C=NCeH, 
CHjNH(Ri)  CHjNHCßHs. 

Diese  Verbindung  ist  nun  von  grosser  Wichtigkeit  fllr  die 
Erklärung  unserer  Indolbildung.  Erhitzt  man  sie  nämlich  län- 
gere Zeit  bei  höherer  Temperatur,  so  bildet  sich  Indol  unter 
Abspaltung  von  Anilin.  An  der  Hand  dieser  Thatsache  war  es 
von  Interesse  zu  untersuchen,  welche  von  den  beiden  Anilin- 
gruppen im  Indol  verbleibt.  Ich  kann  gleich  vorausschicken,  dass 
nach  unseren  bisherigen  Versuchen  die  neu  hinzutretende  Gruppe 
(NHBi)  Indol  bildend  ist;  allein  in  einem  Falle,  nämlich  durch 
Einwirkung  von  trockenem  Ammoniak  bei  höherer  Temperatur 
auf  das  Monochloräthylidenanilid,  haben  wir  auch  aus  dieser  Ver- 
bindung Indol,  wenn  auch  nur  in  sehr  geringen  Spuren,  erhalten. 

Die  Spaltung  der  Verbindung 

H 


k 


kann  nnn  in  zweierlei  Weise  stattfinden ;  entweder  in 
CHv 

11  ?(-^ 

11      .NH 
CH/ 


oder  in 


CB 


CH 


\  R,(-H) 

/_        +NH,R, 


NH 
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wählt  man  daher  R^  verschieden  von  Ä,  so  wird  das  resultirende 
Indol  zwischen  diesen  zwei  Möglichkeiten  entscheiden.  Die  Ver- 
suche in  dieser  Biehtung  würden  sich  mannigfach  variiren  lassen. 
Ich  habe  bis  jetzt  nur  wenige  anstellen  können,  von  denen  zwei 
sofort  fUr  den  oben  aufgestellten  Satz  entschieden  haben :  1.  in- 
dem durch  längeres  Erhitzen  von  Monochloräthylidenanilid  mit 
2  Molekülen  p-Toluidln  das  Toluindol  resultirte,  und  2.  Monochlor- 
äthyliden-p-Tolnid  mit  2  Molekülen  Anilin  das  gewöhnliche  Indol 
ergaben. 


1) 


H  H 

C=NC,H.     „^  H  CH,  1_  C  =  NC,H, 


■2^A 


CHjCl 


NH,4- 


CHjNHCgH^CH, 
Zwischenprodaot, 


OH. 


N^eHjCH, 

/       +C,H5NH, 
/NH 
CH/ 

Toluindol, 


2) 


H  4  1  H 

C  =  NCgKCH,  _  C  =  NCgKCH,. 

I  H-2C,HjNH,-| 

CHjCl  CHjNHCgHs 

Zwischenprodnct,  Zwischenprcdnct, 

CHv 

\CH, 
/     +C,H,CH3NH, 

/NH 
CH/ 

IndoL 


leb  habe  ebenfalls  o-ToMdin  auf  Monochlorätbylidenanilid 
einwirken  lassen,  das  erhaltene  Indol  aber  nicht  aualysirt,  jeden- 
falls ist  es  nicht  das  gewöhnliche,  weil  es  sich  mit  HNO,  nicht 
roth,  sondern  gelb  färbt,  wie  anch  das  ^-Toluindol. 
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Wenn  ich  nun  auf  diese  vorläufig  kurze  Weise  versucht  habe^ 
«in  Bild  der  Indolentstehung  aus  Bichloräther  und  den  aromati- 
schen Aminen  zu  geben,  so  muss  ich  jedoch  gestehen^  dass  die 
Ausbeute  an  den  Indolen  leider  weit  hinter  diesen  theoretischen 
Erwartungen  zarttcksteht«  Am  besten  ist  noch  die  Ausbeute  aus 
der  directen  Einwirkung  des  Monochloraldehyds  oder  des 
Bichloräthers  auf  4  Moleküle  der  betreffenden  Base. 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  durch  ZnCl^^  keine  bessere  Indol- 
bildung  aus  den  Zwischenproducten  erzielt  werden  konnte. 

In  obigem  Sinne  soll  diese  Untersuchung  weiter  in  aus- 
gedehnterem Massstabe  fortgesetzt  werden. 
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Über  die  bei  der  Molbildung  aus  Bichlorather  und 
aromatischeii     Aminen     entstehenden     Zwischen- 

producte. 

Von  J.  Berlinerblan  und  H.  PolULiey. 

In  Folgendem  wollen  wir  die  Darstellung  und  Eigenschaften 
der  bei  der  Einwirkung  des  Bichloräthers  auf  Anilin  und  p-Tolm- 
diu  intermediär  entstehenden  Producte  kurz  beschreiben.  Eine 
eingehendere  Untersuchung  dieser  und  ähnlicher  Verbindungen 
beabsichtigen  wir  im  nächsten  Sommer  fortzusetzen. 

Monochloräthylidenanilid. 

Zur  Darstellung  dieser  Substanz  werden  zweckmässig  auf 
1  Gewichttheil  Bichlorather  2  Gewichttheile  Anilin  angewendet^ 
beides  in  7«  bis  %  Procent  wässeriger  Lösung.  Der  Bichlorather 
wird  zunäclist  mit  gleichem  Volumen  Wasser  tüchtig  geschüttelt, 
bis  unter  Wärmeentwicklung  Lösung  eintritt,  hierauf  noch  mit 
der  nöthigen  Quantität  Wasser  versetzt  und  etwa  15  bis  30 
Minuten  gekocht;  sobald  die  Lösung  erkaltet,  was  zweckmässig 
durch  Kühlen  beschleunigt  wird,  giesst  man  die  wässerige  Anilin- 
lösung hinzu.  Nach  wenigen  Augenblicken  tritt  Trübung  ein  und 
nach  10  bis  24  Stunden,  je  nach  der  angewandten  Menge,  hat 
sich  der  Niederschlag  vollständig  abgesetzt.  Das  Filtrat  kann 
wieder  zur  Lösung  des  Anilins  für  die  nächste  Operation  ver- 
wendet werden. 

Nimmt  man  reines  rectificirtes  Anilin  und  frischen  Bichlor- 
ather (von  Kahlbaum),  so  resultirt  ein  analysenreines  Producta 
Dasselbe  wird  zunächst  mit  ein  wenig  HCl-halfigem  Wasser 
und  hierauf  mit  destillirtem  kalten  Wasser  so  lange  gewaschen, 
bis  keine  Reaction  auf  Chlor  mehr  eintritt.    Die  Ausbeute  ist  fast 
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theoretisch.  Dieser  neae  Körper  ist  amorph,  frisch  dargestellt, 
weiss,  läuft  aber  mit  der  Zeit  gelb  an.  Schmelzpunkt  86**  bis  87*. 
Unlöslich  in  Wasser,  leicht  löslich  in  Alkohol,  schwieriger  in  Äther. 
Trocknet  man  ihn  im  Luftkasten  bis  znm  constanten  Gewicht,  so 
bildet  es  ein  rothbraunes  Pulver,  von  Schmelzpunkt  135**  bis  136**, 
welches  etwas  schwieriger  in  Alkohol  löslich  ist.  Die  Analyse 
der  so  getrockneten  Verbindung  ergab  Zahlen,  die  mit  der  Formel 
CgHgNCl  tibereinstimmen. 
0-2065  Grm.  Substanz  gaben  0-4758  CO^  und  0-1048H2O  oder 

62-84  7^  C  und  5-63  7oH. 
0-5081    Grm.  Substanz  im  Zulkowsky'schen  Apparate  gaben 

41.5CC.  N-gas  bei  16*^  und  714  Mm.  Bestimmung  über 

25  Vo  Kalilauge  oder  9-46  7,  N. 
0-4105  Grm.  Substanz  mit  NO3H  und  NOjAg  im  zugeschmolzenen 

Rohre  erhitzt  gaben  0*3788  Grm.  AgCl  oder  22*83  7^  Cl. 
Theorie  Gefunden 

C 62-54  62-84 

H 5-21  5-63 

N 9-12  9-46 

Cl 2313  22-83 

Es  liegt  hier  wahrscheinlich  eine  Polymerisation  vor,  welche 
durch  Erhitzen  über  den  Schmelzpunkt  vor  sich  zu  gehen  scheint; 
denn  operirt  man  in  concentrirteren  Verhältnissen  und  unter 
Anwendung  von  Wärme,  so  resultirt  direct  bei  der  Einwirkung 
des  Bichloräthers  auf  Anilin  die  bei  135**  bis  136**  schmelzende 
Modification. 

Die  Versuche  zur  genaueren  Ermittlung  der  Constitution 
dieser  Verbindung  haben,  wie  schon  in  der  vorhergehenden  Mit- 
tbeilnng  angedeutet,  keine  positiven  Resultate  ergeben.  Auf- 
fallend ist  nur  die  Thatsache,  dass  durch  Behandlung  mit  ENO^ 
und  verdünnter  HCl  in  der  Kälte  sich  ein  gelbgrauer  amorpher 
Körper  bildet,  der  mit  Phenol  und  concentrirter  H^^SO^  anfänglich 
grüne  und  dann  eine  schön  grünblaue  Lösung  gibt;  diese  Farbe 
verändert  sich  auch  nach  langem  Stehen  nicht  mehr.  Durch  Ver- 
dünnen mit  Wasser  geht  sie  in  roth  über,  neutralisirt  man  aber 
diese  saure  Lösung  mit  Alkali,  so  erscheint  wieder  die  grüne 
Farbe.  Obwohl  nun  diese  Reaction  auf  eine  Nitrosoverbindung 
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hindeutet,  so  können  wir,  da  ja  dieses  Produet  noch  nicht  unter- 
sucht und  analysirt  wurde,  nicht  ohneweiters  behaupten,  es  sei 
diese  Keaction  ein  Beweis  daftlr,  dass  eine  Imidoverbindung^ 
^CNHCgHö  vorliegt.  Vielmehr  wollen  wir  die  einfache  Fonnel 


CH 


h 


=NCgH5  beibehalten,   nach  welcher   die  zweiwerthige 


H,C1 
Monochloräthylidengruppe,  zwei  Wasserstoffe  im  Anilin  vertritt. 

Aus  diesem  EOrper  Indol  ohne  Anwendung  aromatischer 
Amine  darzustellen,  gelang  uns  nur  in  einem  Falle.  Wir  haben 
in  diesem  zum  Schmelzen  erhitzten  Körper  trockenes  Ammoniak 
eingeleitet;  es  entwickelten  sich  alsbald  dicke  Wolken  von 
Salmiak.  Diese  Einwirkung  hörte  aber  nach  wenigen  Augen- 
blicken auf.  Alsdann  haben  wir  bei  starker  Überhitzung  der 
Schmelze  mit  Wasserdampf  destillirt.  Es  sind  nur  geringe  Spuren 
von  Indol  übergegangen. 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  diese  Verbindung  isomer  ist  mit 
der  von  Wallach*  aus  Acetanilid  und  PCL  erhaltenen: 

CH3-CCI 

XCeH,. 

AnUidoathylidenanUid. 

Zur  Darstellung  dieses  Körpers  haben  wir  ein  Molekül 
(4  Grm.)  des  Monochloräthylidenanilids  mit  zwei  Molekülen 
(5  Grm.)  Anilin  in  einem  kleinen  Kolben  auf  dem  Sandbade 
erhitzt;  zunächst  bildet  sich  eine  klare  Lösung  und  bei  140''  bis 
150*  tritt  eine  ziemlich  lebhafte  Beaction  ein.  Man  erwärmt 
nur  noch  kurze  Zeit.  Nach  dem  Erkalten  bleibt  eine  dunkel- 
braunroth  gefärbte  zähe  Masse,  welche  sich  in  wenig  heissem 
Alkohol  vollständig  löst,  und  in  der  Kälte  theilweise  wieder  ahs 
ein  amorpher  brauner  Niederschlag  ausscheidet. 

Dieser  Niederschlag  wurde  nun  mit  wässerigem  Alkohol 
gewaschen  und  im  Exsiccator  getrocknet.  Die  Analyse  ergab 
folgende  Zahlen: 


1  Ann.  1884,  86. 
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0-1784  Gmn.  Substanz  gaben  0-6237  CO,  und  0-1115  H,0 

oder  8006  »/„  C  und  6-94  »/„  H. 
0*2257  Grm.   Substanz  im  Znlkowsky'schen  Apparate  gaben 

25-9  CC.  N-gas  bei  13-7"  und  711  Hm.  Bestimmung  Aber 
25  7„  KaliUuge  oder  13-21  •/,  N. 

Theorie 

c rrio^oö 

H 6-66 

N 13-34 

Somit  stimmen  die  Zahlen  auf  die  Verbindung 
C=NC-H, 

CHjNHCeHs 
Der  Körper  ist  ziemlich  leicht  löslich  in  Alkohol  and  Äther; 
Schmelzpunkt  103**  bis  105 ''.  Derselbe  ist  isomer  mit  Äthenyl- 
diphenylamin:^ 

\nHC,H.. 

Diese  Verbindung  haben  wir  auch  direct  durch  Einwirkung 
von  1  Theil  Bichloräther  auf  4  Theile  Anilin  in  der  Wärme 
erhalten;  das  so  dargestellte  Product  schmolz  bei  105"^. 

Um  von  diesem  Körper  aus  zum.  Indol  zu  gelangen,  haben 
wir  2  Grm.  desselben  in  einer  Retorte  unter  vermindertem  Druck 
Ober  200*"  erhitzt,  es  fand  sich  etwas  Indol  und  Anilin  in  der 
Vorlage ;  reichlicher  haben  wir  noch  Indol  erhalten  durch  nach- 
herige Destillation  des  Betortenrttckstandes  mit  überhitztem 
Wasserdampf. 

Honochlor&thyliden-p-toMd  cC   ^t^fiT^r 

I  ^N 
CH,C1 

Mit  der  Darstellung  dieser  Verbindung  hat  sich  speciell  Herr 
stnd.  phil.  Reicher  im  hiesigen  Laboratorium  befasst. 

1  Ibid.;  A.W.  Hofmann,  Zeitschr.  f.  Chem.  1866,  161  nnd  Lipp- 
mann,  Ber.  d.  dentach.  chem.  Ges.  7,  541. 
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22  Grm.  Bichloräther  werden  mit  20  CC.  Wasser  unter 
kräftigem  Schütteln  gelöst,  hierauf  mit  noch  180  CC.  Wasser 
versetzt  und  auf  dem  Wasserbade  20  bis  30  Minuten  gekocht. 
Andererseits  werden  33  Grm.  j9-Toluidin  in  wenig  Alkohol 
gelöst^  in  1  Liter  Wasser  suspendirt  und  hierauf  sofort  in  die 
obige  Lösung  von  Bichloräther  unter  Umschwenken  nach  und 
nach  gegossen.  Im  Anfang  ist  die  Lösung  klar,  in  dem  Moment 
aber,  wo  sich  deutliche  Trübung  zeigt,  wird  der  Rest  schnell 
hineingebracht  und  durch  ein  Faltenfilter  möglichst  rasch  filtrirt. 
Das  Filtrat  trübt  sich  immer  mehr  und  nach  etwa  4  bis  5  Stunden 
ist  ein  reichlicher  weisser  Niederschlag  vorhanden;  derselbe 
wurde  wie  oben  gereinigt  und  im  Exsiccator  getrocknet.  Die 
Analyse  ergab  folgende  Zahlen: 

Angewendete  Substanz:  0-127.  Gefunden  CO^  =0-3015 
H,O=00726. 

Zur  N-Bestimmung  angewendete  Substanz  =  0"  1416 

Vol  =  11  CC. 
t  =  20* 

B  =  712  Mm. 

Theorie 
für  C9H10CI  Gefunden 

C,,^7^64^^  64-7 

H 5-97  6-3 

N 8-35  8-4 

Cl  ....21-21 

Dieser  Körper  ist  änsserlich  nicht  von  Monochloräthyliden- 
anilid  zu  unterscheiden  und  in  Alkohol  und  Äther  ebenfalls 
lösUch. 

Schmelzpunkt  58*.  Auch  diese  Verbindung  ist  bis  jetzt  noch 
nicht  genauer  untersucht  worden ;  sie  bildet  mit  Anilin  wie  auch 
mit  Toluidin  chlorfreie  Producte.  Mit  überschüssigem  Anilin 
längere  Zeit  auf  200*  bis  230*  erhitzt,  bildet  sie  eine  dunkel- 
rothbraune  Schmelze,  aus  der  mit  Wasserdampf  gewöhnliches 
Indol  überdestillirt. 
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IX.  SITZUNG  VOM  31.  MÄRZ  1887. 


Der  Secretär  legt  Dankschreiben  ftlr  die  Betheilung 
mit  den  von  der  kaiserlichen  Akademie  heransgegebenen  Pnbli- 
cationen  über  die  österreichische  Polarstation  Jan  Mayen 
Tor,  und  zwar  von  Sr.  Excellenz  dem  königl.-ungar.  Minister- 
präsidenten Herrn  Koloman  Tisza  von  Borosjenö  und  von 
Sr.  Excel  lenz  dem  königl.-ungar.  Gouverneur  von  Fiume  Herrn 
Grafen  August  Zichy  von  Visonykeö. 

Se.  Excellenz  der  Herr  Beichs-Finanz-Minister 
spricht  seine  Bereitwilligkeit  auS;  die  von  dem  Director  der  k.  k. 
nautischen  Schule  in  Lussin  piccolo,  Herrn  Eugen  Gel  eich,  mit 
Unterstützung  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
beabsichtigte  Bereisung  von  Bosnien  und  der  Herzegowina  zum 
Zwecke  erdmagnetischer  Untersuchungen  durch  die 
Behörden  und  öffentlichen  Organe  dieser  Länder  in  thunlichster 
Weise  fördern  lassen  zu  wollen  und  übermittelt  gleichzeitig  eine 
zu  Händen  des  Herrn  Gel  eich  ausgefertigte  Offene  Ordre  des 
k.  und  k.  Reichs-Finanz-Ministeriums. 

Das  Harvard  College  Observatory  in  Cambridge^ 
Mass.^  U.  8.  A.,  macht  die  Mittheilung,  dass  der  dort  verstorbene 
Mr.  üriah  A.  Boy  den  diesem  Institute  eine  Summe  von 
230.000  Dollars  (Boyden-Fund)  gewidmet  habe,  und  zwar  zum 
Zwecke  der  Errichtung  eines  so  hochgelegenen  astronomischen 
Observatoriums,  dass  dasselbe  den  atmosphärischen  Einflüssen 
gewöhnlicher  Observatorien  nicht  ausgesetzt  ist.  Zugleich  ersucht 
das  genannte  Institut  die  kaiserliche  Akademie  uni  gefällige  Mit- 
theilung solcher  Informationen,  welche  fUr  die  Lösung  dieser 
Aufgahe  nützlich  sein  könnten. 
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Das  w.  M.  Herr  Prof.  v.  Barth  übersendet  eine  Arbeit: 
„Zur  Kenntniss  der  Oxydationsproducte  des  Pya- 
Pya-Di  Chi  nolyls",  welche  von  den  Herren  Prof.  Dr.H.Weidel 
und  Dr.  Jnl.  Wilhelm  ausgefllhrt  wurde. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  E.  Mach  in  Prag  über- 
sendet eine  Arbeit  des  Herrn  H.  Lnggin:  „Eine  einfache 
Methode  zur  Vergleichung  magnetischer  Felder." 

Femer  tibersendet  Herr  Prof.  Mach  eine  im  physikalischen 
Institute  der  deutschen  Universität  zu  Prag  ausgeführte  Arbeit 
des  Assistenten  Herrn  G.  Jaumann:  „Über  ein  Schutzring- 
elektrometer mit  continuirlicher  Ablesung." 

Das  w.  M.  Herr  Professor  E.  Weyr  übersendet  eine  Ab- 
handlung von  Herrn  Regierungsrath  Professor  Dr.  F.  Mertens 
in  Graz:   „Über  invariante  Gebilde  ternärer  Formen." 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  L.  Boltzmann 
übersendet  eine  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Albert  von  Ettings- 
hausen  in  Graz:  „Die  Widerstandsveränderungen  von 
Wismuth,  Antimon  und  Tellur  im  magnetischen 
Felde". 

Ferner  übersendet  Herr  Prof,  Boltzmann  eine  Abhandlung 
des  Herrn  Dr.  Franz  Streintz  in  Graz:  „Experimental- 
Untersuchung  über  die  galvanische  Polarisation".  IL 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  J.  Lo Schmidt  übersendet  eine  im 
physikalisch-chemischen  Laboratorium  der  k.  L  Universität  in 
Wien  ausgeführte  Arbeit  von  Herrn  Julius  Mies  1er,  betitelt: 
„Die  elektromotorischen  Yerdünnungsconstanten  von 
Silber-  und  Kupfersalzen". 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  V.  v.  Ebner  in  Graz  übersendet  eine 
Abhandlung:  „Über  den  feineren  Bau  der  Skelettheile 
der  Ralkschwämme^  nebst  Bemerkungen  über  Ealk- 
skelete  überhaupt." 

Das  c.  M.  Herr  Professor  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck 
übersendet  folgende  drei  Abhandlungen: 

1.  „Über    ein    arithmetisches    Theorem    des    Herrn 
J.  Lionville." 

2.  „Über  Consequenzen." 

3.  „Über  Zahlensysteme." 
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Herr  Prof.  Dr.  J.  Horbaczewski  in  Prag  übersendet  eine 
Abhandlung:  ^Über  eine  neue  Synthese  and  die  Con- 
stitution der  Harnsäure.^ 

Der  Secretär  legt  eine  von  Herrn  R.  Brabble  in  Penzing 
eingesendete  Mittheilung  ttber  die  Regeln  und  Formeln 
der  Potenzlehre  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  v.  Lang  ttberreicht  eine  Abhandlung 
des  c.  M.  Herrn  Prof.  Franz  Exner,  betitelt:  „ZurContact- 
theorie". 

Ferner  ttberreicht  Herr  Prof.  v.  Lang  eine  Abhandlung  von 
Herrn  Dr.  E.  Lech  er,  Docent  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien  : 
„Ober  Edinnd's  Disjunctionsströme^. 

Das  w.  M.  Herr  Director  E.  Weiss  überreicht  eine  Abhand- 
lung von  Herrn  Prof.  Dr.  0.  Stolz  in  Innsbruck:  ,,Über  die 
Lambert'sche  Reihe". 

Herr  Dr.  R.  v.  Wett stein  in  Wien  überreicht  eine  Ab- 
handlung unter  dem  Titel:  ^Monographie  der  Gattung 
Edrajanthus." 

Herr  Wilhelm  Peukert,  Ingenieur  am  elektrotechnischen 
Institut  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien,  überreicht 
eine  Abhandlung:  „Über  die  Erklärung  des  Waltenhofen'- 
schen  Phänomens  der  anomalen  Magnetisirung." 

Herr  Dr.  J.  v.  Hepperger,  Privatdocent  an  der  k.  k.  Uni- 
versität in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Bahnbestim- 
mung des  Kometen  1846  IV  (De-Vico)". 

Herr  Dr.  Karl  Fritsch  überreicht  eine  im  pflanzenphysio- 
logischen Institute  der  k.  k.  Universität  zu  Wien  ausgeführte 
Arbeit  unter  dem  Titel:  „Anatomisch-systematische  Stu- 
dien ttber  die  Gattung  Rubus". 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodica  sind  eingelangt: 

Bruch,  J.  A.,  Project  einer  neuen  Berechnungsart  der  Flächen- 
inhalte zum  Zwecke  der  Grundbesteuerung.  Wien,  1887 ;  8^ 

Claus,  C,  Die  Platysceliden.  (Mit  26  lithogr.  Tafeln). 
Wien,  A.  Holder,    1887;  4o. 

Sitsb.  d.  mAthem.-natunr.  CI.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  35 
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Dnyaly  E.,  De  rintervention  du  mMecin  dans  leg  Applications 
hydroth^rapiques.  Paris,  1887;  8®. 

K  atzer owsky,  W.,  Die  meteorologischen  Aufzeichnungen  des 
LeitmeritzerBathsverwandten  Anton  Gottfried  Schmidt  aus 
den  Jahren  1500 — 1761;  ferner  des  Leitmeritzer  Stadt- 
schreibers aus  den  Jahren  1564 — lö07.  Beiträge  zur  Me- 
teorologie Böhmens.  Prag,  1886  und  1887;  8^ 

Loewenberg,  B.,  Contribution  au  traitement  du  caryza  chrth 
nique  simple.  Paris,  1881;  8^ 

Voyage  of  H.  M.  S.  Challenger  1873—76.  Report  on  the 
scientific  results.  Botany  —  Vol.  11;  Zoology  —  Vol.  XIV. 
London,  1886;  4^ 


523 


Über  die  regelmassigen  Punktgrappen  in  Bäumen 
höherer  Dimension  und  die  zugehörigen  linearen  Sub- 
stitutionen mehrerer  Variabein. 

Von  Otto  Biermann  in  Prag. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  10.  Februar  1887.) 

In  meiner  Abbandlang  ^Über  die  regelmässigen  Körper 
höherer  Dimension"  ^  machte  ich  die  Bemerkung,  dass  die  ana- 
lytische Behandlung  dieser  Gebilde  den  Ausblick  auf  Betrach- 
tungen eröffne^  die  denjenigen  von  Klein'  an  den  regelmäs- 
sigen Körpern  dritter  Dimension  analog  sind,  und  war  der  Mei- 
nung, dass  die  durch  die  Ecken  der  regelmässigen  Gebilde  be- 
stimmten Punktgruppen  derartig  beschaffen  sind,  dass  sie  durch 
die  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  gehörig  vieler 
Variabein  in  sich  selbst  Übergeführt  werden  können,  deren  Anzahl 
Yon  der  Dimension  der  Gebilde  abhängt.  Im  Nachstehenden  will 
ich  untersuchen,  invrieweit  diese  Vermuthung  zutrifft,  werde  mich 
aber  schliesslich  auf  den  Fall  der  regelmässigen  Punktgruppen 
im  Baume  von  fünf  Dimensionen  beschränken,  weil  die  hiebei  in 
Frage  kommenden  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen 
bei  zweiVariabeln  durch  die  Herren  Jordan  und  Klein  bereits 
bekannt  sind. ' 

§.  1. 
Bezeichnet  man  jedes  regelmässige  Gebilde  niter  Dimension 
in  dem  m-fach  ausgedehnten  ebenen  Räume  R^  niit  K^  nnd  die 


1  Sitzb.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien.  Bd.  XC. 

2  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder. 

s  C.  Jordan:  Memoire  aar  les  öquations  differentielles  linöaires  a 
intögtale  algebrique,  Joam.  f.  Mathem.  Bd.  LXXXTV  und:  Sur  la  dötermi- 
natiou  des  groupes  d*ordre  fini  contenua  dana  le  g^oupe  linöaire,  Atti  della 
Reale  Accademia  di  Napoli  (1880). 

35* 
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Zahl  der  JT«,  begrenzenden  ju.  dimensionalen  regelmässigen  Ge- 
bilde mit  K^n}  so  sind  drei  regelmässige  Gebilde  durch  folgende 
Zahlen  charakterisirt.  Es  ist 

entweder 

Vi     >V    2     >  •••  V>+1>  "•  U-1>V    m    J 
oder 

<:i,)'K„-2).-^<-"^.)-^-(T)-Ko) 

r 

k:).^-(t).-h:)--kj^2).  <»-,)• 


oder 


Nennen  wir  die  Gebilde  der  Reihe  nach 

so  ist  das  erste  durch  (m+l)-6ebüde  Km-\{rn)^  das  zweite  durch 
2'"-6ebilde  K,n^^{m)  und  das  dritte  durch  2ni.Gebilde  £«_i(2«-0 
begrenzt. 

In  dem  eindimensionalen  Räume  charakterisiren  die  an- 
gegebenen Zahlen  blos  eine  Strecke ,  in  dem  zweidimensionalen 
das  regelmässige  Drei-  und  Viereck  und  in  dem  dreidimensio- 
nalen das  TetraSder^  Oktaeder  und  Hexaeder.  In  der  Ebene  gibt 
es  noch  unendlich  yiele  regelmässige  Gebilde,  die  alle  durch  die 
Gleichung  K^^  =  JTjg  gekennzeichnet  sind,  in  dem  gewöhnlichen 
Räume  existiren  noch  zwei  regelmässige  Körper,  das  Ikosa^der 
JSr3(12)  und  das  Dodekaeder  JSr3(20)  und  endlich  in  dem  vier- 
dimensionalen  Räume  die  durch  die  Zahlen 

^0*?     ^i4>     ^t%y     ^z% 

120     720     1200     600 

24       96        96       24 
600  1200       720     120 

definirten  Gebilde,  von  denen  das  erste  —  es  heisse  K^  (120)  — 
von  600  Tetraedern,  das  zweite  Jr^(24)  von  24  Oktaödem  und 
das  dritte  jr^(600)  von  120  Dodekaedern  begrenzt  ist. 
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Damit  sind  alle  regelmässigen  Gebilde  angegeben. 

Die  regelmässigen  Gebilde  einer  und  derselben  Dimension 
lassen  sich  in  solche  Gruppen  zu  zweien  JT^  und  Kfn  ordnen, 
dass  für  die  ihnen  zugehörigen  Zahlen  K^^m  und  K'^^^m  die  m- 
Gleichungen  gelten: 

Km-^-i, m  =  K'^,,„  (/x  =  0, 1,  2, . . .  m— 1). 

Nennt  man  zwei  Gebilde  IT«  und  JC  dieser  Art  einander 
entsprechend,  so  entspricht  K^^m-hl)  sich  selbst  und  KJi2ni) 
und  Är«(2"*)  sind  einander  entsprechende  Gebilde,  ebenso  -^3(12) 
und  Äi(20),  K^{}2Q)  und  JS^CBOO);  IT^ (24)  entspricht  sich  selbst. 

Jedes  regelmässige  Gebilde  K^  besitzt  einen  Mittelpunkt, 
der  von  den  Ecken,  dann  von  den  Kanten,  Flächen  und  endlich 
von  allen  Grenzgebilden  der  (m— 2)ten  Dimension  gleich  weit 
absteht.  Folglich  gibt  es  auch  ein  durch  alle  Ecken  von  K„, 
gehendes,  dem  Kreise  und  der  Kugel  analog  zusammengesetztes 
Gebilde  5,„,  dessen  Begrenzungsstellen  von  dem  genannten 
Punkte  0  gleich  weit  entfernt  sind.  Projicirt  man  die  K^,  be- 
grenzenden Gebilde  von  0  aus  geradlinig  auf  die  Begrenzung 
von  iSm,  so  entsteht  auf  derselben  eine  besondere  Theilung,  die 
wir  zugleich  mit  einer  zweiten  betrachten  werden,  welche  hervor- 
geht, wenn  man  auch  das  Gebilde  JT^,  dessen  Ecken  mit  den 
Mittelpunkten  der  JT^  begrenzenden  Gebilde  (m— l)te8  Dimen- 
sion zusammenfallen,  central  projicirt.  Jede  der  zwei  Theilungen 
heisst  die  Polar figur  der  andern. 

In  dem  dreidimensionalen  Baume  unterscheidet  man  neben 
den  durch  die  Ecken  der  fttnf  Körper  K^  auf  der  umschriebenen 
Kugel  gebildeten  Punktgruppen  noch  eine  weitere,  die  der  Ent- 
artung des  Körpers  in  ein  regelmässiges  Vieleck  correspondirt, 
sie  heisst  die  Diedergruppe. 

In  den  höber  dimensionalen  Bäumen  Rn,  werden  wir  die 
analogen  Configurationen  aufnehmen  und  zwar  zunächst  solche, 
die  den  regelmässigen  Gebilden  der  nächst  niedrigeren  Dimen- 
sion entsprechen.  Wir  denken  den  von  einem  Gebilde  £»,_!  mit 
dem  Mittelpunkte  ff  begrenzten  Theil  eines  (»w— 1)  dimensio- 
nalen Raumes  doppelt,  fassen  ihn  als  ein  regelmässiges  Gebilde 
Ä„  auf,  und  projiciren  die  Begrenzung  von  K„,-i  von  ff  aus  auf 
die  Begrenzung   des  iC«-i  umschriebenen   Gebildes  iS,„,  dann 
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haben  wir  schon  eine  verlangte  Confignration.  Nennt  man  das 
S„i  nnd  dem  durch  die  Ecken  von  K^-i  gehenden  ebenen  Baume 
Rm-i  gemeinsame  (m — 2)-fach  ausgedehnte  Gebilde  ^  einen 
Äquator,  so  tbeilt  dieser  die  Begrenzung  von  S„^  in  zwei 
gleiche  Theile,  die  man  nach  der  Centralprojection  dem  doppelt- 
gezählten von  ir„,_i  begrenzten  Räume  zuordnet. 

Das  E,n-i  entsprechende  Gebilde  besteht  nur  aus  dem  dop- 
peltgezählten Paukte  (y.  Die  Polarfigur  der  genannten  Theilung 
aber  besteht  aus  den  zwei  Durchschnittspunkten  von  S„t  mit  der- 
jenigen Geraden,  welche  in  (y  auf  dem  den  Äquator  enthalten- 
den ebenen  Baume  Rm-i  senkrecht  steht;  sie  heissen  die  dem 
Äquator  zugehörigen  Pole. 

Lässt  man  in  dem  Baume  R^  das  als  Griindfigur  aufgenom- 
men ebene  Vieleck  in  das  einzige  regelmässige  Gebilde  erster 
Dimension,  d.  h.  in  die  Strecken  JTj  übergehen,  so  vnrd  die  eben 
beschriebene  Configuration  unbestimmt,  indem  man  unendlich 
viele  Kreise  durch  die  Ecken  von  JTj  legen  kann,  die  auch  auf 
der  Kugel  mit  dem  Durchmesser  JTj  liegen.  Lässt  man  in  dem 
Baume  72^  t^m-i  in  K,»-*  übergehen,  so  gibt  es  auch  unendlich 
viele  Äquatoren  auf  S,„.  Wir  wählen  einen  als  bestimmten,  rufen 
auf  demselben  eine  Theilung  hervor,  deren  Polarfigur  jetzt  aus 
zwei  Paaren  diametraler  Punkte  besteht,  deren  erstes  aus  den 
Durchschnittspunkten  von  S,n  mit  der  Geraden  zusammengesetzt 
ist,  welche  in  dem  unseren  bestimmten  Äquator  enthaltenden 
Baume  Ä„,_i  auf  K„^^2  senkrecht  steht  und  durch  0'  hindurch- 
geht, indess  das  zweite  Paar  aus  den  Durchschnittspunkten  von 
S,n  und  der  auf  dem  genannten  Baume  Ä„_i  senkrechten  Gera- 
den durch  (y  gebildet  ist. 

So  fortfahrend,  erhält  man  alle  Theilungen  auf  5m,  die  als 
Verallgemeinerungen  der  Wiedertheilung  und  deren  erwähnter 
Entartung  anzusehen  sind.  Wir  nennen^ dieselben  besondere 
Theilungen  erster,  zweiter,  (m — 2)tprArt.  Im  Falle  wi  =  5 
gibt  es  also  neben  den  den  drei  Gebilden  K^(ß)y  ir5(10),  ^5(32) 
entsprechenden  Theilungen  noch  sechs  besondere  erster,  fünf 
zweiter,  unendlich  viele  dritter  und  eine  einzige  vierter  Art,  und 
zwar  haben  sie  der  Beihe  nach  ein,  zwei,  drei  und  vier  diametrale 
Punktepaare  zu  Polarfiguren. 
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§.  2. 

Man  hat  jetzt  diejenigen  Operationen  zu  studiren^  dnreh 
welche  die  auf  der  Begrenzung  von  S„^  definirten  Punktgruppen 
mit  sich  selbst  zur  Deckung  kommen.  Doch  weil  bei  derselben 
Operation  gewiss  jede  Figur  zugleich  mit  ihrer  Polarfigur  in  sich 
selbst  transformirt  wird^  kann  man  die  verlangten  Umänderungen 
an  einer  der  zwei  zusammengehörigen  Figuren  allein  unter- 
suchen. 

Solche  Umänderungen  werden  in  Rotationen  um  den  Mittel- 
punkt des  K^  umschriebenen  Gebildes  Sm  oder  in  Rotationen 
um  Räume  Ä^,  Ä^, . . .  Rj^^i  bestehen,  bei  welchen  der  erwähnte 
Mittelpunkt  erhalten  bleibt.  Offenbar  werden  die  Ecken  eines 
K„  begrenzenden  Gebildes  K^-i  vor  und  nach  der  Operation  in 
einem  ebenen  RaumeÄ„,_iliegen  und  der  {m — 2)-fach  ausgedehnte 
Durchschnitt  von  A,n~i  und  der  Begrenzung  von  8^j  der  ein 
sphärisches  Gebilde  5^-2  von  bestimmtem  Radius  sein  muss, 
wird  während  der  Operation  nur  seine  Lage  (gegenüber  einem 
Coordinatensystem), nicht  aber  seine  Grösse  (den  Radius)  ändern. 

Fassen  wir  hierauf  die  2n  dimensionale  Begrenzung  eines 
Gebildes  S^n-^i  als  Trägerin  der  2w-fach  ausgedehnten  unend- 
lichen Mannigfaltigkeit  von  Werthen  der  n  von  einander  unab- 
hängigen (complexen)  Variabein 


auf  —  was  gleich  näher  entwickelt  werden  soll  —  so  ist  nach 
den  letzten  Bemerkungen  leicht  zu  zeigen ,  dass  jede  Rotation, 
der  vnr  S2n^i  unterwerfen,  analytisch  durch  eine  lineare  Sub- 
stitution: 

««4-1, 1  «^1  +  «n-f  1,  2  «2  "*"   •  •  •   ■*"  ^«+lt  n^n  +  «n+l,  n-f  1 

zn  repräsentiren  ist. 

Legen  wir  in  dem  (2/i-i-l)  dimensionalen  Räume  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  zu  Grunde,  so  ist  das  Gebilde 
Sam+i,  dessen  Mittelpunkt  in  den  Coordinatenanfangspunkt  fllllt 
und  dessen  Radius  1  ist,  durch  die  Gesammtheit  von  Stellen 
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(j?i,  a?2,  ...  ^2n4.i)  definirt,  für  die 


2n+l 


z^^ 


ist;  und  die  Punkte  der  Begrenzung  von  52^4.1  genügen  der 
Gleichung 

v=l 

Fühi*t  man  hierauf  n  complexe  Grössen: 

«1  =  ll  H-»ln+l,    »t  =  4,H-l4n4-2,  .  .  .  «n  =  ?n  +  »?2n 

derart  ein^  dass  man  die  Stelle  (^i,  ^£7. . .  ^)  in  dem  Räume 
Ä2n  deutet,  wo  x^n+i  =  0  ißt  —  er  heisse  Hf^l  —  indem  man  die 
2n-GrÖ88en  ^  in  irgend  einer  Folge  mit  den  Coordinaten  ar^,  a?^ 
...  072»  zusammenfallen  lässt,  und  ordnet  jedem  solchen  Punkte 
zum  Beispiel 

auf  der  Begrenzung  von  S2n+i  diejenige  Stelle  zu,  in  welcher 
die  durch  die  Punkte 

und 

OTj  =  0 ,  a?j  =  0  . . .  ar2n  =  0,  a?2n+i  ==  1 

gehende  Gerade  die  Begrenzung  O^n  schneidet,  so  bestehen  die 
Gleichungen 

und 

und 

indem  —  unter  z^^^  der  conjugirte  Werth  von  z^  verstanden  — 
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X,  t^o)  +  z,z^)+...  +z,zW  =  4J+q+  . . .  +a  =  ]'^Z'^' 

wird.  Die  angeschriebenen  Gleichungen  vermittehi  die  durch 
stereographische  Projection  hergestellte  ein-eindeutige Beziehung 
zwischen  jB^^)  und  0^^. 

Der  diametrale  Punkt  von  (j?,,  ^Fj,  . .  .a?2»+i)  auf  O^n  niit 
den  Coordinaten  (— ar^,  — ar^,  . . . —  X2n-^i)  ist  Träger  der  Stelle 

Die  absoluten  Beträge  der  Argumente  «j,  «,,...  «»  und 
Zp  zj . . .  ^4  an  diametralen  Stellen  erfüllen  daher  die  Gleichung: 


Z  K^i  = 


Die  Punkte  (0,  0, . . .  0,±1)  sind  die  Träger  der  Werth- 
systeme: 

(«^  ,  «j  .  .  .  Zn)  =  (OO,  OO,    ...    OO),    (0,  0,  .  ,  .   0). 

Projicirt  man  jetzt  die  Begrenzung  des  Schnittgebildes  von 
Sfj^i  und  einem  ebenen  Räume  A21»;  der  durch  die  lineare  Glei- 
chung 

2n+l 

gegeben  sei,  auf  I&l^  so  erhält  man  die  Begrenzung  eines  Ge- 
bildes iSa». 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Werthesysteme,  welche  den 
Gleichungen 

2ii-fl  Sn+1 

2_^a?l=l  und    /  A^x^'-\'C=0 

genügen,  mit  JE^,  X^, . . .  X2n-fi,  so  schneiden   die  durch  die 
Punkte  (0,  0,  ...  0, 1)  und  (Xj,  J^,  ...  X2n+i)  gehenden  Gera- 
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den  Mn  in  Punkten  ?i,  ?»,  ...   ?2«,  welche  die  Gleichung  er- 
füllen: • 

—  (-42«+l  — 0=0 

oder 


Zv^^"^^2n+H-<?/     ' 


.l^-^i<|-^...-^ii§n+i— C« 


,1=1 

Nennt  man 

A^ t-4n+v  '='  Bv,    ilv  +  *-4»-hv  =  Bv    ; 

SO  lautet  die  erste  Gleichung  auch: 

.     T>(0)..(0)      .        i 

T^n+1 


+BW*<r^  +  A.+i  =  0. 


1) 


Bei  einer  Drehung  um  den  Mittelpunkt  (s)  =  (0)  geht  Ikn 
in  einen  Raum  B'^n  über.  Ist  Ä^  durch  die  Gleichung  gegeben 


2n+l 


2  4ar^+(7'  =  0 


,1=1 


so  wird  seine  Entfernung  von  dem  Coordinatenanfangspunkte: 


<1. 


= 

c 

2) 


Die  stereographische  Projection  der  Begrenzung  des  Schnitt- 
gebildes von  R'2n  und  iS2n+i  ^hrt  auf  das  durch  die  Gleichung: 

+bi;<+b'„4w+a;+i  =  o 

definirte  Gebilde,  in  der  A',  B',  B'W,  a;4.i  aus  A\,  und  C  so 
zusammengesetzt  sind  wie  A,  B,  BW,  A^+i  aus  A^  und  C. 

Zwischen  den  Co6fficienten  der  Gleichungen  1)  und  2)  be- 
steht aber  die  Beziehung: 
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n 


V|2Bj|«+(A'-Ai+0* 


Es  fragt  sich  jetzt,  durch  welche  analytische  Operation  in 
den  «j,  «!,.••  *n  und  «^,  «',..,  «'„  der  Übergang  von  der  Glei- 
chang  1)  zu  der  zweiten  zu  bewerkstelligen  ist;  denn  offenbar 
hat  man  die  Drehung  durch  diese  analytische  Operation  zu  reprä- 
sentiren,  weil  umgekehrt  zu  einer  durch  die  fragliche  Operation 
hervorgerufene  Übertragung  eines  in  Ä^?  liegenden  Gebildes  52« 
in  ein  anderes  gleichartig  gelegenes  Gebilde  Sin  eine  Transfor- 
mation des  Schnittgebildes  von  Sz^+i  ^^^  1^2n  in  das  Schnitt- 
gebilde von  52„+i  und  R^n  gehören  wird. 

Diese  analytische  Operation  besteht  aber  in  einer  linearen 
Sabstitution  der  oben  genannten  Art  oder  nach  Einführung  homo- 
gener Variabein  Cj,  ?j,. . .  C«+i  in  einer  linearen  Substitution: 

C,  =  avi  Ci  +  Ov»  Ct+.  ..-*-av,n+i  C«+i  (v  =  1,2...  n-f-l), 
denn  man  sieht,  dass  jede  Form: 

n-fl 
x=l 

wo  die  CoSfficienten  Av  reel,  K,^  im  Allgemeinen  complez  sind 
und  wo  femer  v  und  /x  die  Werthe  von  1  bis  n  respective  2  bis 
»4-1  annehmen,  aber  stets  v  <c  /x  ist,  durch  eine  Substitution 

>  (0)  _  ^  (0)  ^  '(0)    .    ^(0)  >  '(0)    .  .   ^(0)  >'(0) 

in  eine  gleichartige  Form: 
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übergeht,  indem  die  neuen  CoSfficienten  durch  folgende  Gleichun- 
gen bestimmt  werden: 

n+l 

).=1  v',hl' 

X=l  v/,hl' 

X=l  v/  |i/ 

Andererseits  wird  man  aber  die  (n+l)*  Co6fficienten  der 
Substitutionen  so  wählen  können,  dass  eine  vorgelegte  Form  f  in 
eine  bestimmte  andere  F  transformirt  wird,  denn  jede  dieser 

n{n.  -I- 1  ^ 

Formen  hat  nur  (n+l)    reelle   Co^fficienten  A  und  -^^-^ — - 

Coöfficientenpaare  BvjjL  und  Bv^jl ,  also  im  Ganzen  (n+1)*  reelle 
Coöfficienten. 

Da  in  dem  Falle  unserer  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 
siebenden  Formen  alle  Coßfficienten  8^,1^  und  bI^  ,  in  welchen 
|üL  <  n+l  ist.  Null  sind,  werden  die  oben  in  Rede  stehenden 
Drehungen  nur  durch  eine  besondere  Glasse  von  Substitutionen 
zu  repräsentiren  sein,  die  wir  aber  nicht  weiter  kennzeichnen 
wollen.  Es  sei  nur  in  Erinnerung  gebracht,  dass  im  Falle  einer 
Variabein  z  die  fragliche  Substitution  die  Gestalt  hat: 

,___  (a-\-ili)x  —  {c  —  irf) 
""  (C'htd)z  -^  (a  — 16)  ' 

wo  die  CoSfficienten  die  Bedingungsgleichung  erfüllen: 

a«+6«-4-c*+rf*  =  1. 

Wir  machen  nur  noch  eine  Bemerkung  über  die  bei  der 
Substitution  unveränderlich  bleibenden  Stellen  («j, «i,. .  .«*)-  Um 
diese  zu  finden,  setze  man 

z^  =  —^ ' -^ (v=l,2..») 
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und  berechne  »j ,  «^ . . .  «„.  Führt  man  die  neue  Unbekannte 

ein^  80  lautet  das  Gleichnngssystem  für  z^,  ^v  -  ^n 
(«11— yX+^it^i *■ ■*■  «1.»*«  +  ^i,«-f-i  =  0 

«II  %  -+-(««1— y)«t+ -*-  ^^.n^n  -+-  a2,n-Hl  =  0 

(« 

ö«,l«l+fln,2«,  + +  («»«— y)«i.+  an,n+l  =  0 

«n+l,  1  ^1  +  ^-fl,  2  «8  -+-  .  .  .  +  ttn+i,  n  «n  +  («n-hl,  n+l Jf)  =  0 

Legt  man  demnach  y  die  Werthe  bei^  welche  der  Gleichung 

=  0  (13 


ön+1,1  fln-fl,2  .  •  .fl»»-fl,«-fl y' 

gentigen,  so  erhält  man  (w+l)  Stellen  («j,  ä^,.  . .«»). 

Beachtet  man  nun,  dass  bei  einer  Drehung  des  Gebildes 
Stjt^i  um  einen  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehenden  ^ 
Raum  von  mehr  als  einfacher  Ausdehnung  unendlich yielePunkte 
auf  Sin^i  festbleiben,  so  ist  ersichtlich,  dass  unsere  Substitution 
höchstens  dann  eine  solche  Drehung  repräsentiren  wird,  wenn 
das  Gleichungssystem  unbestimmt  wird  und  dass  andernfalls  nur 
Drehungen  um  Axen  in  Betracht  kommen,  bei  denen  nur  zwei 
Punkte  unverändert  bleiben.  Dann  hat  die  Gleichung  ß)  noth- 
wendig  nur  zwei  verschiedene  Lösungen. 

§.3. 
In  dem  dreidimensionalen  Baume  kann  man  die  geometri- 
schen Operationen,  durch  welche  die  den  regelmässigen  Gebilden 
auf  der  Kugel  entsprechenden  Punktgruppen  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  kommen,  vollständig  übersehen,  aber  da  in  dem  mehr- 
dimensionalen Räume  R„  diese  Anschauung  fehlt ,  hat  man 
höchstens  den  Analogieschluss  zur  Ermittlung  der  Drehungen 
zur  Verfügung,  welchem  bei  der  Construction  der  regelmässigen 
Gebilde  JT,,,  geradezu  die  führende  Rolle  übertragen  ist,  indem 
man  an  Stelle  von  Punkt,  Gerade  und  Fläche  das  (m— 3),(m — 2) 
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m — 1)  dimensionale  Gebilde  setzt  und  statt  der  Drehung  am 
eine  Gerade  eine  Drehung  nm  einen  Raum  R^-^^  zulässt 

Die  Anwendung  des  Analogieschlusses  führt  aber  hier  sehr 
leicht  zu  Irrthümern  und  darum  werden  wir  auf  Grund  der  ein- 
geführten Repräsentation  der  Begrenzung  von  S^n-ifi  als  der 
Trägerin  2n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  von  Stellen 
(«j,  «j,...«„)  die  Ecken  der  S2„-|.i  eingeschriebenen  (Gebilde 
•Ksn+i  durch Werthesysteme  ^i^  ^^^ . .  .«n  kennzeichnen,  und  nach- 
her suchen^,  durch  welche  lineare  Substitutionen  alle  Werthe- 
systeme in  sich  transformirt  werden  können. 

Wir  geben  an,  wie  das  zunächst  nothwendig  ist,  in  welcher 
Weise  sich  die  Ecken  der  5«  eingeschriebenen  Gebilde 

in  unserem  Coordinatensystem  am  einfachsten  anordnen  lassen. 
KnJ(2m)  kann  man  eine  solche  Lage  geben,  dass  die  2m  Ecken 
die  Coordinaten  haben: 


JTl, 

^«7- 

.  .a-„ 

±1, 

0,. 

..0 

0, 

±1,. 

.  .0 

0,      0,..±1 

dann  sind  die  Coordinaten  der  Ecken  der  Polarfigar  i^(2*)  in 
allen  ans  den  Werthen 

'  s/m  V»»  V»» 

zasammensetzbaren  Werthesystemen  (a?j,  d?,, . . .  dr«)  enthalten. 
Die  (m+l)  Ecken  des  Gebildes  K„  (m+l)  können  so  sitnirt 
werden,  dass  die  Coordinaten 


''2> 


^« 


«   ,  a  ,  a 

ß  ,  y  ,  ....  7 

y  ,  ß  ,  ....  7 

7  >  7   ;  ß 
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sind;  wenn 

«  =  —?=,  ß=^ '-^^--y= ,  7  =  —-  /- — 

Vm  m\/ m  m\/ m 

isty  auf  dass  die  Beziehung  besteht: 

a+j3+(iii— 1)7  =  0. 

Beschränken  wir  uns  nanmehr  auf  den  Fall  m  =5,  so  ent- 
sprechen diesen  Coordinaten  der  Ecken  von  -8^(10),  K^(32),K^(6) 
der  Reihe  nach  die  Werthepaare: 

^,=0,  ^.  =  0(*  =  0,1,2,3) 
femer 


wo  cx  (X  =  1,  2,  3,  4,  5)  die  Werthe  ±  1  annehmen  kann,  und 
endlich  die  Werthepaare: 

_  «(1+0    ß-hiy     7(1+0     7-4- fß     7(1 -l-t)    7(14-0 
*i  -     1— a  '    1—7  '     1-7   '     1—7  ^    1—7   '    1—ß 

_  «(1-4-0    7(1-^0     ß+t7    7(1-4-0     7+»i3     7(1-4-0 
^  -     1—«    '     1—7   '    1—7  '     1—7  '     1—7  '     l—ß 

wo 

ist. 

um  die  besonderen  Theilungen  erster  Art  zu  kennzeichnen 
bringen  wir  in  dem  KaumeiZ^^)  zunächst  die  Gebilde  Ki^(ß),K^(16\ 
K^{6)  so  an^  dass  die  Coordinaten  x^  y  s^y  x^,  x^  der  Ecken  die 
aus  den  obigen  Systemen  ftlr  m  =  4  hervorgehenden  Werthe 
erhalten    und    wählen  ausserdem    als    Polarfigur   die  Punkte 

••'I     ^—  «Va     — ^    «U«    -^   »F»     —    V«    «re     — ^    rt    ••■• 

Die  Argnmentwerthe  z,,  z,  sind  der  Beihe  nach  darch: 

«,  =  !*,  «,  =  0;    *,  =  0,  z,  =  »•*;     z,  =00,  z,  =00; 
z,=0,  z,  =  0 
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oder 

«1   =  '"^^y^  7    H  =  '-^^^    ihy  ^V  hy  h  =  ±1);    (OO,  OO),  (0,  0) 

oder 

z,  =^',  ß'+iy,  7'(i+0,  y'-^iß'.  7'(i+0,  OO,  0 

h  =^^  7'(l  +  0,  ß'-^iy'^  7'(l+0,  Y+iß'.  OO,  0 

gegeben. 

Das  Gebilde  E^(24)  kann  in  dem  Räume  R^  so  sitairtwerden, 
dass  fttr  alle  24  Eckpunkte  ^5  =  0  ist  und  (äTj,  j:^,  or^,  arj  mit 
denjenigen  Permutationen  der  Grössen 


V2  V2  V2  '  v/2 

übereinkommt,  in  welchen  zwei  der  Grössen  c  den  Werth  Null 
haben,  indess  jede  der  anderen  die  Werthe  ±  1  erhalten  kann. 
Diesen  Stellen  gehören  die  Werthepaare  zu: 

'-.>=(t^'^»)'(''.^-^).(w'w) 

(x,^,v  =  0,l,2,3)j 

Das  Gebilde  jr^(120)  bringen  wir  so  gegenüber  den  Coor- 
dinatenazen  an,  dass  24  Ecken  mit  den  ebengenannten  Ecken 
von  •Si|(24)  zusammenfallen,  dann  werden  die  Coordinaten 
a?,,  iTj,  oTj,  x^  der  übrigen  96  Ecken  mit  allen  Permutationen  von 

«1«;  «t«;  «3«?  ^P     («1;  hf  ^37  H  =  ±1) 
übereinstimmen,  in  denen 

«i  +  «E+^3-*-^  =  0,4,-4 

ist,  wenn  a  und  ß  die  Werthe  besitzen: 

^"^^  ^^  -  V2V/2  '  2 Vr/ '  V2 v/2  ' 2 V2  / '  V2 v^' '       2\/2 /' 

unter  a    "*"V      verstanden. 
2 
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Die  600  Ecken  des  entsprechenden  Gebildes  ^^(600)  findet 
man  durch  centrale  Projection  der  Mittelpunkte  der  jr^(120) 
begrenzenden  Tetraeder  auf  die  Begrenzung  von  Sy^ 

Es  gibt  acht  Mittelpunkte,  ftlr  die  drei  der  Coordinaten  or^ 

a?„  3?3,  äp^  verschwinden,  indess  die  vierte  ±  — j=  ist;  femer 

16  Mittelpunkte,  deren  Coordinaten  x^,  x^j  x^  x^  aus  allen  Per- 
mutationen  von 

,g-4-l        g+l        fl+1        g-4-1      ,  —  j.n 

"'  'V^'  '•  2 Vr  ''  2v/r  '*  2v/2      *^'*'  '*'  ^3^  ^  -  ±  1^ 

hervorgehen,  in  denen 

Ci+Cj+ffj+c^  =  ±1;  oder  0,  d=4 

ht  Je  32  Mittelpunkte  findet  man,  wenn  man  {x^y  x^^  jr,,  x^  mit 
allen  Permutationen  aus 


oder 


oder 


5i      a  ^t      ^         ^3      ^        ^%  öa+2 

"4  2x71'    "4'2v/2'     4  2\/2'  ^  2 v/2 

«,   2a+l     £g  2g-l-l    _63^  2a  +  l     «^  4a+l 
"^  2v/2'  "4"  2\/2'  ^  2\/2  '  "4"  2\/2 

c^   3a-4-l     gg  3a-hl    j,  3a-fl     c»  fl-l-1 
4    2v/2'  "^  2\/2'  ^  2>/2  *  4  2v/2 


zusammenfallen  lässt,  in  welchen  der  Beihe  nach  entweder 

4 

^  c^  1=  0,  ±4;  oder  ±1 ;  oder  0,  ±4 

sein  darf.  Femer  ergeben  sich  je  96  Mittelpunkte,  wenn  man  (^|, 
x^y  ^3,  ^4)  mit  denjenigen  Permutationen  aus 

e,   a+1     t^  g+1     C3  3g+l     £4  3a-h3 

"4"2\/2'  4'2\/2'  "4"  2\/2'^  2\/2 

lAhta.  hat  in  Hau  $%it7.hAr  iIav  WiATiAr  AItaH     Rd.  TjXT 


1  H.  Pttchta  hat  in  denSitzber.  der  Wiener  Akad.,  Bd.  LXXXIX(1884) 
die  600  Tetraeder  von  ^4(120)  namhaft  gemacht.  Die  Schwer-  oder  Mittel- 
punkte derselben  sind  leicht  zu  finden,  wenn  man  nur  die  oben  angegebene 
Grappirang  der  120  Eckpunkte  getroffen  hat. 

Sltzb.  d.  inathcm.-naturw.  a.  XCV.  Bd.  H.  Abth.  36 
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oder 

oder 
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e,       1  «B       1  «8  2a+l     e^  4aH-3 


€,  3fl4-2    Ej  3a -^2 


£4  a-l-2 


4    2\/2'  4   2\/2'         4  2\/2'  4  2>72 
übereinstimmen  lägst,  wo 


z 


e,  =  ±1 


ist.  Die  Coordinaten  der  letzten  192  Mittelpunkte  erhält  man, 
wenn  man  (x^,  x^,  x^,  x^  all  diejenigen  Werthe  gibt,  welche  in 
den  24  Permntationen  jedes  der  acht  Werthsysteme 


a,  — ß,  7,      d 
«,  — ß,  7,  -^ 
Torkommen,  wo 

1   2a  +  2 


— a,      i3, 7,      J 

-«,  ft  7,  — ^ 
— «,  — ft  1,  * 
— «,  — ß,  7,  — * 


a  =: 


2v/2 


^.ß  = 


1      2a 


4  2\/2 


7  =  0,  J  = 


4fl+2 

2v/2 


ist.  Damach  erhalten  aber  die  Ecken  der  Polarfignr  Ton  K^{120) 
die  folgenden  Coordinaten:  Für  die  ersten  acht  Punkte  wird 

ar,  =  ±1,  0  ,  0  ,    0 

ar,  =    0  ,  ±1.  0  ,     0 

arg  =    0  ,  0  ,  ±1,     0 

x^—    0  ,  0  ,  0  ,  ±1 

arj  =    0  ,  0  ,  0  ,     0  ; 

16  Punkte  findet  man  in  -^,  — ,  -g-,  — ,  0  und  dessen  innerhalb 

£i  Z         U         Z 

B^)  gelegenen  Spiegelbildern  (oder  in  den  15  gegenüber  dem 
Coordinatensysteme  symmetrisch  liegenden  Stellen  innerhalbA^«)). 
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Werthe  erhalten,  so  werden  die  entsprechenden  Werthepaare 

"   '  (1,  0),  (+t,  0),  (-1,  0),  (-,-,  0),  (0, 1),  (0,  -1) 
oder 

V3"'  ^3"/'  V3"'  V^^'  ^  \/3"  '  \/3"/'  V3"'  v/3"/ 
oder 

(^'■"'  *7r)  <"=»•'•  2-''  •=*"• 

An  den  Ek;ken  von  ir,(12)  kann  man  setzen: 

(z„  z,)  =  (0,  1),  (0,  -1),  (^-O+f^«),  4«)) 

WO 


ist,  wenn  unter  1»  und  >?x  die  zusammengehörigen  reellen  und 
imaginären  Theile  von 

£^(£-f. £*)  und  s^(£*+6«)     (v  z=  0, 1,  2, 3,  4,  6  =  COS  -^  +i  sin-g-j 

verstanden  sind. 

Die  Polarfiguren  der  genannten  Confignrationen  sind  aus  den 
vier  Punkten 

M/|  **'9  ü  A^  1 

0      0      0     ±1    0 

0      0      0      0     ±1 
gebildet,  denen 

(z„  ^,)  =  (0,  0,  (0,  -0,  (oo,  oo),  (0,  0) 
zuzuordnen  ist. 

•  Der  auch  in  Frage  kommenden  Theilung  dritter  Art  liegt 
ein  Gebilde  JT^  zu  Grunde,  dessen  Ecken  in  der  durch  die  Glei- 
chungen 

a?3  =1  J7^  =z  oTj  n:  U 

definirten  Ebene  liegen.  Die  Polarfigur  ist  aus  den  sechs  Stellen 

•^1       *^%       ^3       "^4       "^5 

0  0  d=l  0  0 
0  0  0  =bl  0 
0      0      0      0     ±1 
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zusammengesetzt,  denen 

(z,,  z,)  =  (0,  t«),  (oo,  cx)),  (0,  0)  (x  z=  0, 1,  2,  3) 
zugehört  Die  Theilnng  vierter  Art  ist  unmittelbar  verständlich. 

§.4. 
Jetzt  entsteht  die  Frage,  welches  die  Snbstitationen: 

'  -  Cr^-hC'«,  +  C'"     ^^ ""  Cz,  +  C\  +  C" 

sind,  die  unsere  Punktsysteme  («^  «j)  des  vorigen  Paragraphen 
in  sich  transformiren. 

Man  sieht  unmittelbar,  dass  die  den  Ecken  von  K^{10)  und 
des  Polargebildes  K^{S2)  entsprechenden  Punkte  durch  die 
folgenden  32  Substitutionen 

«,  4 1 !>«„  i\),  («;,  z; I iV«„  t^z,)     (,x,  V  =  0, 1,  2,  3) 

welche  eine  Gruppe  bilden,  nur  untereinander  vertauscht  werden, 
dabei  aber  die  Stellen  (0,  0),  (oo,  oo)  ihre  Lage  nicht  ändern. 

Versucht  man  andere  Substitutionen  aufzustellen,  bei  denen 
diese  zwei  Stellen  festbleiben  oder  in  zwei  andere  diametrale 
Stellen 

(i>,  0)  und  (t>+S  0)  oder  (0,  i')  und  (0,  t^+^j 

übertragen  werden,  indess  die  Übrigen  Vertauschungen  erfahren, 
so  sieht  man  leicht,  dass  es  solche  Substitutionen  nicht  gibt  und 
dass  somit  alle  linearen  Substitutionen  angegeben  sind,  welche 
die  in  Rede  stehenden  Punktsysteme  in  sich  Überführen. 

Spaltet  man  die  angegebenen  Substitutionen  in  je  drei  homo- 
gene, deren  Determinante  den  Werth  1  hat,  so  erhält  man  die 
folgenden  96: 

.    2|i— V— 2  .    2v— (t— 2  H'+v-|-2 

Da  bei  den  Drehungen,  welche  die  den  Theilungen  erster 
Art  mit  den  Grundgebilden  -^^(8),  K^^^^)  zugehörigen  Eckpunkte 
auf  5}  in  einander  überführen,  die  Pole  {x^  z=  ar^^  =  arg  =  or^  =  0, 
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x^  z=  +1)  böcbstens  nntereinander,  aber  nicht  mit  den  übrigen 
Stellen  vertaascht  werden  sollen,  so  ist  klar,  dass  die  genannten 
Pnnktgrnppen  die  obigen  32  Substitutionen  zulassen.  Die  den 
Theilangen  zweiter  Art  mit  den  Grnndgebilden  K^{ii)  und  K^(S) 
entsprechenden  Punkte  können  diejenigen  der  32  Substitutionen 
zulassen,  welche  die  Werthepaare  (0,  i)  und  (0,  — i)  nicht  in 
andere  Stellen  ttbertragen  und  deren  gibt  es  acht,  nämlich 

«,  4 1  »\.  '^t)     (x  =  0, 1,  2, 3;  €  =  d=l) 

Bei  der  Theilung,  deren  Grundgebilde  das  Quadrat  mit  der 

Seite  V      ist,  finden  sich  16  nicht  homogene  Substitutionen,  und 

zwar 

die  also  niemals  eine  Stelle  (i>,  0)  in  (0,  i^)  tlberflihren. 
Legt  man  das  Gebilde  K^  zu  Grunde  und  betrachtet 

(i,  0),  (— t,  0)  und  (0,  t»)  (x  =  0, 1, 2, 3)  und  (0, 0),  (oo,  oo) 

als  Pole,  so  darf  keine  Substitution  eine  dieser  Stellen  in  (1,  0) 
oder  ( — 1,  0)  tlberfbhren,  man  behält  desshalb  hier  die  acht 
Substitutionen : 

zurück. 

Ftlr  die  dem  Gebilde  K^(ß)  zugehörige  Punktgrnppe,  deren 
Elemente  wir  in  der  auf  S.  13  angegebenen  Ordnung  mit  1,  2,  3, 
4,  5,  6  bezeichnen,  kann  ich  neben  der  Identität  nur  die  Substi- 
tution 

angeben,  welche  1  und  6  ungeändert  lässt  und  2  mit  3  und  4  mit 
5  vertauscht  und  bin  anderseits  nicht  im  Stande  zu  beweisen, 
dass  es  keine  anderen  Substitutionen  gibt. 

Dasselbe  gilt  für  die  Punktgruppe  mit  dem  Grundgebilde 
^'^(5),  indess  die  Werthesysteme 
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darch  die  Substitutionen : 

in  sich  transformirt  werden^  ohne  dass  einer  der  vier  Pole  in  eine 
der  vier  anderen  Stellen  tlbergeftlhrt  wird. 

Das  System  der  auf  S^  gelegenen  24  Ecken  von  1^4(24)  und 
die  entsprechende  Polarfignr  oder  die  hiezn  gehörigen  Werthe- 
Systeme  {z^^  z^  lässt  neben  den  32  Snbstitntionen 

noch  diejenigen  128  Snbstitntionen  zn^  welche  durch  Combi- 
nation  von 

V  "  »  2  '  2  } 

(j  ^  (l+0^.  +  (=t:l-0»»    (d=l+»-)»,-(l-t>,\ 
T"**  2 '  2 ) 

mit  den  früheren  entspringen. 

Ohne  nach  weiteren  Substitutionen  zu  suchen,  können  wir 
schon  sagen  —  und  darauf  kam  es  ja  an  —  dass  die  durch  die 
Ecken  der  S^  eingeschriebenen  regelmässigen  Gebilde  definirten 
Punktgruppen  nicht  diejenigen  sind,  welche  durch  die  endlichen 
Gruppen  linearer  Substitutionen  bei  zwei  Variabein  in  sich  trans- 
formirt werden,  so  dass  diese  Gruppen  nicht  alle  ihre  geometrische 
Repräsentation  an  unseren  regelmässigen  Punktgruppen  im 
Räume  R^  finden.  Unter  den  endlichen  Substitutionsgruppen  gibt 
es  solche,  die  aus  homogenen  Substitutionen  der  Form 

zusammengesetzt  sind  und  andere  entstehen  durch  Verbindung 
dieser  Substitution  mit  einer  weiteren  der  Form 

(C(,  C,',  ?,'|  ofKt,  6'Cp  dQ    oder    (C[,  C,',  C3VC,,  *%,  d%) 

oder  durch  Verbindung  mit  Substitutionen  dieser  zwei  Formen, 
wo  die  a,  6,  c,  a',  6',  c',  a!'j  V,  cf'  Wurzeln  der  Einheit  sind.  Fünf 
weitere  Typen  sind  aus  Substitutionen  der  Form 
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gebildet,  wo  7  Einheitswnrzeln  sind  nnd  die  Sabstitntionen 

eine  endliche  Gruppe  constitairen.  Ferner  gibt  es  neben  diesen 
selbstverständlichen  Gnippen  noch  iUnf  andere  endlichen  Orades. 
Wir  sehen  daher,  dass  diese  Menge  yerschiedenartiger  Sabstitn- 
tionsgmppen  die  Transformation  unserer  Pnnktgruppen  in  sich 
gewiss  nicht  bewerkstelligen  kann. 

§.5. 

Wir  beschäftigen  uns  noch  des  Näheren  mit  der  aus  den 
Substitutionen 

gebildeten  Gruppe  G. 

Nennen  wir  die  Identität  eine  Substitution  von  der  Periode 
zwei,  so  gibt  es  innerhalb  G  acht  Substitutionen  dieser  Periode. 
Sie  lauten: 

wenn  jx+v  =  4  ist.  Die  acht  Substitutionen 

sind  von  der  Periode  acht,  die  noch  Übrigen  von  der  Periode  vier. 
Eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  G  wird  durch  die  acht 
Substitutionen 

gebildet  und  die  Combinationen  dieser  mit  (s^,  4|«t>  «1)  liefert 
eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Grades  16.  Die  Combinatio- 
nen ihrer  16  Substitutionen  mit  (2^,  4l^p  ^1)  geben  die  Gesammt- 
gruppe. 

Eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  dem  Grade  4  gibt  es 
in  G  nicht. 

Im  Allgemeinen  wird  ein  Punkt  (z,,  z^)  bei  Anwendung  aller 
Substitutionen  von  G  32  Lagen  einnehmen.  Heissen  die  so  zu- 
sammengehörigen Stellen  äquivalent,  so  wird  man  zufolge  der 
beschriebenen  Beschaffenheit  der  Gruppe  G  auch  Punkte  finden, 
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die  weniger  als  32  äquivalente  Stellen  besitzen,  and  zwar  wird  es 
Pnnkte  geben,  die  bei  der  Übertragung  durch  alle  Sabstitutionen 
nar  16  oder  8,  oder  2  oder  1  Lage  annehmen. 

So  bilden  z.  B.  die  acht  nicht  in  der  Axe  ar,  =  a?,  =z  a?3  = 
=  ^^  =  0  gelegenen  Ecken  von  IT^  (10)  eine  abgeschlossene 
Menge  äquivalenter  Stellen,  deren  zugehörige  Argumentwerthe 
als  die  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen 

z^z^  =  0,  «}+«J— 1  =  0 

zu  definiren  sind. 

Ein  Eckpunkt  von  K^(B2)  besitzt  nur  16  äquivalente  Stellen, 
und  zwar  gehören  diesen  Argumentwerthe  (z^,  z^)  zu,  die  ent- 
weder den  Gleichungen 

zj_.{  =  0,  *•+.{+ ^±^  =  0 
oder 

genttgen,  je  nachdem  die  Stelle 

unter  den  16  vorkommt.  Die  Argumente  aller  32  Ecken  befriedi- 
gen daher  die  Gleichungen : 

^-z»  =  0,  z?+4+  -^K+*J)+  1  =  0 

oder 

<-^ = 0,   z\z*+ 1  (tr+«j)+ ^ = 0. 

Sucht  man  die  Halbirungspunkte  der  40  geraden  Verbin- 
dungslinien  zwischen  zwei  nicht  diametralen  Ecken  von  -8^(10), 
femer  die  Mittelpunkte  derjenigen  80  Dreiecke  und  80  Tetraeder 
von  I'5(10),  die  aus  den  Combinationen  von  drei  oder  vier  Ecken 
gebildet  sind,  von  denen  keine  zwei  diametral  sind,  oder  mit 
anderen  Worten,  sucht  man  die  Mittelpunkte  der  ^'5(10)  begren- 
zenden Kanten,  Flächen  und  Körper,  projicirt  dann  diese  Stellen 
eentral  auf  iS^^  nnd  berechnet  die  zu  den  nun  gefundenen  Stellen 
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gehörigen  Argamentwerthe,  so  erhält  man  entsprechend  den  drei 
Gattungen  von  Mittelpunkten 

erstens  die  äquivalenten  Stellen  von 

zweitens  die  von 

fl+i  .„     i"  \    (    »>  »•"     A    (    «>      _£_A 

V3"'  '  v/3-/'  VS-l'  v/3-1/'  V3+1'  v/3+1/' 

und  drittens  die  von 

((x..>>,.)>(i±i.>,|),(i±i.>.l±i.-) 

die  der  Reihe  nach  in  den  gemeinsamen  Lösungen  der  nach- 
stehenden Gleichungspaare  enthalten  sind: 

1)  *»-*♦  =  0,  «»+»»-1  =  0 

2,«,  =  0,  «*+«*+!  =  0 

«,«,  =  0.  *»+«»— (17  =tl2v/2)  =  0 

2)  *»*»+^  =  0,    z»+2j+i-=^0 

«J-*{  =  0,        2«+^_i-  (7d=4v/3)  =  0 

2,«.  =  0,  *?+*{-  (7  d=4v/3')  =  0 

3)  z»z»+4  =  0,       «»+2»+ 3  =  0 


81»  ~'  -»^-«^27 
J_ 
2 


2»-2»  =  0,  2*+2j  +  l  =  0. 


Wir  baben  also  hier  eine  Reihe  Ton  Paaren  ganzer  Fonc- 
tionen  in  unseren  Yariabeln,  die  Null  gesetzt  Punktsysteme  geben, 
welche  bei  Anwendung  der  Substitutionen  der  Gruppe  G  ungeändert 
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bleiben.  In  homogenen  Variabein  Ci,  Ct»  C3  [^^^i  =  T"}h=ir  isO 
werden  ganz  allgemein  die  Formenpaare 

cj-c*  und  c!+ «;-«?§ 

dann 

(;,C.  und  ?t+c;-ßc* 

femer 

CfCj-mCS  und  fJ-hCj-nC5 

Null  gesetzt,  zu  16,  8  oder  32  äquivalenten  Stellen  ftlhren.  Die 
Stellen  («j,  «,)  =  (0,  0),  (00,  cxd),  die  ganz  ungeändert  bleiben, 
kann  man  dnreb  Nullsetzen  der  Formen 

i^t—^t.  *  ^°d  C^+CJ)*,    respective     ^  und  (Cj— (;;*)*+7$S, 

die  zwei  äquivalenten  Stellen  («j,  «j)  =  (0,  cx>),  (00,  0)  durch 
Nnllsetzen  der  Formen 

C*  und  Ct^+*{S 
erhalten. 

Beachtet  man  jetzt,  dass  bei  den  homogenen  Substitutionen 

unserer  Gruppe  die  Formen 

(wo  a  eine  beliebige  Constante  ist)  und  anderseits  die  Formen 

bei  beliebigem  b  um  dieselben  Factoren  geändert  werden,  so 
kann  man  oflFenbar  Quotienten  der  entsprechenden  bei  den  nicht- 
homogenen Substitutionen  invarianten  ganzen  Functionen  von  z^ 
und  2^2  bilden,  die  sich  überhaupt  nicht  ändern.  Insbesondere 
lassen  sich  unter  diesen  Quotienten  Paare  ausfindig  machen, 
deren  jedes  verschiedenen  Constantenpaaren  gleich  gesetzt, 
gerade  unsere  ausgezeichneten  Punktgruppen  auf  S^  liefert.  Soll 
eines  dieser  Paare  rationaler  Function  an  den  Stellen,  ftlr  welche 
die  Formen 

({»-?•)*  und  (i^+^t-«^) 

verschwinden^  unendlich  sein  und  anderseits  an  den  zwei  einander 
äquivalenten  Stellen  (00,  0),  (0, 00)  verschwinden,  so  setze  man 
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Damit  aber  Z,  and  Z^  an  den  Kaltstellen  der  Fanctionen 
«,«,  and  «J+zJ — ß 
die  Werthe  c  reepective  tf  annehmen,  mnss  man 

*  =  cß»  und  if  —  «/(jS— «) 
setzen,  denn  mit  Hilfe  der  Identität 

«:?-«)* = (c:+cj)'-4{:c* 


findet  man 


Z,-c  = 


und  die  Zähler  dieser  Quotienten  sind  nnter  der  gemachten  Fest- 
setzung über  i  und  J'  in  der  That  Null,  wenn  CjCt  ^"^'^  ^"+"*n — ß  Cs 
verschwinden. 

Jedes  andere  Paar  solch  rationaler  Functionen  Z[^  Z'^  ist 
rational  darstellbar  durch  Z^  und  Z^  und  zwischen  drei  Functionen 
Z^y  Z|,  Z3,  die  bei  unseren  Substitutionen  ungeändert  bleiben, 
besteht  eine  lineare  Gleichung,  derart,  dass  jede  dieser  Functionen 
als  lineare  gebrochene  Function  der  beiden  anderen  darstell- 
bar ist. 
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Über  das  Nonnalensystem  und  die  Oentraflaohe  der 
Flächen  zweiter  Ordnung. 

(I.  MittheUTing.) 
Von  Emil  Waelsch, 

Atnatent  an  der  k,  k.  deuUehen  teehni9ehen  Soehtehuit  in  Pray, 
(Vorgelegt  In  der  Sitzung  am  3.  Februar  1887.) 

Die  nachfolgende  Arbeit  gibt  znnächst  eine  systematische, 
synthetische  Untersnchang  ttber  Eigenschaften  des  Systems  der 
Normalen  nnd  der  Centrafläche  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter 
Ordnung  F^^  ihres  AxencomplexeS;  der  Doppel-  und  Inflections- 
tangenten  und  der  singulären  Carven  der  Centrafläche.  Auf  Grund 
dieser  Entwicklungen  folgt  dann  die  Aufstellung  der  Gleichungen 
dreier  mit  dem  Normalensystem  engverbundener  Complexe,  von 
denen  der  eine  der  Axencomplex  ist  und  der  zweite  ein  Complex 
dritten  Grades,  der  ans  dem  Axencomplex  das  Normalensystem 
ausschneidet;  hieran  schliessen  sich  geometrische  Eigenschaften 
dieses  Complexes^  sowie  die  Aufstellung  der  Gleichungen  der 
beiden  Strahlensysteme  sechster  Ordnung^  zweiter  Glasse^  deren 
Brennfläche  die  Centrafläche  ist^  und  der  Gleichungen  des 
Systems  der  Inflectionstangenten  dieser  Fläche. 

Die  angewendete  Methode  ist  ersichtlich  eine  Abbildung  des 
Geradenraumes  auf  ein  vierdimensionales  System  von  Flächen 
zweiter  Ordnung,  die  durch  die  Ecken  des  Hauptaxentetra^ders 
der  F,  gehen,  in  welcher  Abbildung  jeder  Tangente  der  Centra- 
fläche eine  die  F^  berührende  Fläche  des  Systems  entspricht. 
Diese  Methode  lässt  sich  auf  algebraische  Flächen  überhaupt 
ausdehnen;  es  wird  eine  diesbezügliche  Arbeit  folgen.  Auch  die 
Specialisirung  der  gefundenen  Resultate  für  Flächen  zweiter 
Ordnung  mit  „metrischem  Affect^,  d.  h.  solche  Flächen,  die 
gegen  den  absoluten  Kegelschnitt  specielle  Lage  haben,  wird 
noch  zu  erörtern  sein. 
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1.  Der  Axencomplex  der  Fläche  zweiter  Ordnung. 
(Vergl.  Heye,  Geom.  d.  Lage  n.  S.  165.)  Die  Fusspunkte  der 
von  einem  Punkte  s  des  Raumes  anf  die  Fläche  fUllbaren  Nor- 
malen liegen  auf  einer  Ranmcnrve  dritter  Ordnung  S^.  Diese 
Curve  wird  durch  die  Collineation  der  Strahlenbttndel  («)  und  (o) 
(o  Mittelpunkt  der  F^)  erzeugt,  die  jedem  Strahl  so;  den  conju- 
girten  Durchmesser  o^c,  der  auf  ihm  senkrechten  Centralebene  E^ 
zuweist.  Da  dann  ein  Punkt  ar  von  S^  der  Pol  einer  zu  jB,  paral- 
lelen Ebene  ist,  gehört  so;  dem  Axencomplex  der  F,  an,  für 
welchen  jeder  Strahl  auf  seinem  bezüglich  F,  conjugirten  senk- 
recht steht  oder  anders  ausgedrückt:  ,,Polnormale",  d.  h.  Loth 
von  einem  Pol  auf  dessen  Polarebene  ist  Sj  ist  demnach  der 
Ort  der  Pole,  deren  Polnormalen  durch  s  gehen. 

Es  gibt  also  sechs  Normalen  von  8  ans.  Cj  geht  durch  s,  o  und 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Hauptaxen;  daher  enthält  der 
Complexkegel  («)j,  welcher  die  ffi«  aus  s  projicirt  ein  rechtwin- 
keliges Dreikant,  also  unendliche  viele. 

Jede  Bisecante  der  S^  gehört  dem  Axencomplex  an;  denn 
sind  a.\y  x^  zwei  Punkte  vom  ffi*,  so  ist  die  Schnittlinie  ihrer 
Polarebenen,  die  senkrecht  zu  bx^  respective  sxj^  sind,  senkrecht 
zur  Ebene  sx^  sx^,  also  die  conjngirte  Gerade  von  x^x^  auf 
a?|ar,  senkrecht.  Daher: 

Die  Verbindungsgeraden  der  Fusspunkte  der 
sechs  Normalen  von  allen  Punkten  des  Raumes  aus, 
erfüllen  den  Axencomplex;  und:  Sollen  sich  zwei 
Normalen  schneiden,  so  muss  die  Yerbindungsgerade 
ihrer  Fusspunkte  dem  Axencomplex  angehören. 

Ferner  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Erzeugenden  des  Com- 
plexkegels  für  einen  Punkt  s  der  F^  die  F^  in  Punkten  treffen, 
deren  Normalen  die  Normale  n  in  s  schneiden.  Die  Tangential* 
ebene  in  8  von  F^  scheidet  dann  diesen  Kegel  in  zwei  Erzeugen- 
den, die  auf  einander  senkrecht  stehen,  da  sie  Kanten  eines 
rechtwinkligen  Dreikants  sind,  das  durch  n  bestimmt  ist;  diese 
beiden  Geraden  heissen  Haupttangenten  der  F^\n  8,  Auch  folgt 
hier,  dass  es  zwei  zu  n  benachbarte  Normalen  gibt,  welche  die 
Normale  n  in  ihren  Hanptkrümmungsmittelpunkten  oder  Brenn- 
punkten schneiden,  deren  Ort  die  Centra fläche  von  F,  ist. 
Die   Yerbindungsebenen  von  n   mit    diesen  Nachbamormalen 
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werden  Hauptkrttnunangsebenen  oder  aach  Brennebenen  von  n 
genannt 

Alle  oo*  Flächen  ((F,)),  die  denselben  Axencoinplex  haben^ 
sind  zn  den  F^  confocalen  Flächen  concentrisch-homotbetisch; 
die  «-Normalen  an  alle  diese  Flächen  erfüllen  den  Complex- 
kegel  («),. 

Es  sei  hier  angeftlhrt,  dass  sowohl  der  Schnittpunkt  der 
Normalenpaare  die  in  einer  Ebene  liegen,  für  alle  zn  F^  concen- 
trisch-homothetischen  Flächen  als  auch  ftir  die  zu  F^  confocalen 
Flächen  in  je  einer  Geraden  liegen.  Die  letztere  ist  die  Polare 
des  Fnsspnnktes  der  Polnonnale  der  Ebene  bezüglich  der 
Complexparabel. 

2.  Die  (E3  eines  Punktes.  Die  Schaar  confocaler  Flächen 
(f,)  ist  derselben  Developpablen  vierter  Classe  D*  eingeschrieben, 
welche  auch  dem  unendlich  fernen  absoluten  Kegelschnitt  J^ 
umschrieben  ist  Das  Doppelverhältniss  X  der  vier  Durchstoss- 
punkte  einer  Doppeltangente  oder  einer  Erzeugenden  t  von  D^ 
(letztere  sind  die  Normalen  der  Flächen  (F,),  welche  J^  schnei- 
den) mit  den  vier  Doppelebenen  der  Schaar,  den  Ebenen  des  den 
Fj^  gemeinsamen  PoUetraäders,  ist  die  absolute  Invariante  der  D^ 
oder  der  Fläch enschaar,  und  man  könnte  es  das  ,,Doppelver- 
hältniss  der  gegebenen  Fläche  F^^  nennen. 

(Die  Punktreihe  der  Berührungspunkte  der  Flächen  von 
(F,)  auf  /  ist  projectiv  zur  Schaar  (F^),  wesshalb  X  gleich  dem 
Doppelverhältniss  der  Parameter  /x  der  vier  Doppelebenen  der 
Confocalschaar  ist.  Ist 

/r«  ««  a« 


die  Gleichung  dieser  Schaar,  so  sind  a*,  6*,  c*,  c»  diese  Para- 

meterwerthe,  also  X  =  j-^ j.  Da  t  dem  Axencomplex  angehört, 

0       c 

80  ist  X  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  Punkte,  welche  ein 
Complexstrahl  aus  den  vier  Coordinatencbenen  ausscheidet  oder 
der  Ebenen  die  ihn  mit  den  Ecken  dieses  Tetraeders  verbinden. 
A  ist  auch  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  vier  complexen 
Punkte  a,  6,  c,  a-+-6-f  c;  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  vier 
Ebenen,  welche  aus  einem  der  vier  Punkte  deren  Coordinaten 
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±0}  ±6;  ±c  sind,  den  Fankt  o  und  die  vier  Punkte  mit  den 
Coordinaten  ±1,  ±1,  ±1  projiciren.  Die  ersteren  Punkte  f&r 
alle  Flächen  des  obigen  System  {(F^))  liegen  mit  den  letzteren 
Paukten  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung,  da  l  fllr  alle  diese 
Flächen  dasselbe  ist.) 

Die  oo'  ffij,  welche  den  Punkten  des  Raumes  entsprechen, 
sind  an  sich  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  durch  die  Eckpunkte 
des  HauptaxentetraMers  gehen,  und  dass  diese  vier  Punkte  auf 
allen  dasselbe  Doppelverhältniss  X  haben;  letzteres  weil  jede 
Bisecante  der  Ss  als  Complexstrahl  diese  Punkte  unter  dem 
Doppelverhältniss  l  projicirt. 

Da  es  bei  gegebenem  Doppelverhältniss  der  F^  nur  oo'  (£3 
gibt,  so  muss  jede  dieser  Ej  unter  allen  (£3  der  00*  Flächen 
((F^)),  die  dasselbe  Doppelverhältniss  haben,  00'  mal  auftreten. 

3.  Die  S;' eines  Punktes.  Die  Polarebenen  von  «  bezüglich 
der  Schaar  (F,)  der  zu  F^  confocalen  Flächen  erfüllen  eine  deve- 
loppable  Fläche  dritter  Classe  ffi?.  Dieser  gehören  die  vier  Ebenen 
des  Tetraeders  an,  erhalten  als  Polarebenen  bezüglich  der  vier 
Doppelebenen  der  Schaar,  deren  Parameterdoppelverhältniss  i 
ist,  wesshalb  diese  vier  Ebenen  auf  allen  diesen  Developpablen 
das  Doppelverhältniss  X  besitzen. 

Demnach  erhält  man  als  Polare  einer  &  bezüglich  F^  eine 
Curve  dritter  Ordnung  die  durch  s  und  die  vier  Tetra^derecken 
geht,  welch  letzere  Punkte  auf  ihr  das  Doppelverhältniss  X  haben. 
Diese  Curve  ist  also  die  S^.  Durch  Polarisation  aller  (Si 
bezüglich  einer  beliebigen  Fläche  der  Confocal- 
schaar  erhält  man  demnach  alle  Q^J. 

(£?  ist  als  Enveloppe  der  Polarebenen  vqp  g  bezüglich  der 
Confocalschaar  (F,)  von  Flächen  zweiter  Classe,  die  Jacobiana 
dieser  Schaar  und  des  Punktes  «,  daher  polarisirt:  S3  ist  die 
Jacobiana  folgender  drei  Flächen:  Der  doppelt 
gezählten  Polarebene  von  s  bezüglich  F,,  F^  selbst 
und  der  Polare  einer  Fläche  der  Confocalschaar 
bezüglich  F^  (z.  B.  des  absoluten  Kegelschnitts).  Man 
erhält  demnach,  da  die  Centrafläche  von  F,  der  Ort  des  Punktes 
s  ist,  dessen  ©•  die  F,  berührt,  die  Polare  der  Centrafläche  der 
f,  bezüglich  F^  als  Enveloppe  der  Ebenen,  fllr  welche  diese 
Jacobiana  ffij  die  F^  berührt,  also:  Die  Polarreciproke  der 
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Centrafläche  ist  collinear  der  Enveloppe  der 
Ebenen,  welche  mit  zwei  Flächen  zweiter  Ordnnog 
eine  Jacobiana  haben,  die  eine  dieser  Flächen 
berührt. 

4.  Die  Fnsscurve  und  Fussfläche  einer  OeradenJ 
Wird  F^  nnendlich  wenig  nm  eine  Gerade^  gedreht,  so  schneidet 
F,  die  Ansgangslage  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  ffij,  welche  die 
„Fusscurv  e"  der  g  heisst.  Fällt  man  nämlich  von  einem  Punkte 
der  g  auf  F^  eine  Normale,  so  liegt  das  Bewegungselement  des 
Fusspunktes  bei  der  Rotation  in  der  Tangentialebene  des 
letzteren;  die  Fusspnnkte  dieser  Normalen  sind  demnach  die 
Punkte,  welche  bei  dieser  Rotation  auf  F^  bleiben,  also  die 
Punkte  von  (E{. 

g  ist  Bisecante  der  (Sj  und  liegt  daher  mit  ihr  auf  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  y|,  welche  „Fussfläche**  von ^heissen 
soll.  Da  in  jeder  Ebene  durch  ^,  wie  in  einer  Ebene  tlberhaupt,  zwei 
Normalen  liegen,  deren  Fusspnnkte  durch  einen  Complexstrahl 
verbunden  sind,  so  besteht  die  Begelschaar  (7)  von  y^,  zu  der 
g  nicht  gehört,  aus  Complexstrahlen.  ^{  enthält  die  den  Punkten 
von  g  entsprechenden  S3,  denn  diese  schneiden  ^^  ^^  dem  Punkte 
von  g  und  in  seinen  sechs  Fusspunkten;  ^^  geht  daher  auch 
durch  die  Ecken  des  Haupttetra^ders  und  ist  der  Ort  des  Punktes 
dessen  Polnormale  g  schneidet. 

Die  den  sämmtlichen  Geraden  des  Raumes  entsprechenden 
00*  Fnssflächen  sind  an  sich  dadurch  charakterisirt,  dass  sie 
durch  die  HaupttetraMerecken  gehen,  und  ihre  vier  durch  diese 
Ecken  gehenden  Erzeugenden  derselben  Regelschaar  das 
Doppelverhältniss  X  haben.  Daher  tritt  jede  ^^  unter  allen  Fnss- 
flächen fllr  die  oo*-Flächen  der  Schaar  {{F^)  oo*-mal  auf; 
nimmt  man  statt  g  eine  Erzeugende  g'  von  }7|  bezüglich  F,, 
welche  zur  selben  Regelschaar  wie  g  gehört,  so  ist  <f{  identisch 
mit  j>j'  bezüglich  einer  zu  F^  confocalen  und  einer  zu  F^  concen- 
trisch'homothetischen  Fläche. 

5.  Der  Complexkegel  als  Fussfläche.  Da  die  (£3  für 
einen  Flächenpunkt  die  Normale  in  diesem  berührt,  so  sind  die 
Yerbindungsebenen  von  g  mit  den  Normalen  in  ihren  Durchstoss- 


1  Vergl.  Salmon-Fiedler,  Raumgeometrie  II.  Art.  279. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  .  37 
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punkten  mit  F^  die  Tangentialebenen  von  fi  in  letzteren.  Diese 
beiden  Tangentialebenen  fallen  dann  und  nur  dann  zusammen^ 
wenn  sieh  die  angeführten  Normalen  sehneiden,  also  wenn 
(nacJi  1.)  g  Complexstrahl  ist;  demnach: 

Die  Fussfläche  eines  Complexstrahles  g  ist  der 
Complexkegel  des  Punktes  «,  für  welchen  g  Polnor- 
male ist;  letzteres  aus  folgendem  Grunde:  In  der  Verbindungs- 
ebene einer  Erzeugenden  gf  dieses  Kegels  mit  g  liegen  zwei 
Normalen,  die  conjugirte  Gerade  von  g^  bezüglich  F,  ist  daher 
senkrecht  zu  dieser  Ebene;  dies  gilt  für  alle  Ebenen  des  Büschels 
{g\  daher  ist  die  Polarebene  von  «,  die  die  conjugirten  der 
Geraden  /  enthält,  senkrecht  zu  g. 

Die  Fussfläche  einer  beliebigen  Geraden  g  ent- 
hält sechs  Normalen;  denn  von  jedem  Punkte  n  von  ergehen 
an  F^  sechs  Normalen,  durch  deren  Fusspunkte  sechs  Strahlen 
von  (7),  die  g  in  sechs  Punkten  b  schneiden;  jedem  b  entsprechen 
zwei  a.  Von  den  acht  CoYncidenzen  dieser  (6,  2)-Correspondenz 
fallen  zwei  in  die  Durchstosspunkte  von  g  mit  F^,  die  sechs  andern 
liefern  die  sechs  gesuchten  Normalen. 

Ist  g  Polnormale,  so  wird  nach  Obigem  j?|  Complexkegel 
ihres  Pols,  und  die  letzten  sechs  Normalen  gehen  durch  diesen 
Pol;  demnach: 

Die  sechs  Normalen  an  die  F^  von  einem  Punkte« 
aus  schneiden  dieselbe  in  Punkten,  deren  Normalen 
die  Polnormale  von  s  schneiden. 

6.  Die  Normalenfläche  einer  Geraden.  Eine  (£j' 
schneidet  die  (£j  in  acht  Punkten,  daher  ist  acht  die  Ordnung  der 
Fläche  der  Normalen,  die  jr  schneiden.  Diese  „Normalenfläche 
von  </"  ist  als  ein-eindeutig  auf  (Jj  bezogen  vom  Geschlechte  1, 
und  man  erhält  daher  nach  Abrechnung  der  sechsfachen  Geraden 
g  noch  eine  Doppelcurve  fünfter  Ordnung.  Diese  hat,  da  in  jeder 
Ebene  durch  g  nur  einer  ihrer  Punkte  gefunden  wird,  g  zur  vier- 
fachen Secante  und  ist  daher  rational.  Ihre  zehn  Schnittpunkte 
mit  F^  sind  zweierlei  Art;  entweder  schneiden  sich  in  einem 
solchen  Punkte  zwei  g  schneidende  Normalen,  indem  der  zweite 
Schnittpunkt  der  Fusspunkt  der  andern  ist,  in  welchem  Falle 
die  letztere  yj  angehört,  oder  indem  beide  Normalen  ihren 
zweiten  Schnittpunkt  mit  F^  gemein  haben.  Da  es  nun  sechs 
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Normalen  gibt,  die  fl  angehören;  so  gibt  es  sechs  Schnittpunkte 
der  ersten  und  vier  der  zweiten  Art,  and  es  folgt: 

DieEuveloppe  der  Ebenen,  welche  eine  Normale 
mit  den  fünf  durch  ihren  Fusspunkt  gehenden  Nor- 
malen verbindet,  ist  von  sechster  Glasse,  während  die 
Enveloppe  der  Verbindungsebenen  dieser  fünf  Nor- 
malen eine  Fläche  4>*  von  vierter  Classe  ist. 

7.  Die  Normalie  eines  ebenen  Schnittes  jB^  von  F^, 
der  Ort  der  Normalen  in  seinen  Punkten,  ist,  da  dj  den  E^  in  vier 
Funkten  durehstösst,  von  vierter  Ordnung,  als  ein-eindeutig  auf 
den  Kegelschnitt  E^  bezogen,  rational,  demnach  mit  einer  Doppel- 
curve  dritter  Ordnung  versehen»  Da  nach  1.  die  Verbindungs- 
linie der  Fusspunkte  zweier  sich  schneidender  Normalen  ein 
Gomplexstrahl  ist,  so  umhüllen  die  Tracen  der  Bitangentialebenen 
der  Normalie  auf  E  die  Gomplexparabel  P,  in  E.  Diese  Bitangen- 
tialebenen umhüllen  eine  Developpable  dritter  Classe,  welche  E 
und  die  vier  Haupttetraöderebenen  enthält,  welch  letztere  vier 
Ebenen  auf  dieser  Developpablen  dasselbe  Doppelverhältniss 
haben  wie  ihre  Tracen  auf  E  auf  der  Gomplexparabel  P,,  dieses 
ist  aber  gleich  dem  Doppelverhältniss  X  der  F^,  Daher  hat  man 
nach  3.: 

Die  der  Normalie  eines  ebenen  Schnittes  Ej^ 
doppeltumschriebene  Developpable  ist  mit  der  S« 
id-entisch,  wobei«  der  Pol  vonÄist. 

Femer  ergibt  sich,  da  die  Ebenen  von  (52  Polarebenen  von  s 
bezüglich  der  zu  F^  confocalen  Flächen  sind,  dass  alle  Normalien 
längs  der  Schnitte  mit  den  Flächen,  in  Bezug  aufweiche  sie  Polar- 
ebenen sind,  derselben  S«  doppelt  eingeschrieben  sind. 

Liegt  E  so,  dass  drei  der  Tagenten  der  P,  ein  Dreieck 
bilden,  das  E^  eingeschrieben  ist,  so  schneiden  sich  die  Normalen 
in  den  Endpunkten  desselben  in  einem  Punkte  m ;  dann  gibt  es 
aber  noch  unendliehviele  solcher  Dreiecke,  also  unendlichviele 
solcher  Punkte  m  und  diese  erfüllen  eine  dr-ei fache  Gerade 
der  Normalie;  denn  zieht  man  von  einem  der  Punkte  m  über 
zwei  Erzeugende  der  Normalie  die  Transversale  g,  so  wird  gj 
die  ftlnf  Fusspunkte  der  drei  Normalen  durch  s  und  der  zwei 
Erzengenden  enthalten,  also  E^  als  Theil  besitzen  müssen,  wess- 
halb  alle  Normalen  längs  E^  g  schneiden. 

37* 
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Von  jedem  Punkte  dieser  dreifachen  Geraden  der  Normalie 
eines  solchen  ebenen  Schnittes  lassen  sich  noch  drei  Normalen  an 
F^  ziehen,  deren  Fnsspunkte  auf  einem  zweiten  Kegelschnitt,  dem 
weitern  Bestandtheil  von  Cj,  liegen  müssen.  Die  Normalen- 
fläche dieser  Geraden  zerfällt  also  in  zwei  Normalien, 
ihre  Fusscurve  in  zwei  Kegelschnitte. 

8.  Die  Fläche  O*.  Die  obigen  Ebenen  jB,  deren  Normalie 
eine  dreifache  Gerade  hat,  umhttllen  die  in  6.  gefundene  Fläche 
vierter  Classe  O^;  denn  da  diese  Gerade  den  Kegelschnitt  E^ 
schneidet,  so  liegen  in  E  zwei  Normalen,  welche  sich  auf  F^ 
schneiden. 

Ist  E  Tangentialebene  von  F^,  so  muss  P^  eine  der  beiden  in 
E  liegenden  Erzeugenden  von  F^  berühren.  Diese  Erzeugenden 
müssen  daher  Complexstrahlen  sein,  können  aber  nur  dann  Pol- 
normalen sein,  wenn  sie  den  absoluten  Kegelschnitt  J^  schneiden; 
<I>*  und  F^  haben  demnach  eine  gemeinsam  umschriebene  Deve- 
loppable,  welche  aus  den  acht  Ebenenbüscheln  besteht,  deren 
Axen  die  acht  Geraden  von  F^  sind,  die  J^  schneiden.  0*  berührt 
ferner  alle  durch  die  Normalen  in  den  Hauptschnittsebenen  zu 
letzteren  senkrecht  gehenden  Ebenen. 

Die  Verbindungslinien  der  vier  Fusspunkte  der  von  einem 
Hauptkrümmungsmittelpnnkte  ausser  den  zusammenfallenden 
Normalen  an  F^  fällbaren  Normalen  oder  anders  ausgedrückt: 
Die  Verbindungslinie  der  Fusspunkte  zweier  Normalen,  die  sich 
auf  der  Centrafläche  schneiden,  ist  Tangente  der  0*.  Den  Be- 
rührungspunkt einer  Tangentialebene  E  von  O^  findet  man,  indem 
man  den  zweiten  Kegelschnitt  sucht,  dessen  Normalie  dieselbe 
dreifache  Linie  hat,  wie  die  von  E^  (folgt  aus  Art.  12);  dieser 
schneidet  E^  in  zwei  Punkten,  welchen  Punkten  in  je  einem  Drei- 
eck, das  E^  ein-  und  P^  umschrieben  ist,  Seiten  gegenüber  liegen, 
die  durch  den  Berührungspunkt  gehen. 

9.  Die  singulären  Ebenen  des  Strahlensystems. 
Die  unendlich  ferne  Ebene  ist  eine  solche  Ebene,  in  der  unendlich- 
viele  Noimalen  liegen,  die  eine  Curve  vierter  Classe,  die 
„unendlich  ferne  Evolute"  umhüllen. 

Wäre  eine  endlich  singulare  Ebene  nicht  Tangentialebene 
von  Fjj,  so  müssten  die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  ihres 
Schnittes  mit  F^  zu  ihr  normal  sein,  also  kann  sie  nur  Symmetrie- 
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ebene  von  F^  sein;  letztere  Ebenen  sind  auch  wirklieh  dnrch  die 
Evoluten  singnlär. 

Ist  die  singulare  Ebene  £  Tangentialebene  von  F^,  so  mtissen 
die  Normalen  in  ihren  Schnittpunkten  senkrecht  zu  einer  Er- 
zengenden von  Fj  sein;  da  die  Tangentialebenen  in  den  Punkten 
dieser  Erzeugenden  ein  Büschel  bilden^  und  die  absoluten  Pole 
dieser  Ebenen  in  einer  Ebene  des  Büschels  nämlich  in  E  liegen 
sollen,  so  muss  E  Tangentialebene  des  absoluten  Kegelschnittes 
sein,  und  die  Erzeugende  diesen  Kegelschnitt  schneiden.  Diese 
acht  Erzeugenden  sollen,  weil  jede  von  ihnen  drei  Kreis-  oder 
Umbicalpunkte  der  F^  enthält  ,,Umbilicalerzeugende"  heissen 
Es  ergibt  sich:  Die  Normalen  längs  einer  ümbilicalerzeugenden 
umhüllen  eine  Parabel*;  diese  heisse  „Umbilicalparabel*,  ihre 
Ebene,  die  singulare  Ebene  „Umbilicalebene". 

Gehen  durch  einen  Punkt  s  drei  zu  einander  unendlich  nahe 
Normalen  ti,  die  nicht  ein  gewöhnliches  Kegelelement  bilden, 
sondern  ein  Doppelerzeugendenelement,  d,  h.  dass  ihre  drei  Ver- 
bindungsebenen endliche  Winkel  mit  einander  einschliessen,  so 
wird  (JJ  durch  die  Fusspunkte  dieser  drei  Normalen  gehen  und 
dort  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Die  Tangentialebene  von  F^  in 
ihm  enthält  drei  Punkte  der  Sj,  also  eine  Doppelpunktstangente 
und  auch  die  zweite,  denn  sonst  würden  die  drei  Normalen  ein 
Kegelelement  bilden.  Dann  muss  aber  jede  durch  s  gehende  Nach- 
bargerade von  n  Normale  von  F^  sein,  wesshalb  die  beiden  Nor- 
malenparaboloide  der  durch  den  Fusspunkt  von  n  gehenden  Er- 
zeugenden degeneriren  müssen,  und  n  daher  ^Umbilicalnormale'^, 
d.  h.  Normale  in  einem  Umbicalpunkte  sein  muss.  Eine  solche 
Normale  n  wird  in  der  That  von  beiden  ümbilicalparabeln,  die 
den  Erzeugenden  des  Fusspunktes  entsprechen,  in  demselben 
Punkt  c  berührt,  weil  diese  Parabeln  symmetrisch  zum  Haupt- 


1  Hier  folgt,  daas  die  Krümmungslinien  von  h\  die  ümbilicalerzeugen- 
den berühren.  £b  scheint  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein,  dass  sich  hieraus 
die  bekannte  von  Monge  angegebene  Eigenschaft  ergibt:  Der  Kegelschnitt, 
welcher  die  orthogonale  Projection  einer  Krümmungslinie  auf  eine  Haupt- 
ebene ist,  berührt  die  Tangenten  der  Umbilicalpnnkte  dieser  Hauptebene, 
denn  diese  Tangenten  sind  die  Projectionen  der  verwendeten  ümbilical- 
erzeugenden. 
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schnitt  sind;  in  dem  die  Umbilicalnormale  liegt.  Demnach  gehen 
durch  c,  dem  y,Umbilicalcentram^  zwei  zu  ti  benachbarte  Normalen, 
die  in  den  Ebenen  der  Parabeln  liegen;  daher: 

Nur  durch  ein  Umbilicalcentrum  gehen  drei  un- 
endlich naheNormalen,  die  keinEegelelement  bilden, 
dann  gehen  aber  unendlich  viele  solcher  Normalen 
hindurch.  Die  Umbilicalcentren  sind  die  Berührungspunkte  der 
Umbilicalparabeln  mit  den  vier  Haupttetrafidern;  diese  unendlich 
fernen  Punkte  werden  auch  Umbilicalcentren  genannt  werden. 

Die  Umbilicalnormalen  schneiden  die  sechs  Kanten  des 
HaupttetraSders  (also  die  unendlich  fernen  mitgerechnet)  in 
zwölf  Punkten,  welche  „Focalcentren*'*  heissen;  zwei  dieser 
Punkte,  welche  in  derselben  Kante  liegen,  sollen  „conjugirt" 
genannt  werden. 

Die  Seitenebenen  eines  der  beiden  Tetraeder,  welche  sich 
aus  den  acht  Umbilicalebenen  bilden  lassen,  sind  die  denUmbilical- 
erzeugenden  derselben  Regelschaar  von  F^  entsprechenden;  sie 
mögen  „Focaltetraöder**  heissen.  Die  Ecken  des  Focal- 
octa^ders^,  welches  sie  zusammen  bilden,  sind  die  Focal- 
centren. 

Da  jede  Kante  g  eines  solchen  Tetraöders  eine  Hauptaxe 
derF|^  schneidet,  deren  Scheiteldurchstosspunkte  der  Sj  angehören 
mttssen,  so  besteht  letztere  ausser  aus  den  beiden  Umbilical- 
erzeugenden  noch  aus  denjenigen  Erzeugenden  von  f„  welche 
sich  durch  diese  Scheitel  über  diese  Umbilicalerzeugenden  ziehen 
lassen.  Die  Normalenparaboloide  dieser  beiden  Scheitelerzengen- 
den  schneiden  sich  in  zwei  Tetraöderkanten. 

10.  Erste  Charakteristiken  der  Centrafläche.  Die 
Classe  der  Centrafläche  ist  vier,  da  durch  eine  Gerade  g  vier 
Tangentialebenen  an  (£j  gehen. 

Die  Fussflächen  y^  der  Geraden  eines  Strahlen- 
büschels (ä)  bilden  ein  Flächenbüschel  yj»);  denn  die- 
selben gehen  alle  durch  die  Q^  und  die  Verbindungslinie  7  der 
Fusspunkte  der  in  der  Eben  E  von  («)  liegenden  Normalen  (denn 
7  schneidet  jede  Gerade  des  Büschels  in  einem  dritten  Punkte 
ihrer  y^).  Den  sämmtlichen  Geraden  durch  s  entsprechen  als 


1  S.  Salm on -Fi edler,  Raumgeometrie,  I.  Art.  200. 
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Fussflächen  die  sämmtlichen  Flächen  durch  (£«.  Die  einem Bttschel 
dieser  Flächen  entsprechenden  Geraden  bilden  ein  Strahlen- 
bttschel. 

Um  nan  die  Zahl  der  Punkte  der  Centrafläche,  die  auf  einer 
beliebigen  Geraden  g  liegen^  zu  bestimmen^  lege  man  E  durch  g\ 
man  erhält  dann  das  Flächenbttschel  ^^'^^  und  bestimme  die  Zahl 
der  Flächen  desselben,  die  Sj  berühren.  Verlegt  man  speciell  s 
nach  Oj  so  wird  das  Flächenbttschel  ein  Eegelbttschel,  dessen 
Basiskanten  die  Hauptaxen  und  die  Gerade  7,  welche  Bisecante 
von  (£{  isty  sind;  daher  gibt  es  zwölf  dieser  Kegel;  welche  (£{  be- 
rühren, also  ist  zwölf  die  Ordnung  der  Gentrafläche. 

Man  kann  hier,  wie  auch  in  ähnlichen  Fällen  diese  Zahl  auf 
folgende  Weise  bestimmen.  Jedem  Punkte  von  g  entsprechen  die 
sechs  Fnsspunkte  der  von  ihm  ausgehenden  Normalen  auf  (£;[,  und 
jedem  Fnsspunkte  entspricht  ein  Punkt  von  jr;  demnach  ist  die 
'n  =  6-fach  überdeckte  Gerade  g  (Riemann'sche  Fläche)  ein- 
deutig bezogen  auf  die  (£(,  welche  vom  Geschlecht  p  =  1  ist, 
besitzt  daher  ir=z  12  (nach  der  allgemeinen  Formel 

fi?zz:2p-4-2[n— 1]) 

Verzweigungspunkte,  die  Schnittpunkte  mit  der  Gentrafläche. 

Wir  bezeichnen  daher  die  Gentrafläche  mit  f^^. 

11.  Die  Tangenten  der  Gentrafläche.  Hat  S^  keinen 
Doppelpunkt,  und  sollen  zwei  der  12  auf  g  liegenden  Punkte  von 
/*,,  in  einen,  «,  zusammenfallen,  so  muss  Q^  die  Sj  entweder  in 
zwei  verschiedenen  Punkten  bertthren,  oder  in  einem  Punkte 
oscnliren;  dann  fallen  aber  auch  für  jede  durch  s  gehende  Gerade 
zwei  ihrer  Schnittpunkte  mit  f^^  nach  «,  wesshalb  ein  solcher 
Punkt  8  Doppelpunkt  der  Gentrafläche  ist. 

Hat  also  Sj  keinen  Doppelpunkt,  so  kann  g  nicht  wirkliche 
Tangente  von /*! 2  werden;  hiezu  ist  demnach  nothwendig,  dass 
S{  einen  Doppelpunkt  besitze;  dies  ist  aber  auch  hinreichend,  weil 
dann  eine  der  Flächen  des  Bttschels  ^^'^^  (s.  10.  oder  ein  Kegel 
des  dortigen  Eegelbüschels)  durch  diesen  Doppelpunkt  geht, 
wodurch  zwei  der  Berührungspunkte  mit  %i  absorbirt  werden.  Es 
gilt  also  der  Hauptsatz:  Eine  Gerade  hat  dann  und  nur 
dann  eine  S^  mit  Doppelpunkt  (oder  was  dasselbe  ist, 
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eine  ^f  die  F^  bertthrt)^  wenn  sie  wirkliche  Tangente 
der  Centrafläche  ist;  sie  berührt  die  f^^  in  ihrem 
Schnitte  mit  der  Normale  des  Doppelpunktes. 

Der  Sang  der  /^^  ist  daher  die  Zahl  der  Strahlen  g  in  einem 
Strahlenbtlschel  (a)^  deren  S{  einen  Doppelpunkt  hat.  Nun  bilden 
(nach  10.)  die  ^^7  welche  den  Strahlen  von  {$)  entsprechen  das 
Bttschel  f^*\  das  mit  F^  ein  Netz  bestimmt,  dessen  Jacobische 
Curve,  als  von  sechster  Ordnung,  F,  in  den  zwölf  fraglichen 
Doppelpunkten  schneidet-,  also  ist  12  der  Bang  der  Centra- 
fläche. 

Die  Geraden  g,  deren  tf^  die  F^  in  einem  Punkte  p  mit  der 
Normale  n  berühren,  mttssen  nach  dem  obigen  Hauptsatz  durch 
einen  der  beiden  Punkte  o^,  u^  gehen,  in  welchen  n  von  Nachbar- 
normalen «j,  «j  geschnitten  wird  (s.  1.)  und  hier  die/'j,  bertlhren. 
Da  nun  die  (£*''  (durch  welche  alle  tf^  der  Strahlen  durch  u^  gehen) 
in  p  die  F^  berührt,  so  wird  es  hur  ein  Bttschel  von  y^  geben,  die  ' 
F^  in  8  berühren,  also  wird  es  (nach  10.)  nur  ein  Strahlenbüschel 
(u,)  solcher  Geraden  g  geben ;  die  Ebene  Nt  von  (u^)  ist  die  Tan- 
gentialebene von  /"jj  in  u,-  und  n  ist  Doppeltangente  von  f^^. 
Ferner :  Zieht  man  z.  B.  durch  u^  eine  beliebige  Gerade  die  n^ 
schneidet,  so  wird  ihre  Fusscurve  durch  die  3  Fusspunkte  von 
n,  itp  n^  gehen,  also  jedenfalls  in  p  einen  Doppelpunkt  besitzen 
(da  das  Dreieck  dieser  drei  Punkte  endliche  Winkel  hat),  daher 
ist  N^  mit  der  Verbindnngsebene  von  n  und  n^  identisch. 

Auch  noch  einen  anderen  Satz  könnte  man  hier  leicht  beweisen : 
Zieht  mau  nämlich  von  u,  eine  Transversale  t  über  zwei  weitere 
beliebige  zu  n  benachbarte  Normalen  itx,  n,,  so  hat  (aus  dem 
obigen  Grunde)  (E^  in  p  einen  Doppelpunkt,  wesshalb  i  in  jV, 
liegt.  Die  Durchstosspunkte  von  Hx,  n^,  mit  iVj  sind  demnach  mit 
Uf  in  einer  Geraden,  und  da  diese  schon  durch  einen  der  Durch- 
stosspunkte und  u^  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  die  Durchstoss- 
punkte aller  Nachbarnormalen  von  n  mit  der  Ebene  iVj  auf  einer 
durch  u^  gehenden  Geraden  liegen  müssen. 

12.  Die  Doppeltangenten  der  Centrafläche.  Eine 
Gerade  des  Büschels  (u»)  kann  f^^  noch  in  einem  andern  Punkte 
als  u^  berühren,  dann  muss  aber  ihre  S^,  nach  dem  Haupt- 
satz in  11.  noch  einen  Doppelpunkt  erhalten;  da  ferner  unter 
allen  Geraden,  die  den  in  p  berührenden  ^,  entsprechen,  nur  die 
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Normale  DoppeltaDgente  ist,  deren  (S^nur  einen  Doppelpunkt 
hat,  so  ergibt  sieb : 

Scbliesst  man  die  Normalen  der  Fläcbe  ans,  so 
sind  alle  Geraden  and  nar  diese  Doppeltangenten  der 
Centraflächey  deren  Pusscurve  zwei  Doppelpunkte 
haty  and  zwar  sind  die  beiden  Bertthrangspankte 
die  Schnittpunkte  mit  den  Normalen  der  Doppel- 
punkte. 

Alle  Strahlensysteme,  deren  Brennfläche  f^^  ist,  erhält  man 
nun  dareh  folgende  Fallanterscheidang.  (£^  kann  nar  zwei 
Doppelpunkte  bekommen,  wenn  sie  zerßlllt 

a)  in  eine  Baamcarve  dritter  Ordnung  mit  einer  Bisecant«, 

b)  zwei  Kegelschnitte  JT^,  K^  (in  welchem  Falle  nach  8.  die 
Ebenen  dieser  Kegelschnitte  die  Fläche  4>^  bertthren). 

Im  Falle  a)  muss  S^  eine  Erzeugende  derF^  enthalten, 
woraus  folgt: 

Alle  Erzeagenden  der  Normalenparaboloide  der 
Erzeugenden  von  F^  berühren /^^  doppelt;  da  durch  einen 
Punkt  6  Normalen  also  6  Normalenparaboloide  einer  Regel- 
schaar  von  F^  geben,  folgt  weiter: 

/^^  ist  noch  Brennfläche  Ton  2  Strahlensystemen 
S',  S^' sechster  Ordnung,  zweiter  Classe;  letzteres  desshalb, 
weil  in  einer  Ebene  nur  dann  eine  Erzeugende  des  Normalen- 
paraboloids  liegen  kann,  wenn  auch  eine  Normale  in  ihr  liegt. 

Da  die  Erzeugenden  von  F^  auch  den  Normaleüparaboloiden 
angehören,  so  sind  sie  auch  Doppeltangenten  der  f^^,  weil  femer 
darch  jeden  ihrer  Berühungspunkte  eine  seiner  benachbarten 
Normalen  gehen  muss  (s.  10.),  so  geht  die  Tangential bene  von  F^ 
in  einem  dieser  Punkte  durch  seine  Normale^  berührt  also  den 
absoluten  Kegelschnitt.  Hieraas  folgt,  dass  die  f^^  der  F^ 
nach  ihrer  Berührungscurve  mit  der  DeveloppablenD* 
(s.  3.)  umschrieben  ist.  ^  Die  Centraflächen  aller  zu  F,  con- 
foealen  Flächen  sind  demnach  alle  dieser  2)^  doppelt  einge- 
Bchrieben. 

Im  Falle  b)  werden  sich  (s.  7.)  drei  Normalen  in  Punkten 
von  Ki  in  einem  Pnnkte  s  yon  g  schneiden:  nimmt  man  umge- 


1  Vergl.  Salmon-Fidler  1.  c.  H,  S.  LXXII. 
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kehrt  s  an^  so  kann  man  durch  die  sechs  Fassponkte  seiner  Nor- 
malen zehn  Paare  von  Ebenen  legen,  von  denen  jedes  alle  sechs 
Punkte  enthält.  Jedes  Paar  liefert  eine  Doppeltangente  dnrch  s, 
welche  /^^  in  den  Schnittpankten  mit  den  Normalen  der  Punkte 
berührt,  in  denen  die  Schnittgerade  des  Ebenenpaares  die  Fj^ 
dnrchstösst,  daher: 

/',g  ist  Brennfläche  eines  Strahlensystems  S"' 
zehnter  Ordnung. 

Aus  dem  ersten  Satze  dieses  Artikels  folgt,  dass  die  drei 
Strablensysteme  S',  5^',  Sf"  mit  dem  Normalensystem  die  sämmt- 
lichen  Doppeltangenten  der  Centrafläche  liefern,  dass  es  also 
28  durch  einen  Punkt  gehende  Doppeltangenten  der  Centra- 
fläche  gibt. 

Für  einen  Punkt  u  der  /\j  werden  zwei  der  sechs  Normalen 
in  eine  n  zusammenfallen  und  den  Fusspunkt  p  haben,  daher 
fallen  auch  dreimal  je  zwei  der  zehn  Verbindungsebenenpaare 
der  sechs  Fusspunkte  zusammen;  die  ihnen  entsprechenden  drei 
Strahlen  von  S^"  werden  in  der  Tangentialebene  N  des  Punktes 
V  der  f^^  liegen  (in  der  That  ist  jede  Tangente  von  einem  Doppel- 
punkte aus  an  die  Schnittcurve  der  jy  mit  f^^  zweimal  als  Doppel- 
tangente  zu  zählen).  Ausserdem  gehen  durch  v  noch  die  beiden 
Erzeugenden  der  Normalenparaboloide  als  Tangenten  der  Schnitt- 
curve von  N  mit  f^^,  und  diese  aufgezählten  fünf  Geraden  und  die 
Normale  n  selbst  sind  die  10 — 2.2=6  Tangenten,  welche  sich 
von  dem  Doppelpunkt  der  Schnittcurve  an  sie,  die  von  zehnter 
Glasse  ist,  legen  lassen.  Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken : 
Die  Diagonalkanten  des  Vierkants,  welches  aus  dem 
doppelten  Fusspunkt />  die  vier  einfachen  Fusspunkte 
eines  Punktes  u  der  /\,  projicirt,  schneiden  die  F,  in 
drei  Punkten,  für  welche  einer  der  Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte in  der  Tangentialebene  venu  der  Centra- 
fläche  liegt,  und  zwar  berühren  in  diesen  drei  Haupt- 
krümmungsmittelpunkten Tangenten,  die  man  von  u 
an  die  Centrafläche  legt. 

13.  Inflectionstangenten  der  Centrafläche.  Soll 
eine  Gerade  g  die  /^^  in  zwei  aufeinander  folgendenP linkten 
berühren,  d.  h.  soll  sie  Inflectionstangente  der  f^^  sein,  so  muss 
auch  die  g  zugehörige  Fussfläche  die  F^  in  zwei  aufeinander 
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folgenden  Punkten  oder  stationär  berühren^  oder  die  (£j  muss 
eine  Spitze  bekommen.  Nnn  schneiden  die  Fussflächen  der 
Geraden  des  Btlschels  (y)  aus  F^  Curven  aus,  die  in  s  Doppel- 
punkte haben;  die  Doppelpunktstangenten  derselben  bilden  eine 
quadratische  Involution  J,.  Die  Geraden  von  (u),  welche 
den  Fussflächen  entsprechen^  die  die  Doppelstrahlen  dieser  Invo- 
lution liefern^  sind  die  Inflectionstangenten  der  Centrafläche  in  j. 
Man  erhält  so  zwischen  den  Strahlen  in  (y)  und  den  Tangenten 
Ton  Fj  inj»  eine  ein-zweideutige  Beziehung,  von  der  vier 
Paare  entsprechender  Elemente  bekannt  sind;  es  entsprechen 
Dämlich  der  Normale  n  die  Haupttangenten  in  p  und  den  Erzeu- 
genden der  Normalenparaboloide,  die  in  N  liegen,  je  eine  der 
beiden  durch  p  gehenden  Erzeugenden  von  F^.  Den  drei  Tan- 
genten, welche  von  u  an  die  Schnittcurze  von  N  mit  /\j  gelegt 
werden  können  und  die  fi"'  angehören,  entsprechen  die  drei 
Schnittgeradenpaare  der  Tangentialebene  in  p  mit  den  drei 
Gegenebenenpaaren  des  in  12.  besprochenen  Vierkants,  welche 
drei  Geradenpaare  der  quadratischen  Involution  J^  angehören. 

Soll  nun  u  ein  Punkt  der  parabolischen  Cuitc  der  Centra- 
fläche sein,  so  müssen  die  beiden  Inflectionstangenten  desselben 
zusammenfallen,  also  auch  die  Doppelstrahlen  der  Involution  J^, 
woraus  folgt,  dass  von  jedem  Paar  derselben  ein  Strahl  in  diesen 
Doppelstrahl  fSUt.  Die  zuletzt  angegebenen  drei  Paare  der  Invo- 
lution mtlssen  daher  auch  einen  Strahl  gemeinsam  haben,  woraus 
folgt,  dass  eine  ELante  des  Vierkants  in  der  Tangentialebene 
von  8  liegen  muss.  Da  nun  aber  die  Kanten  des  Vierkants  die 
Fusspunkte  der  vier  durch  u  gehenden  Normalen  ausschneiden, 
so  muss  einer  der  vier  Fusspunkte  in  der  Tangentialebene  liegen. 
Dieser  Fusspunkt  liegt  dann  entweder  in  einer  Erzeugenden  der 
Tangentialebene  und  dann  muss  diese  Erzeugende  Umbilical- 
erzeugende  sein  und  u  auf  ihrer  Umbilicalparabel  liegen;  oder  er 
liegt  in  der  Nähe  des  Punktes  s  und  dann  gehen  durch  u  drei 
unendlich  nahe  Normalen,  wesshalb  u,  wie  sogleich  gezeigt  werden 
wird,  der  Rttckkehrcurve  der  Centrafläche  augehört.  Man  kann 
daher  sagen,  da  sich  auch  ergeben  wird,  dass  die  Umbilical- 
parabel der  Rttckkehrcurve  angehört,  dass  u  nur  auf  der  Rttck- 
kehrcurve liegen  kann,  woraus  folgt: 
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Die  parabolische  Curve  der  Ceatrafläche  fällt  in 
die  Rttckkehrcarve  derselben;  sie  besitzt  keine  eigent- 
liche parabolische  Curve. 

14.  Die  Rückkehrcurve  der  Centrafläche.  Aus  11. 
folgt,  dass  dann  und  nur  dann  ein  Punkt  s  des  Raumes  ein 
Doppelpunkt  der  /\j  ist>  wenn  ©j 

a)  ®j  doppelt  berührt  in  zwei  Punkten  1,  2, 

b)  Kj[  osculirt,  wobei  g  eine  beliebige  Gerade  durch  s  ist.  Im 
Falle  a)  gehen  durch  s  zweimal  zwei  unendlich  nahe  Normalen, 
im  Falle  b)  drei  unendlich  nahe  Normalen,  welche  nach  9.  ein 
Kegelelement  bilden  müssen.  Eine  der  Ebenen,  welche  zwei  der 
unendlich  nahen  Normalen  n  verbindet,  heisse  JB. 

Eine  Gerade  g  durch  «,  deren  ®j  im  Falle  a)  in  einem  der 
beiden  Punkte  1  oder  2  einen  Doppelpunkt  hat,  hat  in  s  drei 
Punkte  mit  f^^  gemein,  dies  geschieht  für  alle  Geraden  durch  » 
in  den  Ebenen,  welche  senkrecht  zu  den  Ebenen  E  sind,  und  die 
durch  n  gehen.  Daher  ist  im  Falle  a)  s  ein  biplanarer,  im 
Falle  6)  ein  uniplanarer  Doppelpunkt  der /*(,  mit  zu  den 
respectiven  Ebenen  E  senkrechten  Tangentialebenen.  Also : 

8  ist  dann  und  nur  dann  ein  Uniplanarpunkt  von 
/•jj,  wenn  durch  ihn  drei  unendlich  nahe  ein  Kegel- 
element bildende  Normalen  gehen. 

Die  q;j  eines  solchen  Punktes  hat  in  den  Fusspunkten  der 
drei  unendlich  nahen  Normalen  drei  Punkte  mit  F^  gemein,  sie 
wird  daher  dort  entweder  einen  Doppelpunkt  haben,  und  dann 
einer  ihrer  Theile  die  F^  berühren.  In  diesem  Falle  wird  der 
Complexkegel  fllr  den  Fusspunkt,  der  ja  (E.^  enthält,  in  zwei 
Ebenen  zerfallen,  also  der  Fusspunkt  in  einer  der  Ebenen  des 
Haupttetraeders  liegen.  Oder  es  wird  Sj  die  F^  im  Fusspunkte 
osculiren,  in  welchem  Falle  der  Complexkegel  dieses  Punktes  die 
Tangentialebene  desselben  fUr  die  F^  berührt;  dann  fallen  aber 
die  Scbnittgeraden  der  Tangentialebene  mit  diesem  Kegel,  die 
aufeinander  senkrecht  stehenden  Haupttangenten  des  i^'^-Punktes, 
zusammen,  wesshalb  dieser  Punkt  auf  einer  Umbilicalerzeugenden 
liegen  muss.  Es  ergibt  sich  demnach: 

Uniplanar punkte  der  Centrafläche  können  nur  in 
den  Haupttetraeder-  oder  Umbilicalebenen  liegen. 
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Rückkehrkegelschnitte  der  Hauptebenen.  Die 
Brennpunkte  der  Normalen  in  den  Hanptebenen^  welche  nicht 
auf  den  Evolnten  derselben  liegen^  sind  Uniplanarpunkte;  denn 
durch  sie  gehen  drei  unendlich  nahe  Normalen,  die  ein  Kegel- 
element bilden.  Der  Ort  dieser  Punkte  gehört  daher  zur  Bück- 
kehrcurre  von  f\^.  Da  die  senkrechte  Ebene  zur  Verbindungs- 
ebene E  der  unendlich  nahen  Normalen  die  Hauptebene  ist,  so 
ist  die  Hauptebene  Tangentialebene  des  Uniplanarpunktes  und 
der  Ort  dieses  Punktes  zählt  demnach  im  Schnitt  der  Haupt- 
ebene mit/*],  mindestens  dreifach.  Da  gezeigt  werden  wird,  dass 
er  ein  Kegelschnitt  ist  und  die  Evolute  von  der  sechsten  Ordnung 
ist,  so  kann  er  nur  dreifach  zählen.  Er  hat  zu  Scheiteln  die  Spitzen 
der  Evoluten  in  den  anderen  Hauptebenen. 

Für  jede  Gerade  g  einer  Hauptebene  zerfällt  (£j  in  den 
Hanptkegelschnitt  und  einen  zu  diesem  senkrechten  Kegelschnitt 
€(.  Die  Schnittpunkte  von  Q^  mit  der  Hauptebene  haben  einen 
ihrer  Hauptkrümmungsmittelpunkte  auf  g  und  der  Rückkehr- 
curve  der  Hauptebene,  da  also  auf  jeder  Geraden  zwei  ihrer 
Punkte  liegen,  so  ist  sie  ein  Kegelschnitt.  Berührt  g  diesen  Rück- 
kehrkegelschuitt,  so  zerfällt  S,  in  zwei  Erzeugende  von  F^^ 
woraus  folgt,  dass  die  Tangenten  des  Rückkehrkegelschnittes 
den  Strahlensystemen  von  Sf  und  Ä"  gehören,  und  daher: 

Die  Erzeugenden  der  Normalenparaboloide  in 
einer  Hauptebene,  welche  nicht  Normalen  sind,  um- 
hüllen den  Rückkehrkegelschnitt  der /*„;  die  Polare 
des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  der  F^  bezüglich 
des  absoluten  Kegelschnittes  ist  der  RUckkehrkegel- 
schnitt  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Für  später  sei  bemerkt,  dass  die  Fussfläche  einer  Tangente 
des  Rückkehrkegelschnittes  besteht  aus  der  Hauptschnittsebeue 
und  aus  der  Verbind nngsebene  der  beiden  Erzeugenden,  in 
welche  der  obige  (£,  zerfiel. 

Es  folgt  hier  aucb,  dass  sich  Rückkehrkegelschnitt  und 
Evolute  im  Umbilicalcentrum  berühren,  denn  die  beiden  Brenn- 
punkte der  Umbilicalnormale  fallen  in  diesen  Punkt,  wesshalb 
sich  diese  beiden  Gurven  dort  schneiden;  sie  berühren  sich  dort, 
weil  die  Umbilicalebene  auch  zu  Sf  und  5"  gehört. 
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Rückkehrkegelschnitte  der  Umbilicalebenen. 
Eine  Brennebene  einer  Tangente  t  der  Umbilicalparabel  Q^ 
in  der  Umbilicalebene  eo,  welche  die  Umbilicalerzengende  o 
liefert;  fUlIt  mit  oj  zusammen,  die  andere  die  auf  eo  senkrecht 
steht,  muss,  da  co  den  absoluten  Kegelschnitt  bertthrt,  auch  mit 
o)  zusammenfallen;  die  zweite  zu  t  benachbarte  und  i  schneidende 
Normale  umhüllt,  also  auch  Q^.  Daher  fallen  für  t  die  Brenn- 
punkte und  Brennebenen  zusammen.  Durch  den  Berührungspunkt 
von  t  mit  Q^  gehen  demnach  drei  unendlich  nahe  Normalen,  die 
ein  Eegelelement  bilden  müssen,  denn  sonst  wäre  dieser  Punkt 
nach  9.  ein  Umbilicalcentrum,  woraus  folgt: 

Jede  Umbilicalparabel  ist  Rückkehrcurve  der 
Centrafläche  und  zählt  in  deren  Schnitt  mit  der 
Umbilicalebene  dreimal.  Sie  zählt  nicht  mehrmals,  denn 
es  lässt  sich  die  Curve  sechster  Ordnung  Ög  finden,  welche  von 
/'j2  noch  in  co  liegt.  Ist  nämlicher  eine  Gerade  dieser  Ebene,  so 
besteht  ihre  S^  ausser  der  Umbilicalerzengenden  o  noch  ans 
einer  Curve  dritter  Ordnung  C^  und  die  vier  Fusspunkte  der 
Normalen,  welche  sich  von  den  Punkten  s  der  ^  an  F^  filllen 
lassen,  bilden  auf  C^  eine  biquadratische  Involution,  von  welcher 
kein  Doppelpunkt  auf  co  fallen  kann,  da  durch  die  Schnittpunkte 
von  g  mit  Q^  noch  drei  Normalen  ausserhalb  der  Umbilicalebene 
an  jPg  gehen.  Die  Normalen  in  den  sechs  Doppelpunkten  der 
Involution  schneiden  daher  g  in  Punkten  der  Q^. 

Die  Normalen,  welche  eine  Umbilicalnormale  »(die unendlich 
fernen,  welche  Gerade  der  Umbilicalebene  sind,  eingeschlossen) 
schneiden,  berühren  entweder  eine  Hauptebenenevolute  oder  die 
beiden  Umbilicalparabeln,  welche  n  im  Umbilicalcentrum  be- 
rühren; daher  können  zwei  aufeinanderfolgende  Normalen,  die 
sich  auf  n  schneiden,  nur  in  der  Hauptebene  liegen,  und  da  n  auch 
die  Evolute  berührt,  so  gibt  es  ausser  dem  Umbiticalcentmm 
noch  vier  weitere  Schnittpunkte  mit  der  Evolute,  wesshalb  das 
Umbilicalcentrum  achtmal  im  Schnitte  mit  f\^  zählt 

Da  nun  eine  Umbilicalnormale  vier  einfache  und  einen  acht, 
fach  zu  zählenden  Punkt  auf  f^^  ausschneidet,  so  wird  Q^  die 
Umbilicalnormale,  und  daher  die  Q^  in  diesen  vier  acht&chen 
Punkten  berühren;  daher  kann  Q^  die  Q^  nicht  noch  in  sechs 
Punkten   schneiden,   was   der  Fall  wäre,  wenn  sie  durch  die 
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Schnittpunkte  von  Q,  mit  den  Ebenen  des  FocaltetraSders  zu  dem 
die  Umbilicalebene  gehört  (s.  9.)  ginge.  Sei  nun  Ö^O  (;  ~  1,  2,  3) 
die  Parabel  in  einer  zweiten  Seitenebene  des  Tetraeders,  welche 
der  Umbilicalerzengenden  o^'^  entspricht  und  g^^  die  Kante,  in 
der  sie  die  erste  Umbilicalebene  schneidet;  ß^  ^^^  ^^  schneiden 
sich  nicht  in  den  beiden  Paukten  auf  r^,,  denn  dann  würde  f^^ 
in  diesen  zwei  Punkten  je  sechs  Mal  die  gt  sehneiden,  woraus 
folgen  würde,  dass  Q^  auch  durch  diese  Punkte  ginge.  Also  hat 
Q^  in  den  Durchstosspnnkten  von  Qfy  weil  Q^'^  Rttckkehrcurve 
ist,  Spitzen  mit^(*^  als  Spitzentangenten. 

Für  jede  Gerade  g  der  Umbilicalebene  od  ist  die  die  Umbili- 
calerzeugende  o  ein  Theil  ihrer  Sj;  ist  aber  itjr  Tangente  von  Q^, 
so  zerfallt  Ej  noch  weiters  in  eine  Erzeugende  von  jF,,  welche  o 
schneidet;  denn  fUr  die  beiden  im  Berührungspunkte  von  g  mit 
Q^  vereinigten  Punkte  fallen  zwei  Normalen  zusammen,  ihr  Fuss- 
ponkt  ist  also  Doppelpunkt  von  (£^  d.  h.  Q^  wird  eingehüllt  von 
den  Erzeugenden  (die  nicht  Normalen  sind)  der  Norraalen- 
paraboloide  der  Regelschaar  von  F^  die  o  schneidet.  Hieraus  er- 
gibt sich  auch,  dass  Q^  von  vierter  Glasse  ist. 

Die  Gerade  g^''^  bilden  ein  Polardreieck  der  Q^  und  daher 
kann  man  sagen:  die  beiden  FocaltetraSder  verhalten  sich 
bezüglich  der  in  ihren  Ebenen  liegenden  Curven  zur  f^^  wie  das 
Haupttetraeder  von  F^. 

15.  Weitere  Charakteristiken  von  f^^.  Da  nach  14. 
Uniplanarpunkte  der  f^^  nur  in  Haupt-  oder  Umbilical-ebenen 
liegen  können,  besteht  die  Rückkehrcurve  der  f^^  nur  ans  den 
12  gefundenen  Kegelschnitten,  ist  daher  von  24.  Ordnung. 
Ein  ebener  Schnitt  der  f^^,  ist^lso  von  der  Ordnung  und 
Glasse  12  und  besitzt  je  24  Doppelpunkte,  Doppeltangen- 
ten und  Wendepunkte.  Demnach:  /J,  hat  eine  Doppel- 
curve  24.  Ordnung.  Die  24  Schnittpunkte  derselben  mit  einer 
Haupt-  oder  Umbilicalebene  sind  entweder  die  vier  Doppelpunkte 
der  darin  liegenden  Curve  sechster  Ordnung  C^  oder  die  Schnitt- 
punkte dieser  Curve  mit  dem  Bückkehrkegelschnitt  R^  dieser 
Ebene.  Da  C^  von  vierter  Classe  ist  und  den  R^  vier  Mal  berührt, 
so  müssen  die  vier  übrigen  Schnittpunkte  einfach  zu  zählende 
Schnittpupkte  beider  Curven  sein,  und  daher  besitzt  die  Doppel- 
curve    in    letzteren   eine   Spitze  mit  in   der   singulären  Ebene 
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liegender  Tangente^  was  4.3  der  24  Schnittpankte  absorbirt. 
Es  bleiben  demnach  noch  acht  und  diese  fallen  paarweise  in  die 
UmbiUcalcentren,  woraus  folgt,  da  die  Doppelcnrve  zn  den  Haapt- 
ebenen  symmetrisch  ist,  da)»s  sie  in  diesen  Punkten  Doppel- 
punkte besitzt. 

Da  von  den  24  Doppeltangenten  des  Schnittes  von  /J^  mit 
einer  Ebene  zwölf  die  Doppelspitzentangenten  in  den  singnlären 
Ebenen  sind,  da  femer  zwei  Normalen  und  je  zwei  Strahlen  der 
Systeme  S'  und  S"  in  diese  Ebene  fallen,  so  miiss  das  Strahlen- 
system 1?"  (s.  12.)  sechs  Strahlen  in  der  Ebene  haben,  also: 

Das  Strahlensystem  Sf"  von  zehnter  Ordnung, 
dessen  Brennfläche  /J^  ist,  ist  von  sechster  Classe,  Für 
den  der  f^^  von  einem  Punkte  «  umschriebenen  Kegel 
ergab  sich  die  Ordnung  12,  die  Classe  4,  die  Zahl  der 
Doppelerzeugenden  28,  daher  ist  die  Zahl  der  Rttckkehr- 
erzeugenden  24  (das  heisst  umgekehrt:  es  gibt  24  Flächen 
zweiter  Ordnung  durch  Ej  die  F^  stationär  berühren).  Die  Zahl 
der  Doppeltangentialebenen  und  die  Zahl  der  Wende- 
ebenen des  Kegels  ist  0,  also  besitzt  f^^  keine  doppelt- 
umschriebene und  keine  längs  der  parabolischen 
Curve  umschriebene  Developable. 

Dass  /Jj  keine  doppeltumschriebene  Developpable  besitzt 
ist  klar,  da  jede  Tangentialebene  der  f^^  Verbindungsebene 
zweier  unendlich  naher  Normalen  ist,  in  einer  Doppeltangential- 
ebene demnach  zweimal  zwei  unendlich  nahe  Normalen  liegen 
mttssten.  Dann  lägen  aber  vier  Normalen  in  dieser  Ebene,  und 
sie  mttsste  singnlär  sein. 

16.  Die  simultanen  Invarianten  von  F^  und  ^|.  Es 
sei  die  F^  gegeben  durch  die  Gleichung 

Fg  =aja?J-4-a,irJ-4-fl3ar*-4-ff^a?J=:0  1) 

Die  Goordinaten  der  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes  x 
des  Raumes  mit  den  Goordinaten  Xi  sind  dann  UiX^  und  die 
Goordinaten  des  absoluten  Poles  y  dieser  Ebene  sind  a^x^y  ^^%> 
a^x^y  0.  Die  Gerade  xyi^i  die  Polnormale  von  or,  und  man  erhält 
daher  ihre  sechs  Strahlencoordinaten  als  Determinanten  der 
Matrix 
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^»^«J       ^3  "^5' 


nämlich 


M? 


"»> 


"3? 


2) 


Durch  Elimination  der  jr,  erhält  man  eine  der  drei  Glei- 
chungen 

Pkifim        «* — «/      «»• 

(hier  steht  links  das  Doppelverhältniss  der  vier  Ebenen  nach 
den  Tetra^derecken  rechts  das  der  F,)  oder 


Ä^  =  (a*  —  ai)aipiicpin,  +  («a— a^  aipkipnn  =  0 


3^ 


als  Grieichung  des  Axencomplexes  A^. 

Die  Fassfläche  y|  einer  Geraden  g  ist  wie  in  Artikel  4.  gezeigt 
wurde  der  Ort  des  Punktes,  dessen  Polnormalen  g  schneidet. 
Setzt  man  daher  in  die  Bedingung  des  Schneidens  ^pi^Phn  =  o 
für  plt  die  Coordinaten  von  g  und  fllr  p^^  die  Coordinaten  aus 
Formel  2),  so  erhält  man,  wenn  man  noch  p^,  statt  p^a  setzt,  als 
Gleichung  der  Fussfläche  der  Geraden  mit  den  Coordinaten  p^ 
die  Gleichung: 


ft  =  («£—«3)  ^2^3Pl4  +  ai^l^4Pw  +  -^-  =  0 


4) 


Die    Determinante    des    Flächenbllschels    XF,  -+-  2^^  =:  0 
Dämlich: 


a,i         , 

(«1— «t)P3V 

(«3— a,)|>,4, 

«ifts 

(«,—«,)  Pjv 

a,X         , 

(«»— «3)Pu» 

«tP3I 

(«3— «i)ft»» 

(«t     «s)/»!». 

«3^         > 

«aPii 

«ift»       » 

«tfsi       > 

'hPit       » 

a,X 

ö) 


gibt  gleich  0  gesetzt  eine  Gleichung  vierten  Grades: 
X*H-4aji5  +  6a,i*  +  4a3X  +  «4  =0, 

SlUb.  d.  xn»them.-naturw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  31 


6) 
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worin 
aj=0 

y«     -^t  — ^3„     „     „         ,,,(«»-  «3)  (^3  —  «i)  («1  —  «>))       7) 
«♦  =  [(«3-«l)«»Pt3Pl»  +  («3-«t)«lP3lPt4]*  =  ^1- 

Nön  sagt  «,=0  aus,*  dass  f^  einem  PoltetraMer  von  F^ 
umschrieben  ist,  was  oben  bewiesen  wurde. 

**  21  n  [  ^^^^^^  einen  Complex         l  Grades, 

für  dessen  Strahlen  die  Fussflächen  9,  die  _,  (  eines  Pol- 

^*        Ebenen  j 

tetraöders  von  F,  oder  F,  die  _^    ,  ^   l  eines  PoltetraBders  von  F, 
*  *        Punkte)  ' 

bertthrt.  «^  =  ^*  z=  0  ist  der  Complex  der  Geraden,  für  welche  y, 

einen  Doppelpunkt   erhält;    dies  ist  wie  sich  hier  von  Neuem 

ergibt  der  Axemcomplex. 

17.  Gleichungen  des  Normalensystems  und  des 
Tangentensystems  der  Rückkehrcurve.  Zerfällt  fUr  eine 
Gerade  des  Axencomplexes,  der  entsprechende  Fosskegel  in 
zwei  Ebenen,  so  gehört  sie  auch  dem  Complex  «3  =  0  an,  denn  in 
diesem  Falle  ist*  diese  Bedingung  von  selbst  erfüllt.  In  der  That 
werden  die  beiden  Complexgleichungen  durch  die  Geraden  der 
vier  Coordinatenebenen  gleichzeitig  befriedigt. 

Eine  Gerade  g  nun,  die  nicht  unter  diesen  ist,  welche  aber 
A^:=0  gentigt,  ist  Polnormale,  ihre  f^^  ist  der  Complexkegel  fllr 
den  Pol;  dann  muss  nach  Obigem,  wenn  g  auch  «3  =  0  genttgen 
soll,  F,  einem  Poltetraßder  von  y^«^  umschrieben  sein,  d.  h.  durch 
den  Scheitel  dieses  Kegels  gehen.  Dann  wird  aber  die  Polnormale 
dieses  F, -Punktes  eine  F,- Normale  und  man  hat: 


1  Siehe  Salmon- Fiedler,  Raumgeometrie  I.  Art.  203. 
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Die  «3  =  0  niidi42  =  0  gemeinsamen  Strahlen  er- 
füllen das  Normalensystem  der  F^  (abgesehen  von 
sämmtliehen  Geraden  der  Coordinatenebenen). 

Gehört  eine  Normale  noch  dem  Complexe  «^=0  an,  so 
muss*  der  Coraplexkegel  des  Fnsspnnktes  a  die  Tangentialebene 
dieses  Punktes  berühren.  Dieser  Kegel  schneidet  nun  die  Tan- 
gentialebene in  den  Haupttangenten  von  a^  welche  also  hier 
zusammenfallen  müssen,  woraus  folgt,  dass  eine  der  beiden  durch 
9  gehenden  Erzeugenden  Umbilicalerzeugende  sein  muss;  daher 
liegt  (7  auf  einer  Umbilicalerzeugenden.  Die  Normalen  in  Punkten 
der  ümbilicarerzeugenden  haben  die  verlangte  Eigenschaft. 

Die  Geraden,  welche  nunmehr  den  drei  Complexen  gleich- 
zeitig angehören,  liegen  in  den  Coordinatenebenen.  Für  sie 
zerfällt  ihre  Fussfläche  in  diese  Coordinatenebene  und  eine  zu 
dieser  senkrechte  Ebene,  welche  zwei  Ebenen  sich  in  einer 
Tangente  der  F^  schneiden  müssen,  da  auch  die  dritte  Simultan- 
invariante derselben  mit  F^  nämlich  «,  gleich  Null  ist.*  Daher  ist 
die  zweite  Ebene  Tangentialebene  von  F^.  Das  hier  für  eine 
Gerade  Verlangte  findet  nun  nach  Artikel  16.  fbr  alle  Tangenten 
des  Bückkehrkegelschnitts  in  dieser  Coordinatenebene  statt, 
wesshalb  dieser  Kegelschnitt  mit  dem  identisch  ist,  den  o,  =0  in 
die  Coordinatenebene  wirft.  Man  hat  also: 

Der  vollständige  Schnitt  der  drei  Complexe  A^, 
«3,0^  (eine  Regelfläche  24.  Ordnung)  sind  die  sämmt- 
liehen Tangenten  der  zwölf  Rückkehrkegelschnitte 
der  Centralfläche. 

18.  Exours  über  einen  Complex  dritten  Grades 
beim  Octaöder.  Es  sei  ein  OctaSder  0  (oder  eine  Octaöder- 
configuration)  gegeben;  dasselbe  kann  nach  Yeronese  als 
desmisches  System  von  drei  Tetraedern  aufgefasst  werden  be- 
stehend aus  den  beiden  Tetraedern  T^,  T^  die  sich  aus  den  acht 
Ebenen  E  von  0  bilden  lassen  und  aus  dem  Tetraeder  T^,  welches 
den  Mittelpunkt  von  0  und  die  unendlichfernen  Punkte  der  drei 
Axen  zu  Ecken  hat.  Nimmt  man  T^  als  Coordinatentetraßder, 
so  seien  i-STp  ±-8^,  dz^^,  ±*47  wo  die  Vorzeichen  beliebig 


«  Hesse,  RÄumgeometrie,  S.  523. 
2  Salmoü-Fiedlerl.  c.  Art.  210. 
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combinirt  werden,  die  Coordinaten  der  acht  Ecken  der  beiden 
Tetraeder  T^,  T,. 

Die  Ebenen  E  von  0  werden  von  oo*  Flächen  zweiter  Classe 
berllhrt  die  ein  lineares  Flächensystem  ((F*))  bilden ;  die  Erzeu- 
genden dieser  oo^  Flächen  bilden  einen  Complex,  dessen  Gleichung 
nun  aufgestellt  werden  soll.  Hierzu  muss  zunächst  der  folgende 
Hilfssatz  bewiesen  werden: 

Die  drei  linearen  Complexe 

\Pzi—\Pu  =  0,  8) 

\Pit—KPz\  =  0,) 

schneiden  sich  in  der  einen  Regelschaar  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  F^,  welche  das  Coordinatentetraßder 
zum  Poltetra  öd  er  hat.  Diese  Fläche  ist  der  Ort  des  Punktes 
(x)  dessen  Complexebenen  für  die  drei  hingeschriebenen  Com- 
plexe sich  in  einer  Geraden  schneiden;  diese  drei  Ebenen  sind 
gegeben  durch  die  Gleichungen  mit  den  laufenden  Coordinaten  y,: 

und  die  hieraus  durch  cyklische  Permutation  der  Indices  1,  2,  3 
hervorgehenden  Gleichungen.  Die  Bedingung  dafttr,  dass  sich 
diese  drei  Ebenen  in  einer  Geraden  schneiden^  ist  nun,  da  sie  sich 
schon  in  dem  Punkte  (x),  der  in  keiner  der  Coordinatenebenen 
liegt,  schneiden;  dass  eine  der  Determinanten  dritten  Grades, 
welche  sich  aus  den  Cogfficienten  der  Ebenengleichungen  bilden 
lassen,  verschwindet,  also  z.  B. 

^4^4?  ^1^3?  ^1*^1 
AaiXa.            h,    il}  """"  ^8     1      """        IST« 
AjJJj,         ^3^17  \^4 

Dies  gibt  entwickelt  als  Gleichung  derF^: 

Aa   An  SC.    "T"    A»  Am    J?a  "T"    Am     Aj^  OPn  "T~     A^CC f.    — —  \Jj  «/  1 

womit  der  obige  Hilfssatz  bewiesen.  Man  sieht  auch,  da  man 
dieselbe  Fläche  erhält,  wenn  man  \  mit  — \  vertauscht,  dass 
die  durch  diese  Vertauschung  aus  8)  entstehenden  drei  linearen 
Complexe  sich  in  der  andern  Regelschaar  von  F^  schneiden. 
Zwei  solche  sich  durch  das  Vorzeichen  von  \  unterscheidende 
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Complexe,  entsprechen  sich  in  der  gescharten  Involution,  die  das 
Kantenpaar  des  Coordinatentetra^ders,  das  sie  als  gemeinsame 
conjngirte  Gerade  haben,  zn  Leitstrahlen  hat,  sie  sind  conjngirt. 
Um  nnn  die  Gleichung  des  oben  definirten  Complexes 
abzuleiten,  suche  man  die  Beziehung,  die  zwischen  X^,  X,,  Xj,  \ 
in  8)  bestehen  muss,  damit  sich  die  ihnen  entsprechenden 
linearen  Complexe  in  einer  Begelschaar  einer  Fläche  schneiden, 
die  die  acht  Ebenen  E  yon  0  berührt.  Da  diese  Fläche  T^  zum 
Poltetra^der  hat,  so  folgt  aus  ihrer  Berührung  mit  einer  der  acht 
Ebenen,  die  Bertthrang  mit  den  anderen.  Nun  sind  die  Ebenen- 

coordinaten  einer  dieser  Ebenen  JB^:  4- «^,-+-Tr>+«^,+^""<^die 

Ji^       K^      Äg      i[^ 

Gleichung  der  Flächen  9)  in  Ebenencoordinaten: 

srt  +  *  *  1=»' 

demnach  die  Bedingung  der  Bertthrang  mit  E^  ansgedrttekt  durch 

und  dies  ist  die  gesuchte  Beziehung.  Eliminirt  man  aus  dieser 
und  den  Gleichungen  8)  die  X„  so  erhält  man  als  Gleichung  des 
Complexes  die  Gleichung  10).  Es  folgt  demnach : 

Der  Gomplex  der  Erzeugenden  der  sämmtlichen 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  die  acht  Ebenen  der 
beiden  Tetraeder  berühren,  deren  Ecken  die  Coordi- 
naten ±  JT,,  i-STj,  ztE^,  dtz^i  haben,  hat  die  Gleichung  : 

19.  Der  Complex  «3  =  0.  Setzt  man  in  10) 

*         («t— «3)(«3— «l)(«.— «»)'  ) 

80  erhält  man  die  Gleichung  des  Complexes  «3=0,  wie  sie  in 
Formel  7)  angegeben  wurde.  Da  nun  jede  Gerade  einer  Ebene  E 
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des  Octaeders  0  Erzeugende  einer  Fläche  des  Systems  ((F*))  ist, 
so  gehört  diese  Gerade  dem  Complex  «3  =  0  an,  and  da  femer 
jede  «3  =  0  und  A^-=zQ  gemeinsame  Gerade  naeh  19.  Normale 
von  F^  ist,  so  sind  sämmtliehe  Tangenten  des  Gomplexkegel- 
schnitts,  den  A^ziiO  nach  E  wirft,  Normalen;  E kann  daher  nnr 
singulare  Ebene  des  Normalensystems,  d.  h.  Umbiliealebene  sein 
nnd  es  ergibt  sich  demnach,  dass  das  Octa^'der  0,  welchem  der 
Complex  «3  =  0  zugehört,  mit  den  in  9.  genannten  FocaloctaSder 
identisch  ist.  Also: 

Der  Complex  «3  =  0  wird  gebildet  von  den  Erzeu- 
genden der  Flächen  zweiter  das  se,  welche  die  Ebenen 
des  Focaloctaßders  berühren. 

Setzt  man  in  den  Formeln  11)  zwei  der  Ki  gleich  0,  so  erhält 
man  demnach  immer  die  Coordinaten  von  Focalcentren  und 
hieraus  und  der  Gleichung  des  Complex  «3  =  0  ergibt  sich 
leicht : 

Der  Complexkegel  eines  Punktes  für  den  Complex 
«3  =  0  enthält  die  nach  den  zwölf  Facaleentren  gehen- 
den Geraden,  oder  da  die  unendlich  ferner  Focalcentren  die 
absoluten  Pole  der  Kreisschnittebenen  von  F,  sind  auch  die 
Lothe  von  dem  Punkte  auf  die  Kreisschnittebenen 
von  F,. 

Nun  gehen  von  einer  Geraden  des  Raumes  an  jede  Fläche 
des  Systems  ((Fj))zwei  Tangentialebenen;  ist  speciell  die  Gerade 
Erzeugende  einer  Fläche  des  Systems,  so  bilden  diese  Paare  eine 
einfache  Mannigfaltigkeit,  eine  quadratische  Involution.  Da 
ferner  zwei  conjugirte  Focalcentren  (s.  9.)  auch  eine  degenerirte 
Fläche  des  Systems  bilden,  so  folgt  zunächst: 

Die  sechs  Ebenenpaare,  welche  eine  Gerade  von 
a3  =  0mitden  sechs  Paaren  conjugirter  Focalcentren 
verbinden,  sind  in  Involution;  dies  ist  also  auch  für 
jede  Normale  der  Fall.* 

Da  der  absolute  Kegelschnitt  J^,  weil  (nach  9.)  die  Umbi- 
licalebenen  denselben  berühren,  als  Fläche  zweiter  Classe  anf- 
gefasst  eine  Fläche  des  Systems  ist,  so  wird  jede  Fläche  der 


1  Vergl.  Salmon-Fiedler  1.  c.  I.,  Art.  200. 
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Schaar,  die  er  mit  F^  bestimmt,  d.  h.  jede  zu  F^  confocale  Fläche, 
dem  System  angehören,  woraus  folgt: 

Die  Paare  der  Tangentialebenen  von  einer 
Geraden  g  des  Complexes  aus  an  die  Flächen  der 
Confocalschaar  bilden  die  obige  quadratische  Invo- 
lution,ihreDoppelelemente  sind  daher  dieTangential- 
ebenen  der  beiden  Flächen  dieser  Schaar,  welche  g 
bertlhren  in  den  Bertthrungspunkten  dieser  Flächen 
mit  g\  fttr  eine  Normale  sind  dies  die  Hauptkrttmmungs- 
ebenen  des  Fusspunktes,  da  diese  Ebenen  im  Fusspunkt 
von  confocalen  Flächen  berührt  werden. 

Ferner  folgt: 

Die  Erzeugenden  der  zu  F^  confocalen  Flächen 
gehören  auch  dem  Complex  «3  =  0  an;  oder:  der  Complex- 
kegel  eines  Punktes  fttr  den  Complex  «3=10  geht  durch 
die  sechs  Erzeugenden  der  durch  denselben  gehenden 
zu  F,  confocalen  Flächen,  welche  Erzeugenden  die  Focal- 
strahlen  des  der  F^  von  dem  Punkte  aus  umschriebenen 
Kegels  sind. 

Der  Complex  «3  =  0  muss,  da  er  nur  durch  das  Focal- 
tetraSder  bestimmt  ist,  für  alle  Flächen  die  dasselbe  Focal- 
tetraSder  haben,  derselbe  bleiben.  In  einer  demnächst  folgenden 
Arbeit  werde  ich  nun  zeigen,  dass  es  00^  solcher  Flächen  gibt, 
von  denen  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  drei  gehen,  dass  ihre 
Erzengeoden  die  Eigenschaft  haben,  kttrzeste  Transversale  von 
zwei  Erzeugenden  derselben  Kegelschaar  von  F^  zu  sein,  und 
werde  sie  wegen  letzterer  Eigenschaft  „Transversalschaar" 
nennen. 

Es  folgt  also: 

Die  Normalen  aller  Flächen  der  Transversalschaar 
sind  sämmtliche  Geraden  des  Complexes  a3=:0,  undin 
Zusammenhalt  mit  dem  zuletzt  gefundenen  Satze  ergibt  sich: 

Die  Erzeugenden  aller  zu  den  Flächen  der  Trans- 
versalschaar confocalen  Flächen  sind  sämmtliche 
Geraden  des  Complexes  «3^:0. 

Da  femer  die  sämmtlichen  Normalenparaboloide  von  F^ 
auch  die  Umbilicalebenen  berühren,  so  gehören  ihre  sämmtlichen 
Erzeugenden  auch  «3=0  an,  also  nach  12.: 
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Die  Doppeltangentensysteme  S',  S"  gehören  dem 
Complexe  «3=0  an. 

20.  Einfache,  Doppel-  und  Inflections-Tangenten 
der  Centrafläche.  Die  Invarianten  g^j  g^y  deren  Verschwin- 
den anzeigt,  dass  die  vier  Wurzeln  der  in  Formel  6)  gleich  Null 
gesetzten  Form  Fäquianhannonisch es,  resp.  harmonisches  Doppel- 
verhältniss  haben,  sind  hier  für  «^  =  0: 

flf3=«««4— «3— «?• 
Die  Discriminante  der  Gleichung  ist 

A=5,?-27flrJ=(«,+3«|)«-27(«.«»-«»-«?)», 

und  die  Gleichung  der  Hesse'schen  Covariante: 

tf=zajA*4-2a3X3+(a^— 3«*)/«—  2o^a^'k^(a^a^  —  «|)=0. 

Setzt  man  hierin  für  die  a  die  in  Formel  7)  angegebenen 
Werthe,  so  gelangt  mau  zu  folgenden  Ergebuissen : 

DerComplex,welcherdurch^,=:il|+3a*=:(^jH-\/3ia,> 
(i4j— \/3iaj)=0  dargestellt  ist,  stellt  alle  Gerade  vor^ 
für  welche  die  Fusscurve  äquianharmonisch  ist,  d.  h^ 
dass  die  vier  von  einer  ihrer  Bisecanten  an  sie  gelegten  Ebenen 
äquianharmonisch  sind;  oder  er  stellt  demnach  (nach  10.) 
den  Complex  der  Geraden  vor,  von  welchen  an  die 
Centrafläche  vier  Tangentialebenen  mit  äquianharmo- 
nisch em  Doppelverhältniss  gehen.  Er  zerfällt  in  zwei 
quadratische  Complexe,  welche  dem  durch  die  Complexe  A^znO 
und  a^z=0  bestimmten  ComplexbUschel  (A^^  a^)  angehören. 

^gZzO  ist  der  Complex  der  Geraden,  deren  Fuss- 
curve harmonisch  ist  oder  von  denen  aas  an  die  Centra- 
fläche vier  harmonische  Ebenen  gehen. 

AzrO  endlich  ist  der  Complex  der  Geraden,  deren 
Fusscurve  einen  Doppelpunkt  erhält,  welche  also  nach 
11.  Tangenten  der  Centrafläche  sind,  daher: 

A=(^j4-3a|)3_27(a,«,-«J-«J)«=0 

ist  die  Gleichung   der  Centrafläche   in   Strahlencoor- 
dinaten,  und  hieraus  erkennt  man  sofort, dass  sie  vomßange  12  ist. 


NormalenBystem  u.  CeutraflSche  d.  Flächen  2.  Ord.  577 

Um  nun  zn  den  Gleichungen  der  beiden  Doppeltangenten- 
fljsteme  S'Sf'  6.  Ordnung^  2.  Classe  zu  gelangen,  deren  Brenn- 
fläche /*|2  ist,  hat  man  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  wel- 
chen die  Gleichung  6)  zwei  Doppel  wurzeln  hat;  diese  sind  reprä- 
sentirt  durch  die  Proportionalität  der  Cofifficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  l  der  Gleichungen  F=0  und  /r=0.  Man  erhält  so, 
wenn  man  mit  p  den  Proportionalitätsfactor  bezeichnet,  zunächst 

2«3=0, 

und  da  hierdurch  die  letzten  zwei  der  ftlnf  Bedingungsgleichun- 
gen schon  erfüllt  sind,  aus  der  dritten: 

noch  die  Gleichung : 

a^— 9««=^«— 9aJ=0. 

Es  ergibt  sich  demnach: 

Die  beiden  Doppeltangentensysteme  Sf,  Sf'  6.  Ord- 
nung, 2.  Glasse  sind  der  Schnitt  des  Gomplexes  ajinO 

mit  den  beiden  Complexen  ^2+^^=^^'  ^^^P-  -4i — 3aj=0, 
welche  quadratischen  Complexe  wieder  dem  Büschel  (A^y  a^)  an- 
gehören. 

Da  nun  nach  17.  das  Normalensystem  aus  «3=0  durch 
^2=0  ausgeschnitten  wird,  kann  man  sagen: 

Die  3.  6  Doppeltangenten  der  Centrafläohe,  welche 
den  drei  Strahlensystemen  sechster  Ordnung  angehören 
und  die  durch  einen  Punkt  des  Raumes  gehen,  werden 
aus  dem  Gomplexkegel  dieses  Punktes  für  den  Complex 
03=10  durch  dreiKegel  zweiten  Grades  ausgeschnitten 
die  demselben  Kegelbttschel  (AT,)  angehören. 

Die  Inflectionstangenten  der  Centrafläche  ergaben  sich  oben 
in  15.  als  Gerade,  für  welche  die  Fussfläche  die  F^  stationär 
berührt,  d.  h.  für  welche  die  Gleichung  6)  eine  dreifache  Wurzel 
hat;  hierzu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  gleichzeitig 
^^=0  5^3=0  sei,  demnach: 

Das  Strahlensystem  der  Inflectionstangenten  der 
Centrafläche  ist  der  Schnitt  des  Gomplexes  ^3=0^0^— 
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— «* — «5=0  mit  den  beiden  quadratischen  Complexen 
A^+\/^ioL^z=:Q  und  A^ — \/^%ol^=.0.  Die  Ordnung  dieses  Systems 
ist,  wie  sich  hier  von  Neuem  ergibt,  24. 

Die  24  durch  einen  Punkt  des  Raumes  gehenden 
Inflectionstangenten  der  Centrafläche,  welche  Rttck- 
kehrkanten  des  der  Centrafläche  umschriebenen  Kegels 
JjjjSind,  werden  aus  dem  Complexkegel  sechster  Ord- 
nung dieses  Punktes  für  den  Complex  5(3=0  durch  zwei 
Kegel  zweiter  Ordnung  ausgeschnitten,  die  dem  obi- 
gen Kegelbüschel  (JT^)  angehören. 

Ausserdem  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  12)  der  Centra- 
fläche g\ — 27^1=0,  dass  die  Rtickkehrtangentialebenen 
des  Kegels  K^^  in  einer  solchen  Rückkehrkante  den 
Complexkegel  von  5(3=0  berühren. 

Wenn  man  nun  die  hiermit  gefundenen  Eigenschaften  des 
Kegels  JTj,,  der  von  der  vierten  Classe  und  dem  Geschlecht  3  ist, 
dualisirt,  ergibt  sich : 

Es  gibt  eine  ebene  Curve  vierter  Ordnung  vom 
Geschlecht  3,  von  welcher  18  verschiedene  Doppel- 
tangenten drei  Sextupel  bilden  und  die  Tangenten 
eines  jeden  Sextupels  von  je  einem  Kegelschnitte 
berührt  werden;  die  drei  Kegelschnitte  gehören  der- 
selben Schaar  an;  die  18  Doppeltangenten  berühren 
eine  Curve  dritter  Classe.  Die  24  Wendetangenten  der 
Curve  berühren  eine  Curve  sechster  Classe  und  zwei- 
mal je  zwölf  je  einen  Kegelschnitt  der  obigen  Schaar; 
die  24  Wendepunkte  liegen  auf  der  Curve  sechster 
Classe. 


579 


Fhotometrische  Yersuche  über  die  Liohtempfindlich- 
keit  verschiedener  Silberverbiadungen. 

Von  Gottlieb  Harktamter-TiinLeretscker. 

Der  Zweck  der  vorliegenden ,  von  Herrn  Professor 
Dr.  J.  M.  Eder  angeregten  Untersnchung  war  es^  die  bis  jetzt 
meistentheils  nnr  qualitativ  angegebene  und  quantitativ  nicht 
näher  bekannte  Lichtempfindlichkeit  verschiedener  organischer 
SilbersalzCy  sowie  auch  einiger  anderer  lichtempfindlicher  Sub- 
stanzen photometrisch  zu  bestimmen^  ^  um  deren  relative  Licht- 
empfindlichkeit kennen  zu  lernen  und  Rttckschlttsse  auf  den 
Einflnss  der  chemischen  Zusammensetzung  homologer  Reihen  auf 
das  photochemische  Verhalten  ziehen  zu  können. 

Es  wurde  zunächst  die  Fettsäurereihe  (GmH2„09)  und  dann 
die  wichtigeren  Glieder  der  Oxalsäurereihe  (C„H|^_aOJ  und 
Milchsänrereihe  (C«  Ha»  O3) ,  sowie  schliesslich ,  wie  schon 
erwähnt^  einige  andere  lichtempfindliche  Substanzen,  besonders 
solche,  welche  in  der  praktischen  Photographie  verwerthet 
werden,  der  diesbezüglichen  Untersuchung  unterzogen.  Bei 
diesen  photometrischen  Bestimmungen  wurde  die  Lichtempfind- 
lichkeit aller  untersuchten  Verbindungen  auf  Chlorsilber  bezogen, 
da  dieses,  in  der  Form  von  Normal-Chlorsilberpapier  angewandt, 
bedeutende  Lichtempfindlichkeit  mit  grosser  Intensität  der 
Färbung  verbindet  und  deshalb  eine  genauere  Ablesung  im 
Photometer  gestattet,  als  sie  bei  allen  übrigen  lichtempfindlichen 
Substanzen  möglich  ist. 

Es  wurde  ein  Chlorsilber-Normalpapier  in  ähnlicher  Weise, 
wie    dies    schon  Bunsen    that,  ^    hergestellt,    indem    photo- 


1  Yergl  Eder,  Ausffthrl  Handb.  d.  Photogr.  Bd.  I.  S.  24—27. 
8  Siehe  darüber  Eder,  Ausfahrl.  Hnndb.  d.  Photogr.  Bd.  I.  S.  176. 
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graphisches  Bohpapier  durch  fbnf  Minuten  langes  Baden  in  einer 
Normal-Kochsalzlösung;  das  heisst  in  einer  Lösung  von  58  *  5  Grm. 
Chlomatrium  pro  1000  Ccm.  Wasser  chlorirt  wurde;  dieses  so 
erhaltene  Papier  wurde  an  einer  Ecke  zum  Trocknen  aufgehangen 
und  der  Überschuss  von  Kochsalzlösung  durch  an  der  gegenüber- 
stehenden Ecke  des  Papieres  angehängte  Filtrirpapierschnitzel 
aufsaugen  gelassen.  Diese  im  Vorrath  hergestellten  Salzpapiere 
wurden  in  circa  15  Ctm.  lange  und  IV2  Ctm.  breite  Streifen 
geschnitten,  welch  letztere  dann  im  Bedarfsfalle  durch  circa  fünf 
Minuten  langes  Schwimmenlassen  auf  einer  Normal-Silberlösung, 
das  heisst  einer  Lösung  von  17  Grm.  salpetersauerem  Silber  in 
100  Ccm.  destillirtem  Wasser  sensibilisirt  und  dann  in  gleicher 
Weise  wie  oben  geschildert  zum  Trocknen  aufgehängt  wurden. 
Die  auf  die  angegebene  Weise  hergestellten  Papiere  waren ,  wie 
mehrfache  Versuche  zeigten  und  wie  dies  auch  schon  Bunsen 
und  Roscoö  fanden,  untereinander  vollkommen  gleich  licht- 
empfindlich. Ganz  analog  der  soeben  gescbildeii;en  Methode  der 
Normalpapier-Bereitung  geschah  die  Herstellung  aller  übrigen  zur 
Untersuchung  nötbigen  Salzpapiere,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  zum  Baden  der  Papierstreifen  nicht  wie  oben  Normal- Chlor- 
natriumlösung, sondern  die  betrefifende  Normal-Salzlösung  (das 
heisst  das  Molekül  des  Salzes,  ausgedrückt  in  Grammen,  gelöst 
in  1000  Grm.  Wasser  angewandt  wurde.  Nachdem  wegen  der 
oft  nicht  unbedeutenden  Löslichkeit  der  Silbersalze  zum  Behufe 
der  Sensibilisirung  für  jedes  verschiedene  Salzpapier  immer 
frische  Silberbäder  genommen  werden  mussten ,  um  einer 
etwaigen  Mischung  zweier  Salze  vorzubeugen,  so  hoffie  ich,  diese 
etwas  kostspielige  Manipulation  dadurch  zu  umgehen,  dass  ich 
mich  der  in  Eder's  Handbuch  der  Photographie  mehrfach  abge- 
bildeten *  und  in  der  Papierphotographie  häufig  verwendeten 
Baumwollpinsel  zum  Auftragen  der  Silberlösung  auf  die  Salz- 
papierstreifen  bediente.  Leider  waren  die  nach  dieser  Methode, 
nämlich  durch  Aufstreichen  der  Bäder  mit  Hilfe  eines  Pinsels 
hergestellten  Versuchspapiere  untereinander  viel  ungleicher  licht- 
empfindlich, als  die  durch  Schwimmenlassen  auf  dem  Silberbade 


Eder,  Handb.  d.  Photogr.  Bd.  II.  S.  81  u.  279. 
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BensibiUsirten,  so  dass  ich  wieder  za  dieser  Methode  zurück- 
greifen mnsste. 

Bunsen  nnd  Rosco^  ^  hatten  gefunden,  dass  bei  Her- 
stellung von  Normal- Chlorsilberpapier  die  Lichtempfindlichkeit 
des  resultirenden  Papieres  dieselbe  bleibt,  mag  die  Silberlösung 
zum  Behofe  der  Sensibilisirung  15  Secunden  oder  acht  Minuten 
mit  dem  chlorirten  Papiere  in  Contact  sein;  Ähnliches  scheint 
auch  für  alle  anderen  unlöslichen  Silberverbindungen  zu  gelten, 
hingegen  mnsste  bei  allen  mehr  minder  löslichen  Silberverbin- 
dungen genan  auf  die  Zeit  der  Einwirkung  der  SensibiUsirungs- 
finssigkeit  geachtet  werden,  um  gleichmässige  Resultate  zu 
erzielen,  da  begreiflicherweise  bei  längerem  Verweilen  des  Salz- 
papierstreifens auf  der  Silberlösung  eine  ansehnliche  Menge  der 
gebildeten  Silberverbindnng  in  Lösung  ginge.  In  solchen  Fällen 
wurden  die  besten  Resultate  bei  einer  Sensibilisimngszeit  von 
zwei  Minuten  erreicht;  aber  auch  bedeutend  längere  Zeit,  bis  zu 
15  Minuten  und  darüber,  war  bei  einzelnen  Präparaten,  speciell 
den  hohen  Gliedern  der  Fettsäure -Reihe,  zur  Sensibilisirung 
nöthig,  da  dieselben  anfangs  das  Silberbad,  selbst  wenn  es  mit 
etwas  Alkohol  versetzt  wurde,  hartnäckig  abstiessen. 

Auf  einige  kleine  praktische  Erfahrungen,  welche  sich  bei 
der  Herstellung  der  Kalisalze  einiger  Säuren,  respective  der 
betreffenden  Normallösungen,  ergaben,  möchte  ich  an  dieser 
Stelle  in  einigen  Worten  hinweisen.  Im  Allgemeinen  wurde  zur 
Herstellung  der  genannten  Lösungen  die  entsprechende  Gewichts- 
menge Säure  mit  der  äquivalenten  Quantität  Normal-Kalilauge 
vermischt,  dann  das  Ganze  etwas  erwärmt  und  schliesslich,  nach- 
dem mittelst  Lackmnspapier  die  vollständige  Neutralität  con- 
statirt  war,  wurde  noch  ein  Minimum  der  betreffenden  Säure  zur 
Endelnng  einer  schwach  sauren  Reaction  (siehe  unten)  hinzu- 
gefttgt.  Diese  einfache  Methode  musste  fttr  die  höheren  Glieder 
der  Fettsäure-Reihe  etwas  modificirt  werden,  da  sich  dort  die 
Säure  mit  der  Lauge  nicht  mehr  mischt,  indem  die  fette  Säure 
die  wässerige  Lauge  abstösst.  Auf  Zusatz  von  Alkohol  findet 
wohl  eine  Mischung,  aber  noch  keine  chemische  Wechselwirkung 
statt,  was  man  bei  Zusatz  von  Wasser  deutlich  sieht,  da  sich  die 


1  Vergl.  Eder,  Handb.  d.  Photogr.  Bd.  I.  S.  177. 
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Sänre  dann  wieder  aaascheidet.  Um  die  chemische  Bindung,  das 
heisst  die  Yerseifnng  der  fetten  Säure,  herbeizuführen,  genOgt  es, 
obige  alkoholische  Lösung  durch  einige  Minuten  zu  kochen.  Zum 
Schlüsse  muss  natürlich  die  Flüssigkeit  auf  das  entsprechende 
Quantum  gebracht  werden,  sei  es  durch  Zusatz  von  Wasser  oder 
Alkohol,  falls  durch  ersteres  allein  eine  weisse  Trübung  entsteht^ 
oder  durch  weiteres  Eindampfen,  falls  im  Anfange  eine  grössere 
Menge  Alkohol  zugesetzt  worden  war.  Vorsichtshalber  ist  es 
zweckmässig,  sich  mit  einem  Tropfen  der  resultirenden  Flüssig- 
keit durch  Zusatz  von  etwas  Silbernitratlösung  zu  überzeugen,  ob 
wirklich  kein  freies  Alkali  mehr  in  der  Flüssigkeit  ist;  es  muss 
nämlich  der  so  entstehende  Niederschlag  weiss,  nicht  durch 
gleichzeitig  gefälltes  Silberoxyd  braun  gefärbt  sein.  Um  bei  der 
praktischen  Durchführung  sicher  keinen  Überschuss  von  Alkali 
zu  erhalten,  wurde,  nachdem  sich  ohnehin  eine  schwach  saure 
Seaction  f\lr  die  Gleichmässigkeit  der  Resultate  als  sehr  vortheil- 
haft  gegenüber  einer  vollständig  neutralen  erwiesen  hatte,  immer 
um  circa  einen  Kubikcentimeter  Normal -Ealilösung  weniger  an- 
gewandt, als  zur  vollständigen  Neutralisation  des  entsprechenden 
Säurequantums  nothwendig  gewesen  wäre. 

Neben  den  nach  obigem  Verfahren  hergestellten,  also  mit 
Silberüberschuss  präparirten  Papieren  wurden  noch  solche  ange- 
fertigt, bei  welchen  die  Reihenfolge  der  Bäder  eine  umgekehrte 
war,  wo  also  das  Papier  zuerst  durch  Baden  in  Normal- Silber- 
lösung mit  salpetersaurem  Silber  getränkt  und  nach  dem  Trock- 
nen auf  der  betreffenden  Salzlösung  schwimmen  gelassen  wurde, 
eine  Manipulation,  bei  welcher  ein  Überschuss  des  Alkalisalzes 
resultirt,  somit  die  secundäre  Wirkung  des  Silbemitrates,* 
welches  für  sich  allein  mit  Papier  lichtempfindlich  ist,  hin- 
wegffiUt. 

Nachdem  für  Chlorsilber  schon  lange  bekannt  ist,  dass  durch 
kurzes  Verweilen  der  sensibilisirten  Papiere  in  einem  mit  Am- 
moniakdämpfen geschwängerten  Räume  die  Lichtempfindlichkeit 
bedeutend  steigt,  da  durch  das  Ammoniak  das  bei  der  Belichtung 


<  Tal  bot,  Pogg.  Ann.  48.  S.  220.  Hunt.  Researches  on  light.  1854. 
H.  W.  Vogel,  Pogg.  Ann.  119.  S.  497.  Eder,  Handb.  d.  Photogr.  Bd.  I, 
S.  25  u.  Bd.  n.  S.  12. 
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frei  werdende  Chlor  gebunden  wird^  ^  so  wurden  auch  in  dieser 
Hinsicht  Versuche  angestellt^  nachdem  zu  vermuthen  war,  dass 
die  Neutralisation  der  durch  die  Belichtung  eines  Silbersalzes  frei 
werdenden  Säure  fördernd  auf  die  Empfindlichkeit  wirke.  Die 
zu  diesen  Versuchen  bestimmten  Papiere  wurden  unmittelbar  vor 
der  Exposition  durch  zehn  Minuten  in  einer  grossen  Pulverflasche 
aufgehängt,  auf  deren  Boden  sich  eine  Schichte  concentrirter 
Ammoniakflüssigkeit  befand.  Bei  dieser  „Ammoniak-Bäuchernng^ 
wurde  die  Vorsicht  gebraucht,  sie  stets  in  einem  anderen  dunklen 
Zimmer  Torzunehmen  als  in  dem,  in  welchem  andere  Papiere  zum 
Trocknen  aufgehängt  waren,  da  es  eine  bekannte  Thatsache  ist, 
dass  schon  sehr  geringe  Quantitäten  von  Ammoniak  auf  Chlor- 
ßilber-Papier  sensibilisirend  wirken;  auch  wurde  ein  eigener 
Copirrahmen  nur  zur  Exposition  dieser  Papiere  verwendet. 

Was  nun  die  Art  der  Messung  der  Lichtempfindlichkeit 
betrifft,  so  sei  erwähnt,  dass  sie  mittelst  Vogel'scher  Photometer- 
scalen'  vorgenommen  wurde,  welch  letztere  bekanntlich  aus 
stufenförmig  übereinander  gelegten,  verschieden  langen  Seiden- 
papierstreifen bestehen,  auf  deren  längstem  fortlaufende  Nummern 
aufgedruckt  sind,  welche  sich  auf  die  Zahl  der  darunter  liegenden 
Seidenpapierlagen  beziehen.  Diese  Photometer  wurden  in  mehrere 
photographische  Copirrahmen  gelegt,  welche  Spiegeltafeln  ent- 
hielten, die  aus  ein  und  derselben  Tafel  geschnitten  waren,  um 
sicher  zu  sein,  dass  in  den  einzelnen  Bahmen  keine  verschiedene 
Lichtabsorption  stattfinde. 

Um  eine  möglichst  genaue  Ablesung  zu  ermöglichen,  wurde 
das  Normal-Chlorsilberpapier  nie  höher  als  18  bis  19  Photometer- 
grade copirt,  dann  wurden  die  eben  noch  sichtbar  copirten  Photo- 
metergrade auf  den  Versuchspapieren  abgelesen,  die  für  diese 
Zahlen  entsprechenden  „Lichtmengen"  auf  der  von  Vogel  seinen 
Photometem  ^  beigegebenen  Tabelle  aufgesucht  und  schliesslich 
die  dort  gefundenen  Werthe,  des  leichteren  Vergleiches   unter- 


«  Vergl.  Eder,  Handb.  d.  Photogr.  Bd.  I.  S.  25. 

2  Siehe  Vogel,  Lehrb,  d.  Photogr.  u.  Eder,  Handb.  d.  Photogr.  Bd.  I. 
S.  284. 

3  Es  wurden  VogeTs  Photometer  verwendet,  weil  für  das  von  ihm 
dazu  verwendete  Seidenpapier  schon  das  Verhältniss  der  Absorption  zum 
auffaUenden  Lichte  festgestellt  war. 
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einander  halber,  auf  Chlorsilber  =  100  Tungerechnet.  Zur  leich- 
teren OrientiruDg  sei  hier  noch  ein  Beispiel  angefahrt: 

Im  Photometer  wurde  abgelesen:  Chlorsilberpapier  18**, 
capronsaures  Silber  8*;  die  hiefUr  entsprechenden  Lichtmengen 
ergeben  sich  auf  der  Tabelle  72-61  und  6-7.  Auf  Chlorsilber 
=  100  umgerechnet  ist  100  :  72  •  51  =  x :  6  •  7.  x  z=  670 :  72  •  51 
=  9  als  Yerhältnisszahl  der  Lichtempfindlicbkeit  von 
capronsaurem  Silber  gegenüber  Chlorsilber  =  100. 

Die  in  der  nachstehenden  Tabelle  angegebenen  Zahlen  sind 
Mittelwerthe  aus  ungefähr  drei  bis  sechs  Versuchen ,  da  einzelne 
photometrische  Yersuchsresultate  nicht  selten  durch  zufällige 
Nebeneinflüsse  nicht  unbeträchtlich  abweichen.  Auch  die  yer- 
hältnissmässige  Intensität  der  Färbung  am  Lichte,  sowie  die  Art 
derselben  wurden  in  die  Tabelle  aufgenommen. 

Hinsichtlich  der  chemischen  Stellung  der  einzelnen  in  der 
Tabelle  angeftihrten  Silberverbindungen  gilt  Folgendes : 

1.  bis    6.  Halogen  Verbindungen  des  Silbers. 

7.  Silbernitrat  auf  Papier. 

8.  Silberalbnminat. 

9.  bis  10.  Chlorsilberalbumin-Papier. 

1 1.  Bromsilbergelatine-Trockenplatte. 

12.  bis  25.  Glieder  der  Fettsäure-Reihe. 

26.  Ölsäure  (Glied  der  Ölsäure-Eeihe  CnHa^-jO^). 

27.  bis  29.  Glieder  der  Milchsäure- Reihe  CnHanO,. 
30.    „  31.       „        „    Oxalsäure-Reihe  CnH2„_20^. 

32.  Äpfelsäure    (Oxysäure     der    Oxalsäure  -  Reibe 

CnHiM—'iOj). 

33.  Weinsäure  (C«  Etn-2  0^\ 

34.  Citronensäure  CgH^O^. 

35.  Hippursäure  (aromatische  Säure)  C^H^NO,. 

Stufenleiter  der  Intensität: 

1.  sehr  intensiv,  2.  intensiv,  3.  ziemlich  intensiv,  4.  massig 
intensiv,  5.  wenig  intensiv,  6.  nicht  intensiv. 

/  =  intensiv. 
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Das  von  dem  Silbernitrat- Überscbass  durch  Aaswaschen  in 
Wasser  befreite  Chlorsilber-Papier  färbt  sich  fast  eben  so  rasch, 
als  das  noch  mit  SilberUberschnss  versehene,  oder  dasjenige, 
welches  nach  dem  Waschen  durch  Schwimmenlassen  auf  einer 
fUnfprocentigen  Natriumsulfit-  oder  Kaliumnitritlösung  präparirt 
wurde,  nimmt  aber  eine  weniger  intensive  Färbung  an.  In  der 
photographisehen  Praxis  eignet  sich  deshalb  zur  Anfertigung 
positiver  Copien  ganz  besonders  Chlorsilberalbumin-Papier  mit 
Silbernitrat-ÜberschusS;  oder  dasselbe  Papier  nach  dem  Sensi- 
bilisiren  (Silbern)  gewaschen  und  dann  zur  Erzielung  grösserer 
Intensität  entweder  mit  Natriumsulfit  oder  Ealiumnitrit  behandelt, 
oder  auch  mit  Ammoniak  geräuchert.  Silbernitrat  auf  Papier  zeigt 
eine  sehr  geringe  Empfindlichkeit  und  Intensität,  eine  käufliche 
Bromsilbergelatine-Trockenplatte  sehr  hohe  Empfindlichkeit,  fast 
die  gleiche  wie  Bromsilber  mit  Silberüberschuss,  bei  ebenfalls 
sehr  geringer  Intensität,  welche  sich  durch  Anwendung  der  oben 
bei  Besprechung  des  Chlorsilbers  angegebenen  Präparate  ziemlich 
bedeutend  steigert.  Auch  die  Intensität  der  Färbung  des  Jod- 
silbers wird  durch  die  genannten  Körper  gesteigert,  aber  nicht 
derart,  dass  eine  praktische  Verwendbarkeit  daraus  resultiren 
dürfte. 

Zu  den  Gliedern  der  Fettsäure-Reihe  übergehend,  fällt  bei 
den  ersteren  derselben,  bis  zur  Caprinsäure,  exclnsive  dem 
ameisensauren  Silber,  welches  sich  bekanntlich  auch  ohne  Licht- 
einwirkung schwärzt,  das  stetige  Wachsthum  der  Lichtempfind- 
lichkeit gleichmässig  mit  der  Zunahme  des  Kohlensto£Fgehaltes 
der  einzelnen  Glieder  ins  Auge,  und  zwar  gilt  dies  nicht  nur  ftlr 
(He  mit  Silbernitrat-Überschuss,  sondern  auch  für  die  mit  Über- 
schuss  des  betreflFenden  Alkalisalzes  präparirten  Salze.  Bei  den 
folgenden  höheren  Gliedern  der  Fettsäure-Reihe  gelingt  es  nicht, 
eine  Beziehung  zwischen  der  Lichtempfindlichkeit  und  ihrer 
chemischen  Zusammensetzung  aufzufinden,  wobei  wohl  einen 
Theil  der  Schuld  die  viel  schwierigere,  ohne  Anwendung  ver- 
schiedener Kunstgriffe  (Zusatz  von  Alkohol  zum  Silberbade,  Er- 
wärmen der  Salzbäder  etc.)  ganz  unmögliche  Präparation  der 
Versuchspapiere  tragen  mag. 

Nicht  ohne  Interesse  dürfte  die  Thatsache  sein,   dass   das 
isobuttersaure  Silber  an  Lichtempfindlichkeit  constant  hinter  dem 
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normalen  Salze  zartlckbleibt^  was  ans  beweist,  dass  Isomerie 
einen  Einflnss  auf  dnrch  Licht  bewirkte  chemische 
Vorgänge  hat. 

Im  Gegensatze  zu  dem  Gesagten  zeigt  sich  das  Silbersalz  der 
Paramilchsäure  (optisch-active  Äthyliden-Milchsäure),  was  Licht- 
empfindlichkeit und  Färbung  im  Lichte  betrifft,  dem  Silbersalze 
der  Gährungs-Milchsäure  (gewöhnliche  inactive  Äthyliden-Milch- 
säure) ungemein  ähnlich ,  was  wohl  dadurch  ausreichend  erklärt 
ist;  dass  wir  es  hier  ja  mit  keiner  chemischen,  sondern  nur  mit 
einer  physikalischen  Isomerie  zu  thun  haben.  Sehr  intensiv 
gefärbt  und  auch  sehr  lichtempfindlich  ist  das  oxalsaure  Silber 
mit  Salzttberschuss ,  dessgleichen  auch  dasselbe  mit  Silber- 
ttberschuss  und  Ammoniak  -  Bäucherung,  wogegen  es  ohne 
diese  Räucherung  fast  gar  keine  Empfindlichkeit  zeigt;  jeden- 
falls dürfte  dieses  Salz  für  den  photographischen  Copirprocess 
anwendbar  sein. 

Die  Silbersalze  der  Malen-,  Äpfel-,  Wein-,  Hippur-  und 
Citronensäure  sind  weniger  lichtempfindlich  als  das  oxalsanre 
Silber;  hinsichtlich  des  letzteren,  des  citronensauren  Silbers ,  ist 
bemerkenswerth,  dass  es,  wenngleich  es  für  sich  geringe  Licht- 
empfindlichkeit besitzt,  dennoch  im  Vereine  mit  Chlorsilber  im 
photographischen  Copirprocesse  benützt  wird,  weil  es  grössere 
Farbenempfindlichkeit  gegen  die  weniger  brechbaren  Strahlen 
besitzt,  als  Chlorsilber  allein,  und  obendrein  kräftige  Copien  von 
hübscher  Färbung  gibt.  * 

Die  Liclitempfindlichkeit  beträgt  bei  den  mit  Ammoniak  ge- 
räucherten Präparaten  nicht  selten  das  Doppelte  der  ohne 
Ammoniak -Bäucherung  exponirten;  der  Grund  dieser  höheren 
Empfindlichkeit  dürfte,  wie  schon  in  der  Einleitung  erwähnt,  in 
der  Neutralisation  der  durch  die  Lichtwirkung  frei  werdenden 
Säure  zu  suchen  sein,  zumal  freie  Säure  die  Lichtwirkung  oft 
verringert.  Eine  bedeutendere  Steigerung  der  Lichtempfindlich- 
keit durch  Ammoniak-Räucherung  wurde  bei  der  Oxalsäure  und 
ihren  verwandten  Säuren,  der  Malon-,  Äpfel-,  Wein-  und  Citronen- 
säure, sowie  bei  der  Hippursäure  beobachtet. 


1  Vergl.  Eder,  Handb.  d.  Photogr.  Bd.  III.  S.  312. 
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Die  Färbung  der  Halogenverbindungen  des  Silbers  ist  im 
Allgemeinen  eine  mehr  minder  graue,  während  die  Färbung  der 
organischen  Silbersalze  meist  mehr  ins  röthliche  bis  bräunliche, 
mitunter  braun  violette  geht,  welche  Färbung  nach  dem  Fixiren  in 
eine  gelbbraune  übergeht. 

Bemerkenswerth  ist  schliesslich,  dass  die  Haloidverbindungen 
des  Silbers  stets  lichtempfindlicher  sind,  wenn  sie  mit  Silber- 
überschuss  dargestellt  sind,  während  bei  den  organischen  Silber- 
salzen  zuweilen,  wenn  auch  nicht  häufig,  das  Umgekehrte  der 
Fall  ist,  das  heisst  die  mit  Salzüberschuss  hergestellten  Präparate 
die  empfindlicheren  waren. 

Im  Allgemeinen  sind  die  untersuchten  organischen  Silber- 
salze lichtempfindlicher  als  Silbemitrat-Papier;  eine  Ausnahme 
hievon  macht  das  oxal-,  malon-  und  äpfelsaure  Silber,  welches, 
mit  überschüssigem  Silbernitrat  präparirt,  weniger  empfindlich 
als  Silbernitrat-Papier  ist;  dagegen  äussert  sich  die  Überlegen- 
heit organischer  Silbersalze  nach  der  Ammoniak- Räucherung 
oder  bei  Gegenwart  der  betreffenden  organischen  Alkalisalze. 

Als  das  empfindlichste  und  sich  am  intensivsten  färbende  der 
untersuchten  organischen  Silbersalze  muss  das  oxalsaure  Silber 
mit  Ammoniak-Häucherung  bezeichnet  werden,  eine  Beobachtung, 
die  mit  der  schon  von  Anderen  gemachten  Erfahrung  überein- 
stimmt, dass  Oxalsäure  selbst,  sowie  auch  viele  ihrer  Salze,  sich 
durch  besondere  Lichtempfindlichkeit  auszeichnen. 

Zum  Schlüsse  erübrigt  mir  nur  noch  mitzotheilen,  dass  die 
vorliegende  Arbeit  zum  grössten  Theile  in  dem  chemischen  Labo- 
ratorium des  Herrn  Professors  Dr.  J.  M.  Eder  an  der  k.  k.  Staats- 
gewerbeschule zu  Wien  durchgeführt  wurde,  und  dass  ich  dem 
genannten  Herrn  Professor  für  die  vielen  mir  gegebenen  freund- 
lichen Rathschläge  den  wärmsten  Dank  schulde,  den  ich  mir  an 
dieser  Stelle  auszudrücken  erlaube. 
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Zur  Gontaottheorie. 

Von  dem  c.  M.  Prof.  Franz  Exner.  ' 

In  einer  vor  mehreren  Jahren  erschienenen  Abhandlung:* 
„Über  einige  auf  die  Gontaettheorie  bezügliche  Experimente^ 
habe  ich  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht^  dass  einige  Conse- 
qnenzen  dieser  Theorie  mit  der  Erfahrung  nicht  in  Einklang 
zu  bringen  sind;  es  fordert  nämlich  die  Gontaettheorie;  dass 
ein  jedes  zur  Erde  abgeleitete  Metall  sich  auf  einem  bestimmten^ 
ihm  eigenthümlichen  Potentiale  befindet^  das  ich  das  natürliche 
genannt  habe.  Bezeichnen  wir  das  Potential  der  Erdleitung  mit  E, 
so  wird  ein  Stück  Zink  im  abgeleiteten  Zustande  das  Potential 
E/Zn,  ein  Stück  Kupfer  das  Potential  E/Cu  u.  s.  f.  haben.  Bilden 
wir  daher  aus  Zn  und  Cu  einen  Gondensator^  so  wird  zwischen 
den  Platten  auch  ohne  Verbindung  derselben  eine  Induction  ent- 
sprechend der  Potentialdiflferenz  Zn/Cu  eintreten,  wie  ich  seiner- 
zeit auch  experimentell  gezeigt  habe. 

Es  folgt  somit,  dass  ein  jedes  Metall  sich  auf  seinem  eigen- 
thümlichen Potential  befindet  und  dass  dessen  Werth  durch 
keine  wie  immer  geartete  Gontactwirkung  mit  anderen  Metallen 
alterirt  werden  kann,  weshalb  auch  ein  Nachweis  der  Existenz 
dieser  Potentiale  am  Elektrometer  selbstverständlich  unmög- 
lich ist. 

Es  folgt  aber  auch  weiter  daraus,  dass  ein  jedes  Metall, 
wenn  es  abgeleitet  oder  isolirt  ist,  eine  bestimmte,  seinem  Poten- 
tiale entsprechende  Ladung  besitzen  muss,  und  diese  Ladung 
müsste  sich  elektrometrisch  nachweisen  lassen,  wenn  sie  wirk- 
lich existirte.  Denn  ist   V  das  Potential,  C  die  Gapacität  des 


1  Wiener  Akad.  Bd.  86.  (Juli  1882.) 
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Metalles  —  somit  die  Ladung  V.C  —  und  ändern  wir  den  Werth 
von  C  nachdem  wir  das  Metall  isolirt  haben^  so  muss  auch  V 
eine  entsprechende  Änderung  erleiden  und  diese  könnte  am  Elek- 
trometer nachgewiesen  werden.  Wird  die  neue  Capacität  mit  C^ 
bezeichnet,  so  ergibt  sich  die  zu  beobachtende  Potentialändernng 
d  V  des  Metalles: 

Die  eingangs  erwähnten  Versuche  (vom  Jahre  1882)  haben 
für  Stanniol  und  fllr  Kupfer  diese  Änderung  des  Potentials  gleich 
Null  ergeben,  woraus  folgt,  dass  sowohl  Stanniol  als  Kupfer  in 
Verbindung  mit  der  Erde  das  Potential  Null  haben.  Deshalb 
hielt  ich  und  halte  noch  diese  Versuche  für  einen  directen  Beweis 
gegen  die  Richtigkeit  der  Contacttheorie. 

Die  Versuche,  die  im  Folgernden  beschrieben  werden,  hatten 
den  Zweck,  den  vorstehenden  Gedanken  in  eine  möglichst  ein- 
fache experimentelle  Form  zu  bringen ;  denn  bei  der  fundamen- 
talen Bedeutung  der  in  Rede  stehenden  Kraft  fttr  die  ganze  Elek- 
tricitätslehre  wäre  eine  Wiederholung  der  Versuche  von  verschie- 
denen Seiten  höchst  wUnschenswerth.  Es  sind  zwar  in  jüngster 
Zeit  derartige  Messungen  ausgeführt  worden  —  von  Herrn  Ulja- 
nin  *  im  physikalischen  Institute  zu  Strassburg  —  aber  gerade 
mit  Rücksicht  auf  diese  scheinen  mir  die  nachfolgenden  Versuche 
bemerkenswerth,  denn  sie  zeigen  deutlich,  welchen  Fehlerquellen 
Herr  Uijanin  seine  Resultate  verdankt,  und  werden  so  viel- 
leicht dazu  beitragen,  bei  künftigen  Wiederholungen  derartige 
Fehlerquellen  zu  vermeiden.  Auf  Herrn  Uijanin' s  Beobachtun- 
gen zurückzukommen,  wird  zum  Schlüsse  noch  Gelegenheit  sein. 


Versuche.  Das  Princip  der  Messungen  war  das  folgende: 
Mit  dem  Messquadranten  des  Elektrometers,  dessen  Capacität  C^ 
sei,  ist  ein  Metallkörper  von  der  Capacität  C^  in  dauernder 
metallischer  Verbindung;  das  ganze  System  ist  gut  isolirt  und 
kann  an  einem  Punkte  des  Verbindungsdrahtes  von  Elektrometer 


1  Wied.  Ann.  XXX.  pag.  699.  (1887.) 
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and  MetallkOrper  mittelst  eines  Contactschlttssels  zur  Erde  abge- 
leitet werden.  Diese  Verbindung  ist  ftlr  gewöhnlich  hergestellt. 
In  diesem  Znstande  hat  das  Elektrometer  das  Potential  V^  und 
der  Körper  F^;  V^  und  V^  sind  die  natürlichen  Potentiale  der 
Metalle,  aus  denen  die  betreffenden  Theile  bestehen,  das  Elektro- 
meter hat  daher  seine  Ruhelage.  Die  respectiven  Ladungen  von 
Elektrometer  und  Körper  sind  M^  =  V^C^  und  M^zzV^^C^,  Unter- 
bricht man  nun  die  Erdleitung,  so  bleibt  Alles  in  Ruhe;  bringt 
man  aber  nach  dieser  Unterbrechung  die  Capacität  des  Körpers 
durch  Deformation  auf  das  n-fache,  so  muss  nach  der  Contact- 
theorie das  Gleichgewicht  gestört  werden,  und  zwar  in  einer 
Weise,  die  sich  leicht  angeben  lässt  Infolge  der  Gapacitäts- 
änderung  des  Körpers  hat  sich  sein  ursprüngliches  Potential  F, 
geändert  und  damit  ist  auch  die  Differenz  F^ — F^  nicht  mehr  auf 
dem  anfänglichen  Werthe;  da  diese  Differenz  aber  constant 
bleiben  soll,  so  muss  eine  Elektricitätsbewegung  eintreten,  der 
zufolge  die  Menge  -+-m  in  das  Elektrometer,  — m  in  den  Körper 
strömt,  und  zwar  so  lange,  bis  die  ursprüngliche  Potentialdiffe- 
renz wieder  hergestellt  ist.  Seien  jetzt  die  respectiven  Potentiale 
y,  und  yjj,  so  hat  man  y^ — yg=:Fj— Fj.  Die  öesammtladnng 
des  Systems  bleibt  natürlich  durch  diesen  Process  ungeändert. 
Man  hat  somit 

üf I  -I-  wi  Jf £  —  tn      y. M^      y. Jf j 

woraus  sich  die  Potentialänderung  d  F^  des  Elektrometers  ohne- 
weiters  ergibt: 

Diese  Potentialänderung  wird,  wie  man  sieht,  nur  dann 
gleich  Null,  wenn  C^  die  Capacität  des  Elektrometers  gegen  die 
des  Körpers  unendlich  gross  wird  oder  wenn  n  =  l  wird,  d.  h. 
wenn  die  Capacität  des  Körpers  ungeändert  bleibt,  oder  endlich, 
wenn  C,  oder  F^  Capacität  oder  natürliches  Potential  des  Körpers 
der  Null  gleich  sind.  Die  Grössen  C^C^n  sind  leicht  zu  ermitteln, 
man  hat  durch  Beobachtung  tou  d  V^   somit  Gelegenheit,  den 
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wahren  Werth  von  V^  nicht  nur  qualitativ,  sondern  auch  quanti- 
tativ zu  bestimmen. 

Werden  die  Grössen  F^  auf  diese  Weise  für  verschiedene 
Metalle  bestimmt,  so  erhält  man  dadurch  ihre  wahren  Potential- 
dififerenzen,  und  zwar  ganz  unabhängig  von  der  Natur  der  Erd- 
leitung; diese  wahren  Potentialdififerenzen  kann  man  dann  mit 
jenen  vergleichen,  die  aus  dem  Volt a'schen  Fundamental-Yer- 
suche  gemäss  der  Contacttheorie  abgeleitet  werden.  Man  wird 
dabei  finden,  dass  die  Contacttheorie  zur  Erklärung  dieses  Ver- 
suches nicht  ausreichend  ist. 

Ausführung  der  Versuche.  Das  Elektrometer  wurde  bei 
verschiedener  Capacität  und  damit  auch  bei  verschiedener  Em- 
pfindlichkeit gebraucht;  letztere  variirte  von  circa  60 — 130  Theil- 
striche  für  1  Daniell.  Die  Zuleitnngsdrähte,  sowie  der  Schlttssel 
und  die  Versuchskörper  befanden  sich  sämmtlich  in  metallischen 
abgeleiteten  Gehäusen,  eine  Vorsicht,  die  bei  derartigen  Ver- 
suchen unerlässlich  ist.  Was  die  Versuchskörper  anlangt,  so  bestan- 
den dieselben  ans  Kreisplatten  von  25  Ctm.  Durchmesser,  je  zwei 
aus  dem  gleichen  Material.  Die  untere  von  einem  derartigen 
Plattenpaare  ruhte  horizontal  auf  drei  isolirenden  Füssen  und 
war  dauernd  mit  dem  Elektrometer  verbunden;  auf  ihr  lag  direct 
die  zweite  und  konnte  mittelst  eines  isolirenden  Stieles  auf  circa 
1 5  Ctm.  gehoben  werden.  Beide  Platten  sind  ausserdem  durch 
einen  feinen  Draht  dauernd  mit  einander  in  metallischer  Schlies- 
sung. Da  die  Platten  nur  sehr  geringe  Dicke  hatten,  so  wird  beim 
Aufheben  der  oberen  die  Capacität  des  Versuchskörpers  ungefähr 
verdoppelt;  es  wäre  leicht,  Anordnungen  zu  treflFen,  bei  denen 
die  Änderung  der  Capacität  eine  noch  bedeutendere  ist,  ich  bin 
jedoch  bei  dieser  einfachen  Art  stehen  geblieben,  da  dieselbe 
sich  als  genügend  erwies.  Wünschenswerth  wäre  nur  ein  noch 
grösserer  Durchmesser  der  einzelnen  Platten,  was  eine  beträcht- 
lich vermehrte  Genauigkeit  der  Versuche  zur  Folge  haben  würde. 
Das  Material,  aus  welchem  die  Plattenpaare  bestanden,  war 
Graphit,  Kupfer  und  Stanniol,  also  Substanzen,  die  in  der  Span- 
nungsreihe fast  um  1  Daniell  auseinander  stehen. 

Der  Gang  der  Versuche  war  der  folgende:  Die  beiden  Platten 
(aus  demselben  Materiale)  eines  Paares  lagen  aufeinander,  die 
Erdleitung  wurde  unterbrochen,  dadurch  änderte  sich  der  Stand 
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des  Elektrometers  natürlich  nicht;  nnn  wurde  die  obere  Platte 
gehoben,  somit  die  Gapacität  des  Körpers  yerraehrt  und  das  Elek- 
trometer hätte  einen  der  Grösse  d  V^  entsprechenden  Ausschlag 
anzeigen  mttssen,  wenn  nicht  F^  =  0  ist  Es  wurde  dann  auch  in 
umgekehrter  Richtung  beobachtet,  nämlich  bei  geöfiheten  Platten 
die  Erdleitung  unterbrochen  und  die  Platten  aufeinander  gesenkt, 
wobei  gleichfalls  ein  bestimmter  Ausschlag  hätte  eintreten 
mttssen. 

Resultate  der  Versuche.  Von  derartigen  Ausschlägen 
war  bei  AusfÜhruDg  der  Versuche  absolut  nichts  zu  bemerken; 
bei  allen  drei  Substanzen  konnte  bei  vorsichtigem  Offnen  oder 
Schliessen  der  Platten  eine  Bewegung  des  Elektrometers  nicht 
wahrgenommen  werden,  obwohl  eine  solche  von  0*1,  sicher  aber 
von  0*5  Scalentheilen  hätte  beobachtet  werden  müssen.  Bei 
Graphit  und  Stanniol  verursachte  auch  eine  Reibung  der  Platten 
aneinander  keine  Störung,  bei  Kupfer  wurde  dadurch  mitunter 
ein  Ausschlag  von  2—3  Scalentheilen  erzeugt,  der  in  seiner 
Richtung  jedoch  ganz  variabel  war.  Doch  konnte,  wie  bemerkt, 
anch  bei  Kupfer  beim  Öffnen  der  Platten  ohne  Reibung  durchaus 
keine  Elektricitätsbewegung  wahrgenommen  werden. 

Es  wurde  bei  der  Wahl  der  Versuchsbedingungen  selbstver- 
ständlich darauf  Rücksicht  genommen,  dass  der  nach  der  Gon- 
tacttheorie  zu  erwartende  Effect  hätte  sichtbar  werden  müssen. 
Die  Grössen  der  Gleichung 

hatten  bei  einer  bestimmten  Adjustirung  des  Elektrometers  fol- 
gende Werthe:  C^  (Gapacität  des  Elektrometers)  wurde  gleich  1 
gesetzt;  C^  war  0*35;  n  (der  Factor  der  Gapacitälsänderung  beim 
Öffnen  der  Platten)  sollte  gleich  2  sein,  wurde  aber  wegen  der 
Verbindungsdrähte  etc.  experimentell  =  1*8  gefunden.  Der  einem 
Daniell  entsprechende  Ausschlag  des  Elektrometers  war />=61  *  0. 
Daraus  lässt  sich  der  einem  bestimmten  Potentiale  V^  der  Platten 
entsprechende  Ausschlag  des  Elektrometers  finden ;  man  erhält 
für  r,  =  2),  beim  Öffnen  der  Platten  rfF^rz— 10*6,  beim 
Schliessen  rf  F|  =  -+- 12  •  8.  So  gross  hätten  also  die  Differenzen 
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in  den  Ausschlägen  bei  verschiedenen  Plattenpaaren  sein  müssen, 
wenn  deren  Potentialdifferenzen  wirklich,  wie  es  die  Contact- 
theorie  annimmt,  von  der  Grössenordnung  eines  Daniell  wären. 

Man  kann  den  zu  erwartenden  Effect  leicht  künstlich 
dadurch  herstellen,  dass  man  in  den  Verbindungsdraht  von  Elek- 
trometer und  Platten  —  zwischen  der  Erdleitung  und  letzteren 
—  eine  elektromotorische  Kraft,  z.  B.  ein  isolirtes  Danieirsches 
Element,  einschaltet.  Es  ist  dann,  so  lange  die  Erdleitung 
geschlossen  ist,  das  Elektrometer  in  Ruhe  und  bleibt  es  auch 
nach  Unterbrechung  derselben ;  sobald  aber  die  Platten  geöffnet 
oder  die  zuerst  geöffneten  geschlossen  werden,  zeigt  sich  mit 
ausserordentlicher  Präcision  der  erwartete  Ausschlag.  Derselbe 
betrug  im  vorliegenden  Falle  beim  Öffnen  —10*0,  beim 
Schliessen  +12-0  Scalentheile,  ganz  in  Übereinstimmung  mit 
obiger  Berechnung.  Das  Daniell  war  dabei  so  geschaltet,  dass 
sein  positiver  Pol  mit  den  Platten  in  Verbindung  war. 

Es  wurde  noch  bei  einer  geänderten  Capacität  und  Empfind- 
lichkeit des  Elektrometers  beobachtet,  doch  konnte  auch  dabei 
keine  Spur  des  gesuchten  Effectes  entdeckt  werden ;  die  Con- 
stanten waren  dabei  folgende:  jDzzlSO,  Cj=l,  Cj  =  018  (bei 
geschlossenen  Platten),  nz=zl'8.  Setzt  man  hier  F^zzlSO,  so 
hätten  die  Ausschläge  beim  Öffnen,  respective  Schliessen  der 
Platten  sein  sollen:  — 14*4  und  4-15-6.  Beim  Einschalten  eines 
Daniell,  wie  im  Vorhergehenden,  wurden  auch  thatsächlich  die 
Ausschläge  — 14-0  und  -hl5-0  beobachtet. 

Aus  den  vorstehenden  Zahlen  ergibt  sich  somit  mit  Sicher- 
heit, dass  die  Potentiale  der  mit  der  Erde  verbundenen  Sub- 
stanzen Graphit,  Kupfer  und  Stanniol  sich  nicht  um  mehr  als 
0  02,  wahrscheinlich  nicht  um  0  01  Daniell  unterscheiden;  jene 
elektromotorischen  Kräfte,  welche  die  Contacttheorie  zur  Erklä- 
rung des  Volta'schen  Pandamentalversuches  heranzieht,  müssen 
daher  als  nicht  existirend  betrachtet  werden. 

Um  bei  etwaigen  künftigen  Wiederholungen  derartiger  Ver- 
suche vor  einer  sehr  energischen  Fehlerquelle  zu  warnen,  theile 
ich  noch  einige  Resultate  mit,  die  an  einem  Paar  Zinkplatten 
(aus  demselben  StUck  geschnitten)  erhalten  wurden.  Es  ist  klar, 
dass,  wenn  die  beiden  Platten  eines  Paares  nicht  identisch  sind, 
so  dass  beim  Öffnen  der  entsprechende  Volta'sche  Effect  auftritt, 
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dieser  sieb  doch  am  Elektrometer  nicht  wird  bemerkbar  machen, 
da  die  positiven  and  negativen  Ladungen  der  beiden  Platten  sich 
durch  den  Verbindungsdraht  ausgleichen;  das  ist  ja  eben  der 
Zweck  dieses  Drahtes.  Es  wnrde  auch  thatsächlich  bei  Combina- 
tion  einer  Graphit-  und  einer  Kupferplatte  weder  beim  ÖflFnen 
noch  beim  Schliessen  eine  Bewegung  des  Elektrometers  wahr- 
genommen. 

Anders  verhält  sieh  die  Sache,  wenn  man  Platten  aus  Zink 
oder  aus  noch  leichter  oxydirbaren  Metallen  verwendet.  Es  ist 
schon  längst  bekannt,  dass  es  nicht  möglich  ist,  zwei  Zink-  oder 
Messingplatten  von  so  gleichem  Potential  herzustellen,  dass  die- 
selben, zu  einem  Condensator  vereinigt,  nicht  entgegengesetzte 
Ladungen  annehmen  würden.  Auf  diesem  Umstände  beruht  ja 
unter  Anderem  die  Wirkung  des  allgemein  verwendeten  Reple- 
nisher's  von  Thomson,  sowie  die  von  B.  Kohlrausch  studirte 
sogenannte  Parteilichkeit  des  Condensators.  Was  aber  vielleicht 
nicht  so  allgemein  bekannt  ist,  das  ist  der  Umstand,  dass  z.  B. 
bei  einem  Zinkplatten-Gondensator  der  die  beiden  Platten  ver- 
bindende Draht  nicht  vollständig  vor  dieser  Wirkung  schützt. 

Dass  diese  Wirkung  durch  Elektrisirung  gut  isolirender 
Oberflächenschichten  (Oxyde)  hervorgerufen  wird,  darüber  kann 
kein  Zweifel  sein;  denn  es  gelingt  nicht,  dieselben  durch  metal- 
lische Ableitung  zu  beseitigen.  Bei  dem  in  Rede  stehenden  Ver- 
suche rührte  dieselbe  vermuthlich  von  der  geringen  Reibung  her, 
mit  welcher  das  Aufsetzen  und  Abheben  der  Platten  uothwendig 
verbunden  ist  und  es  genügt  eine  einmalige  derartige  Reibung, 
um  die  Platten  für  lange  Zeit  unbrauchbar  zu  machen.  Ein  voll- 
ständiges Amalgamiren  der  Platten  erwies  sich  als  fruchtlos. 

War  ein  derartiges  Paar  Zinkplatten  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  so  zeigte  letzteres  beim  Öffnen  der  Platten  einen  an 
Grösse  sehr  unregelmässigen  Ausschlag  (5 — 20  Scalentheile), 
über  dessen  Provenienz  jedoch  nicht  der  leiseste  Zweifel  sein 
konnte.  Wäre  derselbe  der  von  der  Contacttheorie  geforderte 
gewesen,  so  hätten  natürlich  die  beiden  mit  einander  verbundenen 
Platten  dasselbe  Potential  zeigen  müssen ;  der  Ausschlag  ging 
aber  sofort  in  die  entgegengesetzte  Richtung  über,  wenn  die 
Elektrometerleitung  an  die  andere  Platte  angelegt  wurde.  Er  war 
daher  die  Folge  einer  Induction  von  Seiten  elektrisirter  Isolatoren 
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anf  die  Elektrometerleitnng.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  diese 
Doppelseitigkeit  des  Ansschlages  immer  vorhanden  war,  wenn 
ein  solcher  überhaupt  eintrat  Es  Hess  sich  auch  ermitteln,  dass 
nur  die  obere,  mit  der  isolirenden  Handhabe  versehenen  Platte 
dauernd  elektrisirt  war,  indem  die  untere  Zinkplatte,  z.  B.  mit 
einer  Eupferplatte  combinirt,  nach  Abblendnng  des  Volta' sehen 
Effectes  durch  den  Verbindungsdraht  und  nach  dem  Abheben 
keinerlei  Ausschlag  am  Elektrometer  erzeugte. 

Es  folgt  daraus,  wie  ja  übrigens  schon  zur  Genüge  bekannt 
ist,  dass  man  Stücke  von  Messing  oder  Zink  nicht  ohneweiters 
als  Körper  gleichen  Potentials  ansehen  darf,  sondern  dass  man 
anf  die  oft  sehr  wechselnden  Elektrisirungen  ihrer  Oberflächen 
Bücksicht  nehmen  muss.  Es  sind  z.  B.  scheinbare  Potentialdiffe- 
renzen bis  zu  0*1  Daniell  zwischen  den  Platten  eines  Messing- 
condensators  nichts  Seltenes;  nur  kann  man  sie  in  der  Regel  ver- 
nachlässigen, was  jedoch  nicht  mehr  angeht,  wenn  der  ganze  zu 
beobachtende  Effect  von  derselben  Grössenordnung  ist. 

Es  ist  dies  der  Grund,  warum  ich  sowohl  bei  den  vorstehen- 
den als  bei  den  eingangs  erwähnten  Versuchen  vom  Jahre  1882 
von  der  Benützung  des  Zinkes  Umgang  genommen  habe.  * 


1  Ich  will  hier  einen  älteren  Versuch  erwähnen,  der  sich  auf  die  Con- 
tactkraft  zwischen  Platin  und  Wasser  (SeifenlOsung)  bezieht  und  den  ich 
bisher  nicht  publicirt  habe,  da  ich  anderweitig  die  Grösse  dieser  Kraft  (mit 
Hilfe  eines  Platin -Wasser -Condensators)  bestimmte.  Dieselbe  hat  sich 
gleich  Nul\  ergeben,  während  man  ihr  gewöhnlich  eine  Grösse  von  0*5  bis 
1  -0  Daniell  beilegt.  (Seither  ist  diese  Grösse  von  S.  Pagliani,  Atti  d.  R. 
Acc.  Torino  XXI.,  1886,  gleichfalls  mit  dem  WertheNull  bestimmt  worden). 
Der  betreffende  Versuch  war  folgender:  An  die  Stelle  der  Metall- 
platten der  oben  stehenden  Experimente  trat  eine  isolirte  Seifenblase,  die 
durch  einen  Platindraht  mit  dem  Elektrometer  verbunden  war;  während  die 
Erdleitung  unterbrochen  war,  konnte  sich  die  Seifenblase  vollständig  zu- 
sammenziehen, so  dass  ihre  Gapacität  dabei  vom  Werthe  C2  auf  Null  sank. 
Das  Elektrometer  zeigte  keine  Spur  einer  Ablenkung.  Die  Constanlen  des 
Versuches  waren  die  folgenden:  Z)=34-0,  Ci  =  l,  C,  =  0-3,  w=0;  für 
eine  Potentialdiiferenz  von  der  Grösse  1  D  hätte  somit  ein  Ausschlag  von 
circa  10  Sealatheilen  erfolgen  sollen,  während  thatsächlich  nicht  der  fünf- 
zisrste  Theil  davon  zu  beobachten  war. 
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Ich  komme  nun  zur  Besprechung  der  schon  erwähnten  Ver- 
suche des  Herrn  UljaniU;  die  sich  nach  dem  Vorausgegangenen 
sehr  kurz  fassen  lässt. 

Nachdem  Herrüljanin  meine  Versuche  vom  Jahre  1882 
mit  Kupfer  und  Stanniol  erwähnt  hat,  fährt  derselbe  fort:  „Daraus 
schliesst  Herr  Exner,  dass  ein  zur  Erde  abgeleitetes  Metall 
keine  Ladung  hahe  und  somit  die  Contacttheorie  falsch  sei.  Dies 
wäre  auch  der  Fall,  wenn  es  sich  wirklich  so  verhielte,  wie  Herr 
Exner  angibt.  Jedenfalls  ist  sein  Resultat  so  auffallend,  dass  ich 
auf  Anrathen  des  Herrn  Prof.  Kundt  es  unternahm,  dieselben 
Versuche  zu  wiederholen." 

Nach  diesen  Worten  sollte  man  doch  wirklich  glauben,  dass 
HerrUljanin  wenigstens  einen  der  von  mir  angestellten  Ver- 
suche wiederholt  hat;  dem  ist  jedoch  nicht  so.  Die  Versuche,  die 
er  im  Folgenden  mittheilt,  sind  weder  mit  Kupfer  noch  mit  Stan- 
niol, sondern  ausschliesslich  mit  Messing  oder  Zink  angestellt, 
also  gerade  mit  jenen  Materialien,  die  aus  den  vorher  erörterten 
Gründen  unbrauchbar  sind  und  welche  ich  eben  deshalb  schon 
bei  den  Versuchen  vom  Jahre  1882  vermied.  Ausserdem  hat  es 
Herr  Uljanin  verstanden,  seinen  Versuchen  eine  solche  Anord- 
nung zu  geben,  dass  der  Effect  der  Fehlerquellen  dadurch  ein 
möglichst  grosser  wurde. 

Herr  Uljanin  beobachtete  nämlich  mit  Messing-  und  Zink- 
condensatoren ;  letzterer  bestand  aus  zwei  concentrischen  Cylin- 
dem,  von  denen  der  äussere  62  Ctm.  Höhe  und  40  Ctm.  Durch- 
messer besass.  Die  Distanz  der  beiden  Flächen  betrug  2  Ctm. 
Von  diesem  mächtigen  Condensator  war  der  innere  Theil  isolirt 
und  mit  dem  Elektrometer  verbunden,  der  äussere,  abgeleitete, 
konnte  beliebig  gehoben  oder  über  den  inneren  herabgelassen 
werden.  Es  zeigte  sich  nun  ein  Ausschlag  bis  zu  60  Theilstrichen, 
wenn  nach  Unterbrechung  der  Erdleitung  des  Elektrometers  der 
äussere  Cylinder  abgehoben  wurde.  Das  ist  der  Versuch  des 
Herrn  Uljanin. 

Der  beobachtete  Ausschlag  von  60  Theilstrichen  wird  von 
Herrn  Uljanin  ohneweiters  als  derjenige  angesehen,  der  nach 
der  Contacttheorie  hätte  eintreten  mllssen;  es  scheint  aber  nicht^ 
dass  er  sich  über  die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  irgendwie 
versicherte.  Das  schliesse  ich  aus  dem  Umstände,   dass  sich 

40* 
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keinerlei  Angabe  über  die  Grösse  des  zu  erwartenden  Eflfectes 
in  der  Arbeit  des  Herrn  Ulj an  in  findet,  ja  nicht  einmal  eine* 
Andeutung  hierllber,  ob  die  Richtung  des  Ausschlages  der  Vor- 
aussetzung entsprach;  leider  ist  eine  derartige  Gontrole  auch 
nicht  mehr  möglich,  da  Herr  üljanin  weder  eine  Angabe  über 
die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers,  noch  über  die  Gapacitäten 
von  Cylinder  und  Elektrometer,  noch  endlich  über  den  Sinn  des 
beobachteten  Ausschlages  macht. 

Die  Ursache  des  Ausschlages,  den  Herr  Uljanin  beobachtet 
hat,  liegt  wohl  auf  der  Hand;  seine  beiden  Zinkcylinder  hatten 
eben  nicht  das  gleiche  Potential,  sie  wirkten  wie  die  Flügel  eines 
Replenisher;  und  da  er  diesen  Fehler,  anstatt  denselben  durch 
Anbringung  eines  Verbindungsdrahtes  zu  paralysiren,  durch  An- 
wendung eines  Condensators  noch  möglichst  verstärkte,  so  wird 
sein  Resultat  wohl  Niemanden  überraschen,  der  mit  ähnlichen 
Versuchen  vertraut  ist. 

Was  aber  überraschen  muss,  das  ist,  dass  Herr  Uljanin 
gar  nicht  untersuchte,  ob  der  Ausschlag  nicht  in  einer  Potential- 
diflferenz  der  Cylinder  seinen  Grund  hatte;*  hätte  er  den  äusseren 
Cylinder  vor  dem  Abheben  isolirt  und  ihn  nach  dem  Abheben 
am  Elektrometer  geprüft,  so  würde  er  ihn  stets  entgegenge- 
setzt elektrisch  gefunden  haben  wie  den  inneren.  Wäre  der 
Ausschlag  aber  eine  Folge  der  Contactwirkung  gewesen,  so  hätte 
der  äussere  Cylinder  unelektrisch  bleiben  müssen.  Die  letztere 
Probe  zum  mindesten  hätte  Herr  Uljanin  machen  müssen,  um 
sicher  zu  sein,  nicht  bloss  aus  Fehlerquellen  zu  schöpfen. 

Wenn  Herr  Uljanin  mit  den  Worten  schliesst:  „Und  so 
scheint  mir  dieser  Versuch  nicht  nur  keinen  Beweis  gegen  die 
Contacttheorie,  sondern  sogar  einen  sehr  schönen  für  die  Richtig- 
keit derselben  zu  liefern,"  so  kann  ich  dem  nach  dem  Vorange- 
gangenen durchaus  nicht  zustimmen.  Ich  halte  dafür,  dass  der 
Versuch  des  Herrn  Uljanin  durchaus  nichts  Neues  lehrt,  sondern 


1  Das  muss  umsomehr  überraschen,  als  Herr  Uljanin  später  die 
Differenz  ZnjCu  bestimmte,  indem  er  über  einen  Kupfercylinder  einen  sol- 
chen aus  Zink  stülpte  und  zwischen  beide  einen  solchen  Bruchtheil  eines 
Daniell  einschaltete,  dass  beim  Aufheben  kein  Ausschlag  erfolgte.  Warum 
hat  Herr  Uljanin  nicht  auf  gleiche  Weise  die  Potentialdifferenz  der  beiden 
Zinkcylinder  bestimmt? 
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auf  längst  bekannte  Fehlerquellen  znrUckzuftthren  ist;  dass  da- 
gegen ans  meinen  Versuchen  die  ünhaltbarkeit  der  Contact- 
theorie insolange  folgt;  als  sich  nicht  noch  eine  andere  Erklärung 
oder  eine  experimentelle  Widerlegung  derselben  findet;  deshalb 
scheint  es  mir  sehr  wünschenswerth^  dass  derartige  Untersuchuji- 
gen,  womöglich  mit  besseren  Mitteln;  auch  von  anderer  Seite 
wiederholt  werden.  Nur  mttsste  das  mit  mehr  Vorsicht  und  Kritik 
geschehen;  als  es  von  Seite  des  Herrn  Uljanin  im  physikalischen 
Institute  zu  Strassburg  der  Fall  war. 

Was  die  Anhänger  der  Contacttheorie  nachzuweisen  hätten; 
das  wäre,  dass  ein  isolirteS;  vorher  abgeleitetes  Metall  durch 
Änderung  seiner  Capacität  elektrisch  wird;  die  einfachste  Ver- 
suchsanordnung wäre  wohl  die  von  mir  gewählte  mit  zwei  auf- 
einander gelegten  identischen  Platten;  die  zur  Abbiendung  des 
Volta'schen  Effectes  dauernd  durch  einen  Draht  verbunden  sind. 
Nach  dem  Öffnen  müssten  beide  Platten  dieselbe  Elektrisimng 
zeigen. 
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Über  ein  arithmetisches  Theorem  des  Herrn 
J.  Liouville. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Geirenbauer. 

Ist  a^^Ja^y.,.ya:^  irgend  ein  ganzzahliges  positives  Lösnngs- 
system  der  simultanen  Gleichungen: 

ZU  denen  auch  noch  andere,  die  Anzahl  der  Lösungen  beschrän- 
kende Bedingungen  hinzutreten  können,  und  bezeichnet  6^  irgend 
einen  Divisor  von  a^,  so  soll  das  Product  J^  öj . . .  dj,  ein  zu  dem 
Lösungssysteme a?pj?J,. .  .,a?5[  gehöriges Divisorenproduct  genannt 
werden.  Für  diese  Divisorenproducte  besteht,  wie  Herr  J.  Liou- 
ville im  vierten  Bande  der  zweiten  Serie  des  Journal  de  mathö- 
matiques  pures  et  appliquöes  ohne  Beweis  angegeben  hat,  der 
folgende  interessante  Satz: 

Die  Anzahl  derjenigen  zu  den  verschiedenen  ganzzahligen 
positiven  Lösungen  eines  Gleichungssystems  gehörigen  Divisoren- 
producte, welche  aus  einer  geraden  Anzahl  von  (gleichen  oder 
verschiedenen)  Primzahlen  zusammengesetzt  sind,  übertrifft  die 
Anzahl  aller  Übrigen  um  die  Anzahl  jener  ganzzahligen  Werth- 
systeme  der  Unbekannten,  in  denen  sämmtliche  Grössen  positive 
Quadrate  sind. 

Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  folgenden  allgemeinen 
Theorems : 

Ist  xO«^)  eine  Function  von  x  von  der  BeschaflFenheit,  dass 
für  alle  eine  bestimmte  Bedingung  erfüllenden  Werthepaare  jr,  y 
die  Gleichung: 
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besteht  nnd  die  über  alle  Theiler  d  einer  ganzen  Zabl  n  erstreckte 

Summe  ^   xW  ^®°  Werth  X(n)  besitzt,  sind  ferner  die  ganzen 

d 
positiven  Zahlen  arj,  orj,  ...,arji  irgend  ein  Wurzelsystem   des 

Gleichungssystemes : 

fii^v  ^v  •  •  •  >  ^j*)  -^  ^f    ft\^v  ^tf  •  •  •  >  ^j^)  ^=0,  . . . , 

zu  welchem  auch  noch  Ungleichungen  hinzugefügt  sein  können, 
welche  die  Anzahl  der  Lösungssjsteme  beschränken;  und  be- 
zeichnet d^  irgend  einen  Theil  von  a^,  so  ist: 

wo  die  Summation  auf  der  linken  Seite  sich  über  jene,  die 
erwähnte  Bedingung  erfüllenden  Lösungssysteme  a?J,  a?J,  . . . ,  a^, 
erstreckt,  deren  Divisoren  derselben  Bedingung  genügen,  während 
die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Summe  über  alle  zu  diesen 
Lösungssystemen  gehörigen  Divisorenproducte  auszudehnen  ist. 
Setzt  man  speciell: 

wo  X(ar)  den  Werth  -hl  oder  — 1  hat,  je  nachdem  x  aus  einer 
geraden  oder  ungeraden  Anzahl  von  (gleichen  oder  verschiedenen) 
Primzahlen  zusammengesetzt  ist,  und  berücksichtigt,  dass  für 
alle  ganzzahligen  positiven  Werthepaare  x,  y: 

\{xy)  =  l{x)X(y) 

ist,  sowie  dass  die  über  alle  Divisoren  d  einer  ganzen  Zahl  ?i 

erstreckte  Summe  ^    l(d)  den  Werth  -h  1  oder  0  besitzt,  je  nach- 

d 

dem  n  eine  Qnadratzahl  ist  oder  nicht,  so  erhält  man  den  Satz 
des  Herrn  J.  Liouville. 

Setzt  man  ferner  der  Reihe  nach: 

X(a?)  =r  f^{x),  iJ.{x),  \(x) 
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wo  (fj^x)  die  Anzahl  aller  Systeme  von  *  unterhalb  x  befindlichen, 
zu  X  theilerfremden  Zahlen  vorstellt,  ik{x)  gleich  0  ist^  wenn  x 
durch  ein  Quadrat  (ausser  1)  theilbar  ist,  sonst  aber  den  Werth 
( — l)**  besitzt,  wo  a  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primfactoren 
von  X  bedeutet,  A^(a?)  den  Werth  0  besitzt,  wenn  x  eine  Primzahl 
in  einer  Potenz  enthält,  deren  Exponent  nach  dem  Modul  r  einer 
von  0  oder  1  verschiedenen  Zahl  congruent  ist,  in  allen  anderen 
Fällen  aber  gleich  ( — l)*"  ist,  wo  t  die  Anzahl  jener  Primzahlen 
ist,  welche  bei  der  Darstellung  von  x  durch  ein  Product  von 
Primzahlpotenzen  zu  einem  Exponenten  von  der  Form  Ar+1 
erhoben  werden,  und  berücksichtigt,  dass  für  alle  ganzzahligen, 
positiven  theilerfremden  Werthepaare  ar,  y: 

ifj^xy)  =  f,(x)f^(jf) 

li{xy)   z=:ix(x)ii(y) 

}ir(xy)  =Är{x)K{y) 

ist  und  folgende  Beziehungen  bestehen : 

d 
d 

für«  >  1: 

d 

wenn  n  keine  rte  Potenz  ist, 

2]  x.(rf) = 1 

d 

wenn  n  eine  rte  Potenz  ist,  so  erhält  man  folgende  specielle 
Theoreme: 

Bestimmt  man  für  jedes  Divisorenproduct  derjenigen  ganz- 
zahligen, positiven,  gewisse  Grrenzen  nicht  überschreitenden 
Lösungssysteme  eines  Gleichungssystems,  in  denen  je  zwei 
Unbekannte  zu  einander  theilerfremd  sind,  die  Anzahl  der  Systeme 
von  je  k  zu  demselben  theilerfremden  kleineren  ganzen  Zahlen,  so 
ist  die  Summe  der  so  erhaltenen  ganzen  positiven  Zahlen  gleich 
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der  Summe  der  iten  Potenzen  der  Producte  der  einzelnen  Lösungs- 
systeme. 

Unter  den  durch  kein  Quadrat  (ausser  l)theiIbarenDivisoren- 
produeten,  welche  zu  denjenigen  ganzzahligen,  positiven^  gewisse 
Grenzen  nicht  überschreitenden  Lösungssy  stemen  einesGleichungs- 
systemes  gehören,  in  denen  je  zwei  Grössen  zu  einander  theiler- 
fremd  sind,  gibt  es  eben  so  viele,  welche  aus  einer  geraden 
Anzahl  von  Primzahlen  zusammengesetzt  sind,  als  solche,  welche 
Producte  einer  ungeraden  Anzahl  von  verschiedenen  Primzahlen 
sind,  wenn  das  Werthsystem  1,1,  . . .,  1  das  Gleichungssystem 
nicht  befriedigt,  gehört  aber  dieses  Werthsystem  zu  den  Lösungs- 
systemen, so  übertrifft  die  erste  Anzahl  die  zweite  um  eine 
Einheit. 

Bestimmt  man  für  diejenigen  ganzzahligen,  positiven,  gewisse 
Grenzen  nicht  überschreitenden  Lösungssysteme  eines  Gleichungs- 
systemes,  in  denen  je  zwei  Grössen  zu  einander  {heilerfremd 
sind,  jene  zugehörigen  Divisorenproducte,  bei  deren  Darstellung 
dnrch  ein  Product  von  Primzahlpotenzen  kein  Exponent  auftritt, 
welcher  nach  dem  Modul  r  einer  von  0  oder  1  verschiedenen  Zahl 
congruent  ist,  so  übertrifft  die  Anzahl  derjenigen  Producte,  bei 
deren  Darstellung  eine  gerade  Anzahl  von  Exponenten  von  der 
Form  Ar+1  vorkommt,  die  Anzahl  der  übrigen  um  die  Anzahl 
derjenigen,  von  den  erwähnten  Wurzelsystemen,  in  denen  alle 
Grössen  rte  Potenzen  sind. 
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Über  Oongruenzen. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Gegenbauer. 
Ist: 

eine  ganze  ganzzahlige  Function  von  a:  vom  Grade  n,  in  welcher 
der  Coöfficient  von  a?**  zur  ungeraden  Primzahl  p  theilerfremd  ist, 
und  besitzt  die  Gongrnenz: 

1)  fix)  =  0     (mod.  p) 

genau  n  unter  einander  verschiedene  Wurzeln  Ci,  ?t;  •••,?>  sind 
ferner  ^f^, x^,  . . .,  o?«  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

fix)  =  0, 

so  besteht  die  Congruenz: 

(^— ?i)  (^— ?»)  • . .  (x—Q=(x—x^)  (o?— ar,) . . .  (x—Xn)  (mod.p) 

welche  zeigt,  dass  die  elementaren  und  demnach  alle  symme- 
trischeu  Functionen  der  ganzen  Zahlen  f„  ^,  •.•;?„  den  ent- 
sprechenden symmetrischen  Functionen  d  er  Grössen  0?^,^?^, . .  .,:rn 
nach  dem  Modul  p  congruent  sind. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  kann  man  leicht  zu  den  von 
Herrn  L.  Kronecker  aufgestellten  zwei  äquivalenten  Systemen 
von  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  fllr  die 
Existenz  von  genau  p — 1— r  unter  einander  und  von  Null  ver- 
schiedenen Wurzeln  einer  Congruenz  vom  Grade  p — 2  ein  drittes 
hinzuftlgen. 

Hat  nämlich  die  Congruenz: 

2)  ^(x)  =  Cn^^Crr^iX"'"-^:^ . . .  -hc^x-^c^  =  0    (mod.  p) 

mit  der  Congruenz  1)  mindestens  n—r  Wurzeln  f^  f^,  . . .,  ?^^_^ 
gemein,  so  enthalten  die  Grössen  ^(J^i),  '^^(Cj),  . . .,  K^^S)  ^^^ 


Congruenzen.  611 

demnach    auch   die  folgenden   symmetrischen  Fanctionen   der 
n  ganzen  Zahlen  ^^: 


2Ki,)Kg...Ki,,)  =  7^ 


d'^-'R 


X  X    X  (»-^)'  der-" 

(Xp  X,,  . . .,  X„-i  =  1,  2,  3,  . . .,  n— 1,  n;  X^-^X^,  A  ^  fx) 

die  ungerade  Primzahl  p  als  Factor  and  wenn  diese  Ausdrücke 
sämmtlich  durch  p  theilbar  sind,  so  müssen  ndndestens  n — r  der 
Grössen  ^(Cj),  ^(^2),  •  -  -^^CQ  durch  p  theilbar  sein.  Haben  beide 
Congruenzen  genau  n — r  unter  einander  verschiedene  Wurzeln 
^i;  ^>  •  •  -i  Ci-r  &®oi^^°>  so  kann,  wie  man  sofort  sieht,  die  Summe 

X11X2,  .-..x^  0 

/>  nicht  mehr  als  Factor  enthalten. 

Nnn  ist  aber  nach  der  im  Anfang  gemachten  Bemerkung: 

Ä  =  Ä(y,^)     (moi;i) 

wo  R{fy^)  die  Resultante  der  beiden  Functionen  ff{x)  und  ^{x) 
ist  und  daher  hat  man  den  Satz: 
Damit  die  beiden  Congruenzen: 

5p(a*)  =  0     (mod.  p) 
^{o))  =  0     (mod.  p) 

wo  jp(a?)  und  ^{x)  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  x  von  den 
Graden  n  und  m  sind,  in  denen  der  CoSfficient  der  höchsten 
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Potenz  von  x  zur  ungeraden  Primzahl  p  theilerfremd  ist  und 
deren  erste  genau  so  viele  unter  einander  verschiedene  Wurzeln 
besitzt^  als  der  Grad  anzeigt,  n-^r  unter  einander  verschiedene 
Wurzeln  gemein  haben,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Resultante  der  beiden  Functionen  <f{x)  und  ^{x)  nebst  ihren 
ersten  n—r — 1  Ableitungen  nach  dem  constanten  Gliede  von 
^{x)  die  ungerade  Primzahl  p  als  Factor  enthält,  während  die 
(n — r)te  Ableitung  zu  dieser  Primzahl  theilerfremd  ist. 
Ist  speciell: 

m  •=  p — 2 

und 

(p(x)  =  07^^  1 

SO  sind  die  p — 1   unter  einander  verschiedenen  Wurzeln  von 

(p(x)  =  0    (mod.  p) 

alle  überhaupt  möglichen,  von  Null  verschiedenen  Congruenz- 
wurzeln  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  und  es  ist: 

1 

wo  p  eine  primitive  (p — l)te  Einheitswurzel  ist,  oder  nach  einem 
bekannten  Satze  aus  den  Elementen  der  Determinantentheorie: 


tp-v* 


Es  ergibt  sich  demnach  das  Theorem: 
Damit  die  Congruenz: 

c^^^^^^-^c^^x^^-h  . . .  -hc^x-^c^  =  0  (mod.  p) 

genau  p — 1 — r  unter  einander  und  von  Null  verschiedene 
Wurzeln  besitzt,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Deter- 
minante: 

nebst  ihren  ersten  p — 2 — r  Ableitungen  nach  Cq  den  Factor  p 
enthält,  während  die  (p — 1 — r)te  Ableitung  zu  dieser  Primzahl 
theilerfremd  ist. 


Congruenzen. 
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Es  soll  nun  eine  zweite  Anwendung  des  anfänglich  hervor- 
gehobenen Satzes  gemacht  werden. 

Da  nach  den  gemachten  Voraussetznngen  keine  -der  ganzen 
Zahlen  ^'(CJ  durch  p  theilbar  ist;  so  genügt  jede  ganze  ganz- 
zahlige Function: 

fix)  =  6„__i+4a?'*"^'*'*+  *«-2+ft-4- . .  .■+ft,a?+6o       {n^k>  —n) 
der  Congruenz: 


3) 


X=rn 


\=n 


Es  lässst  sich  nun  leicht  zeigen,  dass : 


4) 


_(-ir 


Ajy'(ag 


On 


0 
0 


An— 1    ;      ^n—k    }    ö»— *+l>    «n— *+2, 


0 
0 


«1^-1   ,        «n 
«n— 2  >      ««—1 


ist.  Gilt  nämlich  diese  Formel  für  alle  ganzen  Functionen  von 
nicht  höherem  als  dem  Grade  n — 1 + Ar,  so  hat  man  fUr  eine  ganze 
Function /*j(a?)  vom  Grade  n-hk  die  Eelation: 


5) 


+  (=11* 


y/;w_  ;y«r*^ 

Z,'w-'"**6f 

'K)  ' 

6„«i+i,       a„    ,       0     , 

0   ,  . 

'f 

0    ,      0 

*n-2-ht,       «n-1  ;          ««      j 

0   ,  ., 

•> 

0,0 

A„_34.*,       «n— 2  y       «n— 1  > 

On     ,     . 

•> 

0    ,      0 

Jn      ;    «n— A+l;    «»— i+2> 

On—k+Sf     •  • 

') 

«n-1  1        «« 

^«--1  ;       «»— *   ;    a«_yfc-|.i, 

«n-*+2,     •  • 

•  ) 

a«-2  ,      «n    1 
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Da: 


n+k 


n— l-ht 
n — 1     k 


^r    =  —  —  (a-_,ar.   -     +  a^^^a,-     '  ^4- . .  .  +«,a?x     +«o^xl 


,n— 2-}-* 


ist,  so  erhält  man  für  ein  nicht  negatives  unterhalb  n  liegendes  k 
die  Gleichung: 


"-^^+«„_x-*^*+-+«.-r+«o-* 


y'K) 


oder  nach  4): 


X=n 


«+* 


A+2 


n       > 


0 


0     ,     0 
0     ,     0 


On—lc  )  «n— *-f.l>    «n— i-|-2j    «ti— Är+8)     •  •  •?      ^n— 1    >       «» 
ttn—k-l)      ^n—k   j    «n— A+I7    «n— *+2,     •  •  • ,      «»i— 2   ?    ^n— 1 

Verbindet  man  diese  Formel  mit  der  Gleichung  5),  so  ergibt 
sich  sofort,  dass  die  Relation  4)  noch  fftr  *  =:  *j  + 1  besteht, 
wenn  sie  für  A  =  *j  gilt.  Nun  ist  aber  nach  den  Euler'schen 
Formeln: 

X=n      , 

so  lange  der  Grad  von  f{x)  die  Zahl  n — 2  nicht  übersteigt  und 

wenn  /"(o?)  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  n — 1  ist  und 
daher  gilt  die  Relation  4),  welche  zuerst  von  Herrn  Francesco 
Brioschi^   auf  einem   anderen  Wege   abgeleitet   wurde,   ftir 


1  „Sur  deux  formuleB  relatives  ä  la  th6orie  de  la  döeomposition  des 
fractions  rationelles.'^  Jonrnal  für  die  reine  und  augew.  Math,  von  Grelle. 
ÖO.  Bd.  S.  239—242. 
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alle    die  Grenze    n... — n+l    nicht   ttberschreitenden  Werthe 
von  k. 

Aus  der  Verbindung  der  Relationen  3)  und  4)  folgt  die 
Congruenz: 


«^+1 


0 


0 
0 


'7 
'7 


0 
0 


0 
0 


(mod.  p). 


Setzt  man  in  dieser  Congruenz  speciell 

f{x)  =  af'-^+^     (*^0) 

und  berücksichtigt,  dass,  wie  Herr  E.  Catalan^  gezeigt  hat,  die 
Summe: 


mit  der  symmetrischen  Function : 


«lt«2t  •••»«n 

(«1,  «17  •  •  •,  «n  =  0,1,2, . .  .,*;  «!-»-«,-♦- .  . .  +a^  =  *;  *  ^  0) 
übereinstimmt,  so  erhält  man  die  Congruenz: 

n 

(«„Oj,  ...,  a^  =  0,1,2,...,  Ar;  a,+a, +  ...+«„  =  Ar;  *^0) 
Wird 

gesetzt,  so  ist  Cx  =  ^  nnd  daher  hat  man  die  Congruenzen: 


1  „Sur  nne  fonction  homogöne  entiöre.^  M^m.  de  la  boc.  roy.  d.  sciences 
de  Liöge.  2«  e^rie.  T.  12,  p.  155—157. 
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8)  ygg=_6^_,     (jnod.p)  (*<P-1) 


und  speciell : 


2(^,^0    (mod.p) 


wenn  der  Grad  von  fQv)  die  Zahl  p — 3  nicht  übersteigt : 

Aus  den  Relationen  8)  und  9)  folgt  des  Theorem: 
Die  Summe: 

X=l 

ist  nach  dem  Primzahlmodul  p  entweder  — 1  oder  0  congruent, 
je  nachdem  die  ganze  (positive  oder  negative)  Zahl  v  durch  p—l 
theilbar  ist  oder  nicht. 

Dieses  für  nicht  negative  Werthe  von  v  von  Herrn  Lionnet 
im  ersten  Bande  der  ^Nouvelles  Annales  de  mathömatiques^ 
bewiesene  Theorem  hat  Herr  E.  Catalan^  bei  seinem  eleganten 
Beweise  des  Theorems  von  Staudt  über  die  Bernoulli'schen 
Zahlen  benutzt. 

Verbindet  man  die  eben  abgeleiteten  Relationen  mit  den 
von  Herrn  M.  A.  Stern*  unlängst  in  seiner  Abhandlung  „Einige 

Bemerkungen  über  die  Congruenz  =  a  (mod.  p)"  auf- 
gestellten Congruenzen;  so  erhält  man  den  Satz: 


i  „Thöor^me  de  Staudt  et  Clausen.''  A.  a.  0.  S.  320—327. 

2  Journal  für  die  reine  und  angew.  Math,  von  L.  Kronecker  und 

K.  Weierstrasfl.  100.  Bd. 
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Der  Co^fficient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  einer  ganzen 

Function  f{x)   vom  Orade  p — 2  ist  nach  dem  Modul  p  dem 

r^—r 
Ausdrucke  congruent,  wenn/*(a?)  einem  der  beiden  Systeme 

V 

Yon  (jleichungen: 

/•(X)  =  (_l)^+^F-^5,(r-l)     (X  =  1,  2,  . .  .,f-\) 
.       /-(X)  =  X'-'S^.Cr)  (X  =  1,  2,  . . .,  p-1) 

genügt. 


Sttxb.  d.  muham.-uturv.  Ol.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  '11 
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Über  Zahlensysteme. 

Von  Leopold  Gegenbaaer, 

eorretpondirendem  Mitgliede  der  kaiseriiehen  Akadtmie  der  WiuauehqfUn. 

Eine  Reihe  von  beliebig  gegebenen  unter  einander  verschie- 
denen ganzen  positiven  Zahlen,  als  deren  homogene  lineare 
Functionen  mit  ganzzahligen  innerhalb  bestimmter  Grenzen  lie- 
genden GoSfficienten  sich  andere  ganze  Zahlen  darstellen  lassen, 
bildet  ein  Zahlensystem ;  die  gegebenen  Zahlen  heissen  die  Ele- 
mente des  Systems.  Die  Anzahl  der  Darstellungen  irgend  einer 
ganzen  Zahl  in  diesem  Systeme,  welche  natürlich  auch  gleich 
Kuli  sein  kann,  hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Elemente  und 
von  den  für  die  zulässigen  Werthe  der  Co^fficienten  getroffenen 
Bestimmungen  ab.  Von  besonderem  Interesse  sind  jene  Zahlen- 
systeme, in  denen  sieb  jede  ganze  positive  Zahl  und  jede  nur  auf 
eine  einzige  Weise  darstellen  lässt;  dieselben  werden  einfache 
Zahlensysteme  genannt. 

Ist  in  einem  einfachen  Zahlensysteme  die  untere  Grenze  für 
die  bei  der  Darstellung  einer  ganzen  positiven  Zahl  auftretenden 
CoSjßficientenNuU,  die  obere  eine  für  jeden  einzelnen  CoSfficienten 
gegebene  positive  ganze  Zahl  und  bestehen  sonst  keine  Beschrän- 
kungen fUr  diese  Coefticienten,  ftlgt  man  sodann  zu  den  ganz- 
zahligen Elementen  a^  als  neue  Elemente  ihre  reciproken  Werthe 

hinzu,  und  setzt  für  den  Co^fficienten  von  —  dieselben  Grenzen 

fest,  wie  für  den  Coöfficienten  von  aj,_j,  so  lässt  sich  in  dem  so 
ei-weiterten  Zahlensysteme  jede  reelle  positive  Zahl  und  jede 
nur  auf  eine  einzige  Weise  darstellen.  Soll  ein  Zahlensystem,  in 
welchem  dieDarstellungscoSfficienten  nicht  negativ  werden  dürfen, 
ein  einfaches  sein,  so  muss,  wie  Herr  Georg  Cant  or  *  bewiesen  hat. 


1  „Über  die  einfachen  Zahlensysteme."  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
V.  Dr.  0.  Schlömilcli.  14.  Jahrg.,  S.  121—128. 
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«,  =  1 

sein,  wenn  ß^_^  der  grösste  Werth  ist,  welchen  der  Coöfficient 
von  a^_^  bei  der  Darstellung  einer  ganzen  positiven  Zahl  an- 
nehmen kann. 

Es  wird  demnach  z.  B.  ein  Zahlensystem,  dessen  Elemente 
die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  einer  ganzen  positiven  die 
Einheit  übertreffenden  Zahl  a  sind,  nicht  zu  den  einfachen 
Zahlensystemen  gehören,  wenn  die  obere  Grenze  fbr  einen  oder 
mehrere  Darstellungsco^fficienten  von  a — 1  verschieden  ist;  in 
der  That  gibt  es  auch  in  einem  solchen  Systeme,  wenn  die  Zahl 
a — 1  von  einem  oder  mehreren  Co^fficienten  ttberschritten  und 
von  allen  anderen  erreicht  werden  darf,  filr  gewisse  ganze 
Zahlen  mehr  als  eine  Darstellung,  während  in  einem  solchen 
Systeme  gewisse  ganze  positive  Zahlen  gar  nicht  darstellbar 
sind,  wenn  die  obere  Grenze  eines  oder  mehrerer  Coöfficienten 
kleiner  als  a—1  und  fllr  alle  übrigen  gleich  a — 1  ist. 

Nun  hat  aber  schon  Euler^  im  ersten  Bande  seiner  „Intro- 
ductio  in  analysin  infinitorum^  hervorgehoben,  dass  jede  ganze 
positive  Zahl  durch  die  Potenzen  von  3  nur  auf  eine  einzige 
Weise  darstellbar  ist,  wenn  jede  dieser  Potenzen  nur  einmal, 
aber  sowohl  positiv  als  negativ  genommen  werden  darf. 


1  Hinc  itaque  erit: 
(ar-i-4-H-j:»)(a:-3-hlH-a:3)(a:-9-4.1-hx9){ar-"-|-l4-a:«7)etc.  =  l-hxH-ar*-l-    . 
-f-ar'-f-x^-f-ar^-hx^-HÄ'-hetcH-a?-*  -har-*  -hsT^  -+-«-♦  -^x"^  -t-a?-ß-+-ar"^  -f-etc. 

unde  patet,  omnes  ipsius  x  potestates  tarn  affirmativas  quam  negativas,  hie 
oceurrere,  atque  adeo  omnes  numeros  ex  terminis  progressionis  geometricae 
triplae,vel  addendo  vel  subtrahendo  formah  posse;  et  unumquemque  numc- 
rum  unico  tantum  modo.  A.  a.  0.  S.  275.  —  Die  selbstverständlich  nur  fiir 
eine  endliche  Anzahl  von  Factoren  giltige  Gleichnng 


H 


P=l(3"^'-l) 

(ar-3'4.1_Ha?3'')==        /  ^' 


hat  auch  Herr  Dr.  Felix  Müller  in  seiner  Notiz  „Über  eine  zahlentheore- 
tische Spielerei«  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  v.  Dr.  0.  Schlömilch, 
21.  Jahrg.  S,  227—228)  benützt. 

41* 
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gleich  der  Anzahl  der  zalässigen  Werthe  des  Co^fficienten  der 
kleineren  von  ihnen  ist. 

Dieses  Theorem  kann  man  auch  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen: 

Ein  Zahlensystem  ist  ein  einfaches,  wenn  jedes  Element 
desselben  durch  das  unmittelbar  vorhergehende  theilbar  und  der 
Quotient  zweier  aufeinander  folgender  Elemente  gleich  der  Anzahl 
der  (positiven  und  negativen)  Werthe  ist,  welche  der  ganzzahlige 
CoSfficient  des  kleineren  Elementes  bei  den  Darstellungen  der 
ganzen  positiven  Zahlen  in  diesem  Systeme  annehmen  kann. 

Es  sei  nun 

also 

1 

und  es  sollen  zu  den  Elementen  (x^  ihre  reciproken  Werthe  als 
neue  Elemente  hinzugefügt  und  festgesetzt  werden,  dass  der 

Coöfficient  von  —  die   Grenzen  —  y^^i  und  ß,^_i  nicht  ttber- 

schreiten  darf. 

In  dem  so  erweiterten  Zahlensysteme  lässt  sich  nun,  wie 
gezeigt  werden  soll,  jede  reelle  positive  Zahl  und  jede  nur  auf 
eine  einzige  Weise  darstellen. 

Berücksichtigt  man,  dass 


X=oo 


ist,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung 


X=l  X=2        ^- 


z^->- ^ 


WO  die  Grössen  ^^_^  und  y3)_i  zwischen  den  Grenzen  — 7^^^^  und 
Pj^^j  liegen,  die  Beziehungen 
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gleich  der  Anzahl  der  zulässigen  Werthe  des  Co^fficienten  der 
kleineren  von  ihnen  ist. 

Dieses  Theorem  kann  man  auch  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen: 

Ein  Zahlensystem  ist  ein  einfaches,  wenn  jedes  Element 
desselben  durch  das  unmittelbar  vorhergehende  theilbar  und  der 
Quotient  zweier  aufeinander  folgender  Elemente  gleich  der  Anzahl 
der  (positiven  und  negativen)  Werthe  ist,  welche  der  ganzzahlige 
CoSfficient  des  kleineren  Elementes  bei  den  Darstellungen  der 
ganzen  positiven  Zahlen  in  diesem  Systeme  annehmen  kann. 

Es  sei  nun 

also 

und  es  sollen  zu  den  Elementen  a^  ihre  reciproken  Werthe  als 
neue  Elemente  hinzugefügt  und  festgesetzt  werden,  dass  der 

Coöfficient  von  —  die   Grenzen  —  7,;,_i  und  ß^^i   nicht  ttber- 

schreiten  darf. 

In  dem  so  erweiterten  Zahlensysteme  lässt  sich  nun,  vde 
gezeigt  werden  soll,  jede  reelle  positive  Zahl  und  jede  nur  auf 
eine  einzige  Weise  darstellen. 

Berücksichtigt  man,  dass 

X=oo 

V  Px-1  _  m 


X=oo 

ist,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung 

X  =oo  X  =cx> 

X=l  X=2        *" 

WO  die  Grössen  6^__^  und  >5j^_j  zwischen  den  Grenzen  — y^_^  und 
ß^_^  liegen,  die  Beziehungen 
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Man  hat  daher  den  Satz; 

In  einem  Zahlensysteme,  dessen  Elemente  aus  einer  Reihe 
von  gegebenen  unter  einander  verschiedenen  ganzen  positiven 
Zahlen  und  den  reciproken  Werthen  derselben  bestehen  und  in 
welchem  das  Verhältniss  der  beiden  Grenzen,  welche  die  ein- 
zelnen DarstellungscoSf&cienten  nicht  überschreiten  dürfen,  con- 
stant  ist,  ist  jede  reelle  positive  Zahl  und  jede  nur  auf  eine 
einzige  Weise  darstellbar,  wenn  jedes  Element  ein  Theiler  des 
nächst  grösseren  ist  und  der  Quotient  dieser  beiden  Elemente 
die  Anzahl  der  Werthe  angibt,  welche  der  Coöfficient  des  kleine- 
ren von  ihnen  bei  der  Darstellung  einer  reellen  positiven  Zahl 
annehmen  kann. 

V 

Ist  z  gleich  einer  rationalen  Zahl  — --  und  setzt  man 

8t 

X=c»  X=(j-1 


X=l  X=2 

WO  C(7-i  eine  ganze  Zahl  ist,  so  erhält  man  nach  den  obigen  Ent- 
wicklungen die  Relation 

mst   ^  .        ^  nst 


m-k-n  m-k-  n 

Ist  nun  i  ein  Divisor  des  ganzzahligen  Elementes  a^.i  und 
demnach  von  allen  grösseren  Elementen,  so  ist  ra,_i  —  C^-i  »t 
eine  durch  t  theilbare  ganze  Zahl,  welche  nach  der  eben  auf- 
gestellten Ungleichung  nur  einen  der  Werthe 

r_^i  r_»»__j   r_m^_j  ^^^    ^ 

lm-+-wj  'Lw  +  w         J   'Lm  +  w         j  '     ?  '    '  » 

_[_^f — iL_[^, 

besitzen  kann,  wo  der  lezte  Werth  nur  dann  zulässig  ist^  wenn 
keine  ganze  Zahl  ist. 
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Man  hat  daher  den  Satz: 

Ist  i  irgend  ein  Theiler  eines  ganzzahligen  Elementes  ag-i 
nnd  daher  auch  aller  grösserer  Elemente  eines  einfachen  Zahlen- 
systems; dessen  Elemente  aus  einer  Reihe  von  gegebenen  unter 
einander  verschiedenen  ganzen  positiven  Zahlen  und  den  reci- 
prokenWerthen  derselben  bestehen,  und  in  welchem  der  Quotient 
ans  der  unteren  und  oberen  Qrenze,  welche  die  einzelnen  Dar- 
stellungsco^fficienten  nicht  überschreiten  dürfen,  den  constanten 

fi 
Werth  —  besitzt,  so  ist  die  Summe 
tn 

XssOO  Xsso 


Z'^^-Zv 


X=l  X«2 

Dur  dann  eine  rationaleZahl  mit  einem  durch  t  theilbaren Nenner 
M,  wenn 


X=oo 


X=(J 

einen  der  Werthe 


mu      ^      t        [     mu  il^        ffHM  il^ 

_L^  0 *- ^±- 

[       nu  il      ^  ["      wu      1      f 

nu 

besitzt,  wo  der  letzte  Werth  nur  dann  zulässig  ist,  wenn  7 r- 

'  °      '  (m-hn\t 

keine  ganze  Zahl  ist. 

Ist  n  :>*  0  und  setzt  man  ti  =  ^  und  berücksichtigt,  dass  in 

diesem  Falle =    =:0  ist,  so  erhält  man  das 

Lwi-hnJ       Im  -+-n  J 

Theorem: 

Ist  t  irgend  ein  Theiler  eines  ganzzahligen  Elementes  a^-i 
und  denmach  aller  grösseren  Elemente  eines  einfachen  Zahlen- 
systems, dessen  Elemente  aus  einer  Reihe  von  gegebenen  unter 
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einander  verschiedenen  ganzen  positiven  Zahlen  und  den  reci- 
proken  Werthen  derselben  bestehen,  und  in  welchem  das  Yerhält- 
niss  der  beiden  Grenzen,  welche  die  einzelnen  CoSfficienten  bei 
den  Darstellungen  einer  reellen  positiven  Zahl  nicht  ttberschreiten 
dürfen,  eine  positive  Constante  ist,  so  sind  in  der  Darstellnng 
jeder  rationalen  Zahl  mit  dem  Nenner  t  durch  die  Snmme 


i'^^*r-f 


alle  Coßfficienten  in^  von  Yja_i  an  gleich  Null. 
Setzt  man 

m  =  n=l,i£  =  2*f,£j^zrX 

so  erhält  man  den  Satz: 
Die  Summe 

X=oo 


Zj1.3.5...  2X+11 

X=l 


in  welcher  v;^  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  grösser  als  l 
sein  kann,  ist  eine  Irrationalzahl,  ausser  wenn  alle  Zahlen  r}^ 
von  einem  bestimmten  an  gleich  Null  sind,  oder  gleiches  Zeichen 
und  die  grössten  ihnen  zustehenden  Werthe  besitzen,  oder  end- 
lich die  Summe  der  Glieder  vom  a'«"  an  den  Werth 

d=(2*  '^—p)  (0  <  p  <  2»  -1) 


2». 1.3. 5... (2(7— 3) 
hat. 

Wird  n  =0  und  u:=zt  gesetzt,  so  ergibt  sich  der  bemerkens- 
werthe  Satz  des  Herrn  Georg  Cantor: 

Ist  t  irgend  ein  Theiler  eines  ganzzahligen  Elementes  a^-i 
und  demnach  aller  grösseren  Elemente  eines  einfachen  Zahlen- 
systems, dessen  Elemente  aus  einer  Reihe  von  gegebenen  unter 
einander  verschiedenen  ganzen  positiven  Zahlen  und  den  reci- 
proken  Werthen  derselben  bestehen,  und  in  welchem  die  Dar- 
stellungscoöfficienten  nicht  negativ  werden  dürfen,  so  kann  die 
Summe 

).=  !  X=2 
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nur  dann  eine  rationale  Zahl  mit  dem  Nenner  t  sein^  wenn  alle 
Zahlen  y^^  von  Tfjj-i  an  die  grössten  ihnen  zustehenden  Werlhe 
besitzen. 

Aus  diesem  Satze  folgt  unmittelbar^  wie  Herr  Oeorg  Cantor 
hervorgehoben  hat,  dass  die  Zahl « irrational  ist.  Dieser  ungemein 
elegante  und  einfache  Beweis  ftlr  die  Irrationalität  der  Zahl  e 
bat  bisher  leider  in  die  Lehrbücher  keinen  Eingang  gefunden. 
Es  mag  schliesslich  noch  der  folgende  Satz  erwähnt  werden: 
Sind  in  einem  einfachen  Zahlensysteme,  dessen  Elemente 
aus  einer  Beihe  von  gegebenen  unter  einander  verschiedenen 
ganzen  positiven  Zahlen  o^^  und  den  reciproken  Werthen  der- 
selben bestehen  und  in  welchem  das  Verhältnis  der  beiden 
Grenzen,  welche  die  einzelnen  Coöfficienten  bei  den  Darstellungen 
einer  reellen  positiven  Zahl  nicht  tiberschreiten  dürfen,  constant 
ist,  die  Anzahlen  der  zulässigen  Werthe  der  Darstellungsco^ffi- 
cienten  von  einem  bestimmten  an  periodisch,  so  ist  die  in  diesem 

X  s=00  X&=00 

Systeme  dargestellte  Zahl  V  ^x^x"*"  V  "^  ^^^  ^^^^  rational, 

X=l  X=2 

wenn  die  Reihe  der  Coßfficienten  rj^  jener  Elemente,  welche 
kleiner  als  1  sind,  von  einem  bestimmten  an  periodisch  ist 

Für  den  speciellen  Fall,  dass  die  untere  Grenze  für  sämmt- 
liche  Darstellungscoäfficienten  gleich  Null  ist,  wurde  dieser  Satz 
von  Herrn  Georg  Cantor  bewiesen. 
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Über  Edlund's  Disjunotionsströme. 

Von  Dr.  E.  Lecher« 

Doeent  an  der  Uniücrsität   Wien. 
(Ult  3  Holztehnitten.) 

Im  Jahre  1868  veröfifentlichte  Edland  eine  Arbeit  ^  unter 
dem  Titel  „Experimenteller  Beweis^  dass  der  elektrische  Funke 
elektromotorisch  ist^.  Nun  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  diese 
Versuche  und  ihre  Ergebnisse  auch  erklärt  werden  können,  ohne 
die  physikalisch  schwer  plausible  Vorstellung  einer  elektro- 
motorischen Gegenkraft  des  Funkens  heranzuziehen.  Es  sind 
schon  die  Überlegungen,  von  welchen  ausgehend  Edlund  diese 
Gegenkraft  sucht,  nicht  stichhältig.  Die  mechanische  Arbeit 
nämlich,  die  eine  elektrische  Entladung  in  der  Luft  beim  Auf- 
reissen  der  Pole  leistet,  soll  eine  elektromotorische  Kraft  und  in 
Folge  dessen  einen  nach  rückwärts  verlaufenden  Disjunctions- 
Strom  erzeugen.  Nun  ist  diese  Zerreibung  der  Pole  nichts  weiter 
als  eine  mechanische  Arbeit,  die  der  Strom  im  Funken  leistet. 
In  einer  elektrolytischen  Zersetzungszelle  leistet  der  Strom 
allerdings  gleichfalls  Arbeit  durch  Zerlegung  der  elektrolytischen 
Bestandtheile.  Das  allein  bedingt  aber  noch  keineswegs  eine 
elektromotorische  Gegenkraft;  dieselbe  entsteht  vielmehr  erst 
dadurch,  dass  die  zersetzten  Bestandtheile  wieder  in  ihren 
unzersetzten  Zustand  zurlickstreben  und  durch  diesen  Rttck- 
process  elektromotorisch  wirken.  Edlund  fyhrt  als  besonders 
wichtig  Versuche  von  Riess*  an,  wonach  beim  Zerreiben 
von  Substanzen,  z.  B.  Kohle,  Elektricität  entsteht,  ich  glaube 
aber  kaum,  dass  das  Losreissen  der  Elektrodenmaterie  durch 


1  Bulletin  (Ovfersigt)  des  travaux  de  l'Acad.  roy.  de  sciences  de  Su^de 
pour  1868.  —  Pogg.  Ann.,  T.  134.  —  Phil.  Mag.  (4),  T.  37.  —  Ann.  de  chim. 
ot  de  phys.  S6rie  4,  TT.  13  et  15. 

2  Pogg.  Ann.  Bd.  133,  S.  178. 
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den  Funken  mit  diesem  Entstehen  von  Reibungselektrieität  etwas 
gemein  habe. 

Ich  fasse  meine  Aufgabe  nicht  dahin  auf,  Edlund  auf 
seinen  oft  complicirten  experimentellen  Pfaden  allttberallhin  zu 
folgen,  ich  will  vielmehr  nur  an  wenigen,  aber  typischen  Ver- 
snoben die  Unhaltbarkeit  der  Disjunctionsströme  nachweisen. 

In  nebenstehender  Figur  ist  die  Ver-  Fig.  l. 

snchsanordnung  Edlund 's  skizzirt  AB 
sind  die  Saugkämme  einer  Influenz- 
maschine, a  h  die  beiden  Elektroden. 
Von  a  führt  ein  gut  isolirter  Draht  ttber  c 
nach  ^  der  Strom  der  Maschine  theilt 
sich  hier  zwischen  einem  Neusilberdrahte 
von  passender  Länge  ihk  und  der 
6alvanome"terleitung  G,  geht  von  Ar,  wo- 
selbst eine  Ableitung  zur  Erde  ange- 
bracht ist,  durch  einen  Widerstand  m 
ttber  e  nach  d.  Wird  die  Maschine  in 
Gang  gesetzt  und  springen  zwischen  b 
and  d  die  Funken  ttber,  so  zeigt  das 
Galvanometer  G  einen  bestimmten  Aus- 
schlag. Elektrostatische  Wirkungen  werden  durch  die  Erdleitung  Ar 
beseitigt  Werden  jetzt  aber  zwischen  c  und  e  die  Kugeln  /"und  g 
eingeschaltet,  so  wird  zwar  dem  Galvanometer  G  durch  diesen 
neuen  Fnnken  ein  gewiss  beträchtlicher  Theil  des  Maschinen- 
stromes entzogen,  glbichwohl  aber  steigt  der  Ausschlag  um  das 
15 — 20-fache.  Dieser  Ausschlag  soll  von  einer  elektromotorischen 
Gegenkraft  des  Funkens  fg  herrtthren.  Nun  meint  Edlund, 
dass  es  zwar  bei  einer  oberflächlichen  Betrachtung  des  Gegen- 
dtandes widersinnig  erscheine,  wenn  bei  Einschaltung  der 
Funkenstrecke  fg  trotz  einer  Stromentziehung  der  Galvanometer- 
aasschlag auf  das  20-fache  steige  und  gibt  eine  Erklärung 
dieses  Widerspruches*,  die  mir  aber  selbst  vom  Standpunkte 
seiner  allerdings  erst  viel  später  ausgeführten  Elektricitätstheorie 
kaum  zulässig  erscheint;  dass  es  sonst  allgemein  herrschenden 
Begriffen    widerspricht,   ist,   wie   G.  Wiedemann*   ausführt, 

1  Pogg.  Ann.  Bd.  139,  S.  377. 

2  G.  Wiedemann,  Elektricität.  Bd.  4,  S.  743. 
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selbstverständlich.  E  dl  und  würde  durch  Einscfaaltang  der 
Funkenstrecke  fg,  was  doch  an  und  ftlr  sich  einen  bedeutenden 
Energieverbrauch  bedingt;  eine  20-mal  so  grosse  Elektricitäts- 
menge  erzeugen,  als  die  Influenzmaschine  liefert 

Es  scheint  nach  diesen  Bedenken  fast  Überflüssig,  der  Sache 
weitere  Aufmerksamkeit  zu  schenken.  Ich  thue  dies  nur  aus  dem 
Grunde,  weil  die  von  Edlund  fast  gleichzeitig  ausgesprochene 
Idee  einer  elektromotorischen  Gegenkraft  des  galvanischen  Licht- 
bogens scheinbar  wenigstens  an  —  vielleicht  auch  nur  schein- 
barem —  Boden  gewonnen  hat  und  diese  beiden  elektromotori- 
schen Gegenkräfte  trotz  ihrer  Verschiedenheit  dem  Eingangs 
erwähnten  Fehlschlüsse  ihr  Dasein  verdanken;  auch  hat  Edlnnd 
noch  in  allemeuesten  Arbeiten  seine  Gedanken  weiter  anszu- 
werthen  versucht.* 

Der  wunde  Fleck  in  Edlund's  Arbeit  liegt  in  der  An- 
wendung des  Zweigdrahtes  ihh  Die  Aufgabe  dieser  Galvano- 
meterbrtlcke  wäre  nach  Edlund  ein  Aufheben  der  Wirkung 
der  Inductionsströme,  welche  die  das  Galvanometer  bei  jedem 
Funken  stossweise  durchfliessenden  Maschinenströme  indnciren. 
In  G  entsteht  zuerst  ein  Inductionsstrom  in  entgegengesetzter 
und  dann  beim  Aufhören  desHanptstromes  ein  zweiter  Inductions- 
stoss  in  gleicher  Richtung.  Wenn  fg  ausgeschaltet  ist,  fliessen 
diese  beiden  gleichen  Elektricitätsmengen  rasch  hintereinander 
in  entgegengesetzten  Richtungen  durch  Gkhiy  respective  Gihk 
und  heben  sich  in  ihrer  Wirkung  auf  die  Galvanometernadel  auf. 
Wenn  nun  aber  in  fg  der  Funke  tiberspringt,  so  schliesst  er  ftlr 
kurze  Zeit  die  Zweigleitung  heg  fei  und  es  kann,  wenn  der 
Funke  diese  Zweigleitung  z.  B.  gerade  zur  Zeit  schliesst^  als  der 
Öffnungsstrom  daselbst  ttbergeht,  der  durch  Einschaltung  dieses 
Funkens  fg  erzeugte  Ausschlag  in  ganz  natürlicher  Weise  auf 
Rechnung  dieses  Extrastromes  der  Öffnung  gesetzt  werden;  denn 
derselbe  findet  auf  seiner  Gesammtbahn  einen  geringeren  Wider- 
stand als  der  Extrastrom  der  Schliessung.  Um  diese  —  auch  von 
Edlund  zugestandene  —  Wirkung  wegzubekommen,  mttsste  die 
Funkenbahn  kmegfvi  im  Vergleiche  mit  ihk  sehr  gross  sein. 
„Aber  in  demselben  Masse  wie  der  Widerstand  in  der  Brücke 


1  M6m.  pres.  a  l'acad.  d.  Sii6de  11.  Feb.  1885.  Wied.  Ann.  Bd.  18; 
siehe  Schluss  dieser  Arbeit  S.  14. 
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vermindert  wird^  wird  auch  der  Ausschlag  des  Disjunctions- 
Stromes  verringert,  weil  dieser  dann  seinen  Weg  mehr  und  mehr 
dnrch  die  Brücke  statt  dnrch  das  Galvanometer  nimmt.  Der 
Widerstand  in  der  Brücke  darf  deshalb  nicht  geringer  gemacht 
werden,  als  dass  die  Wirkung  der  InductionsstrOme  auf  die 
Magnetnadel  eben  gerade  unmerklich  wird."  ^ 

Diese  Fehlerquelle  hat  Edlund  somit  richtig  erkannt,  ihre 
Bedeutung  jedoch,  wie  G.  Wiedemann  in  seinem  Lehrbuche 
der  Elektricität  ganz  richtig  vermuthet',  entschieden  unterschätzt. 
Ich  will  von  den  vielen  Argumenten  Edlund's  gegen  die 
Wirkung  des  Extrastromes  nur  eines  herausgreifen,  sind  sie 
doch  alle  so  ziemlich  gleich  und  gleichwerth.  Edlund  schaltet 
bei  m  noch  einmal  einen  Draht  und  in  Zweigleitung  dazu  eine 
Galvanometerolle  ein.  Es  ist  somit  das  in  Fig.  1  gezeichnete 
Galvanometersystem  einfach  verdoppelt.'  Die  Ausschläge  des 
Galvanometers  G  bleiben  aber  gleich;  es  wirkt  also  das  Ein- 
schalten der  zweiten  Rolle  und  ihrer  Brücke  und  der  dadurch 
erzengte  neue  Extrastrom  nach  Edlund  nicht,  weil  der  Extra- 
strom überhaupt  nicht  merklich  wäre;  dass  man  aber  diesen 
durch  die  zweite  Rolle  erzeugten  Extrastrom  in  der  Rolle  G 
nicht  merkt,  finde  ich  ganz  selbstverständlich,  denn  der  von  der 
zweiten  Rolle  durch  den  Funken  gehende  Theil  des  Extrastromes 
theilt  sich  zwischen  Galvanometer  und  Brücke,  ist  somit  in 
letzteren  kaum  zu  merken. 


Ich  habe  den  eben  geschilderten  Edlund'schen  Hauptver- 
such nachgemacht;  die  von  mir  verwendete  Influenzmaschine 
seheint  etwas  schwächer  zu  sein  als  die  Edlund's,  wenigstens 
bediente  ich  mich  kleinerer  Funkenstrecken,  und  zwar  war  der 
Abstand  bdlQ  Mm  und  fg  etwa  1—3  Mm.  Die  Maschine  wurde 
durch  einen  kleinen  Wassermotor  gedreht.  Als  Galvanometer 
verwendete  ich  den  von  Professor  v.  Lang*  construirten  Apparat, 
welcher  isolirt  aufgestellt  war  und  auch  ohne  Anwendung  be- 

1  Pogg.  Ann.  Bd.  139,  S.  355. 

i  Elektricität.  Bd.  4,  S.  743. 

a  Pogg.  Ann.  Bd.  139,  S.  371. 

4  Wien.  Ber.  Bd.  67,  S.  101. 
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sonderer  Yorsichtsmassregeln,  wahrscheinlich  in  Folge  der  grossen 
Metallmassen,  keinerlei  Beeinflnssnng  darch  statische  Influenz 
zeigte.  Die  Isolimng  der  einzelnen  (verschiedenen)  Galyanometer- 
rollen  wurde  nach  einer  eigenen  später  (Seite  640)  zu  beschreiben- 
den Methode  geprüft.  Die  Länge  und  der  Widerstand  der 
Brücke  ihk  war  bei  verschiedenen  Versuchen  sehr  verschieden. 
Versuch  1.  Zunächst  legte  ich  mir  die  Frage  vor,  warum 
springt  bei  ef  ein  Funke  über  und  in  welcher  Richtung.  Der 
Funke  Z*^  ist  bedeutend  kleiner  als  der  bei  bd,  springt  aber 
nicht,  wie  Edl und  glaubt,^  gleichzeitig,  sondern  etwas  später 
über.  Er  springt,  vde  auch  Edlund  findet,^  nur  dann  über, 
wenn  die  Influenzmaschine  mit  einer  Ladungsflasche  versehen 
ist.  Es  ergibt  sich  nun,  dass  der  Funke  fg  von  ganz  derselben 
Art  ist,  wie  der  in  dem  bekannten  Enochenhauer'schen  Ver- 
suche,' welchen  v.  Öttingen  erklärt  hat.  Ist  d  bei  der  Ent- 
ladung positiver  Pol,  so  ist  g  im  Seitenfunken  der  negative  Pol. 
Ich  habe  diese  Funkenrichtung  mittelst  Geissler'scher  Röhren 
eonstatirt.  Ferner  findet  man  den  Funken  unverändert,  wenn  die 
Erdleitung  statt  bei  k  bei  A,  bei  t,  bei  c  oder  bei  f  angelegt  wird, 
hingegen  blieb  der  Funke  ganz  aus,  oder  erschien  nur  sehr 
schwach,  wenn  man  die  Erdleitung  bei  e  oder  bei  g  anlegte.  Es 
wird  somit  unmittelbar  nach  der  Entladung  bd  die  Kugel  d  und 
die  in  kurzer  metallischer  Verbindung  stehende  Kugel  d  in  Folge 
der  bekannten  Oscillation  negativ  elektrisch  und  zieht  dadurch 
die  positive  Elektricität  von  f  in  Form  eines  Funkens  zu  sich.  Ist 
hingegen  die  Erdleitung  nicht  hinter  dem  Widerstände  m,  sondern 
direct  bei^  ödere  angebracht,  so  wird  die  zum  Ersätze  nöthige 
positive  Elektricität  direct  aus  der  Erde  zustrOmen  und  es  kann 
der  Funke  fg  nicht  zu  Stande  kommen.  Damit  stimmt  auch  die 
von  Edlund  gemachte,  allerdings  anders  gedeutete  Beobach- 
tung, dass  wenn  zwischen  e  und  g  eine  Inductionsrolle  ein- 
geschaltet wird,  der  Funke  viel  matter  ist  und  nicht  im  gleich 
weiten  Abstände  zwischen  den  Kugeln  durchschlagen  kann,  als 
wenn  die  Bolle  entfernt  ist.* 


1  Pogg.  Ann.  Bd.  134,  S.  338. 

2  Pogg.  Ann.  Bd.  134,  S.  339. 

s  Pogg.  Ann.  Jubel-Bd.  S.  269. 
4  Pogg.  Ann.  Bd.  139,  S.  369. 
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Versuch  2.  Bei  folgender  Versuchsreihe  ging  ich  von 
einer  Überlegung  aus,  die  sich  leider  als  nicht  ganz  zutreffend 
erwies.  Nach  der  Ansicht  E  dl  und 's  liegt  die  Ursache  des 
grösseren  Galvanometerausschlages  in  einer  elektromotorischen 
Gegenkraft,  in  fg^  nach  der  Gegenansicht,  welche  zuerst  von 
6.  Wiedemana*  in  Form  einer  Vermuthung  ausgesprochen,  ist 
die  elektromotorische  Ursache  des  grösseren  Ausschlages  in 
einer  Induction  der  Galvanometerrolle  zu  suchen.  Ich  glaubte 
nun  durch  folgende  Anordnung  diese  Frage  nach  dem  Sitze  der 
elektromotorischen  Kraft  entscheiden  zu  können.  Die  Brücke  ik 
in    nebenstehender  Figur  bestand  aus  ^ig-  ^• 

einem  Rheostaten  von  Neusilberdraht, ^  niinmiftifi 
welcher  so  über  die  Decke  des  Zimmers 
gespannt  war,  dass  die  Entfernung  der 
einzelnen  Drähte  von  einander  min- 
destens einen  halben  Meter  betrug. 
Während  das  eine  Ende  der  Galvano- 
meterleitung  constant  mit  t  verbunden 
blieb;  konnte  das  andere  Ende  an  die 
Punkte  1,  2,  3  oder  4  angelegt  werden. 
Da  der  Widerstand  in  der  Galvanometer- 
rolle gegen  den  im  Drahte  i*  sehr  gross 
war,  konnte  die   Widerstandsähderung 

h 


üiiinjuifii 


AO 


I 


b 

Od 


-po- 
^9 


des  ganzen  Systems  eil     >  kein  Folge 

der  verschiedenen  Schaltung  des  Galvanometers  vernachlässigt 
werden.  In  nachstehender  Tabelle  gibt  die  erste  Vertikalreihe 
die  Stellung  des  verschiebbaren  Endes  der  Galvanometerleitung, 


Widerstand 
in  Ohm 


«1=  8-1 
i2  =  16-7 
i3  =  27-5 
•4  =  41-2 


fff  ausgeschaltet 


Jrf  überbrückt 
kein  Funke 


bd  offen 
nur  Funke  bei  bd 


70 
133 
205 
280 


60 
123 
180 
235 


Funke  bei  b  d 
und  bei  fff 


150 
288 
565 
720 


lElektricität.  Bd.  4,  S.  743. 

6lteb.  d.  mathein.-natarw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Ablh. 
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die  zweite  Vertikalreihe  den  dem  Galvanometer  vorgelegten 
Widerstand,  die  dritte  Beihe  die  Ausschläge,  wenn  die  Kugeln 
h  und  d  bis  zur  Berührung  gebracht  waren,  während  in  der 
vierten  Beihe  die  Ausschläge  stehen,  wenn  nur  zwischen  b  und  d 
(in  10  Mm.  Entfernung)  ein  Funke  überspringt.  *  Die  Widerstände 
sind  so  gewählt,  dass  diese  Ausschläge  sich  wie  1,  2,  3  und  4 
verhalten.  Nähert  man  nun  auch  die  Kugeln/*^  bis  auf  2  Mm., 
so  geht  auch  zwischen  diesen  ein  Funke  über  und  man  erhält 
dann  die  Ausschläge  der  letzten  Vertikalreihe. 

Aus  diesen  Versuchen  lässt  sich  aber  leider  nicht  unmittel- 
bar ableiten,  ob  die  elektromotorische  Kraft  in  fg  oder  in  G 
ihren  Sitz  hat. 

Da  der  Gesammtwiderstand  des  Galvanometersystems  trotz 
der  verschiedenen  Schaltung  sich  kaum  ändert,  so  geht  immer 
ein  bestimmter  Bruchtheil  des  Hauptstromes  durch  den  Funken, 

wiihrend  auch  die  durch  das  System  i\  \k  durchströmende 

Elektricitätsmenge  x  constant  bleibt.  Da  der  Funke  sich  nicht 
ändert,  so  setzt  er  in  Folge  seiner  von  Edlund  angenommenen 
elektromotorischen  Gegenkraft  den  Strom  e  gegen  das  Galvano- 
meter hin  in  Bewegung,  dessen  Ausschläge  somit  durch  die 
Elektricitätsmenge  e  -\-  x  bedingt  ist.  Da  aber  durch  die  ver- 
schiedene Schaltung  des  Galvanometers  dessen  Empfindlichkeit 
zwei-,  drei-  und  viermal  so  gross  wird,  so  wären  die  wirklich 
gemessenen  Ausschläge  nach  Edlund  hervorgebracht  und  gleich 
150 e-^x  (150 

288....2(^-Har)^^    ..     _^^_]l44 
^r.^  )         .  somit  tf -Ha?  =<  ^^^ 

o65....3(<?-t-ar)  )188 

720....4(^-Har)  'l80 

1  Aus  obigen  Zahlen,  dritte  und  vierte  Vertikalreihe,  scheint  hervor- 
zugehen, duss  die  Stromstärke  bei  direeter  Einschaltung  einer  Funken- 
strecke  etwas  kleiner  wird ;  dies  ist  jedoch  nur  scheinbar  der  Fall,  weil 
nämlich  bei  Einschaltung  einer  Funkenstrecke,  vorausgesetzt,  dass  die 
3Iaschine  gleich  schnell  gedreht  wird,  zwar  dieselbe  Elektricitätsmenge  in 
Bewegung  gesetzt  wird,  jedoch  wegen  der  Selbstinduction  in  anderer 
Weise  zwischen  Brücke  und  Galvanometer  sich  theilt,  als  ohne  diese  Ein> 
Schaltung  bei  i-uhigem  Abfliessen.  Bei  Einschaltung  einer  Funkenstrecke 
l)raucht  aber  eine  Influenzmaschine  bei  gleicher  Umdrehungsgeschwindigkeit 
mehr  Arbeit  als  bei  Kurzschluss. 


£dlund*B  Disjunctionsströme.  635 

Sind  diese  Werthe  auch  nicht  absolat  gleich,  so  wären  sie  doch 
bei  der  Schwierigkeit,  die  Schwankungen  der  &alyanometer- 
nadel  richtig  zu  schätzen,  ziemlich  befriedigend. 

Wird  hingegen  die  elektromotorische  Kraft  in  G  durch  die 
Indnction  der  Bolle  hervorgebracht,  so  theilt  sich  der  daselbst 
erzeugte  Strom  in  i  und  1  (resp.  2,  3  oder  4)  und  fliesst  theil- 
theilweise  durch  die  vorgelegte  Brücke  und  theilweise  ttber  den 
Rest  derselben  nach  eg  und  durch  den  Funken  ttber  fc  nach  L 
Nun  ist  der  Widerstand  des  Galvanometers  und  seine  Zuleitungs- 
drähte  gleich  930  Ö,  hingegen  der  Widerstand  von  kegfci^ 
wenn  die  beiden  Kugeln  einander  direct  bertthren,  gleich  2*5  Q. 
Der  momentane  Widerstand  des  Funkens  selbst  sei  y  und  es  sei 
ferner  die  in  G  erzeugte  Induction  der  durchffiessenden 
Elektricitätsmenge  des  Hanptstromes  propoiüonal,  sei  also  bei 
den  einzelnen  Schaltungen  1,  2,  3  oder  4.  Wenn  dann  wie  früher 
X  den  Rest  des  Hauptstromes  bezeichnet,  so  wären  dann  die 
beobachteten  Stromstärken  proportional  zu  setzen 

43-7  +  y 

288 2a:  + J.^  ^m 

^^^+     43-7  +  y 

565 3xH Ä^— 5s- 

930  ,    445  +  27y 

720 Ax-¥ 

^^^    43-7  +  y 
Oder  es  müsste  sein  proportional 

'^-^ 980.  ^f^ 

43  •  7  +  y 

144— X 4- -=— 

930H-^^±i^ 
43-7-4-y 
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188— or. 


180— ar. . 


930- 


445 -^27y 
43-7^-37 

1 


930- 


103-H41y 
43-7^-y 


Wenn  man  in  den  Werthen  rechts  für  y  (d,  h.  für  den 
momentanen  Widerstand  des  Funkens)  kleine  positive  Werthe 
einsetzt,  wie  es  den  thatsächlichen  Verhältnissen  aller  Wahr- 
scheinlichkeit nach  entsprechen  dürfte,  so  werden  die  Nenner 
fast  gleich  und  somit  die  Übereinstimmung  zwischen  Rechnung 
und  Versuch  genau  so  wie  oben.  Allerdings  ist  es  fraglich,  ob 
der  Funke  in  fg  für  die  Inductionsströme  bei  den  verschiedenen 
Schaltungen  immer  gleich  und  rechtzeitig  schliesst.  Jedenfalls 
aber  erhellt  aus  diesen  Zahlen,  dass  man  die  grösseren  Aus- 
schläge bei  Einschaltung  der  Funkenstrecke  fg  statt  mittels  der 
spuckhaften  elektromotorischen  Gegenkraft  Edlund's  ganz 
ungezwungen  durch  eine  einfache  Inductionswirkung  erklären 
kann. 

Folgende  Versuche  aber  zeigen  direct  die  Unhaltbarkeit  der 
Edlund 'sehen  Idee. 

Versuchs.  Die  Versuchsanordnung  ist  genau  die  E  d  1  u  n  d  *s, 
wie  sie  in  Figur  1  dargestellt,  nur  der  Widerstand  der  Brücke 
ih  k  ist  veränderlich,  indem  ich  die  Länge  dieses  Drahtes  von 
etwa  8  bis  gegen  40  ß  änderte.  In  folgender  Tabelle  steigt  der 
Widerstand*  von  1 — 4.  Die  zweite  Columne  gibt  die  Galvano- 
ineterausschläge,  wenn  nur  bei  bd  ein  Funke  tibergeht,  während 


Brücke- 
Widerstand 


Nr.  1 

.    2 

n     3 

»    4 


Nur  Funke 
bei  bd 


35 

55 

100 

144 


Funke  bei  bd 
und  bei  fg 


49 
55 
72 
90 


iDie  Widerstände  1 — 4  stehen  in  einem    ganz  willkürlichem  Ver- 
hältnisse. 
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in  der  dritten  Reihe  jene  Ausschläge  stehen,  welche  man  erhält^ 
wenn  f  and  g  so  weit  genähert  sind,  dass  auch  zwischen 
diesen  ein  zweiter  kleinerer  Fnnke  überspringt.  Dieser  Versuch 
zeigt  wohl  ziemlieh  deutlich,  wie  es  mit  der  elektromotorischen 
Gegenkraft  bestellt  ist.  In  Nr.  1  war  der  Galvanometerausschlag 
ohne  Funkenstrecke  fg  gleich  35  und  in  Nr.  4  stieg  er  auf  144, 
d.  h.  die  Empfindlichkeit  des  Galvanometers  wurde  durch  die 
betreffende  Änderung  von  ihk  viermal  so  gross;  war  liingegen 
der  Funke  bei  fg  eingeschaltet,  so  änderte  sich  der  Ausschlag 
von  49  auf  90.  Nehmen  wir  an,  es  ginge  sämmtliche  Elektricität 
der  Influenzmaschine  bei  Einschaltung  der  Funken  strecke  ttber 
fg^  dann  hätte  bei  Nr.  4,  d.  h.  bei  einer  viermal  so  empfindlichen 
Schaltung  des  Galvanometers  auch  der  Ausschlag  der  hier  nicht 
geänderten  elektromotorischen  Gegenkraft  viermal  so  gross  sein 
müssen,  d.  h.  49  X  4  ==  196.  Nun  ist  aber  thatsächlich  der 
ganze  Ausschlag  nur  90,  also  weniger  als  die  Hälfte  des 
erwarteten.  Dazu  kommt  noch,  dass  durch  die  Änderung  des 
Widerstandes  ihk  die  über  fg  fliessende  Elektricitätsmenge 
geändert  wird.  Es  ist  in  Nr.  4  der  Funke  viel  heller  als  in 
Nr.  1,  somit  auch  die  elektromotorische  Gegenkraft  bedeutend 
stärker  und  es  müsste  daher  obige  Differenz  eigentlich  noch 
mehr  zu  Ungunsten  Edlund's  vergrOssert  werden. 

Da  aber  hier  gleichfalls  sich  jener  Theil  des  Hauptstromes, 
welcher  auch  noch  nach  Einschaltung  der  Funkenstrecke  fg  das 
Galvanometer  durchströmt,  nicht  bestimmen  lässt,  habe  ich  die 
Versuchsanordnüng  Edlund's  noch  in  folgender  einfacher  und 
wie  ich  glaube  ganz  einwurfsfreier  Weise  abgeändert 

Versuch  4.  Diesmal  blieb  die  Brücke  unverändert.  Hin- 
gegen konnte  man  bei  m  einen  Widerstand  von  10*  ö,  welcher 
aus  einem  dünnen  mit  Bleistift  (Faber  Nr.  1)  bestrichenen  Papier- 
streifen bestand,  leicht  ein-  oder  ausschalten.  Wenn  die  Kugeln 
fg  so  weit  auseinandergezogen  sind,  dass  nur  bei  bd  ein 
Funke  übergeht,  so  liefert  der  Maschinenstrom  einen  Ausschlag 
von  etwa  13,  gleichgiltig,  ob  der  Widerstand  ein-  oder  ausge- 
schaltet ist. 

Wenn  jetzt  f  und  g  einander  so  genähert  werden,  dass 
zwischen  ihnen  der  kleine  Funke  überspringt,  so  ist  bei  gleich- 
zeitiger Einschaltung  des  Widerstandes  m  absolut  kein  Ausschlag 
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wahrzanehmen,  so  wie  aber  m  durch  einen  Draht  überbrflekt 
wird,  gibt  das  Galvanometer  48,  den  Edlnnd'sehen  Ausschlag. 

Es  ist  nun  schwer  erklärlich,  warom  der  Widerstand  m, 
dessen  Einschalten  den  Strom  der  Maschine  nicht  beeinflnsst,  den 
in  gleicher  Richtung  und  doch  jedenfalls  auch  mit  Stössen  von  g 
über  G  nach  f  fliessenden  Disjunctionsstrom  ganz  aufheben  soll. 
Sitzt  jedoch  die  Ursache  des  Edlund'schen  Ausschlages  in  Gy 
dann  wird  durch  das  Einschalten  von  m  das  Verhältniss  von  khi 
und  von  kmegfci  in  so  bedeutender  Weise  alterirt,  dass  obiges 
Resultat  selbstverständlich  ist. 

Versuch  5.  Das  Ideal  der  Edlund'schen  Versuchsanonl- 
nung  wäre  eine  variable  Brücke,  u.  zw.  eine  solche,  welche  dem 
Hauptstrome  einen  grossen  Widerstand  entgegensetzt,  hingegen 
für  die  Inductionsströme  möglichst  leiteud  wäre.  Dies  lässt  sich 
experimentell  in  der  Weise  erreichen,  dass  man  als  Brücke 
direct  eine  Folarisationszelle  verwendet.  Ich  brachte  zu  dem 
Zwecke  zwei  Platinplatten  von  je  1  Quadratdecimeter  Fläche  und  in 
1  Decimeter  Entfernung  von  einander  in  eine  Lösung  von  Kupfer- 
vitriol. Der  schwache  Hauptstrom  polarisirte  die  Platten  so  stark, 
dass  er  in  sehr  bedeutender  Stärke  das  Galvanometer  durcbfloss. 
Die  Inductionsströme  hingegen  sind  durch  eine  solche  kurze  und 
gut  leitende  Brücke  aus  Kupfervitriol  in  ihrer  Wirkung  auf  das 
Galvanometer  unschädlich  gemacht,  wenigstens  ist  bei  dieser 
Anordnung  der  Strom  ohne  Einschaltung  der  Funkenstrecke  fg 
immer  grösser  als  mit  derselben. 

Wenn  man  das  Galvanometer  nicht  fortwSiirend  in  directer 
YerbindungmitderPolarisationszelle  belassen  will,  kann  man  auch 
die  Polarisationszelle  allein  einschalten  und  dieselbe  erst,  nach- 
dem die  Maschine  eine  bestimmte  Zeit  hindurch  gewirkt,  mittels 
einer  Wippe  mit  dem  Galvanometer  in  Verbindung  setzen.  Die 
Galvanometerausschläge  sind  dann  genau  wie  vorher  mit  Funken/]/ 
immer  kleiner,  und  zwar  erfolgt  dieses  Resultat  immer  sicher, 
wenn  die  Elektroden  der  Zelle  hinlängliche  Grösse  haben  und  in 
gehöriger  Entfernung  sich  befinden.  \ 


i£s  ist  vielleicht  die  AnsBerachtlassung  dieser  Umstände  die  Ursache, 
waram  Edlund  bei  Polarisationsv ersuchen  andere  Resultate  erhielt.  Pogg. 
Ann.  Bd.  134,  S.  347. 
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Versuch  6.  Ich  will  schliesslich  noch  eine  viel  einfachere 
Methode  angeben;  am  einen  Fanken  gleichzeitig  mit  einem 
Galvanometer  in  eine  geschlossene  Leitang  za  bringen.  Edlnnd 
sagt:  „Wenn  der  galvanische  Strom,  der,  wie  angenommen  wird, 
in  dem  elektrischen  Funken  entsteht,  mit  Hilfe  des  Galvano- 
meters untersucht  werden  soll,  muss  der  Funke  durch  eine 
geschlossene  Leitung  mit  dem  Galvanometer  verbunden  sein.  Die 
Erfbllnng  dieser  nothwendigen  Bedingung  glückte  endlich  nach 
einigen  fruchtlosen  Bemühungen,^  und  nun  beschreibt  Edlund 
die  auf  Seite  629  dargestellte  ziemlich  coraplicirte  Methode. 

Das  Alles  lässt  sich  aber  viel  einfacher  in  folgender  Weise 
erreichen.  Es  sei  in  untenstehender  Figur  HH  die  Influenz- 
maschine, ab  die  beiden  Elektroden;  während  a  zur  Erde  abge- 
leitet, ist  b  durch   den  Draht  e  mit  der  einen  Platte  c  eines 

Fig.  3. 


ab/! 

ü TT"    i 

Vertikalcondensators  von  Kohlrausch  verbunden.  Die  beiden 
Platten  dieses  Condensators  cd  sind  überdies  durch  eine  gut 
parafißnirte  Glasplatte  von  einander  isolirt.  Von  der  zweiten 
Platte  cf  geht  eine  Doppelleitung  über  ein  Galvanometer  iGE^ 
und  zugleich  parallel  über  eine  Funkenstrecke  ifgE  zur  Erde. 
aj  Nehmen  wir  zuerst  an,  es  sei  die  Funkenstrecke  fg  so 
weit  geöffnet,  dass  sie  bei  folgender  Betrachtung  gar  nicht  ins 
Spiel  käme.  Dann  wird  beim  Umdrehen  der  Scheibe  der  Influenz- 
maschine zuerst  b  mit  —  sagen  wir  —  positiver  Elektricität 
geladen.  Die  positive  Elektricität  der  zweiten  Platte  c'  fliesst 
während  dieser  ganzen  Ladungszeit  sachte  über  G  zur  Erde  JB. 
Springt  nun  plötzlich  der  Funke  zwischen  a  und  b  über,  so  wird 
diese  ganze  zur  Erde  abgestossene  Elektricitätsmenge  auf  dem- 
selben WegefiGt  wieder  zur  Condensatorplätte  cf  zurückfliessen. 
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Wenn  die  Fanken  zwischen  a  nnd  b  in  rascfaer  Aufeinanderfolge 
überspringen  (etwa  drei-  bis  fünfmal  in  der  Secunde),  so  bleibt 
die  Galvanometernadel  selbstverständlich,  aber  nur,  wenn  der 
Draht  sehr  gnt  isolirt,  in  Rahe.  Die  durch  das  Galvanometer  hin 
und  her  gehenden  Elektricitätsmengen  sind,  trotz  ihrer  ver- 
schiedenen Geschwindigkeit,  gleich  und  heben  sich  natttrlich  auf, 
was  E  dl  und  nach  den  auf  Seite  629  gemachten  Bemerkungen 
schon  nicht  zugeben  dürfte,  weil  nach  ihm  der  Galvanometeraus- 
schlag bedingt  wäre  durch  das  Product  Masse  mal  Geschwin- 
digkeit. 

Da  man  die  Entfernung  der  beiden  Platten  ccf  beliebig 
reguliren  kann,  ist  diese  Methode  ganz  vorzüglich  geeignet,  um 
für  bestimmte  Schlagweiten  die  Isolation  einer  Galvanometerrolle 
zu  prüfen. 

b)  Wenn  man  nun  die  beiden  Kugeln  f  und  g  bis  auf  einige 
Millimeter  nähert,  so  tritt  folgende  Erscheinung  ein:  Während 
des  allmäligen  Ladens  der  Platte  c  fliesst  die  ganze  abgestossene 
Elektricitätsmenge  von  cf  durch  das  Galvanometer  nach  E.  Beim 
Entladen  von  ab  strebt  diese  Elektricitätsmenge  plötzlich  wieder 
nach  c  zurück,  und  zwar  geschieht  dies,  indem  sich  zwischen 
f  und  g  ein  Funke  bildet,  durch  welchen  der  grösste  Theil  dieser 
Elektricitätsmenge  den  Rückweg  findet.  Springen  bei  dieser 
Anordnung  die  Funken  ab  in  rascher  Aufeinanderfolge  über,  so 
geschieht  dasselbe  zwischen /*  und  ^;  6  gibt  einen  constanten 
Ausschlag  in  der  durch  den  Pfeil  angedeuteten  Richtung.*  Dieser 
Ausschlag  zeigt  natürlich  absolut  keine  Spur  von  einer  elektro- 
motorischen Gegenkraft,  welche  gegen  die  Stromrichtung  des 
Funkens  das  Galvanometer  so  beeinflusste,  dass  nicht  nur  der 
ursprüngliche  Strom  verdeckt,  sondern  sogar  ein  Ausschlag  nach 
entgegengesetzter  Richtung  erfolgen  würde.  Vielleicht  (?)  ist  im 
Funken/V)f  eineelektromotorischeGegenkraft  vorhanden,  jedenfalls 
aber  kann  sie  niemals  und  unter  keiner  Bedingung  solche  den 
Hauptstrom  überragende  Wirkungen  hervorbringen,  wie  Edlund 


1  Auch  wenn  statt  fg  ein  gerader  Widerstand  von  etwa  10^  Q  ein- 
geschaltet ist,  erhält  man  einen  Galvanometerausschlag  in  der  Richtung  des 
Pfeiles,  denn  bei  so  kurzen  Stromstössen  ist  die  Selbstinduction  der 
Leitung  bei  einer  Stromtheilung  von  grossem  £influsse. 
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dies  in  so  vielen  Versuchen  beobachtet  haben  will.*  Ein  derartiges 
„Vielleicht"  kann  aber  wohl,  besonders  wenn  es  physikalisch  so 
unwahrscheinlich  ist,  einstweilen  unberücksichtigt  bleiben. 


Aus  all'  dem  Vorausgehenden  folgt: 

1.  dass  die  elektromotorische  Kraft  desFunkens  physikalisch 
sehr  unwahrscheinlich  ist  und 

2.  dass  sämmtliche  Beweise  Edlund's  für  diese  Kraft;  un- 
richtig sind. 

Es  liegt  somit  —  vielleicht  nur  einstweilen  —  gar  kein 
Grund  vor,  noch  länger  daran  festzuhalten. 

Nun  knüpft  sich  an  diese  elektromotorische  Gegenkraft 
eine  Reihe  von  physikalisch  höchst  wichtigen  Folgerungen;  ich 
erinnere  vor  Allem  an  die  in  neuester  Zeit  oft  besprochene  Idee, 
dass  das  Vacuum  ein  Leiter  der  Elektricität  sein  soll.  Nach 
Worthin gton^  aber  finden  darch  den  leeren  Raum  hindurch 
Inflnenzwirkungen  statte  eine  Thatsache,  die  Edlund  nicht  ganz 
bestreiten  kann,  welche  aber  nur  dann  mit  einer  Leitang  des 
Vacnums  in  Einklang  zu  bringen  ist,  wenn  man  für  den  Obei^ang 
der  Elektricität  in  dieses  Vacuum  eine  grosse  elektromotorische 
Gegenkraft  annimmt.^  Es  entfällt  somit  diese  ziemlich  complicirte 
Erwiderung  Edlund's  auf  Worthington's  Einwendung. 

Dass  ein  vollkommenes  Vacuum  einen  Strom  von  selbst 
sehr  hoher  Spannung  auch  bei  knapp  nebeneinander  stehenden 
Elektroden  nicht  mehr  durchlässt,  hat  seinen  Grund  entweder  in 
einem  Übergangswiderstand  oder  aber  in  einer  räumlichen  Aus- 
breitung der  Entladung,  so  dass  es  dann  gleichgiltig  wäre,  ob 
man  zwei  Elektroden  in  grösserer  oder  geringerer  Entfernung 
einander  gegenüberstellt. 

Universität  Wien,  Physikalisches  Cabinet. 


1  Am  Auffallendsten  in  dieser  Beziehung  ist  der  Versuch  Edlund 's, 
wo  direct  neben  dem  Funken  das  Galvanometer  einen  der  Funkeorlchtung 
entgegengesetzten  Ausschlag  gibt.  Pogg.  Ann.  134,  S.  346. 

a  Phil.  Mag.  1885,  Exner  Rep.  Bd.  21,  S.  422. 

»  Exner  Rep.  Bd.  21,  S.  389. 
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Die  elektromotorischen  Verdünnuiigsconstaiiteii  von 
Silber-  und  Eupfersalzen. 

Von  Julins  Miesler. 
(Ans  dem  pbys.-chem.  Laboratorium  der  k.  k.  UniverBität  in  Wien.) 

In  seiner  letzten  Publication  (Sitznngsb.  der  kais.  Akad. 
XCIV.Band,  IL  Abth.,  Juli-Heft,  Jahrg.  1886)  hatte  HerrDr.  James 
Moser  die  Bezeichnung  „ elektromotorisch e  Verdtlnnungs- 
eonstante^  für  die  elektromotorische  Kraft  des  Concentrations- 
Stromes  zwischen  Lösungen  von  einfacher  und  doppelter 
Goncentration;  eingeftlhrt  Dadurch  war  es  möglich,  den  Con- 
centrationsstrom  durch 

1.  eine  Constante  fUr  jedes  Salz, 

2.  eine  Constante  fttr  jedes  Jon, 

zu  charakterisiren.  In  der  obig:en  Publication  theilte  Herr- 
Dr. Moser  die  Verdünnungsconstanten  der  Acetate  und  Nitrate 
des  Bleies  und  des  Zinkes  mit,  welche  Zahlen  das  Gesetz,  dass 
jedem  Jon  eine  Constante  zukomme,  bestätigten.  Auf  seine  Auf- 
forderung setzte  ich  die  Bestimmung  der  Verdünnungsconstanten 
verschiedener  Salze  fort  und  untersuchte  die  Acetate,  Sulfate  und 
Nitrate  des  Silbers  und  des  Kupfers. 

1.  Silberacetat. 

Die  Bestimmung  der  Verdttnnungsconstante  dieses  Salzes 
bot  nur  wenig  Schwierigkeiten.  Die  verwendeten  Silberelektroden 
erlitten  bei  ihrer  Verwendung  im  Concentrationselemente  nur  eine 
ganz  geringe  Polarisation;  Zersetzung  der  Lösungen  trat  nicht 
ein.  Die  elektromotorische  VerdUnnungsconstante  ist  gleich 
10-7  Millivolts. 
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3.  SUbersulfat. 

Schwieriger  gestaltete  sich  die  Untersuchung  dieses  Salzes. 
Da  sich  von  diesem  Salze  1^  erst  in  68  jf  Wasser  löst,  ist  der 
Widerstand  eines  ans  Silbersulfatlösnngen  gebildeten  Concentra- 
tionselementes  ziemlich  bedeutend,  was  die  Messung  erschwert.  Die 
elektromotorische  Verdttnnungsconstante  beträgt  12  *  0  Millivolts. 

3.  Silbernitrat 

Was  den  inneren  Widerstand  eines  aus  Lösungen  dieses 
Salzes  gebildeten  Concentrationselementes  anlangt,  war  es  hier 
leichter  wegen  der  grösseren  Löslichkeit;  doch  ein  anderer  Um- 
stand, dass  nämlich  in  Folge  von  Lichtwirkungen  leicht  Zer- 
setzung eintrat,  erforderte  wiederholt  die  Herstellung  neuer 
Lösungen.     Die     Verdünnungsconstante     ergibt     sich     gleich 

16-2  Millivolts. 

4.  Kupferacetat. 

Die  Messung  war  bei  diesem  Salze  vielleicht  die  schwierigste 
Es  war  schon  schwer,  gleiche  Elektroden,  obwohl  aus  elei^tro 
lytischem  Kupfer,  die  selbst  keinen  Strom  gaben,  herzustellen 
noch  schwerer  eine  Messung  an  dem  Concentrationselemente  vor- 
zunehmen, da  häufig  andere  Processe,  wahrscheinlich  chemische, 
im  Elemente  hinzutraten,  so  dass  ich  tagelang  gehindert  war, 
Messungen  vorzunehmen.  Verdttnnungsconstante  =  2-3  Millivolts 

5.  Eupfersulfat. 

Weit  leichter  war  es,  die  Constante  dieses  Salzes  zu 
bestimmen.  Die  einmal  ausgeglichenen  Elektroden  bewährten 
sich  bei  der  Messung,  Zersetzung  trat  nie  ein.  Die  Verdttnnungs- 
constante ist  gleich  3*6  Millivolts. 

6.  Knpfemltrat. 

Die  Constante  dieses  Salzes  zu  bestimmen,  war  mir  unmög- 
lich. Die  Kupferelektroden  waren  sehr  gut  ausgeglichen;  sowie 
sie  aber  in  das  Conccntrationselement  eingesetzt  wurden,  ent- 
stand ein  starker,  dem  Concentrationsstrome  gleichgerichteter 
Strom,  welcher  vermutlilich  auf  einen  chemischen  Process,  der 
die  Elektroden  veränderte,  zurttckzuftLhren  ist  Diese  Erscheinung 
trat  bei  jeder  Messung  ein;  wurden  die  Elektroden  aus  dem 
Concentrationselemente  herausgenommen  und  in  ein  Glas  gestellt. 
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das  nur  Lösung  derselben  Concentration  enthielt,  und  die  Elektro- 
den mit  dem  Spiegelgalvanometer  oder  dem  Capillarelektrometer 
verbunden,  so  zeigten  diese  Instrumente  stets  einen  ziemlich 
starken,  aber  schnell  abnehmenden,  mit  dem  Goncentrations- 
strome  gleichgerichteten  Strom  an.  Da  dieser  Strom,  wie  bereits 
bemerkt,  bei  allen  Messungen  und  allen  Lösungen  auftrat,  trotz- 
dem ich  eigens  hiezu  dargestelltes,  chemisch  reines  Eupfernitrat 
verwendete,  konnte  ich  die  Constante  nicht  bestimmen. 

Bei  allen  diesen  Salzen  wurden  Lösungen,  deren  Wasser- 
gehalt im  Verhältniss  von  1:2:4:8  stand,  untersucht.  Bevor 
die  Lösungen  zurBildung  eines  Concentrationselcmentes  gebraucht 
wurden,  brachte  ich  sie  in  das  Vacuum  einer  Wasserstrahlluft- 
pumpe, um  die  absorbirte  Luft  auszutreiben,  da  bei  manchen 
Lösungen  das  Auskochen  bei  höherer  Temperatur  Zersetzung 
bewirkt  hätte.  Gompensirt  wurden  die  elektromotorischen  Kräfte 
der  Concentrationselemente  an  dem  Ereiscompensator  eines 
Universalgalvanometers  von  Siemens  &  Halske,  der  Nullpunkt 
wurde  zuerst  mittelst  eines  Spiegelgalvanometers,  dann  noch 
genauer  mittelst  eines  Lippmann'schen  Gapillarelektrometers 
bestimmt.  Als  Normalelement  diente  der  hundertste  Theil  eines 
sehr  Constanten  Daniell-Elementes,  das  mit  Latimer- Clark- 
Elementen  verglichen  wurde,  deren  sechs  ich  anfertigte.  Sie 
zeigten  bis  auf  0-000005  Volt  untereinander  übereinstimmende 
elektromotorische  Eräfte.  Die  Eraft  eines  Elementes  nahm  ich 
nach  den  Bestimmungen  von  Lord  Rayleigh  gleich  1  *  434  Volts  an. 

Aus  den  bereits  früher  von  Herrn  Dr.  Moser  veröffentlichten 
und  den  von  mir  gefundenen  Zahlen  lässt  sich  nun  folgende 
Tabelle  der  elektromotorischen  VerdUnnungsconstantenaofstellen: 


Millivolt 

Acetat 

Sulfat 

Nitrat 

Kupfer 

Blei 

2-3 

2-6 

5- 

10-7 

3-6 
12-0 

8-3 
11-6 
16-2 

Zink 

Silber 
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Man  ersieht  aus  dieser  Tabelle,  dass  zwischen  je  zwei 
Horizontal-  und  je  zwei  Verticalreihen  je  eine  constante  Differenz 
herrscht.  Es  sind  nur  Abweichungen  im  Höchstbetrage  von  ±0-1 
Millivolt  vorhanden,  Abweichungen  die  ihren  Grund  sowohl  in 
der  Vernachlässigung  der  folgenden  Decimalstelle  habeu;  als 
auch  darin,  dass  die  Messungen  zu  verschiedenen  Zeiten  und  von 
verschiedenen  Beobachtern  ausgeftthrt  wurden.  Von  besonderer 
Wichtigkeit  sind  die  Zahlen  der  Silbersalze,  da  durch  deren 
Grösse  das  Gesetz  noch  deutlicher  hervortritt,  dass  jedem  Jon 
eine  Constante  zukomme.  Es  setzt  sich  somit  die  Constante  irgend 
eines  Salzes  aus  zwei  Constanten,  wie  die  Tabelle  der  Ver- 
dünnungsconstanten  lehrt,  aus  den  Constanten  der  beiden  Jonen 
des  Salzes  zusammen.  Wenn  wir  also  die  Constanten  fttr  m  Säuren 
beobachtet  haben,  ebenso  die  Constanten  von  n  Metallen  kennen, 
80  sind  wir  im  Stande,  aus  diesen  m+n  bekannten  Grössen  m  mal  n 
Verdttnnungsconstanten  der  aus  diesen  Metallen  und  Säuren 
bestehenden  Salze  zu  berechnen. 
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Eine  einfache  Methode  zur  Vergleichung  magnetischer 

Felder. 

Von  H«  Luggbtm 

(Aus  dem  physikal.  Institute  der  k.  k.  deutschen  UniversitSt  in  Prag.) 

Schwingt  ein  Leiter  in  einem  magnetischen  Felde,  so  wird 
durch  die  im  Leiter  indncirten  Ströme  eine  dämpfende  Kraft 
hervorgebracht,  welche  mit  der  zweiten  Potenz  der  Kraft  des 
Feldes  in  geradem  Verhältnisse  steht.  BeiconstanterSchwingangs- 
daner  ist  diese  zweite  Potenz  dem  logarithmischen  Decremente 
der  Schwingungen  proportional.  Diese  Beziehung  schien  mir 
ein  einfaches  Mittel  zur  Vergleichung  homogener  magnetischer 
Felder  zu  bieten  und  ich  beschloss,  diesbezüglich  eine  Probe 
anzustellen. 

Als  schwingenden  Leiter  wählte  ich  ein  Guldenstttck,  das 
zwischen  den  platten,  6  Cm.  breiten,  11  Cm.  hohen  und  3-5  Cm. 
von  einander  abstehenden  Polschuhen  an  zwei  Coconfäden  so 
aufgehängt  war,  dass  seine  Seitenflächen  vertical  standen  und 
in  der  Buhelage  den  Kraftlinien  parallel  waren;  das  Letztere 
liess  sich  leicht  durch  Drehen  am  Torsionskopfe  erreichen.  Eine 
Drehung  des  Kopfes  aus  der  Nullstellung  und  wieder  in  dieselbe 
zurück  erzielte  Schwingungen  um  eine  verticale  Achse.  Da  aber 
die  Münze  sich  im  magnetischen  Felde  fast  aperiodisch  einstellte, 
wurden  vorne  und  rückwärts  sehr  dicke  Glasplatten  anfgekittet 
und  darüber  Ablesespiegel  befestigt,  von  denen  der  eine  das 
Bild  einer  Skale  in  ein  Fernrohr  warf  und  so  die  Beobachtung 
der  Umkehrpunkte  ermöglichte,  durch  welche  sich  das  Dämpftmgs- 
verhältniss  bestimmt.  Die  Ströme  im  Elektromagneten  wurden 
mit  einer  3*6  Meter  entfernt  aufgestellten  Wiedemann'schen 
Boussole  gemessen;  Herr  Assistent  Jaumann  hatte  die  Freund- 
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lichkeit,  diese  Ablesungen  zu  besorgen,  wofür  ich  ihm  bestens 
danke.  Vor  jeder  Messung  wurde  der  Silbergulden  zum  Schwin- 
gen gebracht,  hernach  der  Strom  geschlossen,  und  Stromstärke 
und  Dämpfungsverhältniss  —  beide  aus  Umkehrpunkten  — 
gleichzeitig  beobachtet. 

Das  Ergebniss  der  Messungen  lässt  sich  mit  grosser 
Annäherung  dahin  zusammenfassen,  dass  die  Kraft  des  Feldes 
der  Stromstärke  proportional  war.  In  der  folgenden  Tafel, 
welche  die  einzelnen  Versuchsresultate  enthält,  bedeuten  n  die 
auf  die  Tangente  reducirten  Skalenausschläge  der  Wiede- 
mann'schen  Bussole,  welche  wegen  der  störenden  Wirkung  des 
Elektromagneten  noch  mit  einem  Correctionsgliede  versehen 
werden  mussten,  und  \  ist  das  logarithmische  Decrement  der 
SchYnngungen  in  Brigg'schen  Logarithmen,  vermindert  um  das 
durch  die  Luftdämpfung  hervorgerufene  Decrement  X^z=:0-0007. 
Da  die  Schwingungsdauer  durch  die  Dämpfung  beeinflusst  wird, 
mussten  die  \  erst  auf  jene  Schwingungsdauer,  welche  der 
Gulden  im  ungedämpften  Zustande  hat,  bezogen  werden,  um 
Werthe  zu  erhalten,  deren  Quadratwurzeln  den  Intensitäten  der 
Felder  proportional  sind.  Diese  Quadratwurzeln,  mit  der  durch 
die  Versuche  ermittelten  Zahl  151*2  multiplicirt,  liefern  die 
Grössen  vi  der  dritten  Colonne,  die  vierte  Colonne  enthält  die 
Differenzen  n—vl. 


\ 

n 

«' 

«— »' 

0-4020 

93-49 

92-84 

+0-65 

0-4:010 

92-73 

92-72 

+0-01 

0-3932 

92-26 

91-85 

+  0-41 

0-3703 

88-95 

89-18 

—0-23 

0-3695 

88-76 

89-09 

—0-33 

0-3691 

88-12 

89-05 

+0-07 

0-8524 

88-39 

87-07 

+  1-32 

0-2270 

69-95 

70-38 

—0-43 

0-2139 

67-98 

68-38 

—0-40 

0-1768 

62-46 

62-43 

+0-03 

0-1503 

57-04 

57-73 

—0-69 

0-1415 

55-05 

56-04 

-0-99 

0-1182 

51  15 

51-30 

—0-15 

0-1136 

49-98 

n)  -35 

-0-37 

0-0574 

35-71 

3'>  -88 

-0-17 

0- 0-245 

24-23 

23-50 

+0-73 

0-0241 

24-56 

23-34 

-Hl -22 

0-0162 

19-59 

19-01 

+  0-58 
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Die  drei  zuletzt  mitgetheilten  Resultate  sind  wahrscheinlich 
durch  die  hei  so  schwachen  Strömen  nicht  unbeträchtliche  Ein- 
wirkung der  remanenten  Magnetismen  in  den  Polschuhen  erheb- 
lich beeinflnsst.  Im  Übrigen  glaube  ich,  dass  die  Abweichungen 
der  Ziffern  in  der  dritten  Colonne  von  denen  in  der  vierten,  welche 
einen  halben  Sealentheil  tibersteigen,  auf  Schwankungen  des 
Nullpunktes  der  Boussole  zurückzuführen  sind.  Durchgehende 
Ströme  Hessen  im  Elektromagneten  immer  remanenten  Magnetis- 
mus zurück;  der  die  Ruhelage  der  Bussole  oft  um  zwei  Theil- 
striche  verschob.  Nun  wurde  zwar  die  Vorsicht  angewendet,  bei 
den  aufeinander  folgenden  Messungen  immer  den  Stromsinn  zu 
wechseln  und  je  zwei  aufeineinander  folgende  Nullpunkte  in 
einen  zusammenzufassen,  aber  dessen  ungeachtet  wiesen  die  so 
berechneten  Ruhelagen  noch  immer  Änderungen  auf.  Den  stärk- 
sten Schwankungen  laufen  die  grössten  Abweichungen  des  End- 
resultates parallel. 

Es  dürfte  von  Interesse  sein,  die  Grenzen  zu  kennen,  inner- 
halb welcher  die  Proportionalität  von  Stromstärke  und  Kraft  des 
Feldes  festgestellt  wurde,  die  betreffenden  Daten  waren  von 
Herrn  Dr.  Tumlirz  und  mir  zu  anderem  Zwecke  ermittelt 
worden.  Aus  den  verschiedenen  Ablenkungen,  welche  eine  an 
Drähten  aufgehängte  und  von  gemessenen  Strömen  durchflossene 
Spule  zuerst  im  erdmagnetischen  Felde  und  dann  in  dem  des 
Elektromagneten  erfuhr,  ergab  sich  die  Stärke  des  letztgenannten 
Feldes  gleich  47  •  20  JJ.  f.  Hier  bedeuten  H  die  Horizontalcom- 

ponente  des  Erdmagnetismus,  welche  zu  0-203  \Cm  ^g^sec  7 
bestimmt  wurde,  und  i  ist  die  jeweilige  Stromstärke  im  Elektro- 
magneten gemessen  in  Amper.  Ein  Strom  von  0*0480  Amper 
entsprach  einem  Scalentheile  Ausschlag  an  derWiedemann'schen 
fioussole;  demnach  erzeugte  ein  Strom  von  einem  Scalentheile  ein 

Feld  0-4599  \Cm  ^g'^sec~7  und  schwankten  die  Felder  bei 
den   mitgetheilten  Messungen  zwischen  42*69  im   ersten    und 

8-742  (^Cm  ^g^sec-7  im  letzten  Falle.  Wenn  man  den  Ver- 
änderungen  der  Schwingungsdauer,  welche  durch  Abänderung 
der    Aufhängung  verursacht  werden,    Rechnung    trägt,    kann 
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natürlich  ein  so  graduirtes  StUck  jederzeit  verwendet  werden 
um  magnetische  Felder  zn  messen,  auch  dann,  wenn  diese  Felder 
von  Wechselströmen  erzeugt  werden  sollten. 

Sehr  starke  Felder  könnten  mit  Hilfe  von  Dämpfungs- 
beobachtungen  direct  geaicht  werden.  Wenn  eine  in  sich 
geschlossene  Spule  von  kreisförmigem  Querschnitte  in  der 
Ruhelage  mit  ihrer  horizontal  gestellten  Achse  zu  den  ebenfalls 
horizontal  verlaufenden  Kraftlinien  eines  homogenen .  Feldes 
senkrecht  steht,  so  wird  sie  bei  kleinen  Schwingungen  um  eine 
Verticalachse   in    einem    gegebenen   Zeittheilchen    von    einem 

Strome  — i=  — == —  durchflössen.  Hier  bedeuten  F  die  Win- 
dungsfläche, IF  den  Widerstand  und  w  die  Winkelgeschwindigkeit 
im  betreffenden  Zeittheilchen,  H  ist  die  Kraft  des  Feldes.  Dieser 
Inductionsstrom    verursacht    ein    die  Bewegung    verzögerndes 

Moment  — ht"*  ^*®  durch  die   inducirten  Ströme  verursachte 
W 

logarithmische  Decrement  ist  demnach  in  Brigg'schen  Loga- 
rithmen 

1  F^ 

2  W 


A=0- 43429. 


V(5H&^T' 


WO  JT  das  Trägheitsmoment  und  r  die  Schwingungsdauer  bedeuten. 

Wenn  ein  in  sich  geschlossener  Ring  aus  Kupfer,  dessen 

Querschnitt  gegen  den  Radius  klein  ist,  in  einem  Felde  von  20 

\Cm  ^g^sec  7  in  der  oben  angegebenen  Stellung  um  einen 
verticalen  Durchmesser  als  Achse  mit  JO  Secunden  Schwingungs- 
dauer schwingt,  so  ist  sein  logarithmisches  Decrement  um 
3l=:  0-02791  grösser  als  das  Decrement  eines  gleichen  aber  an 
einer  Stelle  durchgesägten  Ringes.  Hierbei  wurde  das  Leitungs- 
vermögen des  Kupfers  zu  54  und  seine  Dichte  zu  8*9  ange- 
nommen. Bei  Mangel  aller  übrigen  Dämpfung  wttrde  das  angege- 
bene Decrement  einem  Dämpfungsverhältniss  1"0664  entsprechen. 
Dasselbe  gilt  für  eine  in  sich  geschlossene  Spule;  denn  stellt 
man  sich  vor,  dass  der  Ring  durch  einen  spiraligen  Schnitt  bei 

Slub.  d.  mtthe  m.-aa  tnrw.  Gl.  XCV.  Bd.  II.  Ah.  ^3 
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unveränderter  äusserer  Form  in  eine  solche  Spule  verwandelt 
wird^  so  blieben  Decrement  und  Dämpfungsverhältniss  unge- 
ändert,  da  das  Quadrat  der  Windungsfläche  F*  und  der  Wider- 
stand TT  in  dem  gleichen  Verhältnisse  zunehmen. 

Wäre  die  Dämpfung  einer  geöffneten  Spule  sehr  klein,  so 
Hessen  sich  Veränderungen  im  Decremente  wie  die  obige  sehr 
genau  beobachten  und  man  könnte,  wenn  Wind ungsfläche,  Träg- 
heitsmoment, Widerstand  und  Schwingungsdauer  der  Spule 
bekannt  sind,  aus  dem  Zuwachse  des  Decrementes  beim 
Schliessen  der  Spule  die  Kraft  des  Feldes  in  absolutem  Masse 
berechnen. 
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Über  ein  Schatzrmg-ElektrometeT  mit  continuirliclieT 

Ablesung. 

(Mit  4  Holsschnitten.) 

Von  G«  Janmanii. 

(Ana  dem  physik.  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag.) 

Das  im  Folgenden  beschriebene  Elektrometer  stellt  den  bei 
Gelegenheit  einer  noch  fortlaufenden  Untersuchmig  nothwendig 
gewordenen  Versuch  dar,  das  absolute  Elektrometer  von  Sir  W. 
Thomson  selbstwirkend ^  zu  machen,  ohne  seine  Genauigkeit 
zu  beeinträchtigen. 

Der  centrale  Ausschnitt  des  oberhalb  der  Standplatte  ange- 
brachten Schutzringes  wird  sehr  nahe  ausgefüllt  durch  eine  kreis- 
förmige Platte  von  etwa  8  Ctm.  Durchmesser,  welche  ich  nach 
Kirch  hoff  *  CoUectorplatte  nennen  werde.  Dieselbe  ist  versehen 
mit  einer  Trifilarsuspension  von  etwa- 1  Ctm.  Badius,  welche  aus 
drei  langen  Drähten  gebildet  wird.  Fest  verbunden  mit  der 
CoUectorplatte  ist  ein  Magnetstab,  dessen  Directionskraft  jene 
der  Suspension  nahe  erreicht.  Mit  Hilfe  der  letzteren  wird  der 
Magnet  senkrecht  zum  Meridian  gestellt.  Diese  Aufstellung  zeigt 
trotz  des  fast  100  Grm.  betragenden  Gewichtes  der  CoUectorplatte 
sehr  empfindUch  kleine  Gewichtsvermehrungen  derselben  durch 
die  elektrische  Anziehung  an.  Es  entspricht  bei  der  hier  beschrie- 
benen Ausführung  ejner  Anziehung  von  1  Grammgewicht  ein 
Ausschlag  von  0,03  Bogenmass.  Die  Ablesung  geschieht  mit 
Femrohr  und  Spiegel. 

Bezeichnet  in  Fig.  1  NS  den  Meridian,  OTT  die  Senkrechte, 
n$  die  Axe  des  Magnetstabes,  ^noT  den  Winkel,  um  welchen 
die  obem  und  untern  Aufhängepunkte  gegeneinander  verdreht 


i  Self-acting,  J.  0.  Maxwell,  Ei.  and  Magn.  1873,  p.  271  [219]. 
2  G.  Kirchhoff,  Ges.  Abhandl.  1881,  S.  118. 
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sind,  und  endlich  «  den  Winkel,  welchen  die  Magnetaxe  bei  einer 
elektrischen  Anziehung  f  mit  der  Meridianverticalen  einschliesst, 
so  besteht  die  Gleichung: 


sin© 


cos  (0  -4- «)  =  C  cos  «, 


worin  F  das  Gewicht  der  CoUector- 
platte  sammt  Magnet  vermehrt  um 
das  halbe  Gewicht  der  Aufhänge- 
drähte  und  f  die  elektrische  An- 
ziehung in  absolutem  Mass,  T  eine 
^  durch    das    Torsionsmoment    der 
Drähte   eingefbhrte  Constante  von 
der  Form*  T  =  S/r-*  und  endlich  C 
eine  wesentlich  von  der  Directions- 
kraft    des   Magneten    abhängende 
Constante  bedeuten. 
Durch  Bestimmung  der  Ablenkung  a^  ftlr  eine  Anziehung 
Null  erhält  man  die  Gleichung: 

und  durch  Division : 

^^        /•=[^+-|^]tgö(i+tgetg«)(tg«-tg«) 

Das  Verhältniss  von  7  zu  F  sin  9  bestimmt  den  Antheil, 
welchen  die  Torsion  der  Drähte  an  dem  durch  gegebenen  Ans- 
schlag  erzeugten  Drehungsmoment  nimmt.  Im  gegebenen  Falle 
betrug  derselbe  2,7  Procent. 

Zur  Graduirung  des  Instrumentes  wurde  Gleichung  1  auf  die 
Form  gebracht: 

'  r  =  {A+A^B  tg  a)  (tg  «  -  tg  «,). 

Es  bezeichnet  hier  A  den  Reductionsfactor  des  Apparates^ 
welcher  sehr  genau   in   absolutem  Mass  durch  Auflegen  von 


1  Worin  t  das  Torsionsmoinent  der  Lfingcneinheit  pro  Einheit  de» 
Torsionsbogens  und  r  den  HalbmeBser  der  SuspenBion  bezeichnen. 
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Gewichten  und  Beobachtung  der  Ablenkung  bestimmt  werden 
kann,  und  B  eine  Constante  von  der  Form  sin  0  (F  sin  ©-f-T)-^, 
welche  als  Factor  einer  sehr  kleinen  Correction  mit  genügender 
Genauigkeit  vor  der  endgiltigen  Graduirung  berechnet  werden 
konnte.  Im  gegebenen  Falle  stellt  sich  die  Gleichung  auf: 

2)  /•  =(85,47+ 0,077  «)(«-«o), 

worin  a  und  a^  die  auf  Tangente  corrigirten  Scalenausschläge  in 
Ctm.  ftor  eine  Scalendistanz  von  200  Gtm.  bedeuten. 

Die  CoUectorplatte,  welche  in  CC,  Fig.  2,  dargestellt  ist, 
besteht  aus  einem  bis  auf  0*7  Mm.  abgedrehten  Messingblech 
von  4,025  Ctm.  Radius,  welches  mit  Hilfe  der  Röhre  R  zusamraen- 

Fig.  2. 


R 

s 

I  ■ 


geschraubt  ist  mit  einem  Plättchen  PPy  auf  welches  bei  der 
Graduirung  die  Gewichtsstücke  gelegt  werden.  Der  Magnetstab 
MM  durchbricht  die  Röhre  R,  welche  in  einem  passenden  Aus- 
schnitt unterhalb  desselben  den  Ablesespiegel  S  trägt.  Drei  durch 
die  Platte  P  auf  einem  Kreis  von  1  Ctm.  Radius  in  sorgfältig  aus- 
gemessenen Punkten  von  unten  aus  geführte  conische  Bohrungen, 
deren  letzter  Tbeil  mit  einer  feinen  Nadel  ausgeführt  wurde, 
erlauben  eben  die  Aufhängedrähte  hindurchzuziehen.  Das  durch- 
gezogene Ende  wird  mit  einer  Kerzenflamme  zu  einem  Kttgelchen 
zusammengeschmolzen,  welches  hineingezogen  in  die  conische 
Bohrung  eine  sehr  verlässliche  Befestigung  gewährte.  Der  Kopf 
der  Aufhängung  ist  in  Fig.  3  in  einem  Radialschnitt  dargestellt. 
Er  besteht  aus  einer  Messingplatte  AA,  welche,  um  eine  ver- 
ticale  Axe  drehbar,  durch  drei  Klemmschrauben  K  geführt  und 
festgestellt  werden  kann  und  in  drei  conischen  Bohrungen  &, 
welche  auf  das  Genaueste    den  gleichen  im  Plättchen  P  Fig.  2 
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entsprechen,  die  Anfbängedrähte  fixirt.  Dieselben  laufen  schwach 
geknickt  darch  diese  Bohrnngen  nnd  enden  in  den  Wirbeln  W. 

Die  feinere  Horizontalstellnng 
*^'  *  der  Collectorplatte  wird  durch 

die  Stellschrauben  S  erreicht 
Man  kann  ungescheut  zum 
Zwecke  bequemerer  Ein- 
stellung die  Länge  der  Auf- 
hängenden verändern,  da  die- 
selbe im  Beduotionsfactor  A 
nicht  vorkommt. 
Von  den  Dimensionen  des  Apparates  war  von  Anfang 
gegeben  das  Gewicht  des  Collectors,  welches  bei  entsprechend 
solider  Ausfllhrung  aus  Messing  unter  46,32  Grm.  nicht  herab- 
gedrückt, der  Radius  der  Aufhängung,  welcher  aus  gleichem  Grund 
nicht  unter  1  Gtm.  gewählt,  und  das  specifische  Moment  des 
Magnetstabes,  welches  nicht  höher  als  25  C.  G.  S.  genommen 
werden  konnte,  weil  es  verlässlich  remanent  sein  mnsste  K  Der 
Winkel  0  sollte  20**,  das  Gewicht  des  Magnets  48  Grm.  und  der 
Ausschlag  pro  Grammgewicht  0,03  Bogenmass  erreichen.  Es  war 
dadurch  die  Länge  der  Aufhängung  auf  370  Ctm.  bestimmt. 

Eine  solche  Länge  kann  jedoch  nur  bei  Messung  hoher 
Potentiale  angewendet  werden,  weil  bei  derselben  die  Aus- 
dehnung der  Drähte  durch  Temperaturänderungen  des  Beob- 
achtnngsraumes  und  Belastung  eine  Senkung  des  Collectors  bis 
zu  0,1  Mm.  hervorrufen  kann.    Die  durch  eine  solche  Senkung 


1  Ein  starkes  Sinken  desselben  in  den  ersten  Wochen  nach  der  Auf- 
stellung könnte  nämlich  eine  unbequeme  Nullpnnktswanderung  hervor- 
rufen. £s  berechnet  sich  dieselbe  unter  Beibehaltung  früherer  BcEeich- 
nungen  zu 

A  tg  a  =  AD/r-2  (F  sin  8  -h  T)-! 

wobei  A  tg  «  die  Nullpunktswandening,  /  die  Länge  und  r  den  Radius  der 
Aufhängung,  A  D  aber  die  Änderung  der  Directionskraft  in  C.  G.  S.  be- 
zeichnen. Einer  Änderung  des  Momentes  um  1  Procent  entspricht  eine  Nall> 
punktswanderung  von  0,03  Bogenmass.  Auf  den  Reductionsfactor  hat  die- 
selbe keinen  Einfluss.  Bei  Anwendung  des  von  Strouhal  und  Barus  ange- 
gebenen mehrstündigen  Erhitzens  des  Magnetes  im  Wasserbade  verliert 
sie  jede  Bedeutung. 
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hervorgerafene  Capacitätsändernng  desselben  erlaubt  ^  eine  sehr 
einfaehe  nnd  genaue  Correction  nur  bei  einer  Distanz  der  Stand- 
platte vom  Schutzring;  welche  nicht  unter  2  Ctm.  sinkt.  Fttr 
Messungen  sehr  kleiner  Potentiale  ist  also  höchstens  eine  Länge 
von  50  Ctm.  statthaft.  Um  gleiche  Empfindlichkeit  zu  erhalten^ 
mttsste  man  mit  dem  Radius  der  Aufhängung  bis  auf  0,5  Ctm. 
herabgehen.  Die  Platten  können  dann  bis  auf  2  Mm.  genähert 
werden.  Es  würde  sich  dabei  empfehlen,  die  CoUectorplatte  in 
sonst  gleichen  Dimensionen  aus  Aluminium  zu  verfertigen,  wobei 
der  Magnat  bedeutend  leichter  gewählt  werden  kann.  Die 
Senkungen,  welche  durch  das  Trifilar  selbst  bei  unausdehnbaren 
Fäden  gesetzt  werden,  sind  unbemerkbar  klein.  * 

Bevor  der  Magnet  an  die  CoUectorplatte  befestigt  wurde, 
brachte  ich  durch  eine  Drehung,  welche  die  Wirbel  TT,  Fig.  3, 
um  eine  verticale  Axe  ausführen  konnten,  die  mittlere  Torsion 
der  Drähte  auf  Null,  was  daran  erkannt  werden  konnte,  dass 
grössere,  auf  die  Platte  P,  Fig.  2,  gelegte  Gewichte  keine 
Ablenkung  hervorbrachten.  Die  so  bestimmte  Einstellung  der 
Wirbel  wurde  denselben  bei  allen  späteren  Drehungen  des 
Torsionskopfes  bewahrt.  Nach  dem  Einsetzen  des  Magnetstabes 
wurde  durch  Drehen  der  Platte  A^  Fig.  3,  die  Axe  desselben  senk- 
recht zum  Meridian  und  in  dieser  Stellung  das  Femrohr  auf  den 
Nullpunkt  gestellt.  Ein  Fehler  in  dieser  Einstellung  in  den 
Meridianvertikal  fällt  mit  einem  unbedeutenden  Betrag  in  den 
Werth  des  Reductionsfactors.  Eine  seitliche  Verschiebung  des 
Femrohrs  nach  erfolgter  Graduirung  ändert  den  Reductionsfactor 

im  Verhältniss  von  1 :  (1  4-  tg  6  -),   wobei  v  die  Verschiebung, 

d  die  Scalendistanz  bedeutet.    Eine  solche  Verschiebung  von 


1  G.  Kirchhoff,  a.  a.  O.p.  117;  J.  C.Maxwell,  El.  and  Magn. 
1873.  p.  269  Anm. 

2  Als  Material  für  meine  Drähte  wählte  ich  Silber,  einestheils  wegen 
der  im  Vergleich  zum  Elasticitätsmodnl  hohen  Tragfähigkeit,  haupt- 
sächlich aber  wegen  der  hohen  specifischen  Leitungsfahigkeit.  Es  mnssten 
nämlich,  um  beträchtliche  Senkungen  des  Collectors  zu  vermeiden,  die 
Drähte,  welche  immer  schwache,  bei  Belastung  sich  abflachende  Knickungen 
besitzen,  mit  Hilfe  eines  auf  sie  vertheilten  Stromes  von  circa  5  Amp.  mehr- 
mals bis  auf  180*^  G.  erwärmt,  bei  grösserer  Betastung  gestreckt  werden. 
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etwa  0,6  Gtm.,  welche  im  gegebenen  Falle  einen  Fehler  von 
l7oo  herbeiführen  konnte,  liess  sich  schon  dnrch  Anbringung 
von  Marken  anf  dem  Fussboden  vermeiden. 

In  Bezng  anf  die  äussere  Ausstattung  des  Apparates  sei 
erwähnt,  dass  die  Elektrometerplatten  mit  ihren  Stativen  in 
einen  kubischen  Holzkasten  eingeschlossen  wurden,  welcher  mit 
Stanniol  ausgelegt  war.  Eine  mit  dttnnem  Blech  ausgeschlagene 
Holzröhre,  welche  die  Aufhängedrähte  aufnahm,  schloss  sich  an 
ihn  an.  Oben  trug  dieselbe  ein  Tischehen  mit  dem  Torsions- 
kopf. Die  Stanniol-  und  Blechbelegung,  der  Schutzring,  der 
Torsionskopf  und  mit  diesem  der  Gollector  wurden  zur  Erde 
abgeleitet.  Es  waren  so  störende  Luftströmungen  und  elektrische 
Störungen  von  aussen  vermieden. 

Der  Ablesungsmodus  wurde  sehr  verfeinert  durch  einen 
besonders  constanten  Nullpunkt.  Der  beabsichtigten  Verwendung 
nach  konnte  ich  trotz  der  ziemlich  hohen  Schwingungsdauer  von 
9  Secunden  Ablesung  mit  Umkehrpunkten  wählen.  In  Fällen, 
welche  einfache  Ablesung  fordern,  dürfte  es  leicht  sein,  durch 
einen  den  Magnet  umgebenden  Kupferbügel  eine  sehr  hohe 
Dämpfung  einzuführen.^  Ein  an  einem  schlaffen  Goconfaden 
befestigtes  auf  der  Platte  P,  Fig.  2,  sitzendes  Gewicht,  dessen 
Grösse  genau  bekannt  und  möglichst  nahe  doppelt  so  gross  als 
die  zu  erwartende  Anziehung  gewählt  ist,  lässt  sich  während  der 
Messung  bei  geladenem  Elektrometer  abheben  und  aufsetzen  und 
ermöglicht  so  annähernd  gleiche  Ausschläge  nach  rechts  und 
links.  Ausser  den  gewöhnlichen  Vorzügen  einer  derartigen  Doppel- 
ablesung hat  dieselbe  hier  noch  den  besonderen  Vortheil,  dass 
sie  den  Einflnss  der  Correction  auf  Eantenwirknng  des  Colleetors, 
welche  durch  das  Hervorragen  desselben  aus  dem  Schutzring  der 
Ausdehnung  der  Fäden  wegen  eingeführt  wird,  erheblich 
herabsetzt. 


1  Nachtrag.  Es  ist  mii*  seither  gelungen,  in  dieser  Weise  die  Ein- 
Btellang  vollkommen  aperiodisch  zu  machen.  Die  eine  Hälfte  des 
Magnetes  schwingt  innerhalb  eines  keilförmigen  Hohlraumes,  welcher  in 
einem  Massiv  von  1.6  Kg.  Gewicht  ans  geschmiedetem  Feinkupfer  aas- 
gespart ist.  Die  zweite  Hälfte  des  Magnetstabes  verlangt  keine  Dämpfung. 
Man  bringt  also  die  Visierlinie  mit  Vortheil  in  den  Bereich  derselben. 
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Ich  kann  die  hier  beschriebene  Trifilarwage  ftlr  alle  Fälle 
empfehlen,  in  welchen  man  continniriiche  Wägung  wttnscht.  Das 
abzuwägende  Object  wird  dann  an  Stelle  der  Collectorplatte 
angebracht.  Vor  den  sonst  in  Gebrauch  befindlichen  Wagen  mit 
continuirlicher  Ablesung,  das  ist  also  die  Federwage,  das  Tan- 
gentenpendel  und  die  Tangentenwage,  hat  die  Trifilarwage  den 
Vortheil  voraus,  dass  sich  das  Wägungsobject  bei  der  Wägung 
nicht  verschiebt  Indem  man  dasselbe  mit  der  Trifilarwage  durch 
einen  kurzen  centrirten  Goconfaden  verbindet,  kann  die  unbe- 
deutende Drehung  desselben,  sowie  durch  dasselbe  ausgeübte 
Drehungsmomente  (Flttssigkeitsstörungen  etc.),  wo  dies  ins 
Gewicht  fällt,  vermieden  werden. 

Speciell  von  absoluten  Elektrometern  sind  mir  zwei  bekannt, 
welche  continniriiche  Wägung  benutzen.  Es  ist  dies  das  Cylinder- 
elektrometer  von  den  Herren  £.  Bichat  und  R.  Blondlot  ^, 
welches  eine  Tangentenwage  besitzt,  und  das  Kugelelektrometer 
von  Herrn  6.  Lippmann',  welches  en  miniature  ausgeftthrt, 
ein  Tangentenpendel  zwischen  den  Kugelschalen  zur  Messung 
benutzt.  Es  hat  dieses  Kugeleiektrometer^  den  Vortheil  vor  dem 
Plattenelektrometer  voraus,  dass  zur  absoluten  Messung  des 
Potentials  nur  die  Messung  der  Kraft  nothwendig  ist,  mit  welcher 
sich  die  Kugelhälften  abstossen.  Es  ist  diese  Kraft/*  ftir  ein 
Potential  F: 

Eine  Längenmessung  wie  beim  Thomson'schen  Elektrometer 
entfällt  also.  Dieser  Vorzug  geht  in  der  zweiten  Ausführung  des 
Lippmann'schen  Elektrometers,  in  welcher  die  Messkugel  von 
3-9  Ctm.  Badius  desselben  von  einer  Schutzkugel  von  4*9  Ctm. 
Radius  elektrischer  und  Luftstörungen  halber  umgeben  wird, 
verloren.  Ich  erlaube  mir  hier  andeutungsweise  eine  etwas  abge- 


t  Journ.  de  Phys.,  2.  86rie,  t.  V.  1886,  p.  325  u.  457. 

2  Ebendort,  p.  323. 

3  Ein  solches  hat  schon  Herr  Prof.  E.  Mach  in  einem  am  4.  Sep- 
tember 1883  auf  der  internationalen  elektrischen  Aasstellung  in  Wien 
gehaltenen  Vortrag  demonstrirt.  Vergl.  Zeitschr.  d.  elektrotechn.  Ver.,  Wien, 
XI  u.  Xn,  1883,  S.  10  des  Sep.-Abdr. 


658 


G.  J  a  11  m  a  n  n ,  Schutzring-Elektrometer. 


änderte  Form  dieses  Elektrometers  zu  beschreiben,  bei  welcher 
der  specifische  Vortheil  desselben  mehr  gewahrt  scheint  nnd 
welches  ich  demnächst  versuchsweise  an  meiner  Trifilarwage 
anbringen  werde. 

Die  Kraft  f,  mit  welcher  sich  die  Hemisphären  der  im  Innern 
einer  abgeleiteten  Schutzkugel  vom  Radius  b  gelegenen  Messkugel 
vom  Radius  a  und  Potential  V  abstossen,  ist  bestimmt  durch : 


's      (6— «)» 


1 


-,  =  S^i^-K) 


—2 


Es  ist  also,  um  eine  genaue  Messung  von  h  nnd  a  überflüssig 
zu  machen,  nothwendig,  das  Verhältnis  a :  6  so  zu  wählen,  dass 
der  Factor  6*/(A — o)*  zum  Werthe  einer  Correctur  herabgedrückt 
wird.  Begeht  man  beim  Messen  von  a  und  b  Fehler  von |i  Procent, 

so  ändert  sich  im  ungünstigsten  Fall  -  um  2p  Procent  und  damit 


/'  im  Verhältnis  von  1 :  (1 


Apa 


100  b 


).  Wählt  man  einen   Radius 


b  =  10  a  (also  etwa  6  =:  30  Ctm.,  a  =  3  Ctm.),  so  genügt  eine 


Fig.  4. 


Genauigkeit  von  7»  Procent  für 
die  Längenmessnngen,  während 
in  der  von  Lippmann  gege- 
benen Form  eine  solche  von 
7,e  Procent  noth wendig  ist  um 
den  Fehler  auf  l7oo  herab- 
zudiücken.  Es  verschwindet 
ausserdem  weit  mehr  der  Ein- 
fluss  der  Abweichungen  von  der 
Kugelgestalt  und  der  mangel- 
haften Centrirung.  Ausserhalb  der 
Schutzkugel  B,  Fig.  4,  wird  eine 
Trifilarwage  T  von  beschriebe- 
ner Form  mit  Ablesespiegel  ^S^ 
angebracht,  an  welcher  die  obere  Hälfte  der  durch  einen 
Horizontalschnitt  getheilten  Messkugel  A  mittelst  eines  die  Schutz- 
kugel durchbrechenden  Glasfadens  hängt. 
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Über  die  L  amber  tische  Reihe. 

Von  Prof.  0*  Stolz  in  Innsbruck. 

Mit  dem  Namen  „Lambert'sche  Reihe**  bezeichnet  Euler* 
die  folgende  unendliche  Beihe 

1+«^^  (1) 

Setzt  man  a=:r+l,  ß  =  r  und  schreibt  statt  n  v  bez.  m  Xy 
so  geht  sie  in 

über.  Aus  der  Reihe  (Ä)  lässt  sich  umgekehrt  die  erstere  ableiten 
durch  die  Substitution 

_   ^ 


X  -=.  (a— P)ü     r  zr  — ^—^     m  = 


«— /3  «— /3  ' 

so  dass  diese  beiden  Reihen  im  Falle,  dassa  und  p  von  ein- 
ander verschieden  sind,  als  gleichbedeutend  gelten  können. 
Am  angeführten  Orte  beschäftigt  sich  Eul  er  vornehmlich  mit 
der  Aufgabe,  die  Summe  der  Lambert' sehen  Reihe  aus  ihr 
selbst  zu  bestimmen.  Auf  die  Reihe  {Ä)  übertragen,  lässt  sich  sein 
Verfahren  so  darstellen.  Bezeichnet  man  die  Summe  von  {Ä)  mit 
F{xy  r,  m)  oder,  falls  x,  r  als  beständig  zu  betrachten  sind^  mit 
F(fn),  so  findet  man  unmittelbar  die  Functionalgleichung 

F{m)^F{m^l)  =  xF{m^r).  (1) 

Sie  wird  durch  die  Annahme 

F{m)  =  AX7  (!•) 

i  Vgl.  Euler  de  serie  Lambertina  etc.  in  Acta  acad.  sc.  Petropol. 
ann.  1779  P.  U.,  p.  29. 
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befriedigt,  wenn  man  Xr  eine  Wurzel  der  Gleichung 

A;— 1  =  arX+'  (2) 

sein  lässt.  Nun  sucht  Ealer  zu  beweisen^  dass  die  Summe  der 
Reihe  {Ä)  XT  ist;  die  Constante  Ä  in  (1*)  muss  nämlich  gleich  1 
sein,  da  F(ar,  r,  0)  =  1  ist  Die  Gründe,  welche  er  für  die  Richtig- 
keit dieses  Satzes  geltend  macht,  können  ihn  indess  nicht  über 
allen  Zweifel  erheben. 

Das  ist  aber  nicht  die  einzige  Lücke  in  Euler's  Darstellung. 
Man  hat  vor  allem  Anderen  zu  untersuchen,  für  welche  Werthe 
von  Xy  m,  r  die  Reihe  (A)  convergirt.  So  ermittelt  Weiss  —  der 
sich  in  einer  in  den  Sitzungsberichten  der  kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften  *  vor  Kurzem  erschienenen  Notiz  (welche  deu 
Verfasser  zu  der  vorliegenden  Untersuchung  anregte)  ebenfalls 
mit  der  Summirung  der  Reihe  (A)  beschäftigt,  und  zwar  unter  der 
Voraussetzung,  dass  r  rational,  m  beliebig,  das  ist  reell  oder  com- 
plex,  ist  —  zunächst  alle  Werthe  von  ^,  wofür  die  Reihe  (Ä)  con- 
vergirt. Auch  in  Folgendem  wird  zuerst  die  Bestimmung  des 
Convergenzradius  der  Reihe  (Ä)  versucht.  Sie  gelingt  in  der  That 
für  jeden  reellen  und  complexen  Werth  von  r  mit  Ausnahme 
der  reellen  irrationalen  zwischen  0  und  —1,  und  zwar 
durch  Untersuchung  des  Verhaltens  des  Quotienten  der  CoSffi- 
cienten  von  jr«  und  ar'»+^  in  (Ä) 


Un±l_ 


l-'-f^ii^i-ii^T^l    (») 


bei  lim;i  =  +oo.  Zur  Abkürzung  derselben  dient  die  von  Prof. 
Weiss  a.  a.  0.  p.  591  angeführte  Umformung  der  Reihe  (^)  in 


p-i 

Das  Ergebniss  dieser  Betrachtung  bildet  der  Satz,  dass  der 
Convergenzradius  der  Reihe  (il)  gleich  ist 


1  XCI.  B.  S.  587. 
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worin  r'(r+iy+^  die  Hanptwerthe*  der  bezüglichen 
Potenzen  bedeuten.  Sodann  wird  der  oben  erwähnte  Enler'- 
scfae  Satz  über  die  Summe  von  (Ä)  auf  eine  neue  Art  begründet. 
Er  lässt  sich  schliesslich  auch  ausdehnen  auf  den  Fall  eines 
reellen  irrationalen  zwischen  0  und  — 1  gelegenen  Werthes  von 
r,  in  welchem  der  Convergenzradius  von  (A)  nicht  direct  ermittelt 
worden  ist.  Übrigens  gilt  für  ihn  auch  jetzt  noch  der  gerade 
angeführte  Ausdruck.  Er  ist  nämlich  gleich  dem  Convergenzradius 
der  Potenzreihe  für  ä  m  IXrj  welchen  man  mit  Hilfe  der  Bemer- 
kung, dass  sie  die  Gleichung 

X  =  e-'^'—e-'''-'  (4t*) 

erfüllt,  erhalten  kann. 

Canchy  hat  eine  Regel  zur  genauen  Bestimmung  des  Con- 
vergenzradius der  La gr an ge' sehen  Reihe  angegeben  und  dar- 
nach insbesondere  den  der  Reihe  (Ä)  imter  der  Voraussetzung, 
dass  r-hl  reell  und  positiv  ist,  ermittelt.^  Ich  benutze  eine  andere 
Formulirung  dieser  Regel,  welche  von  V.  Puiseux  und  A.  Picard 
herrührt.'  Cauchy  und  Chiö  scheinen  bei  den  Untersuchungen 
über  den  Convergenzkreis  der  Lagrange'schen  Reihe  den 
Umstand  nicht  ausdrücklich  hervorgehoben  zu  haben,  dass  der- 
selbe auch  durch  solche  Punkte  x  bestimmt  sein  kann,  wofür  die 
Gleichung  x  -z  f{z)  keine  oder  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Wurzeln  %  besitzt.*  Im  Folgenden  ist  darauf  Rücksicht  genommen. 

Die  Reihe  für  IXr  liefert  im  Falle,  dass  r  nicht  reell  ist,  ein 
Beispiel  für  die  Erscheinung,  dass  der  Convergenzkreis  einer 
aus  der  Umkehrung  einer  Gleichung  wie  (4*)  hervorgehenden 


1  Über  den  von  Cauchy  und  Weierstrass  eingeführten Hnuptwerth 
der  Potenz  vgl.  des  Verfassers  Vorles.  üb.  allg.  Arithmetik  11.  S.  202.  Die 
Potenzen  bedeuten  im  Folgenden,  wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich 
bemerkt  ist,  stets  die  Hauptwerthe.  Das  Functionszeichen  /  bezeichnet  den 
Hauptwerth  des  Logarithmus,  arc  tang  den  der  Arcustangens-Function. 

2  Vgl.  Compt.  rend.  T.  34,  p.  314,  346. 

3  Vgl.  LiouviUe  J.  T.  XV.  u.  Nouv.  Ann.  de  Mathöm.  2.  s6rie.  T.  13, 
p.  76  und  Nr.  6. 

4  HeiT  E.  Picard  hat  gezeigt,  dass,  wenn  in  der  Gleichung  a: =/!;«) 
f{z)  eine  ganze  transcendente  Function  von  z  ist,  es  höchstens  einen  solchen 
Punkt  gibt.  Ein  Beispiel  der  im  Texte  erwähnten  Erscheinung  s.  Note  » 
auf  p.  671. 
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Potenzreihe  von  x  nicht  durch  den;  bez.  die  dem  Punkte  d?  =  0 
nächsten  sing^lären  Punkte  der  durch  diese  Gleichung  definirten 
monogenen  Function  z  zu  gehen  braucht. 

Im  FallC;  dasB  in  (I)  a  =  j3  ist;  genügt  es,  a  =  1  zu 
nehmen.  Eni  er  entwickelt  a.  a.  0.  p.  33  als  Summe  der  so  ent- 
standenen Reihe 

oo 

1  '^^ 

r«,  wo  reine  Wurzel  der  Gleichung  /r=:a?ri8t.  Euler's  Ver- 
fahren genügt  den  heutigen  Ansprüchen  nicht  mehr,  lässt  sich 
jedoch  denselben  anpassen. 

1.  Sind  m  und  r  reell  und  r  positiv,  so  hat  «m+i: 
«n  bei  lim  n  =  +oo  den  Grenzwerth  (r+l)'^^:r^.  Sein  reci- 
proker  Werth  ist  bekanntlich  der  Convergenzradius  der  Reihe  {Ä), 

Zufolge  (3)  ergibt  sich  dieser  Satz  unmittelbar  aus  der  Formel 

»»—1 


welche  auf  folgende  Art  bewiesen  wird.  Zunächst  bemerke  man, 
dass 

M — 1  n — 1 

lim   g        '      ,=    lim    )l^_.l=r^  = 

n 

=  /(l+i)      (6) 

ist  Nun  ist;  wenn  man  sich  nur  n  hinlänglich  gross  denkt; 

^^   \       m-^nr-hkj        Z-ijn-hwr-hA 

Z-j        n        ^Km+nr-hkJ         *  ^ 


Lambert'sche  Beihe.  663 

Bezeichnet  s  eine  gegebene  positiTe  Zahl^  kleiner  als  r,  M 
den  absoluten  Betrag  von  m  und  ist  n  auch  so  gross,  dass  M:n<e 
isty  so  hat  man 

1 

folglich  ist  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  absolut 
genommen  kleiner  als 

r — e  Z-j  p  \ii(r— «)/ 

woraus  erhellt,  dass  es  bei  lim«  =  +oo  den  Grenzwerth  0  hat. 
Nunmehr  folgt  aus  (7)  nut  Hilfe  von  (6)  sofort  die  Formel  (5). 

Wendet  man  den  soeben  gezeigten  Satz  auf  die  Nebenform 
(4)  von  (Ä)  an,  so  erkennt  man,  dass,  wenn  m  und  r  reell  und 
r< — 1  ist, 

«=+oo  t/„         (_r— 1)— -1  (— ry 

ist. 

2.  Wenn  m  einen  beliebigen,  reellen  oder  com- 
plexen  Werth,  r  einen  solchen  mit  Ausnahme  der 
reellen  Werthe  zwischen  0  und  — 1  erhält,  so  hat 
\un^i :  ttnl  bei  lim  n  =  +op  den  Grenzwerth 

|(r+l)'+i|:|r|,  (8) 

worin  (r-hl)'"+^  r*"  die  Haupt  werthe  der  bezüglichen  Potenzen 
bedeuten. 

Dieser  Satz,  welcher  den  von  Nr.  1  als  besonderen  Fall  ein- 
schliesst,  lässt  sich  nach  demselben  Verfahren  beweisen.  Wir 
haben  jetzt  zufolge  (3)  das  Verhalten  von 


n— 1 


2 


*/l+ 


1 


nr-hm-^k 


(9) 


bei  lim  n  =  +oo  zu  untersuchen.  Setzt  man 
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60  findet  man 

ll  I  ^        \=1  I  P^+P^^+2p/^+2py +2^(p»-hp^»)+2*p 

I       nr+wi  +  *|  (iip  +  |üH-*)*+(np'+jui')*  '^    ^ 

Der  zweite  Theil  rechts,  den  wir  kurz  mit  H^  bezeichnen,  hat 
die  Form 

worin  a. .  .£,  o/,  ]3',  ^  reelle  Constante  sind.  Stellen  wir  ihm  den 
Quotienten 

* ""  in}^mk+h^ 

gegenüber,  so  ist  zunächst  zu  zeigen,  dass,  wenn  die  Gleichung 

d+£f+?=:0    d.i.     (p+0*+p'*  =  0  (11) 

keine  reelle  Wurzel  im  Intervalle  (0,  1),  und  zwar  auch  nicht 
?=:0  und  ?i=:l  hat  —  was  hier  stets  erfttUt  ist,  indem  entweder 
p'^0  oder  falls  p'  i=  0  ist,  p  >  0  oder  p+1  <  0  ist  — , 

»— 1 

lim    y*{H*— J4  =  0  (12) 

ist.  Es  ist  nämlich,  wenn  ^ :  n  =  ^  und 

— -4-13-4-71  =iV 
n 

gesetzt  werden, 

H,-j.=^s±!^±^}=i±m..\     (13) 

(«+.f+{")(ä+.j+5'+-JV)    ° 

Da  0  <  ^  <  1  und  es  eine  solche  positive  Zahl  \  gibt^  dass 

dH-e?-4-?*>A 

isty  so  erschliesst  man  aus  (lä)  unmittelbar  die  Existenz  einer 
positiven  Zahl  v  von  derBeschafienheit,  dass  sich  ihr  eine  andere  x 
so  zuordnen  lässt,  dass,  wenn  nur  n  ::>  v  ist, 

\H,—J,\<rL:n^ 

ist.  Damit  ist  aber  auch  die  Formel  (12)  erwiesen. 
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Nnn  ist  bekanntlich 


.i':r.?*=/'OT'* 


also  hat  znfolge(12)  auchV  H*  bei  lim  k  =  -f-oo  einen  Grenz- 
werth,  und  zwar  ist  er  dem  ersteren  gleich.  Ans  der  Formel 


ergibt  sich  auf  ähnliche  Weise,  wie  ans  (6)  die  Gleichung  (5) 
abgeleitet  wurde,  dass  der  Ausdruck  (9)  bei  lim  n  =  +oo  den- 
selben Grenzwerth  hat.  So  gelangen  wir  endlich  zur  Formel 


«-+, 


und  damit,  wenn  wir  für  das  letzte  Integral  J  schreiben,  zur 
Formel 


lim 

n  SS  -4-00 


|r|P 


Der  Nachweis,  dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit 
dem  Quotienten  (8)  ttbereinstimmt,  erfordert  im  Falle,  dass  r 
nicht  reell  ist,  einige  Rechnung.  Man  unterscheide  die  Fälle: 

1)     /5>0  oder  p<  — 1,  j 


4)     p  =  -l 

Im  ersten  ist  es  bequem,  den  Werth  des  Integrales  J  in  die 

Form 

1  /•!  p'  1  {  J  p'  ) 

Jzz rl    .  rf  arc  tan— *— 7:  =  --7<arc  tan  -^  —  arc  tan  — ^( 

PJo  PH-f        P<  P  P+1^ 

Sltzb.  d.  mathem.-natQrw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Ah.  44 
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zn  bringen^  in  den  übrigen  Fällen  mnss  man  bei  der  ilblicben 
Darstellung 


'~  a 


d  arc  tan  ^— j—  =  — r  larc  tan  £— j arc  tan  -^\ 


bleiben. 

3.  In  den  im  Vorstehenden  betrachteten  Fällen  lässt  sieh 
der  Convergenzradias  der  Potenzreihe  (Ä)  ziemlich  leicht  direct 
bestimmen«  Ihr  Verhalten  in  den  Punkten  des  Convergenzkreises 
selbst  wäre,  den  schon  von  Herrn  Weiss  erledigten  Fall  eines 
rationalen  r  abgerechnet,  durch  eine  eigene  Untersnchung  fest- 
zustellen. Wir  sehen  jedoch  zunächst  davon  ab,  da  die  Kenntniss 
dieses  Verhaltens  von  untergeordneter  Bedeutung  ist.  Dagegen 
zeigen  wir  den  folgenden  Satz: 

Im  Falle,  dass  r  irgend  einen  Werth  mit  Aus- 
nahme der  reellen  irrationalen  zwischen  0  und  1 
erhält,  ist  für  diejenigen  Werthe  von  o?,  wofür  die 
Reihe  (A)  convergirt,  ihre  Snmme  gleich  dem  Haupt- 
werthe  xr,  wo  Xr  diejenige  Wurzel  der  Gleichung  (2) 
bezeichnet,   welche  für  x-=zQ  den  Werth  1  annimmt. 

Der  Beweis  des  Satzes  setzt  sich  aus  drei  Bemerkungen 
zusammen.  1.  Wird  festgesetzt,  dass  F(a?,  r,  0)  =  1  ist,  so  genügt 
der  Functionalgleichung  (1),  d.  i. 

F{m)—F(m—\)  =  a;F(m^r)  (1) 

im  Falle,  dass  m  eine  natürliche  Zahl  ist,  die  Summe 
einer  und  nur  einer  Potenzreihe  von  or,  nämlich  (^4).  Setzt  man 
in(l) 


F(»i)=1+2xp('»)*'' 


und  vergleicht  die  Co€fficienten  derselben  Potenzen  von  a:  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung,  so  erhält  man  die  Relationen 

XiW— Xi(»«— i)  =  i  («) 

X»— Xp(»"— 1)  =  X;>-i(»«+'')  (p  =  2,  3. .  .).    (*) 

Ans  der  ersten  folgt,  da  Xi(0)  =  0  ist,  Xil"*)  =  *">  ^^^  ^®'" 
zweiten  wegen  Xp-i(0)  =  0 
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m 

X»  =  2 Xp-i(*+'-)     (p  =  2,  3 . . . ), 

1 

wodurch  Xi  W  Za W  •  •  •  völlig  bestimmt  sind.  Man  findet  weiter 
durch  unmittelbare  Substitution,  dass  der  Ausdruck 


'iiH-(r+l);>— 1\ 

p  \      p— 1      h 


der  für  m  zz  0  verschwindet,  die  Recursionsgleichung  (6)  be- 
friedigt 

2.  Setzt  man  in  (2)  X  n:  1  +y,  wodurch  diese  Gleichung  in 

ar  =  y(l+y) ^ 

=  yjl_(r+l)ff+(-"2-^)y*+..  j  ^'^ 

übergeht,  so  erkennt  man  mittelst  des  Satzes  ttber  die  Umkehrun^ 
der  Reihen,  dass  es  eine  und  nur  eine  convergente  Potenzreihe 
von  X  ohne  constantes  Glied  gibt,  welche  für y  in  {c)  gesetzt, 
die  Gleichung  identisch  befriedigt.  Also  gibt  es  eine  und  nur  eine 
Potenzreihe  von  jr,  welche  für  jriz:  0  den  Werth  1  annimmt  und 
für  Xr  gesetzt,  der  Gleichung  (2)  genügt,  folglich  auch  für  J^ 
eine  Potenzreihe  von  ar,  die  für  a;  =  0  gleich  1  ist.  Da  die  letzte 
Reihe  zufolge  einer  früheren  Bemerkung  der  Gleichung  (1)  Genüge 
leistet,  es  aber  im  Falle,  dass  m  ganz  und  positiv  ist,  nur  eine 
solche  Reihe,  nämlich  {Ä)  gibt,  so  muss  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Summe  von  {Ä)  XT  sein. 

3.  Besteht  die  Gleichung 

i?l(ar,r,in)=F(a?,r,l)- 

für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  von  wi,  so  gilt  sie  für 
jeden  beliebigen.  Bildet  man  nämlich  den  Hauptwerth 

^,,..).=|i.2-;-(tr/V! 


1 


nach  dem  polynomischen  Satze,  so  ist  der  Coefficient  von  af"  eine 
ganze  Function  wten  Grades  von  m.  Da  er  für  jeden  positiven 
ganzzahligen  Werth  von  m  mit  dem  Ausdrucke 

44* 
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m_/m-hn(r-hi)—l\ 
n  \  n— 1         / 

ttbereinstimmty  so  ist  er  damit  identisch. 

4.  Wenn  in  der  Gleichung  (2)  r+1  eine  natürliche  Zahl 
ist,  so  stellt  die  Potenzreihe  (^4)  für  m  =  1  bekanntlich  die- 
jenige  Wnrzel  Xr  dieser  Gleichung  dar,  welche  den 
kleinsten  absoluten  Betrag  besitzt  Für  Werthe  von  x 
von  gehörig  kleinem  Betrage  folgt  der  Satz  einfach  daraus,  dass 
in  der  Umgebung  von  j?  =  0  nur  eine  Wurzel  sich  in  eine  Reihe 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  or,  nämlich  in  die  soeben 
erwähnte,  entwickeln  lässt,  während  die  andern  r  durch  eine 
nach   steigenden  Potenzen   von  y/  a;  fortschreitende,   mit  dem 

Gliede  x  **  beginnende  Reihe  dargestellt,  somit  für  lim  o;  =  0 
unendlich  werden.  Durch  eine  Stetigkeitsbetrachtung  lässt  sich 
dann  der  Satz  anf  alle  x  innerhalb  des  gemeinschaftlichen  Con- 
vergenzkreises  der  beiden  Reihen  ausdehnen.  Es  dürfte  nicht 
ohne  Interesse  sein,  dass  auch  die  letztere  Reihe  eine  Lam- 
bert'sehe  ist.  In  der  That  setzt  man  in  (2) 

x  =  — 1:»  ^  =  {—ty 

und  zieht  die  rte  Wurzel,  so  gelangt  man  zur  Gleichung 

1 

welche  durch  die  Substitution  1+y  =  «  in  eine  Gleichung  von 
der  Form  (2)  nämlich 


übergeht.  Da  nun 


tz     '•  =  z — 1 


% 1 


ist,  so  erhält  man  für  die  Gruppe  der  r  in  jr  =  0  unendlichen 
Wui-zeln  von  (2)  die  Entwicklung 

1  ^        n — 1        ' 
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Der  Convergenzradius  dieser  Beihe  ist  die  rte  Potenz  von 


,-i-i 


(i+y)     '••(■7)  '    ^•^-  ^''ir-hiy-^K 

5.  In  Nr.  3  ist  bereits  bemerkt,  dass  man  die  Gleichung  (c) 
nach  y  durch  eine  und  nur  eine  convergente  Potenzreihe  von  x 
ohne  constantes  Glied  auflösen  könne.  Daselbst  haben  wir  auch 
erfahren,  dass,  wenn  r  nicht  einen  reellen  irrationalen  zwischen  0 
und  — 1  gelegenen  Werth  erhält,  diese  Keihe 

1 

ist.  Daraus  lässt  sich  nach  der  im  Absatz  3  von  Nr.  3  benutzten 
Methode  sohliessen,  dass,  was  r  auch  sein  mag,  die  Beihe  (14) 
an  Stelle  von  y  in  die  Gleichung  (c),  d.  i. 

^  =  y(i+yr^-^  (15) 

eingesetzt,  sie  identisch  erfbllt.  Das  gilt  allerdings  zunächst  nur 
für  Werthe  von  x  von  hinlänglich  kleinem  Betrage.  Für  eben  die- 
«selben  ist  die  Summe  der  aus  {Ä)  durch  die  Annahme  m  =  1  her- 
vorgehenden Beihe  eine  Wurzel  X  der  Gleichung  (2)  und  daher 
zufolge  der  Bemerkung  3  in  Nr.  3  die  von  (A)  der  Hauptwerth 
Xr«  Da  wir  aber  jetzt  die  Gewissheit  besitzen,  dass  die  Beihe  (^4) 
Äuch  falls  r  zwischen  0  und  — 1  liegt  und  irrational  ist,  zu  den 
convergenten  Potenzreihen  gehört,  d.  i.  nicht  etwa  blos  für  a;  =  0 
convergirt,  so  steht  nichts  mehr  im  Wege,  die  in  Nr.  3  gemachten 
Schltlsse  auf  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  auszudehnen.  Der 
Satz  am  Eingange  von  Nr.  3  hat  somit  auch  fllr  ihn  Geltung 
erlangt. 

In  dem  in  Bede  stehenden  Falle  (0  >  r  >  —  1)  vermögen  wir 
den  wahren  Convergenzradius  R  der  Potenzreihe  (Ä)  auf  folgende 
Art  zu  bestimmen.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  er  gleich  ist  dem 
Convergenzradius  R'  der  Potenzreihe  fllr  die  Function 

z  =  lXr  =  /(1-Hy), 
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welche  wir  sogleich  ableiten  werden.  Da  nämlich  die  Snmoie 
von  {Ä) 

X^^)^Xr  =  ^  (16) 

ist;  SO  mnss  R^R'  sein.  Ans  der  Gleichung 

m 

ergibt  sich  aber  hier^  dass  R'  ^  R  ist.  Denn  sollte  R'  <  R  sein^ 
so  müsste  J?*\  d.  i.  X-  =  1+y  ftir  einen  von  0  verschiedenen 
Werth  von  x^  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  R  ist,  ver- 
schwinden. Das  ist  aber  nach  (15)  unmöglich.  Es  bleibt  somit  nur 
die  Eelation  R  =  R'  ttbrig. 

Die  Reihe  fUr  z  erhält  man  nach  E  ul e r  a.  a.  0.  p.  31  mittelst 
der  Formel 

T^ 1 

/X  =  lim^^ i, 

»1=0         w 

wobei  m  eine  reelle  Zahl  sein  soll.  Es  gibt  nun  eine  positive 
Zahl  if,  dass,  wenn  wir  uns  \x\-=zX  hinlänglich  klein  denken^ 
die  Reihe 


J"— : 


m 


i=?irr^> 


für  alle  Werthe  von  m  im  Intervalle  ( — Jf,  -hJtf)  sicher  gleich- 
massig  convergirt.  Denn  man  hat  für  jeden  von  ihnen 


p+i 


worin  die  letztere  Reihe  aus  dem  Reste  von  {Ä),  falls  man  m,  r+1, 
bez.  durch  — My  — l»*-»-!!  ersetzt,  durch  Division  mit  M  folgt^ 
also  sicher  zu  den  convergenten  gehört.  Man  darf  daher  in  der 
letzten  Gleichung  den  Grenzübergang  lim  m  =  0  rechts  glied- 
weise ausführen,  wodurch  man  die  Entwicklung  erhält 
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Da  1+y  =  ^  nnd  zufolge  (16) 

ist,  80  geht  (15)  in  die  Gleichung 

X  =  tf--»— <r-(H-i)*  (18) 

ttber,  deren  rechte  Seite  eine  ganze  transcendente  Function 
von  z  bildet.  Die  Keihe  (17)  entsteht  auch  durch  Umkehrung  der 
Gleichung  (18).  Ihr  Convergenzkreis  mit  dem  Radius  R'  geht 
entweder  durch  einen  solchen  Punkt  jr,  wofür  die 
Gleichung  (18)  keine  oder  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Auflösungen  nach«  besitzt  oder  durch  einen  der 
Punkte  X,  die  aus  (18)  gefunden  werden,  mittelst  eines  die 
Gleichung 

—  (e-^'—e-i^-^-^)»)  =  e-''^'{r^'l—re'}  =  0 
dz 

befriedigenden  Werthes  von  «.*  Die  Punkte  der  zweiten  Art 
sind,  da 

e'=r±l    ,  =  l{^)^2k.i  (19) 

ist, 

x  =  ^  (lltlV"^'  e'-^r+l)k^  (20) 

worin  k  jede  ganze  Zahl  sein  darf. 

Wenn  r  irgend  einen  Punkt  der  Zahlenebene  ausserhalb  der 
reellen  Strecke  ( — 1, 0)  bedeutet,  so  ist  (r-hl) :  r  nicht  reell  und 
negativ  und  man  hat 


1  Betrachtet  man  z.  B.  die  Gleichung 

so  ist  ein  Punkt  erster  Art,  nämlich  x=0,  und  zwei  der  zweiten  Art,  x=se 
und  a:=l :  e,  vorhanden.  Nun  sei  Xq  ein  Werth,  der  dem  Punkte  a:=0  näher 
liegt  als  den  beiden  anderen  und  z^^zq  eine  Wurzel  der  Gleichung 

Setzt  man  in  (a)  x=Xq'{-u,  «^«q+o,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
zwischen  u  und  v,  durch  deren  Umkehrung  sich  für  v  eine  Potenzreihe  von 
«  ergibt,  deren  Convergenzkreis  durch  den  Punkt  n=s-^XQ,  d.  i.  x=0  geht. 
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r\rj         ~  r  Wl/      ""  (r+iy+i""^' 

Dass  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Braches  Haaptwerthe 
sind,  ergibt  sich  daraus,  dass  hier  die  Relation 


<7il)  =  ^'-'^'-^i> 


besteht.  Wie  wir  in  Nr.  2  erfahren  haben,  hat  der  Convergenz- 
kreis  der  Reihe  (Ä),  der  mit  dem  von  (18)  zusammenfällt,  den 
Radius 

|r1:|(r+l)'+>|;  (21) 

er  geht  somit  durch  den  Punkt  o?  =  c,  welcher,  falls  r  nicht  reell 
ist,  unter  den  Punkten  (20)  keineswegs  den  kleinsten  Abstand 
vom  Punkte  or  =  0  besitzt.  Sie  kommen  ihm  sogar  so  nahe,  als 
man  will.  Die  dlrecte  Feststellung  des  Radius  (21)  war  nicht 
überflüssig,  denn  ihn  aus  dem  Vorstehenden  zu  ermitteln,  dürfte 
bei  nicht  reellem  r  schwer  angehen.  Hätten  wir  auch  gezeigt,  dass^ 
wenn  x  in  der  Gleichung  (18)  irgend  bestimmten  Werth  erhält, 
ihr  stets  unendlich  viele  Werthe  von  x  genügen,  so  wäre  damit 
nicht  viel  gewonnen,  weil  die  Werthe  (20)  verschiedene  absolut, 
Beträge  haben. 

Wenn  aber  r  reell  ist  —  und  zwar  sei  gerade  0  >  r  >  — 1  — , 
die  Punkte  (20)  mithin  denselben  Abstand  von  ^  =  0 

1^'  =  TZ7  [VTV       "^  (r+l)^+^  (^^^ 

besitzen,  so  gibt  es  jetzt  zwei  Wege,  um  zum  Satze  zu  gelangen, 
dass  der  Convergenzradius  der  Reihen  (17)  und  (Ä) 
genau  den  mit  (21)  übereinstimmenden  Werth  (22)  hat. 
Beim  ersten  kommt  es  darauf  an,  nachzuweisen,  dass  die  Glei- 
chung(18)bei  beliebigem  endlichen^?  unendlich  viele  Wurzeln  hat. 
Trifft  das  zu,  so  muss  der  soeben  erwähnte  Satz  richtig  sein, 
denn  wäre  der  Convergenzradius  von  (17)  grösser  als  |c|  in  (22), 
so  müsste  diese  Reihe  beständig  convergiren,  was  nicht  sein 
kann,  da  die  durch  die  Gleichung  (18)  definirte  Function  z  von  x 
nicht  eindeutig  ist.   Der  zweite  Weg,   den  wir  im  Folgenden 
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^beschreiten  werden,  läaft  einSttIck  weit  mit  dem  ersten  zusammen, 
go  dass  wir  aach  den  Beweis  des  bei  diesem  nöthigen  Hilfssatzes 
andeuten  können. 

6.  Es  sei  die  Gleichung 

xz=if{z)  =  zf^{z)  (a) 

vergelegt,  worin  f{z)  und  f^{z)  ganze  rationale  oder  transscen- 
dente  Functionen  von  z  bezeichnen,  von  denen  die  letztere  für 
%z=iQ  nicht  verschwindet.  Wir  setzen  z  =  ?+>3i  und  construiren  fr? 
als  rechtwinklige  Coordinaten.  Hat  die  Gleichung  f{z)  =  0  un- 
endlich viele  Wurzeln,  so  sind  sie  jedenfalls  von  einander  isolirt. 
Betrachten  wir  nun  die  Curven 

(/•(?+„OI»  =  ««,   («>o)  (b) 

welche  die  Orte  gleichen  absoluten  Betrages  von  f(z)  verbinden, 
80  ist  klar,  dass  keine  zwei  von  ihnen  sich  schneiden.  Lässt  man 
in  (6)  die  positive  Constante  a  von  0  bis  zu  einer  gewissen  Zahl  x 
ansteigen,  so  muss  jede  der  Curven  einen  einfachen  geschlosse- 
nen Theil  besitzen,  welcher  den  Punkt  z=zO  umgibt  (und  einen 
solchen  auch  entsprechend  jeder  anderen  Wurzel  von  f{z)  =  0) 
und  zwar  umschliesst  der  zur  Curve  a  =  a^^x,  gehörige  Theil 
den,  welcher  der  irgend  einem  kleineren  Werthe  von  x  ent- 
sprechenden Curve  angehört.  Bezeichnet  man  das  hier  in  Betracht 
gezogene  Stück  der  a  =  x  entsprechenden  Curve  (b)  mit  I,  so 
kann  man  die  folgenden  Sätze  ^  aufstellen. 

1,  „Bedeutet  x^  einen  Werth,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner 
als  X  ist,  so  gibt  es  innerhalb  der  Liniei  einen  und  nur  einen 
Punkt  a?j,  woftlr  f(z^)  =  x^  ist."  Beweis.  Man  hat  für  alle 
Punkte  z  von  t 


f{z)-x,  -  f{z)  ^  f{zy  ^  •  •  •  ^  /•(.)-+» 


1  Hat  die  Gleichang  (a)  im  Texte  die  Form 

80  gehören  zu  jedem  Werthe  x^  genau  m  verschiedene  Wurzeln  z^,  «s?  •  •  • 
derselben  und  das  Integral  in  (c)  liefert  die  Summe 

^«l)-4-^«2)-^...+n««.). 

In  {d)  ist  anstatt  F{z{)  dieser  Ausdruck,  anstatt  F(0)  mF(0)  zu  setzen. 


674  O.Stolz, 

und  findet  daraus,  indem  diese  Reihe  gleichmässig  fttr  alle 
Punkte  von  f  convergirt. 

Das  letzte  Integral  ist,  wenn  man  sich  den  Integrationsweg 
im  positivem  Sinne  beschrieben  denkt,  2;r»,  weil  f{z)  nur  fllr  den 
Pnnkt  z  =  0  des  von  f  umschlossenen  Gebietes  yerscbwindet 

Somit  ist  auch 

f{z)dz 


I 


t  AW-^i 


=  2m. 


2.  „Ist  F(z)  eine  eindeutige  Function  von  z^  welche  minde- 
stens fttr  alle  Punkte  innerhalb  der  Gurve  t  holomorph  ist,  so 
ergibt  sich  auf  ähnliche  Weise  aus  der  Formel 

die  für  alle  Werthe  or^,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
als  X  ist,  giltige  Entwicklung 

Als  Integrationsweg  für  die  auf  der  rechten  Seite  von  (d) 
vorkommenden  Integrale  kann  man  jede  einfache,  in  sich  zurück- 
laufende Linie  benutzen,  welche  von  der  Curve  f  umschlossen  ist 
Setzt  man  in  (d)  F(z)  =  z,  so  erhält  man  einen  Zweig  der  um- 
gekehrten Function  zu  f{z) 


2Tt  ^ «/, 


^■^/■y^=«-,).      « 


3.  Wenn  auf  I  ein  Punkt «/  vorkommt,  wofür /*' (2/)  =  0 
ist,  so  ist  der  Radius  des  Gonvergenzkreises  der  Reihe 
$(^1)  gleich  X.  Bis  jetzt  ist  nur  ermittelt,  dass  dieser  Radius, 
welchen  wir  mit  S  bezeichnen,  ^x  ist  Es  sei  /"(«Q  =  a/,  so  dass 
\a/\  =  X  ist  Divergirt  $(a?j)  für  or,  =  o/,  so  ist  5  =  x.  Convergirt 
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aber  $(a7j)  für  of^  =  a/,  so  ergibt  sich  diese  Gleichung  auf  fol- 
gende Art.  Es  sei  $(a/)  =  2^,  z^  ein  Punkt  der  geraden  Strecke 
(kf  und  f{z^)  =  Xy  Die  Gleichung  x^  =  f{z)  hat,  da  \x^\<^  ißt, 
nur  die  eine  Wurzel  zzizz^  innerhalb  der  Curye  I.  Demnach  muss 

«1  =  %^x\  d.  i- 

z,  =  Wi^i)) 

sein.  Läset  man  nun  z^  aaf  Oxf  gegen  n/  rttcken,  so  ist 

lim /•(*,)  =/-(^  =  *' 

lim  Wih))  =  ün»  *(^i)  =  *(^  =  <•/ 

also  folgt  «'^  =zf,  d.l  ^(a/)  =  «'.  Die  Gleichung  j/  =  /•(«)  wird 
im  Allgemeinen  neben  2;  =  z^  noch  andere  Wurzeln  2;  =  2/^  zulassen. 
Und  es  ist  denkbar,  dass,  wenn  man  in  (a)  statt  x  und  2,  bezw. 
{x — af)'^af  und  (« — J^-^-J'  setzt  und  die  rechte  Seite  nach 
Potenzen  von  z — J'  entvrickelt,  in  der  umgewandelten  Gleichung 

x—af  =  AOC«— «^0+  •  •  • 

/'(«")  von  0  verschieden  ist,  dass  also  für  z — «"  eine  Reihe  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x — af^  nämlich 

sich  ergibt  Auf  keinen  Fall  kann  aber  hier,  auch  wenn  x  noch 
so  nahe  an  xf  gewählt  wird,  z  =  $(0;)  sein ;  denn  wäre  dem  so, 
so  würde  sich  für  Um  {x — af)  =:  0  links  2/ — «",  rechts  0  ergeben, 
was  unmöglich  ist.  Will  man  die  Werthe  von  ^(;r)  wieder  erhalten, 
so  muss  man  demnach  in  (a)  statt  j?  und  z^  bezw.  {x — xt)-\-xf  und 
(2; — 2/) -4- 2/  setzen,  die  rechte  Seite  nach  Potenzen  von  z — J  ent- 
wickeln und  die  so  erhaltene  Gleichung 


m!     ^         ^ 


umkehren.  Da,  wenn  f^'^\zf)  nicht  0  sein  soll,  m^2  sein  muss,  so 
erhellt,  dass  sich  fttr  z — J  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  \/x — a/  fortschreitende  Reihe  ergibt.  Es  verliert  somit  die 


^  Nach  einem  bekannten  Satze  von  Abel. 
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Summe  ^(o?)  der  Beihe  (e)  im  Punkte  xzasf  des  Kreises  (0,  x) 
den  Charakter  einer  ganzen  Function;  dieser  Kreis  muss  also 
ihr  Convergenzkreis  sein.* 

NB.  Setzt  man  oi  =  ?-4-Vt,  so  ist  der  Punkt  (f',  y/)  fÄr  die 
Curve 

im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  singulär.  Ist  nämlich 
so  hat  man^  da 

ist,  fttr  den  Punkt  ?=?',>?  =  >}' 

und  somit 

?^-0    ^^--0 

7.  Man  setze  nun  in  fa) 

/•(«)  =  ^-r,_^-(r+l).       (0>  r>  — 1). 

Dann  ist 

/*(?-f->?i)  =  e-('"+^>5{«5cosn3 — cos(r-4-l)>7| — 

— ie^('-+i)e{i?5sinr>? — sin(r+  l)v]r 

so  dass  man  fUr  die  Curve  (6)  erhält 

e-^r^  4.i?-2(''+i)5_2<r-(2'-+i)e  cosi?  =  a*     (a  >  0).         (23 

Greift  man  von  den  Werthen  (19),  wofür /*'(«)  verschwindet 
und  f(z)  den  absoluten  Betrag 

x  =  (— r)-(r-4.iy+i  (24) 

hat,  die  A  =:  0  und  k^zl  entsprechenden 


1  Nach  einem  Satze  von  Weierstrass  vgl.  des  YerfasserB  Vorlesun- 
gen n,  S.  183. 


L amber t*8ohe  Reihe.  077 

heraus,  so  liegen  die  dadurch  bestimmten  Punkte 

^'  =  KTZr)    "'  =  *''  (25) 

auf  einem  geschlossenen  Theile  der  aus  (23)  durch  die  Annahme 
a  =  X  hervorgehenden  Curye,  welcher  die  Beschaffenheit  besitzt, 
wie  sie  in  Nr.  6  hinsichtlich  des  mit  f  bezeichneten  Theiles  von 
(/•)  vorausgesetzt  wurde.  Das  lehrt  eine  nähere  Untersuchung  von 
(23)  sofort. 

Da  die  Gleichung  (23)  dadurch  nicht  verändert  wird,  dass 
man  i?  durch  19+ 2far  (A:  ganze  Zahl)  ersetzt,  so  erkennt  man,  dass 
die  durch  sie  dargestellte  Gurve  in  der  Art  erzeugt  werden  kann, 
dass  man  den  der  Annahme 

entsprechenden  Theil  derselben  beliebig  oft  um  das  Stück  27r 
längs  der  y^-Axc  verschiebt.  Die  Curve  (23)  schneidet  die  C-Axe 
in  zwei  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  1  =  0,  19  =  0  gelegenen 
Punkten,  deren  Abscissen  sich  aus  den  Gleichungen 

ergeben.  Es  wächst  nämlich  die  auf  der  linken  Seite  derselben 
befindliche  Function  zugleich  mit  ^beständig,  und  zwar  von  —00 
bis  +00,  während  sie  für  ^  =  0  verschwindet.  Ftbr  f  =  0  folgt 
aus  (23) 

2 — 2cos>}  =  «*, 

mithin  wird  die  vj-Aze  von  der  Gurve  (23)  nur  dann,  und  zwar 
auch  innerhalb  der  Strecke  ( — 9r,  ;r)  geschnitten,  wenn  a  ^  2  ist. 
Wird  endlich  in  (23)  >?  =  =b  ;r  gesetzt,  so  ergibt  sich 

Die  Function  er^+er<''+^)^  zeigt  folgenden  Gang.  Während 
f  die  Werthe  von  —00  bis  ^'  in  (25)  durchläuft,  nimmt  sie 
beständig  ab,  und  zwar  von  +00  bis  zu  ihrer  unteren  Grenze  x 
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in  (24).  Geht  dann  C  von  C'  bis  -4-00,  so  nimmt  sie  beständig  zu, 
und  zwar  von  x  bis  +cx).  Die  Curven  (23)  zeigen  mitbin  den 
Geraden  lo^n  =  0  gegenüber  ein  verschiedenes  Verhalten.  Ist 
a<x,  so  gehört  zu  (23)  eine  einfache  geschlossene  Linie,  welche 
den  Punkt  ?  =  0,  >?  =  0  umgibt  und  von  keiner  der  Geraden 
Vi — n  z=  0  und  t^+^t  —  0  geschnitten  wird.  Ist  a  =  x,  so  dehnt 
sich  das  Oval  so  weit  aus,  dass  es  diese  Geraden  bertlhrt,  und 
zwar  in  den  Punkten  (25).  Zugleich  erscheinen  diese  als  Doppel- 
punkte der  Gesammtcurve  (23).  Ist  a>x,  so  werden  die  Geraden 
fi — TT  =  0  und  >?-h;r  =  0  von  (23)  geschnitten. 

NB.  Untersucht  man  neben  den  Curven  (23)  noch  die  Curven, 
welche  diejenigen  Punkte  (C,  >?),  woflir  f(z)  einerlei  Neigung  hat, 
verbinden  —  es  würde  genügen,  die  Curven 

e^smrifi — sin(r -+-!)>}  =  0    ^cosn? — cos(r-f-l)i7  =  0 

zu  betrachten  —  so  überzeugt  man  sich  unmittelbar  von  der 
Richtigkeit  des  am  Schlüsse  von  Nr.  5  erwähnten  Satzes  über 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (18). 

8.  Wir  haben  noch  die  Summe  der  Beihe 

00 

1 

zu  ermitteln.  Der  Radius  ihres  Convergenzkreises  ist  l:e  und 
sie  convergirt  auch  in  den  Punkten  desselben  absolut.  Man  hat 
nämlich 

Setzt  man  in  (2)  an  Stelle  von  x  ^, 

1         1 

80  geht  die  Gleichung  in 

-!^  =  XU  (26) 

ftber.  Zugleich  findet  man 
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II  =  Ff  Ca?, -TT —1,^)  =  1+^+ 

oo 

+  ]l^{n+l-^){n-^l-2^). .  .(n+l-[n-l]0.      (27) 


Denken  wir  nns  die  von  0  yerschiedene  Zahl  C  reell  nnd 
kleiner  als  1,  so  convergirt  die  Reihe  (27)  genau  ftlr  alle  Werthe, 
deren  absoluter  Betrag  unter 


(1-0^'  * 


liegt.  Dieser  Ausdruck  hat  bekanntlich  bei  lim  C  =  0  den  Grenz- 
werth  1 :  e.  Geben  wir  nun  in  (27)  o?  einen  bestimmten  Werth, 
dessen  absoluter  Betrag  X  kleiner  als  1 : «  ist,  und  betrachten  u 
als  Function  von  ?,  so  finden  wir 


lim  II  =  1+% 

5-0  ■     ^ 


(n-4-l)''--^ar" 
it! 


(28) 


Dieser  Schluss  ist  gestattet,  wenn  sich  eine  positive  Zahl  S 
von  der  Beschaffenheit  angeben  lässt,  dass  die  Beihe  (27)  für  alle 
Werthe  von  ^  im  Intervalle  ( — 5,  S)  gleichmässig  convergirt  Das 
ist  hier  in  der  That  möglich.  Zunächst  werde  8':>-0  so  gewählt, 
dass  fttr  alle  Werthe  von  C  im  Intervalle  (— *',  *0 

ist,  also  die  Reihe  (27)  för  alle  diese  Werthe  von  |  convergirt. 
Ist  nun  8-<:d'yB0  hat  man,  wenn  nur  |||  ^^  ist, 


^^  («+!-?)... («+l-(«-l)0 


P+1 
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denn  es  convergirt  die  Reihe  rechts,  da  sie  ans  (27)  durch  die 
Annahme  ^  =  — i  hervorgeht. 

Wenn  wir  nunmehr  in  (26)  C  znr  Null  conyergiren  lassen^ 
so  setzen  wir 

«=r+y(?), 

worin  Y  die  rechte  Seite  von  (28)  bedeutet  und  bringen  die 
Gleichung  in  die  Gestalt 


re— 1 


f[{^->-^J-i]=<y-m-    (P) 


Dabei  ist  angenommen^  dass  Y  nicht  Null  ist^  was  bei  hin- 
länglich kleinen  X  stets  erfüllt  ist.  In  der  That  lässt  sich  jeder 
positiven  Zahl  a  eine  positive  Zahl  K  so  zuordnen^  dass  fllr  jeden 
Werth  von  a?,  wofttr  X<  JST  ist,  Y>  1—a  ist.  Da  y(f )  bei  lim?= 0 
zur  Null  convergirt,  so  kann  man  femer  A>^0  so  bestimmen, 
dass  für 

iei<A  \m<i-<i 

ist.  Und  indem  zufolge  des  binomischen  Satzes,  wenn  |C|<^A  ist, 

ii!(-4^)-'ihi|c-')am- 

ist,  so  erkennt  man,  dass 

ist.  Somit  ergibt  sich  aus  (29)  bei  lim  ^  =  0  die  Relation 

lY=xY  \x\<K.  (30) 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  folgenden 

r— ^^=0.  (31) 

Da  die  linke  Seite  von  (31)  eine  beständig  convergente 
Potenzreihe  von  x  und  Y  ist,  so  erfüllt  die  Potenzreihe  Y  in  (28) 
die  Gleichungen  (31)  und  (30)  für  jeden  Werth  von  o?,  wofttr  sie 
convergirt. 


Lamb  er  tische  Reihe.  681 

Lässt  man  in  der  Formel 

C  zur  Null  conyergiren,  so  erhält  man  die  Oleichang  ^ 

oo 

r-  =  i+2:  ^;       ^    (M^i  =  ^)- 


1  Setzt  man  in  (31)  im  Texte  xY=w  und  gibt  der  Gleichung  die 
Form 

w=xe»y 

80  erhält  man  für  Y^  die  Reihe  (B)  mit  Hilfe  der  Lag  rang  e 'schon  Umkeh- 
rongsformel. 


NACHTRAG. 

Nachdem  die  yorstehende  Arbeit  gedruckt  ist,  bemerke  ich,  dass 
schon  Herr  H.  y.  Mango  1  dt  in  seiner  Doctordissertation:  „Über  die  Dar- 
stellung der  Wurzeln  einer  dreigliederigen  algebraischen  Gleichung  durch 
Hnendliche  Reihen**  (Berlin  1878),  den  Gonyergenzradius  der  Lambert'schen 
Reihe  (Ä)  für  den  Werth  n  =  1  und  beliebige  Werthe  a  und  ß  ermittelt  hat. 
Der  Fall,  dass  r  ausserhalb  der  Strecke  (0,  —1)  liegt,  wird  auch  yon  ihm 
durch  Betrachtung  des  Quotienten  un+i :  un  erledigt;  im  Übrigen  sind  sein 
nnd  mein  Verfiihren  von  einander  verschieden.  Im  Falle  dass  r  der  Strecke 
(0,  —1)  angehört,  hält  sich  v.  Mangold t  an  die  Gleichung  (2)  selbst.  Aus 
Nr.  9  a.  a.  0.  ergibt  sich  noch  die  am  Schlüsse  von  Nr.  4  erwähnte  Dar- 
stellung der  in  o;  =  0  unendlichen  Wurzeln  dieser  Gleichung. 


SlUb.  d.  nutheiii..n»tttrw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  ^^ 
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Zur  Kenntniss  der  Oxydationsproduote  des  Pya-Pya 

Diohinolyls. 

Von  Prof.  H.  Weidel  und  Dr.  J.  Wilhelm. 

Die  Constitution  des  Diohinolyls  (C,gHj,N,),  welches 
durch  die  Einwirkung  von  Natrium  auf  Chinolin  gebildet  wird, 
wurde  durch  die  Untersuchung  der  Oxydationsproducte  ermittelt. 
Nach  den  hiedurch  gewonnenen  Resultaten  musste  dem  Dichi- 
nolyl  die  Pya-Pya-stellung  zugesprochen  werden,  weil  bei  dieser 
Reaction  nebst  anderen  Substanzen  die  Kyklothraustinsäure 
(Cj^HjjNjjO,)*  entsteht. 

Die  Constitution  letzterer  Verbindung  wurde  durch  das  nach* 
stehende  Formelbild  zum  Ausdrucke  gebracht. 

H  H       H 

OH 

H  H 

Die  Gründe,  welche  für  die  Richtigkeit  der  gegebenen 
Formel  sprachen,  waren: 

1.  Das  Basicitätsverhältniss. 

2.  Die  Bildung  der  Pyridanthrilsäure  (C^sH^^NjO^),  die 
bei  weiterer  Oxydation  entsteht  und  endlich  Oxyisocincho- 
meronsäure  und  Anthranilsäure  liefert. 

3.  Die  Entstehung  der  Chinaldin-  und  Anthranilsäure  bei 
der  Oxydation  in  saurer  Lösung; 


1  Monatshefte  für  Chem.  1886,  pag.  326. 
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4.  die  Leichtigkeit^  mit  der  die  Eyklothranstinsäure  in  ein 
Anhydrid  tlbergeftlhrt  werden  kann  und 

5.  die  Widerstandsföhigkeit  derselben  gegen  die  zersetzende 
Wirkung  von  Alkalien. 

Diese  Argumente  jedoch  können  auch  zur  Stütze  der  Formel 
eines  Körpers  dienen^  der  im  Sinne  der  Gleichung: 

CioH7NOa       H-       C7H7NO2       =     CjTHjaNiO,     -^HgO 

ChilUildinBSitre        AnthranÜBäare       KyklothrauBtin- 

Bäure 

aus  Chinaldin  und  Anthranilsäure  eventuell  entstehen  kann. 

Da  ein  solches ;  anhydridartiges  Product  möglicherweise 
identisch  mit  Eyklothranstinsäure  sein  konnte^  haben  wir,  um 
die  Constitution  derselben  endgiltig  festzustellen,  Versuche  in 
dieser  Bichtung  ausgeführt. 

Bekanntlich  hat  Griess  ^  durch  Erhitzen  von  Metaami- 
dobenzoesäure  mit  Oxalsäure  die  Oxalylmetoamidobenzoe- 
säure  dargestellt;  weiters  hat  Kretschy  •  in  derselben  Weise 
aus  Anthranil-  und  Oxalsäure  die  Synthese  der  Eynursäure, 
dem  Oxydationsproducte  derEynurensäure,  verwirklicht. 

Wie  wir  uns  überzeugt  haben,  erhält  man  durch  Erhitzen 
eines  Gemisches  von  völlig  getrockneter  Anthranilsäure  und 
Chinaldinsäure  auf  180 — 190**  C.  die  Kyklothraustinsäure. 

Die  Darstellung  wird  in  folgender  Weise  ausgeflihrt:  Das 
Gemisch  der  beiden  Säuren  im  Verhältniss  von  1  Mol.  zu  1  Mol. 
wird  in  einer  Eprouvette  im  Ölbade  erhitzt;  bei  circa  157**  C. 
schmilzt  die  Masse,  weiterhin  tritt  eine  ziemlich  lebhafte  Gas- 
entwicklung ein.  Sobald  die  Einwirkung:  (Aufschäumen)  beendet 
ist,  wird  das  Reactionsproduct,  welches  beim  Abkühlen  nicht 
erstarrt,  in  verdünnter  Kalilauge  eingetragen  and  mit  Äther  aus- 
geschüttelt. Hiedurch  wird  das  Chinolin  und  Anilin,  welches 
dnrch  Zersetzung  der  beiden  Säuren  gebildet  wurde,  entfernt. 
Die  ausgeschüttelte  Flüssigkeit  wird  nach  dem  Verjagen  des 
Äthers  mit  verdünnter  Schwefelsäure  schwach  angesäuert.  Der 
sich  nun  abscheidende  flockige,  fast  weisse  Niederschlag  wird  in 


1  Berl.  Ber.  XVI.  336 

3  Monatshefte  für  Chem.  1884,  pag.  30. 
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einer  grösseren  Menge  Äther  aufgenommen.  Nach  dem  Abdestil- 
liren  desselben  hinterbleibt  ein  nahezu  weisser  krystaUiniseher 
Bttckstand,  der  behufs  weiterer  Reinigung  mehrmals  aus  sieden- 
dem Xylol  umkrystallisirt  wird. 

Die  Identität  dieses  so  gewonnenen  Productes  mit  Kyklo- 
thraustinsäure  war  unverkennbar  und  konnte  durch  den  Schmelz- 
punkt^ der  zu  249*5**  C  (uncorr.)  gefunden  wurde,  bestätigt 
werden.  (Kyklothraustinsäure  schmilzt  bei  252*'  C.)  Weiters  sind 
die  äusseren  Eigenschaften,  die  Löslichkeitsverhältnisse  etc. 
conform  den  frtther  beschriebenen  Beobachtungen.  Die  letzten 
Zweifel  an  der  Identität  wurden  durch  die  Analyse  beseitigt 
Sie  ergab: 

I.  0  *  2894  Grm.  Snbstanz  gaben  0  •  5878  Gm.  Kohlensäare  und  0  -  0885  Grm. 

Wasser. 
IL  0-3124  Gm.  Substanz  gaben  27-2  CCN  bei  18«  C.  und  748mm. 

In  100  Theilen: 

I  II  CiyHiaNgO, 


N -  9-89 

Aus  der  synthetisch  gewonnenen  Säure  haben  wir  durch 
Einwirkung  von  Essigsäureanhydrid  ein  mit  dem  aus  Kyklo- 
thraustinsäure dargestellten  Anhydrid  identisches  Product  dar- 
gestellt. Der  Schmelzpunkt  desselben  wurde  zu  196**  C.  gefunden, 
welcher  mit  dem  seinerzeit  angegebenen  völlig  übereinstimmt. 

Nach  den  mitgetheilten  Ergebnissen  muss  die  Struktur- 
formel der  Kyklothraustinsäure  eine  kleine  Abänderung  erfahren^ 
welche  aus  dem  folgenden  Schema  ersichtlich  wird: 

H  H      H 

C  C       C 

HC/'\C-C00H  EC^^'^%CE 

H  H 

Die  Ausbeute  an  Kyklothraustinsäure  durch  Zusammen- 
schmelzen von  Chinaldin  und  Anthranilsäure  ist  keine  günstige 
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und  beträgt  im  Maximum  circa  107o  ^^^  theoretischen;  denn  die 
Hauptmenge  der  beiden  Säuren  wird  unter  Eohlensäureabspaltung 
in  Chinolin^  beziehungsweise  Anilin  zerlegt. 

Chinaldin-  und  Anthranilsäure  haben  die  Eigenschaft,  beim 
längeren  Erhitzen  auf  ihre  Schmelztemperatur  in  Kohlensäure 
und  in  die  genannten  Basen  zu  zerfallen;  es  wird  daher  nur  aus 
jenem  Theil  des  Gemenges  Kyklothraustinsäure  gebildet,  der 
sich  dieser  Zersetzung  entzieht;  so  erklärt  sich  auch  die  schlechte 
Ausbeute. 

In  Folge  Änderung  der  Strukturformel  der  Kyklothraustin- 
säure muss  auch  die  früher  gegebene  Formel  der  Pyridanthril- 
säure  eine  Modification  erfahren,  da  ja  diese  Substanz  als  das 
nächste  Oxydationsproduct  der  Kyklothraustinsäure  erscheint. 
Die  Formel  wäre  nun  durch  das  folgende  Schema  auszudrücken : 

H  H 

C  C 

HC>/\C— COOH  HC/'\C-C00H 


HC, 


CO  —  C;> 
H 


\'V^     Y 


C-COOH 


Auch  hier  ist  wie  früher  eine  Änderung  in  Bezug  auf  die 
Anordnung  der  Gruppen  CO  und  NH  erfolgt. 

Die  Bildung  der  Kyklothraustinsäure  aus  Chinaldin  und 
Anthranilsäure  ist  ein  stringenter  Beweis  für  die  Richtigkeit  der 
Pya-Pya-stellung  der  beiden  Chinolylreste  im  Dichinolyl  und  es 
kann  mitbin  die  Constitution  des  Pya-Py«  Dichinolyls  als  endgiltig 
festgestellt  betrachtet  werden. 
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Expeiimentaluntersuchuiigen  über  die  galvanische 

Polarisation. 

(n.  Abhandlung.) 

(Mit  1  Holsfchnitt.) 

Von  Franz  Streintz. 

(Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Graz.) 

Die  vor  mehreren  Jahren  ttber  diesen  Gegenstand  mitge- 
theilten  Versuche^  befassten  sich  mit  jenen  Erscheinungen, 
welche  der  bei  der  Elektrolyse  des  Wassers  abgeschiedene  JJaiif 
der  Oberfläche  nnd  im  Inneren  verschiedener  Metalle  hervorruft. 
Eine  weitere  Mittheilung  sollte  die  galvanischen  Erscheinungen 
beschreiben,  welche  der  elektrolytisch  entwickelte  0  verursacht. 

Als  Grandlage  fUr  diese  Versuche  hätte  anch  dafür  die  von 
Fuchs  angegebene  Methode  dienen  sollen;  es  ist  dies  bekannt- 
lich die  einzige,  welche  gestattet;  Potentialdifferenzen  zwischen 
einer  neutralen  Platte  und  einer  Elektrode  des  Voltameters 
während  des  Durchganges  des  primären  Stromes  zu  bestimmen. 

Eb  hat  sich  jedoch  gezeigt,  dass  die  erwähnte  Methode  nur 
innerhalb  bestimmter  Grenzen  branchbar  ist,  die  schon  bei  der 
Untersuchung  über  die  IT-polarisation  theilweise  überschritten 
worden  waren.  Aus  diesem  Grunde  musste  ich  mich  entschliessen, 
für  die  weiteren  Versuche  eine  andere  Methode  zu  wählen,  um 
mit  Hilfe  derselben  sowohl  einige  der  früher  mitgetheilten  Beob- 
achtungen zu  berichtigen,  als  auch  neue  Resultate  zu  gewinnen. 

Diese  Methode  ist  bereits  im  verflossenen  Jahre  aus  Anlass 
einer  Untersuchung    über   das    Plantä'sche  Secnndärelement 


*  F.  Streintz,  Diese  Sitzungsber.  Bd.  86,  S.  216,  Wied.  Ann.  17, 
S.  841,  1882. 
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beschriebeü  worden.  ^  Sie  wurde  nur  iosofern  abgeändert^  als  an 
Stelle  des  Polarisationsstromes  der  polarisirende  Strom  durch  das 
Galvanometer  geleitet  wurde. 


Fig.  1. 


® 


Hiik 


Erde 


Fig.  1  gibt  eine  Skizze  der  Anordnung;  dieselbe  wird  am 
besten  zu  ttberblicken  sein^  wenn  man  zwei  Kreise  unterscheidet : 
den  Stromkreis,  welcher  durch  Pfeile  erkenntlich  gemacht  ist, 
und  den  „Potentialkreis^. 

S  bezeichnet  eine  elektromagnetisch  angeregte  Stimmgabel 
von  64  Schwingungen  und  einer  Schwingungsweite  yon  ungefähr 
l'ö  Gtm.  Diese  letztere  bot  vollkommene  Garantie,  dass  die 
Platinspitzen  in  %  stets  ausser  Contact  mit  dem  Quecksilber  der 
gegenüberstehenden  sorgfältig  isolirten  Näpfchen  waren,  wenn 
die  Spitzen  in  «^  in  die  ihnen  entsprechenden  Näpfchen  tauchten. 

K  bedeutet  die  elektrolysirende  Kette,  V  das  Voltameter, 
dessen  Flüssigkeit  aus  einem  Gemische  von  95  Raumtheilen 
destillirten  Wassers  und  5  Raumtheilen  chemisch  reiner  Schwefel- 
säure bestand;  vor  jeder  Versuchsreihe  wurde  die  Flüssigkeit 


1  Streintz  und  Aulinger,  Wied.  Ann.  27,  S.  181, 1886. 


688  F.  Streintz, 

durch  längere  Zeit  ausgekocht^  um  sie  von  absorbirter  Luft  zu 
befreien.  Gewöhnlich  hatte  das  Voltameter  Trogform  und  war 
offen.  Es  stand  mittelst  eines  Hebers  in  Verbindung  mit  dem 
Gefässe  Z,  welches  mit  einer  concentrirten  Lösung  von  Zink- 
vitriol gefüllt  war  und  eine  Platte  von  amalgamirtem  Zink  ent- 
hielt. Der  Verbindungsheber  war  mit  destillirtem  Wasser  gefallt 
und  an  seinen  Enden  mit  thierischer  Blase  verbunden. 

Das  .Elektrometer  £  von  Edelmann  war  wie  frtther  zur 
Messung  von  ersten  Ausschlägen  eingerichtet.  Die  Aichung 
erfolgte  mit  Normalelementen  von  Clark;  dieselben  wurden 
derart  in  den  ^Potentialkreis^  geschaltet,  dass  ein  Pol  dauernd 
mit  einem  Quadrantenpaare,  welches  zur  Gasleitung  des  Hauses 
geleitet  war,  in  Verbindung  stand,  der  andere  Pol  aber  bei  dem 
Punkte  p  eingeschaltet  war  und  so  vorher  die  Stimmgabel- 
unterbrechung zu  passiren  hatte,  bevor  er  zu  dem  anderen 
Quadrantenpaare  geführt  wurde.  Ein  Element  rief  eine  Ablenkung 
von  140—144  Theilstrichen  hervor,  so  dass  100  Striche  ungefthr 
einem  Volt  entsprachen.  Handelte  es  sich  um  Bestimmung  hoher 
Potentialdifferenzen,  dann  wurde  der  unter  dem  Instrumente 
befindliche  Hauy'sche  Stab  umgekehrt;  nun  entsprachen  ungefähr 
25  Striche  einem  Volt. 

Bei  kräftiger  elektrolysir ender  Kette  —  etwa  von  7  Dan i  eil 
aufwärts  —  zeigte  das  Elektrometer  einen  geringen  Ausschlag, 
wenn  der  Punkt  p  gleichfalls  mit  der  Gasleitung  verbunden  war. 
Die  Ursache  dieser  die  Messungen  störenden  Erscheinung  dürfte 
darin  zu  suchen  sein,  dass  das  Quadrantenpaar  während  der 
kurzen  Zeit,  durch  welche  es  vermöge  der  Stimm  gabelbewegung 
isolirt  war,  Elektricität  durch  Gonvection  aus  der  Luft  aufnahm. 
Bestätiget  wird  diese  Annahme  dadurch,  dass  die  Erscheinung 
durch  Anzünden  von  Gasflammen  bedeutend  verstärkt  wurde. 
Aus  diesem  Grunde  wurde  die  gesammte  mit  dem  isolirten 
Quadranteiipaare  verbundene  Leitung  durch  Glasröhren  geftlhrt, 
welche  wieder  in  Messingröhren  Stacken.  Die  Messingröhren 
waren  insgesammt  mit  der  Gasleitung  verbunden.  In  der  That 
war  damit  jede  Störung  beseitiget. 

Die  Wippe  fT  gestattete,  jede  der  beiden  Elektroden  des 
Voltameters  mit  der  Zinkplatte  am  Elektrometer  zu  vergleichen. 
Nach  Ermittlung   der  vor  Schliessen   der  Kette  zwischen   den 
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Elektroden  uud  der  Zinkplatte  bestehenden  (Anfangs-)  Potential- 
differenzen konnten  die  Werthe  für  die  O-polarisation  (M  +  O/M) 
nnd  fUr  die  ^-polarisation  (M/M  +  H)  bestimmt  werden.  Die 
Sqmme  beider  Einzelnpolarisationen  ergab  dann  die  Gesammt- 
polarisation  (M  -4-  O/M  -4-  H). 

Das  Galvanometer  G  befand  sich  in  einem  Zweige  des 
Stromkreises,  in  welchen  ausserdem  noch  die  veränderlichen 
Widerstände  p  nnd  p'  eingeschaltet  waren;  es  diente  ausschliess- 
lich znr  Controle. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  die  beschriebene 
Anordnung  hinter  der  von  Fuchs  für  geringe  elektromotorische 
Kräfte  gegebenen  zurücksteht;  denn  dieselbe  gestattet  doch  nicht, 
die  Polarisation  während  der  Wirkung  der  polarisirenden  Kraft 
zu  messen ;  die  Stimmgabel  ist  eben  nichts  anderes,  als  eine 
regelmässig  und  dabei  rasch  functionirende  Wippe.  Mit  ihrer 
Hilfe  wird  allerdings  ein  stationärer  Zustand  hergestellt  werden, 
welcher  dem  wahren  Zustande  des  Voltameters  während  der 
Strombeschickung  in  vielen  Fällen  nahe  kommen,  denselben 
aber  nie  vollkommen  erreichen  wird. 

Mit  den  bisher  bekannten  Mitteln  dürfte  es  überhaupt  nicht 
gelingen,  dort,  wo  es  sich  um  Messungen  von  Polarisationen 
handelt,  die  eine  mehr  oder  minder  lebhafte  Gasentwicklung  im 
Gefolge  haben,  eine  einwurfsfreie  Methode  nach  dem  Muster  der 
von  Fuchs  angegebenen,  zu  gewinnen.  Die  veränderliche 
elektromotorische  Kraft  der  Polarisation  ist  mit  dem  veränder- 
lichen Widerstände  des  Voltameters  eben  derart  verbunden,  dass 
keine  von  beiden  Grössen  von  der  anderen  losgelöst  werden  kann. 

Ich  theile  nun  die  Resultate  mit,  welche  die  Versuche  mit 
Aluminium-  und  Silbervoltametern  ergeben  haben.  Die  Versuche 
mit  Quecksilber,  Platin,  Palladium  und  Gold  soUen  in  einer 
folgenden  Mittheilung  veröffentlicht  werden. 

1.  Die  Polarisation  des  Aluminiums. 

Dieses  Metall  nimmt  sowohl  bezHglich  seines  Verhaltens  zu  H 
als  zu  0  eine  ganz  exceptionelle  Stellung  ein.  —  Die  iT-polarisatiou 
ist  verhältnissmässig  gering  und  verschwindet  nicht  nur  unmittel- 
bar nach  Unterbrechung  des  polarisirenden  Stromes,  sondern 
macht  sogar    einer  entgegengesetzten   Ladung  der  Elektrode 
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Platz.  Krieg*  hat  mit  Hilfe  des  Bern  st  ein 'sehen  Rheotomes 
dieses  Verhalten  aneh  in  Lösungen  von  KCl  und  EJ  bestätiget 
gefunden.  Fromme*  bezeichnet  die  Umkehrungserscheinung  als 
„anomale  Polarisation".  —  Die  0-polarisation  hingegen  steigt 
innerhalb  weiter  Grenzen  mit  derVergrösserungder  polarisirenden 
Kraft  an,  eine  Erscheinung,  aufweiche  zuerst  Tait'  hinwies  und 
die  Ton  Beetz*  bestätiget  gefunden  wurde.  Beide  Physiker, 
Ersterer  mit  Hilfe  des  Quadrantelektrometers,  Letzterer  mittelst 
der  du  Bois'schen  Compensationsmethode,  kamen  zu  dem 
Resultate,  dass  die  Polarisation  bei  entsprechender  Yergrösserung 
der  primären  Kette  bis  auf  5» 3  Daniell  gebracht  werden  könne. 
Bei  Anwendung  einer  Kette  von  10  Grove  Elementen  entfallen 
nach  den  Beobachtungen  von  Beetz  5  Daniell  auf  die  0-polari- 
sation, hingegen  nur  0-3  Daniell  auf  die  J?-polarisation.  Doch 
genügte  diese  grosse  Gegenkraft  noch  nicht,  um  die  Verminderung 
der  Stromstärke,  welche  ein  im  Kreise  befindliches  Alumininm- 
voltameter  hervorruft,  hinreichend  zu  erklären,  es  musste  viel- 
mehr noch  angenommen  werden,  dass  sich  an  der  Anode  eine 
Schicht  von  Oxyd  bilde,  welche  den  Widerstand  im  Voltameter 
ausserordentlich  vergrössert. 

Die  für  die  Versuche  verwendeten  Elektroden  bestanden 
aus  rechteckigen  Platten,  waren  4*1  Ctm.  lang  und  3-7  Ctm. 
breit  und  wurden  vor  jeder  Versuchsreihe  zuerst  in  verdünnte 
Salpetersäure  gebracht  und  dann  mit  feinem  Smirgelpapier  auf 
das  Sorgfältigste  polirt.  War  die  Platte  dadurch  vollkommen 
blank  geworden,  so  wurde  sie  mit  der  Zinkplatte  elektrometrisch 
verglichen.  Zeigte  sich  eine  Potential differenz,  welche  0-3  Volt 
nur  um  Weniges  überschritt,  so  war  die  Platte  ftlr  die  Versuche 
tauglich;  in  anderem  Falle  musste  sie  nochmals  dem  Reinigungs- 
verfahren unterzogen  werden. 

Die  elektromotorische  Kraft  der  elektrolysirenden  Kette 
(e.  K.)  wurde  innerhalb  der  Grenzen  von   1  •  1  Volt  (1  Daniell) 


1  Krieg,  Exner'a  Rep.  d.  Physik  21,  S.  805, 1885. 
^  Fromme,  Wied.  Ann.  29,  S.  497, 1886;  Wied.  Ann.  30,  Ö.  77,  320 
und  504,  1887. 

3  Tait,  Phil.  Mag.  38,  S.  243,  1869. 
*  Beetz,  Pogg.  Ami.  156,  S.  456,  1875. 
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and  28  -  8  Volt  (15  Bnnsen)  yariirt.  In  den  Stromkreis  war  kein 
Rheostatenwiderstand  geschaltet. 

Ich  theile  nun  die  Zahlen  Air  die  beiden  Polarisationen 
AI  -»-  0/Al  und  Al/Al  +  H  mit 

1.)  e.  K.  =  1  *  1  V.  Die  Anfangspotentialdifferenzen  zwischen 
Alnmininm  and  Zink  waren  0-308,  beziehangsweise  0*313; 
nach  Verlauf  von  5  Minaten  0-310  und  0-312,  nach  weiteren 
10  Minuten  0*313  und  0*312.  Sie  hatten  sich  also  in  einem 
Zeitraum  von  15  Minuten  nicht  verändert. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ergaben  sich  während 
des  durch  20  Minuten  dauernden  Stromschlusses 

Qm  Xm  2°*  3™  4™  5*"  6"^  7"^ 
Al-+.0/Al  =  0-58  -  0-76  -  0-75  -  0-76  — 
Al/Al  H-H=  —    -hO-02    —      0-02      —      0-02      —      002 

13m       14m       15ra       Ißm       17m       Igm       19m 

Al-f-0/Al=   —      0-79      —      0-79      —      0-79      - 
Al/Al-|-H  =  0-02      —      0-02      —      0-02      —      0-02 

Die  Gesammtpolarisation  betrug  mithin  0*81  V.  Unmittelbar 
nach  Öffnen  des  Stromes  hatte  Al/Al  +  H  einen  Werth  —  0-02 
erhalten,  der  sich  im  weiteren  Verlauf  kaum  mehr  änderte.  Für 
AI  +  0/Al  ergab  sich,  vom  Augenblicke  der  Stromunterbrechung 
gezählt,  folgender  Verlauf  nach: 

Im  3m  5m  7m  15m 

0-51  0-28  0*18  0-10  0-00 

2.)  e.  K.  =  2*2  V.  Anfangsdifferenz  0-32  und  0-31.  Der 
Strom  dieselbe  Zeit  wie  vorher  geschlossen. 

Qm  Im  2°*  3™  4™  5™  6™  7"*  10°* 
Al-hO/Al  =  l-03  —  1-54  —  1-56  —  1-56  —  1-56 
Al/Al -hH=   —    -+-0-02    —      0-02      —      003      —      003      — 

11m   12in   13m   l^m   15m   16m   17m   18m 

AI -H  0/Al  =   —      1-59      —      1-60      —      1-60      —      1-60 
Al/Al  H-H  =  0-03      —      0-03      —      0-03      —      0-03      — 

Auch  hier  nimmt  die  Polarisation  bald  einen  constanten 
Werth  an,  welcher  1  -  63  V.  beträgt.  Nach  Öffnen  des  Stromes 
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ergab  sich  für  AI/ AI  -»-  H  wieder  die  Umkehrnng,  ungefähr  in 
gleicher  Grösse  wie  früher;  ftlr  AI  -»-  0/Al  war  der  Verlauf  nach 

Im  3111  5in  7m  9m  Um  13m 

0-65      0-50      0-40      0-31      027      0-26      0-26. 

3.)  e.  K.  =  3-3  V.  Anfangsdiflferenz  0  33  und  0  33  V. 

Qm  jm      2™      3™     4™      5°*      6"      7™  *    8™      9™ 

A1-hO/A1=        -        2-43    —    2-35    —    2-35    —    2-36    —    2-38 
Al/Al-hH=  ^-0-07        —    0-07     —    0-06    —    0-07    —    0-07     — 

lim  12m     13m     14m     15m     ißm     17m     Igm     1901 

Al-h0/Al=:      2-40        —    2-40    —    2-40    —    239    —    2-39 
AVAl-hH==        —        0-07     —    0-07     —    0-07    —    0-07     — 

Die  Gesammtpolarisation  beträgt  2'47  Y.  Die  Umkehrang 
trat  in  gleicher  Weise  ein  wie  frtlher.  Die  0-polarisation  sank 
innerhalb  einer  halben  Stunde  von  1-8  V,  welche  Zahl  unmittel- 
bar nach  Öffnen  der  Kette  gefanden  wurde,  auf  0*5  V,  um  sich 
dann  auf  dieser  Höhe  durch  drei  Viertelstunden  zu  erhalten. 

4.)  e.  K.  =  4-4  V.  Anfangsdiflferenz  0*33  und  0-35  V. 

0'5m  l'öm  2™  3"  4™  5"»  6"»  7»»  8*»  9™ 
Al-hO/Al  =  3-03  —  3-05  —  8-06  —  310  —  3-08  — 
Al/Al-4-H=  —      -+.0-22      —    0-22    —    0-22    —    0-21     —     0-21 

10m         lim  12in     13m      l^m     15m     Ißm     17m     Igm 

Al-h0/Al  =  307        —        310    —    3-08    —    3-10    —    3-10 
Al/Al-hH=    —        0-20        -     0-21    —    0-21     —    0-20    — 

Gesammtpolarisation  =  3*30  V.  Unmittelbar  nach  Öfiiien 
der  Kette  sank  die  0-polarisation  auf  1-7  V;  der  weitere  Verlauf 
bot  kein  bemerkenswerthes  Moment. 

5.)  e.  K.  =  5-5  V.  Anfangsdiflferenz  0  35  und  0  34  V. 

0'5m      1.5m       2™      S^     4»»      5°»      6«»      7™     8™      9« 
Al  +  0/Al  =  3-37       —        3-71     —    4-10    —    4-12    —    4-20 
A1/A1h-H=  —      4-015      —    012    —    016    —    0-15    —    Olf 

10m    lim    12m  13m   14m  15m  Ißm  17m   Igm  19m 

Al-h0/Al  =  4'27       —        4-21     —    4-19    —    4-08    —    4-06 
Al/Al  +  H=   -        0-16        -     0-15    —    0-15    —    0-15    —     0-16 

Die  0-polarisation  strebt  einem  Maximum  zu,  welches  nach 
10  Minuten  erreicht  ist;  die  ^-polarisation  hält  sich  etwas  über 
der  in  4.)  beobachteten. 
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6.)  e.  K.  =  7-7  V.  Anfangsdifferenz  0-32  und  031  V. 

O'öm       Im         2«ß      3'»     4«^      5™      6°^      7°*     8»"      9"* 
Al^O/Al  =  4-70       —        4-90    —    4-99    —    5-08    —    5-15 
Al/Al-hH=  —      -hO-10      —    0-09    —    0-10    —    0*09     —    0-09 

lim    12m    13m   14m  15m  Ißra  17m  ^gm  19m 

Al-f-0/Al  =  517       —        5-21    —    5-17    —    517    —    515 
Al/Al-|-H=  —       0-09        —    0-07    —    0-08    —    0-09    — 

7.)  e.  K.  =  9-9  V.  Anfangsdifferenz  034  und  0-32  V. 

Im  2*5"'  S'b^  5™  6«»  8" 
Al-f-0/Al=:5-92  —  6-14  —  6-24  — 
Al/Al4-H=   —        0-08        —        0-08        —        0-05 

9m         lim       1201        15 -5«»      18°i     18*5°^ 
Al-+.0/Al  =  6-27        —        6-40        6-26        —        6-02 
Al/Al-+-H==   —        005        —  —        0-05        — 

Diesmal  war  der  primäre  Strom  dnreh  eine  Stunde  ge- 
schlossen belassen.  Die  0-polarisation  schwankte  während  dieser 
Zeit  zwischen  den  Grenzen  5*8  und  6*4  V.  hin  und  her.  Unmittel- 
bar nach  Öffnen  des  Stromes  betrug  jene  nur  mehr  2-1  V,  drei 
Minuten  später  noch  1  Y.  Die  ^-polarisation  nahm  nach  Öffnen 
des  Stromes  den  Werth  — 0O5  V.  an. 

8.)  e.  K.  z=:  12-1  V.  (11  DanielL) 


im 

2m 

3-5°^ 

4m 

gm 

Al-hO/Al=   - 

7-12 

— 

7-36 

— 

Al/Al-hH  =  0-06 

— 

0-08 

— 

0-06 

7.5m 

9m 

11- 5° 

14m 

16m 

18m 

Al-hO/Al  =  7-42 

— 

7-22 

715 

— 

7-00 

Al/Al-hH=   — 

0-08 

— 

— 

0-07 

— 

Nach  Öffiaen  der  Kette  betrug  die  O-polarisation  M  V.,  die 
iJ-polarisation  — 0-13  V. 

9.)  e.  K.  =  19-2  V.  (10  Bunsen.) 

0*5m  l'5m  S^  5m  S^  15m 

AI -h0/Al  =  11-60        12-35        13*52        1308        13*51        1322 

Al/Al  -f-  H  änderte  sich  kaum  und  belief  sich  auf  0-20  V 
Unmittelbar  nach  Öffnen  war  die  0-polarisation  wieder  auf 
ungefähr  1*5  V.  gesunken.  Die  Gasentwicklung  an  den  Elektroden 
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war  aneh  jetzt  noch  sehr  sparsam  nnd  dürfte  etwa  jener  ent- 
sprechen,  welche  4  Daniell  an  Platinplatten  von  gleicher  Ober- 
fläche hervorznmfen  vermögen.  Am  Stimmgabelnäpfchen  z 
entstand  unmittelbar  nach  Scbliessen  der  Kette  ein  prasselnder 
Öfinnngsfunke,  der  aber  schon  nach  2  Secunden  unhörbar  nnd 
auch  fast  unsichtbar  wurde. 

10.)  e.  K.  =  28-8  V.  (15  Bunsen.) 

Die  0-polarisntion  stieg  drei  Minuten  nach  Schliessen  der 
Kette  auf  ungefähr  17  Volt;  es  war  dies  der  grösste  Werth, 
welcher  mit  der  Stimmgabelmethode  beobachtet  werden  konnte. 
Die  ^'Polarisation  betrug  0-15  V.  Die  Stromstärke,  welche  mit 
einem  Federgalvanometer  —  Ammeter  nach  Kohlransch  — 
gemessen  wurde,  sank  in  wenigen  Secunden  von  6  Ampere 
auf  etwa  0-25  Ampfere.  Wurde  die  Anode  durch  Platin,  Gold 
oder  Silber  ersetzt,  so  stieg  die  Stromstärke  sofort  wieder  auf 
6  Ampfere.  Die  Vertauschnng  der  Kathode  mit  einem  anderen 
Metalle  brachte,  wie  auch  ans  den  elektrometrischen  Messungen 
nicht  anders  erwartet  werden  konnte,  keine  Änderung  der 
Stromstärke  hervor. 

Diese  enorme  Verminderung  der  Stromstärke  erscheint 
durch  die  hohe  Gegenkraft  allein  hinreichend  erklärt,  wenn  man 
bedenkt,  dass  diese  letztere  im  geschlossenen  Stromkreise  jeden- 
falls noch  bedeutender  sein  wird,  als  nach  einer  Wippenmethode 
gefunden  werden  konnte. 

Die  Anode  bewahrte  ihr  metallisches  Ansehen  noch  mehrere 
Minuten  nach  erfolgtem  Stromschlusse;  erst  wenn  das  Maximum 
der  0-polarisation  überschritten  war,  überzog  sieh  die  Platte 
allmälig  mit  einer  grauen,  ausserordentlich  schwer  zu  be- 
seitigenden Schicht.  Es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  diese  Schicht 
einen  sehr  bedeutenden  Widerstand  besitzt,  und  die  Ursache  ist, 
dass  die  0-polarisation  nach  Erreichung  des  Maximums  fort- 
währenden Schwankungen  unterliegt. 

Aus  der  Zunahme  von  3-5  V.,  welche  die  0-polarisation 
erfahrt,  wenn  statt  einer  Kette  von  10  Bunsen  eine  solche  von 
15  Bunsen  elektrolysirt,  musste  geschlossen  werden,  dass  die- 
selbe bei  entsprechender  Verstärkung  der  Kette  noch  einer 
weiteren  Steigerung  fUhig  sein  werde.  Ich  beabsichtige  deshalb 
Versuche  mit  einer  im  Institute   befindlichen  Siemens*Bohen 
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DTnamomaschine,  welche  eine  Klemmenspannung  von  50  Volt 
liefert;  anzustellen. 

11.)  Bei  den  Versuchsreihen  1  bis  10  befand  sich  kein 
Bheostatenwiderstand  im  Stromkreise.  Nun  wurden  bei  einer 
Kette  von  9  Daniell  Beobachtungen  angestellt,  bei  denen  p 
zwischen  5  und  500  Ohm  variirt  wurde. 

Die  0-polarisation  erreichte  folgende  Werthe: 


p 

Al-f-0/Al 

5  Ohm 

5-3  Volt 

uo    „ 

3-9     „ 

50     „ 

2-9     „ 

500     „ 

1-5     , 

Es  stellte  sich  femer  heraus,  dass  die  O-poIarisation  um  so 
langsamer  einem  Maximalwerthe  zustrebte,  je  mehr  Widerstand 
sich  in  der  Leitung  befand.  War  endlich  ein  Maximum  erreicht, 
und  blieb  der  Strom  noch  femer  geschlossen,  so  traten  Schwan- 
kungen um  einen  mehr  oder  weniger  unter  dem  Maximum 
gelegenen  Mittelwerthe  ein.  Die  angegebenen  Zahlen  sind  mit 
Ausnahme  der  letzten  Zahl  Maximalwerthe.  Dieselben  wurden 
bei  5  Ohm  nach  16  Minuten,  bei  50  Ohm  nach  einer  halben 
Stunde  erreicht.  Bei  500  Ohm  Widerstand  hingegen  war  die 
0-polarisation  während  der  ganzen  Beobachtungsdauer  —  über 
drei  Standen  —  erst  in  rascher,  dann  in  verlangsamter  Zunahme 
begriffen;  die  endlich  beobachtete  PotentialdiflFerenz  von  1-5  V. 
wird  noch  unter  dem  Maximalwerthe  liegen. 

Der  Übersichtlichkeit  wegen  habe  ich  die  Resultate,  welche 

die  Reihen  1  bis  10  ergaben,  in  einer  Tabelle  zusammengestellt. 

In  derselben  bezeichnen  die  in  der  ersten  Colonne  enthaltenen 

Zahlen  die  jeweiligen  Potentialdiflferenzen  der  e.  K.,  die  Zahlen 

der    zweiten  Colonne  die  während  der  Beobachtungsdauer  von 

20  Minuten  geftindenen  grössten  Werthe  der  O-polarisation,  die 

Zahlen  der  dritten  Colonne  die  Werthe  fllr  die  iT-polarisation. 

Sämmtliche  Werthe   sind   in  Volts   ausgedrückt.    Eine    vierte 

AI  -4-  0/Al 

Colonne  endlich  enthält  den  Quotienten  n  m = ,  welcher 

e.  IV. 

die  jeweilige  O-polarisation  pro  Volt  angibt. 
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e.K. 

AI  +  0/Al 

Al/Al-hH 

n 

1-1 

0-79 

0-02 

0-72 

2-2 

1-60 

0-03 

0-73 

3-8 

2-40 

0-07 

0-73 

4-4 

310 

0-22 

0-70 

5-5 

4-27 

0-15 

0-78 

7-7 

5-21 

0-10 

0-68 

9-9 

6-40 

0-08 

0-65 

12-1 

7-42 

0-08 

0-61 

19-2 

13-52 

0-20 

0-70 

28-8 

17-00 

0-15 

0-59 

Überraschend  ist  die  innerhalb  so  weiter  Grenzen  statt- 
findende Proportionalität  der  0-polarisation  mit  der  elektro- 
motorischen Kraft  der  Kette.  Die  Übereinstimmung  wäre  vielleicht 
innerhalb  des  Intervalles  von  1-1 — 19*2  V.  noch  besser  geworden, 
wenn  es  gelungen  wäre,  mit  der  elektromotorischen  Kraft  auch 
die  Stromstärke  in  gleicher  Weise  zu  verändern.  Ich  glaube  dies 
aus  dem  Zurückbleiben  der  Werthe  von  n  bei  einer  e.  K.  von 
9*9  und  12*1  schliessen  zu  können;  in  diesen  beiden  Falten  dienten 
nämlich  9,  beziehungsweise  11  Daniell  zur  Zersetzung;  der 
innere  Widerstand  derselben  wird  bei  dem  jedenfalls  nicht 
bedeutenden  Widerstände  des  Voltameters  und  dem  geringen 
Leitungswiderstande  die  Ursache  sein,  dass  die  Stromintensität 
mit  der  elektromotorischen  Kraft  nicht  gleichen  Schritt  halten 
konnte.  Eine  Bestätigung  dafür  liegt  darin,  dass  bei  Anwendung 
von  Bunsenelementen,  welche  nur  den  dritten  bis  vierten  Theil 
des  Widerstandes  einer  gleichen  Anzahl  von  Daniell  besitzen, 
n  wieder  seinen  normalen  Werth  erhielt,  wie  dies  aus  der  vor- 
letzten Reihe  ersichtlich  ist.  Der  bei  einer  e.  K.  von  28*8  V. 
beobachtete  Werth  der  0-polarisation  liefert  eine  Verhältnisszahl 
n,  welche  kleiner  ist  als  alle  vorhergehenden.  Wahrscheinlich 
fällt  die  Grenze  der  Proportionalität  zwischen  e.  K.  =:  19  und  28, 

Die  0-polarisation  des  Aluminiums  steht  im  Gebiete  der 
galvanischen  Polarisation  ganz  vereinzelt  da  und  scheint  noch 
am  ehesten  ein  Analogen  in  der  elektromotorischen  Kraft  des 
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galvanischen  Eohlenlicbtbogens  zu  finden.  Aasgeschlossen  ist  die 
Annahme^  dass  die  O-polarisation  durch  irgend  welche  secandär 
an  der  Anode  gebildete  chemische  Verbindung  erklärt  werden 
könne.  Denn  in  diesem  Falle  mttsste  sie  sich  wohl  früher  einem 
Constanten  Werth  nähern  nnd  könnte  auch  nicht  unmittelbar  nach 
definitiv  erfolgtem  Öfihen  der  Kette  so  enorm  absinken. 

Der  Versuch  einer  Formirung  von  Aluminium  nach  Art  des 
von  Plant  6  für  Blei  angegebenen  Verfahrens  war  ein  völlig 
aussichtsloses  Unternehmen.  Die  Polarisation  sank  stets  mit 
ungeminderter  Rapidität  ab.  Hatte  die  Anode  schon  das  Maximum 
der  Polarisation  erreicht  und  wurde  nun  der  Strom  unterbrochen, 
um  nach  einiger  Zeit  wieder  von  Neuem  im  gleichen  Sinne 
geschlossen  zu  werden,  so  erhielt  die  Anode  augenblicklich 
wieder  einen  entsprechend  hohen  Werth  der  Polarisation.  Dieser 
Versuch  war  besonders  bei  Anwendung  einer  Kette  von  vielen 
Bunsen  desshalb  auffallend,  weil  sich  an  der  Stimmgabelunter- 
brechung kein  ÖfiFnungsfunke  bildete  und  das  Federgalvanometer 
sofort  den  niedersten  Werth  anzeigte.  Es  scheint  also  eine  Art 
latenter  O-polarisation  zu  bestehen. 

Wurde  hingegen  nach  Unterbrechung  des  primären  Stromes 
derselbe  im  entgegengesetzten  Sinne  geschlossen,  so  war  an 
keiner  Elektrode  ein  allmäliger  Übergang  von  der  anodischen 
zur  kathodischen  Ladung  und  umgekehrt  zu  bemerken,  sondern 
es  zeigten  sich  gleich  die  der  neuen  Stellung  der  Platten 
zukommenden  Polarisationswerthe. 

In  Salpetersäure  zeigt  Aluminium  die  hohe  Gegenkraft 
nicht  Das  Metall  verhält  sich  in  diesem  Elektrolyten  vollkommen 
normal. 

Die  Werthe  für  die  Ä-polarisation  zeichnen  sich  durch 
grosse  Unregelmässigkeit  aus.  Sie  liefern  den  Beweis,  dass  die 
Methode  von  Fuchs  in  manchen  Fällen  durch  eine  andere 
Methode  nicht  zu  ersetzen  ist.  Die  ^-polarisation  ergab  sieh  nach 
meinen  in  der  ersten  Untersuchung  raitgetheilten  Versuchen, 
welche  mit  Drähten  augestellt  wurden,  bei  geschlossenem  Strom- 
kreise unter  Anwendung  einer  elektroly sirenden  Kette  von  3  D. 
zu  0-53  bis  0*57  D.,  bei  Anwendung  einer  solchen  von  5  D.  zu 
0-55 — 0-60  und  endlich  bei  10  D.  zu  0'53.  Man  wird  daher  sagen 
können,  dass  sie  von  3*3  Volt  e.  K.  an  constant  bleibt.  Nun  tritt 

Sitsb.  d.  mathem.-iiatttrw.  Gl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  46 
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aber  unmittelbar  nach  Öffnen  der  Kette  die  bekannte  Umkehnings- 
erscheinang  anf^  deren  Intensität  in  einer  Abhängigkeit  von  der 
Menge  des  in  der  Zeiteinheit  entwickelten  H^  also  von  der  Strom- 
stärke, zu  stehen  seheint.  Wenn  man  dies  berücksichtigt,  wird 
man  von  einer  Wippenmethode  von  vorneherein  keine  zu  irgend 
welchen  Schlüssen  geeigneten  Werthe  erwarten  können. 

2.  Die  Polarisation  des  Silbers. 

Die  Elektroden  bestanden  gleichfalls  aus  Platten  von  den- 
selben Dimensionen  wie  bei  Aluminium. 

Die  Anfangspotentialdifferenzen  zwischen  Silber  und  Zink 
bewegten  sich  unmittelbar  nach  dem  Eintauchen  der  spiegel- 
blanken Silberplatten  innerhalb  der  Grenzen  von  1-15  und 
1*30  Volt.  Sobald  aber  die  Platten  5,  längstens  15  Minuten  von 
der  verdünnten  Schwefelsäure  umgeben  waren,  glichen  sich 
etwaige  Differenzen  zwischen  denselben  aus ;  sie  erhielten  dann 
einen  nicht  weiter  veränderlichen  Werth  von  je  1*20  V.  gegen 
die  Zinkplatte.  Aus  diesem  Grunde  wurde  das  Voltameter  vor 
jeder  Versuchsreihe  ungefähr  eine  halbe  Stunde  sich  selbst 
überlassen. 

Elektrolysirend  wirkten  Kräfte  von  1-1  V.  (1  Daniell)  bis 
9-9  (9  Daniell)  aufwärts.  Es  ergaben  sich  fUr  die  beiden  Polari- 
sationen (Ag  +  0/Ag  und  Ag/Ag  -f-  H)  folgende  Werthe,  welche 
in  bestimmten  Intervallen  nach  erfolgtem  Kettenschluss  beob- 
achtet wurden: 

1.  e.  K.  =  1-1  V. 

4in  5m        6.5m       gm        9.5m 

Ag  +  0/Ag=      —      0-15      —      0-18      — 
Ag/Ag -hH=    0-63      —      0-44      —      0-59 

lim       12ni        14m        Ißm       Igm        20°^ 

Ag^O/Ag=    0-17      —      0-16      —      0-17       — 
Ag/Ag +  H=      —      0-62      —      0-53      —      0-53 

2.)  e.  K.  =  2-2  V. 

Im        2'"  3™  4-5°^      6«*        7°*  8»n  9 '5™ 

Ag-4-0/Ag=     —      0-19  —  0-15      —  0-27  —  0-20 

Ag/Ag -hH=    0-86      —  0-87  —  0-86      —  0-88  — 

lim        12m        13m      14.5m     Igm        22»^       24'»     31 'Ö«» 

AgH-0/Ag=     —      0-18      —      0-19    0-19       —        —        _ 
Ag/Ag  +  n=    0-90      —      0-95      —        —      0-96    090    0-85 
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Die  Anode  ttberzog  sich  schon  nach  drei  Minuten  mit  einer 
schwarzen  Schiebt;  die  Kathode  blieb  zuerst  noch  blank;  gut 
sichtbare  ^-entwicklung.  Nach  ungefähr  30  Minuten  tiberzog 
sich  auch  die  Kathode  mit  einem  dichten,  bflschelförmig  gegen 
das  untere  Ende  der  Platte  sich  ausbreitenden  Beschlag.  Das 
Entstehen  desselben  wurde  gleichzeitig  mit  der  Abnahme  der 
^-Polarisation  beobachtet.  Nach  Poggendorff*  besteht  der 
Beschlag  aus  metallischem  Silber.  Unmittelbar  nach  Unter- 
brechung des  Stromes  wird  derselbe  grau;  sobald  der  Strom  von 
Neuem  geschlossen  wird,  verdunkelt  sich  jener  sogleich  wieder. 

Die  beiden  Polarisationen  verschwanden  in  den  Fällen 
1.)  und  2.)  kurze  Zeit  nach  erfolgtem  Öffnen  des  Stromes. 

3.)  e.  K.  =  3-3  V. 

Xm  2°^  3™  41°  5>°  6°^  7°^  8"^  9°^ 
Ag-f-0/Ag=  —  1-21  -  1-21  -  1-24  —  1-24  — 
Ag/Ag-+.H==    0-84    —    0-86     -    0-85    —    0-85    —    0-85 

10m     lim     12ra      13m     14m     15m     Igm      17m     Igm 

AgH-0/Ag=    1-25    —     1-26    —    1-27     —    1-26    —    1-26 
Ag/AgH-H=     —    0-84    -    0-85    —    0-84    -    0-84    — 

Der  kathodische  Beschlag  erschien  bald  nach  Stromschluss. 
Er  dürfte  die  Ursache  sein,  dass  die  Werthe  für  die  fl  Polarisation 
unter  jenen  in  2.)  gefundenen  liegen.  Nach  Unterbrechung  des 
Stromes  ergab  sich  für  Ag/Ag  -h  H  ein  sehr  geringer  Rest  der 
Polarisation  (0-04  V.  nach  1  Minute),  für  Ag  -»-  0/Ag  hingegen 
nach 

Om  2"*  7™  13*»  23" 

1-08  1-03  0-93  .       0-86  0-04 

4.)  e.  K.  =  5-5  V. 

Im        2"^        3°^        4"^        5''^        6*^ 
Ag-f-0/Ag=     —      1-31      —      1-34      —      1-36 
Ag/Ag  H-H=    0-73      —      0-76      —      0-77      — 

7m  gm  9m  15m       Ißm       Igm       19m 

Ag4-0/Ag=.-      1-36      —      1-36      -      1-36      — 
Ag/Ag-HH=    0-78      —      0-78      —      0-78      —      0-78 


1  Poggendorff,  Pogg.  Ann.  75,  1848. 
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5.)  e.  K.  =  7-7  V. 

Im  ^m         3m  4m       Q'^m       gm 

Ag-hO/Ag=     —      1-30      —      1-40      —      1-43 
Ag/AgH-H=    0-67      -      0-66      —      0-67      — 

9.5m      lim      12.5m     14m       16m       18m 

Ag-|-0/Ag=      —      1-44      —      1-44      ~      1-44 
Ag/Ag-hH=    0-67      —      0-66      —      0-68      — 

6.)  e.  K.  =  9-9  V. 

Im  2™  3°*  4°*  83»  9m  10°» 
Ag  +  0/Ag=:  —  1-32  —  1-37  1-37  —  1-37 
Ag/Ag  +  H=    0-79      —      0-83      —        -      0-9ü      — 

lim       15ra       17m       Igm        19m       29°»       30°» 

Ag-+-0/Ag=      —      1-37      —      1-37      —      1-37      — 
Ag/AgH-H=    0-93      —      0-96      —      0-96      —      0-96 

Aus  den  Versnchsreiben  geht  hervor:  Die  O-polarisation 
erreicht  bei  einer  elektrolysirenden  Kette,  deren  elektromotorische 
Kraft  der  dreier  Daniell  ungefähr  gleichkommen  wird,  ihren 
Maxiraalwerth.  Derselbe  beträgt  1-3  bis  1-4  Volt. 

Die  ^'Polarisation  hingegen  befindet  sich  schon  bei  einem 
von  zwei  Daniell  gelieferten  Strome  auf  einem  Maximalwerth 
(0*96  V.);  bei  Anwendung  von  kräftigeren  Ketten  sinkt  die 
if-polarisation  mit  der  Vergrösserung  der  elektrolysirenden  Kraft, 
um  erst  bei  Anwendung  von  99  V.  e.  K.  wieder  denselben  Werth 
zu  erhalten,  welchen  sie  schon  bei  2*2  V.  besessen  hatte. 

Diese  Beobachtungen  finden  sich  sowohl  qualitativ  als 
quantitativ  in  guter  Übereinstimmung  mit  jenen,  welche  nach 
der  Methode  von  Fuchs  angestellt  wurden.  Ich  glaube  die 
Erscheinungen  der  ff-polarisation  in  der  bereits  oben  kurz  an- 
gedeuteten Weise  erklären  zu  können:  Der  aus  metalliscbem 
Silber  bestehende  Beschlag  der  Kathode  wird  um  so  dichter  sich 
entwickeln,  je  grösser  die  Stromintensität  ist.  Durch  den  Beschlag 
aber  wird  die  Stromdichte  verringert  werden,  weil  die  Oberfläche 
der  Kathode  dadurch  eine  Vergrösserung  erfährt.  Mit  der  Ver- 
ringerung der  Stromdichte  sinkt  auch  die  Dichte  des  H  an  der 
Oberfläche  und  damit  ofTenbar  die  ^-polarisation.  Dadurch  wird 
erklärlich,  dass  eine  geringe  Kraft  zur  Hervorrufung  des 
Maximums  der  ^-polarisation  an  einer  blanken  Oberfläche  hin- 
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reicht^  dass  aber  eine  sehr  beträchtliche  Kraft  erforderlich  ist, 
um  dasselbe  Maximum  an  einer  mit  aufgelöstem  Silber  dicht 
umgebenen  Platte  hervorzurufen. 

Die  Auflockerung  des  Silbers  an  der  Kathode  einerseits^  die 
Bildung  eines  Peroxydes  (Ag^O,)  an  der  Anode  anderseits; 
Hessen  es  sehr  wahrscheinlich  erscheinen,  dass  Silber  die  Eignung 
zum  Secundärelement  besitzt.  Versuche;  welche  ich  mit  einer 
Kette  von  4*4  Volt  angestellt  habe,  bestätigten  diese  Yermuthung. 
Die  elektromotorische  Kraft  eines  Silbersecundärelementes  ist 
gering  (1  Volt);  und  wird  wie  bei  Blei  ausschliesslich  auf  Kosten 
der  Anode  geliefert.  Die  Kathode  besitzt  nach  Öffiien  des 
primären  Stromes  einen  Polarisationsrest  von  0-04 — 0-05  V., 
welcher  nach  vier  oder  fünf  Minuten  verschwunden  ist. 
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Über  die  Reduction  einer  Grappe  Abel'scher  Inte- 
grale  auf  elliptische  Integrale. 

Von  Guido  T.  Alth, 

Supplent  an  der  k.  k.  Oberreaischuie  im  IL  Bezirke   Wien». 
(Vorgereot  In  der  Sitzung  am  8.  Min  1887.) 

Die  Reduction  Abel' scher  Integrale  erster  Gattung  von  der 
allgemeinen  Form 


1) 


(wo  R(a:)  eine  gauze  Function  bedeutet),  ftir  den  besonderen 
Fall,  dass  m  die  Werthe  3,  4,  6  annimmt  und  die  algebraische 
Function  unter  dem  Integrale  durch  die  Geschlechtszahl  p  =  1 
näher  charakterisirt  erscheint,  ist  schon  seit  längerer  Zeit 
erledigt.* 

Es  lag  daher  nahe,  auf  die  entsprechenden  Integrale  vom 
Geschlechte  p  =  2  überzugehen  und  ihre  Reduction  auf  niedere 
Integralformen  mittelst  algebraischer  Transformation  zu  ver- 
suchen. 

Wie  sich  zeigt,  ist  dabei  ein  einfaches,  einheitiiches  Ver- 
fahren anwendbar,  welches  nicht  nur  bei  den  zu  behandelnden 
Integralen^  sondern  auch  in  anderen  Fällen,  wo  ähnliche  Inte- 
grale von  demselben  oder  anderem  Geschiechte  vorliegen,  mit 
Vortheil  wird  angewendet  werden  können. 


^Briotn.  Bouquet:  Theorie  des  fonctions  doublement  pöriodiques. 
(Deutsch  V.  Fischer,  pag.  353). 

Vergl.  die  Literaturangaben  bei: 

Ungar:  Zur  Reduction  Ab eTscher  auf  elliptische  Integrale  [Diese 
Sitzungsber.,  58  Bd.,  pag.  759],  woselbst  auch  (pag.  7G0)  die  Gründe  fiir 
die  obige  Wahl  der  Wurzelexponenten  angegeben  sind. 
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Ist  nämlich  ein  Integral  von  der  Form  1)  vorgelegt  (dabei 
könnte  im  Zähler  auch  noch  eine  rationale  Function  von  x  stehen), 
so  wähle  man^  wenn  es  sich  bloss  darum  handelt,  dasselbe  in 
ein  hyperelliptisches,  eventuell  elliptisches  von  ganz  unbestimmt 
gelassener  Gestalt  zu  transformiren,  eine  im  Allgemeinen  rationale 

Function  f(x)  derart,  dass  der  Ausdruck  ,  ^}  /,    nach  Streichung 

der  dem  Zähler  und  Nenner  gemeinschaftlichen  Factoren  eine 
rationale  Function  von  höchstens  zweitem  Grade  in  x  werde.  Ist 
in  einem  vorgelegten  Falle  eine  derartige  Wahl  möglich,  so  ist 
auch  die  Substitution,  welche  die  Reduction  des  betreffenden 
Integrales  leistet,  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Wie  bemerkt,  wird  dabei  f{x)  im  Allgemeinen  rational  zu 
wählen  sein;  ist  jedoch  m  eine  gerade  Zahl,  so  kann  f{x)  auch 
die  Gestalt  \/  ^{x)  annehmen,  nur  muss  dann  die  rationale 
Function  f{x)  so  gewählt  werden,  dass  die  Gleichung  2)  eine 
in  X  lineare  vorstellt.*  Die  Reduction  selbst  bietet  gar  keine 
Schwierigkeit,  indem  einfach  in  1)  R(x)  =i  [yf{x)Y  zu  setzen  ist, 
während  sich  x,  alzo  auch  dxy  aus  Gleichung  2)  berechnet. 

Es  ist  femers  sofort  einzusehen,  dass  dieselbe  Substitution, 
welche  zur  Reduction  des  Integrales 

/dx 

C      dx 
dient,  auch  anwendbar  ist  auf  das  Integral  I  —  .  also  auch 

Jv/[Ä(a;)]' 

die  Reduction  des  Integrales: 

4)         j(,  ^  r  M^y^  ^  r  dx 

J  \J{R{x)^     J  \yRi{x) 


1  Vergl.  Königsberger:  DifTerentialgleichungen  §.  15,  wo  ein 
Rednctionsverfahren  angegeben  ist,  dessen  Hauptzweck  ist,  nicht,  wie  hier, 
aof  unbestimmt  gelassene,  sondern  auf  ganz  bestimmte  Integral  formen 
zu  führen.  Infolge  dessen  gestaltet  sich  auch  die  Wahl  von  f(x)  schwieriger, 
wie  beispielsweise  bei:  Rink,  über  einige  Abel' sehe  Integrale  erster 
Gattung,  Zeitschr.  f.  Math,  u,  Phys.  Bd.  29,  pag.  272. 


704  G.  V.  Alth, 

bewerkstelligt,  wenn: 

und 

Dabei  bedeutet  ^  —    die  grösßte  in  —  enthaltene  ganze 

Zahl. 

Gleichzeitig  mit  den  Integralen  von  der  Form  3)  werden 
in  der  Folge  auch  diejenigen  von  der  Form  4)  behandelt.  Nach- 
dem jedoch  nur  Integrale  erster  Gattung  in  Betracht  gezogen 
werden,  kann  l  nur  die  Werthe  2,  3,  ...  (m — 1)  und  von  diesen 
in  jedem  speciellen  Fall  wieder  bloss  einen  annehmen,  da  sich 
bekanntlich  für  Integrale  vom  Geschlechte  p  nur  p  (hier  zwei) 
linear  von  einander  unabhängige  Integrale  erster  Gattung,  die 
derselben  algebraischen  Function  angehören,  aufstellen  lassen. 
Es  sind  dies  hier  die  Integrale  J  und  J('),  wo  /  eine  der  Zahlen  2, 
3,  . . .  (m — 1)  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Integrale  als  einander 
„zugehörige"  bezeichnen. 

Die  Integrale  selbst,  die  hier  in  Frage  kommen,  sind  leicht 
aufzustellen.  Eine  diesbezügliche  Tabelle  befindet  sich  im 
87.  Bande  der  Sitzb.  der  k.  Akad.  d.  Wissensch.  (p.  991)  in  einer 
Abhandlung  von  Dr.  0.  Biermann  „Zur  Theorie  der  zu  einer 
binomischen  Irrationalität  gehörigen  AbeTschen  Integrale." 
Dabei  ist  Spalte  6  und  7  der  Tabelle  in  der  Bubrik  für  m  =  6 
auszulassen,  indem  die  betreffenden  Integrale  nicht  das  Geschlecht 
zwei;  sondern  drei  besitzen.  Es  bleiben  dann  14  Integrale  ttbrig, 
die  im  Folgenden  mit  J,  bis  Jj^  bezeichnet  wurden. 

Zur  Beduction  selbst  tibergehend  betrachten  wir  als  erste» 
das  Integral: 

J  V  Qv—oc)(a;—ß){a;—yy 
das  zugehörige  Integral  lautet  daher  gemäss  4) 


J  v/(a?_«)«(x— ß)V— 7) 
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Auf  beide  Integrale  ist  die  Substitution 

(^_«)^_ß) 
X — 7 

anwendbar.  (Dabei  wurde  in  Formel  2)f{x)  =  ar— 7  gesetzt.) 
Man  erhält  sodann  (die  Wurzeln  absolut  nehmend) 

5)  J  =f  ^^^^ 

'     j  >/»*+2(«H-i3-27)y3H-(«-ß)« 

J  \/y^+2{a+ß-2y)y^+{a-ßy 

Beide  Integrale  sind  somit  zunächst  auf  hyperelliptische 
erster  Ordnung,  und  zwar  auf  zu  derselben  Irrationalität  gehörige 
Integrale  erster  Gattung  zurOekgeftlhrt.  Jedes  derselben  ist  nun 
selbst  wieder  durch  die  algebraische  Summe  zweier  elliptischer 
Integrale  ausdrttckbar,  wie  sich  dies  allgemein  fttr  Integrale  von 
der  Form : 


7)  r,      'y  und       f-^ 


-4-ay*H-6 

zeigen  lässt. 

Schreibt  man  nämlich  das  Trinom  unter  der  Quadratwurzel, 
indem  man  es  in  seine  Wurzelfactoren  zerlegt,  in  der  Gestalt: 

2ici  AKi  811^  4iu' 

(»—»1)  (y— e"^»t)  (n-e^yt)  (y—vt)  (y—e '  y,)  (j/—e » y,) 

and  sabstitairt  dann  in  den  Integralen : 

y-  1— «  ' 

80  erhält  man  Integrale,  deren  Ausdruck  unter  der  Wurzel  die 
Gestalt  hat: 

»(«— «i)(*— «»)  («—«3)  («—«»)> 


wo: 


»i(i— ^')  yx—^^y% 
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2in'  4ietf 

3  \  ..  ^ 


Nun  erfüllen,  wie  man  sich  durch  Multiplication  überzeugt^ 
die  Lösungen  a^,  a^,  «g,  «^  die  Bedingung: 

8)  «1«2  =  «3a4, 

welche  nach  allgemeinen  Untersuchungen^  hinreicht,  um  die 
Beduction  der  genannten  hyperelliptischen  Integrale  auf  ellip- 
tische bewerkstelligen  zu  können.  Dadurch  erscheint  auch  die 
Keductionsfrage  ftlr  die  Integrale  J^  und  Jp)  gelöst.  Weiteres  ist 
in  der  soeben  genannten  Arbeit  angegeben. 

Das  zweite  der  hiehergehörigen  Integrale  lautet : 

J  V^(jr— a)(a?— ß)*(a?— 7)* 

Für  dasselbe  lassen  sich  die  betreffenden  Resultate  sofort 
ablesen,  indem  man  in  jp)  bloss  a  mit  7  zu  vertauschen  hat 
Das  nächste  Integral: 

dx 


\7  {a:—a){x—ß){x—y)\x—dy 
und  sein  zugehöriges : 

J  \/  (x—«)\x—ßy{x—y)(x—S) 

gehen,  wenn  y»  =  (^!)(^Zgy  wo/(a^)  =  (a?— 7)(a?— J),  gesetet 
wird,  über  in: 

•'s 


=A 


\/(7-^)y+V[2(«i3+7^)-(«+i3)(7+*)]+(«— ^)* 
nnd 

4^'=r-7=— — '^ 

J  v/(7-*)y+2»'[: 


3[2{«ß+yS)—(a+ß)(y+S)]+{a+ßy 


1  E.  Schering:  Borchardt's  Joarn&l,  Bd.  85,  p.  144. 
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Nach  den  vorangehenden  Bemerkungen  ttber  die  Integrale 
Ton  der  Form  7)  ist  auch  jedes  der  letzten  Integrale  auf  die 
algebraische  Summe  zweier  elliptischer  Integrale  reducirbar. 

Zu  den  Integralen  mit  dem  Wurzelexponenten  wi  =  4  über- 
gehend liegt  als  erstes  das  Integral  vor: 

J  \^(x—aXx-ß)\x—fj* 
Das  zugehörige  lautet: 

J  y/(ar_a)»(;P_/3)  V-7)« 

Durch  die  Substitution  y*  =  Qv — «)  (dabei  wurde  in  2) 
f(a?)  =  \/{x — ß){x — 7)  gesetzt)  gehen  die  Integrale  über  in: 


H-s 


\/y8-Hy*(2«-j3-7)+(a— p)(a-7) 
und: 

J  v/»''+y*(2«-^-7)+(«-ß)(«-7) 

oder,  y*=zz  setzedd,  in 

2zdz 


^•=/s 


\/«[a*+«»(2a— ß— 7)4-(a— ß)(a— 7)] 
and: 

J  v'4«*+z\2«~/3-7)H.(«-ß)(«-7)] 

Wie  leicht  einzusehen,  genügen  auch  diese  Integrale  der 
Bedingung  8),  welche  ihre  Reductionsfähigkeit  auf  elliptische 
Integrale  ausspricht. 

In  ganz  gleicher  Weise  lässt  sich  das  Integral 


,      J  V(a7— a)\a:— i3)\a?— «j 


^.=1 

-7)' 

behandeln.  Die  Resultate  sind  sofort  abzulesen,  wenn  man  in  den 
Beziehungen,  die  für  J^^)  gelten,  a  mit  7  vertauscht. 
Die  Integrale  : 

da: 


''=h 


\/(jr— a)(a?— ;3)*(;r— 7)3 
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und 


j(.) 


_r dx 

J  \/(w—a)\x—ß)\x—i) 


gehen  durch  die  Substitution  y*  = ,  f(x)  ■=.  (x — 7)\/ir — ß, 

X — 7 

über  in: 

j  =C  ^^*''^ 

•    Jv/»*(7-ß)+»*(2^«-7)+(«-P) 
und 

r-f ,  ''' 

J  W(7-ß)+y*(2P-«-7)+(«-^) 

welche^  ebenso  wie  J^  und  J^^^  behandelt,  sich  ebenfalls  auf  ellip- 
tische reduciren. 

Dasselbe  gilt  vom  Integrale: 

'    J  s^  (a!—a)(x—ß)\x—y)\x—dy 
und  dem  zugehörigen: 


j(*),  •  rf* 


V^  {x^a)\x—ß)\x—y)\x-^) ' 
welche  durch  die  Substitution 


y* = ?-4»  /•(*•)  =  (^-*)v^(^-^)(^-7), 


in 

4y*dy 


=/; 


'     J  \/»«(P-*)(7-*)+»n(«-ß)(7-^)+(«-7)(ß-*)]+(«-^)(«-7) 
und 

^ 

V»''(^-*)(7-*)+»»[(«-^)(7-f)+(«-7)(^^)]+(«-^)(«-7) 

übergehen. 

Unter  den  Integralen  mit  dem  Wurzelexponenten  in  =  6 
erscheint  besonders  bemerkenswerth  das  Integral: 


.,..=/: 
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J. 


dx 

'8  ^-i  "t; 


=h 


indem  sein  zugehöriges  Integral: 

dx 


'    J  ^{x—oL)\x—^y    j\/l 


x—a)\x—ßy 

nicht  mehr  das  Geschlecht  zwei,  sondern  eins  besitzt,  also  za 
demjenigen  gehört,  deren  Reduction  auf  je  ein  elliptisches  Integral 
in  dem  angeführten  Werke  von  Briot  und  Bouquet  gelehrt 
wird.  Ebenso  wie  J^^^  lässt  sich  auch  J^  auf  ein  elliptisches 
Integral  reduciren.  Benutzt  man  nämlich  die  Substitution: 

80  gehen  die  Integrale  Über  in: 

j  _  r      ^ydy 
*    Jv/y"+4(«- 


.      13) 
und 

J  Vy«+4(a-P) 
Hier  j^'  =  z  setzend  erhält  man: 


Js  = 


-f     ^'^         und     r-f.    '"^ 


also  elliptische  Integrale. 

Nebenbei  sei  noch  bemerkt,  dass  Jg  durch  die  Substitution 

verwandelt,  dessen  Reduction 

in  den  grösseren  Lehrbüchern  über  Integralrechnung  gezeigt  wird. 
Ähnliche  Resultate  liefert  auch  das  Integral: 


j    r       dx  _ 

'    J  \/(x—a\Hx—i. 


dem  als  zugehöriges  ebenfalls  das  Integral  J^^>  entspricht.  Als 
Substitution  kann  man  entweder  y®  =  {x — a)(a? — /3)  oder  die 
reciproke  verwenden.  Man  erhält  fUr  den  ersten  Fall: 
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_r  Qdy  _r  Zdz 

•    J  VW+(FW    J  Vz[4*»+(a-i3)«] ' 
Auch  das  Integral: 

j  -C ^ 

J  ^(a7_a)«(ar— ß)5(^_7)* 

besitzt  als  zugehöriges  Integral  eines  yom  Gesehleehte  eins, 
nämlich: 

r  da^  r  dx 


J  V^(«-a)V— ß)*(a?-7)»      J  \ 


\/(iP—a)  »(ar— j3)»(a?— 7)» 
Beide  Integrale  können  durch  die  Substitution: 

*         (x-i3)(ar-7) 


auf  je  ein  elliptisches  zurttckgefbbrt  werden,  und  zwar  ist: 


j  _;  My 


V^(^-7)y-4(«-/3)(«-7) 

_r 3rfz 


und  J  v/(j3— 7)V— 4(«— P)(a— 7) 

'"    J  V(ß-7)y-4(«-^)(«-7) 

_r ddz 

~J  v/<(P-7)«z''-4(a-i3)(«-7)] 

Die  noch  übrigen  vier  Integrale  mit  dem  Wurzelexponenten 
TW  r=  6  lassen  sich  auf  Integrale  von  der  Form  7)  zurtlckführen 
und  somit  jedes  derselben  auf  die  algebraische  Summe  zweier 
elliptischer  Integrale  reduciren.  Es  wird  wohl  gentigen,  die  betref- 
fenden Resultate  in  Etirze  zusammenzufassen. 

Die  Integrale: 

J  \/(x—ocy(x—ß)%x—yy 


J  yyQv—«)\x—ß)\x—yy 


Beductiön  einer  Gruppe  Abel'  scher  Integrale.  711 

gehen  durch  die  Substitution: 

»3  =  (ar-«),  f{x)  =  v/(ar-]3)(a?-7), 

ttber  in: 

3yrfy 


und 


^,.=/; 


V/»«+y'(2«-P-7) +(«-p)(a-7) 
Sdy 


|3-7)+(«-PX«— 7) 
Ebenso: 


"    J  vj/(af-a)»(a?-i3)»(x— 7)» 
nnd 

J  V(^— a)*(ar— ß)»(a:— 7)* 
durch :  y'  =  -^|,  /"(^)  =  («—7)  s/^—ßj  in: 

"  J  Vy«(7-ß)+y»(^i3-«-7)+(«-i3) 


J.5)  =  / ^ 


'H 


\/y«(7-ß)+»»(2ß-«-7)+(«-ß) 

p  ist  das  Inte- 

y^^a:—a)\a;—ß)\a:—yy 
gral  JIW  wenn  «  mit  7  vertauscht  wird. 
Endlich  ergeben: 


^■•=/r 


dx 


und 

J  y^{x-«)\a?—ß)\x—y)\x—dy 
infolge  der  Substitntion 


y»  =  -^3:^,  A(^)  =  {^-^)  \/(^-ß)(^-7), 
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7,.=/ '""' 


v'»'tf-äX7-*)+»n(«-»Cr-«)+(«-»)(;9-ä)l+(«-»(«-r) 


«=/; 


N/»'(ß-^)(7-*)+y'[(«-/3)(7-*)+(«-7)(P-^)]H-(«-ß)(«-7) 

Somit  ist  für  alle  diese  14  Integrale  erster  Gattung  vom 
Geschlechte  zwei  die  Reduction  auf  elliptische  gezeigt.^  Es 
erUbrigt  noch  die  Bemerkung^  dass  dasselbe  Verfahren  auch  bei 
allen  entsprechenden  Integralen  vom  Geschlechte  eins  mit  Vor* 
theil  anwendbar  ist^  um  die  Beduction  auf  elliptische  Integrale 
durchzufllhren. 

Um  endlich  auch  ein  Beispiel  ftlr  Integrale  rom  Geschlechte 
drei  zu  geben^  sei  das  Integral  vorgelegt: 


J  y/  (a?_a)(^_/3)(ar— 7)3 


Die  zugehörigen  Integrale  lauten : 

dx 


JWz= 


^h 


V/(a:-«)V-i3)V-7)* 
also  ein  elliptisches,  und 


JW;  

-7) 

Die  Substitution  „«  =  ^fü^MZlPl,  fU)  =  -c—y, 

X — y 

dend  erhält  man: 

j  \/»«+2(«+^-27)y»+(a-i3)» 


anwen- 


j  v//+2(a- 


^-27V+(«-i3)*' 


1  Auf  eine  algebraische  Summe  von  elliptischen  Integralen  sind  auch 
die  hiehergehörigen  Integrale  mit  dem  Wurzelexponenten  m  =&  8  redncirbar; 
für  m  =  12  fanden  sich  keine  vor. 
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also  drei  zu  derselben  Irrationalität  gehörige  hyperelliptische 
Integrale  zweiter  Ordnung.  Durch  die  Substitution  y*  =  «  ver- 
wandeln sich  das  erste  und  dritte  in  solche  hyperelliptische 
erster  Ordnung,  welche  sich  auf  die  algebraische  Summe  zweier 
elliptischer  Integrale  reduciren  lassen,  während  das  zweite  wieder 
die  Gestalt  eines  elliptischen  Integrales  annimmt. 

Ebenso  lassen  sich  noch  viele  andere  Integrale  von  be- 
liebigem Geschlechte  behandeln.  Man  sieht  also,  dass  man  auf 
diese  Weise  im  Stande  ist,  eine  grosse  Anzahl  instructiver 
Beispiele  flir  die  Behandlung  der  allgemeinen  Theorie  der 
Abel'schen  Integrale  zu  gewinnen  und  dadurch  deren  Studium 
anschaulicher  zu  gestalten. 


Sitzb.  d.  mathem.-natttrw.  Cl.  XCY.  Bd.  II.  Abth.  47 
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Die  Widerstandsverändeningen  von  Wismuth,  Antimon 
und  Tellur  im  magnetischen  Felde. 

Von  Albert  v.  Ettingshaasen  in  Graz. 

(Mit  3  Tafeln.) 

Im  Jahre  1884  haben  A.  Righi^  und  Hurion*  beobachtet, 
dass  der  elektrische  Leitungswiderstand  des  Wismuths  zunimmt^ 
wenn  man  Platten  oder  Stangen  dieses  Metalls,  die  von  einem 
elektrischen  Strome  durchflössen  werden,  in  ein  magnetisches 
Feld  bringt.  Eine  Widerstandszunahme  soll  nach  der  Theorie' 
auch  in  einer  rechteckigen,  mit  ihrer  Fläche  senkrecht  gegen  die 
Kraftlinien  des  Magnetfeldes  gestellten  Platte  auftreten,  sobald 
man  die  durch  HalFsche  Wirkung  veranlassten  Ströme  zu 
Stande  kommen  lässt;  ebenso  muss  eine  kreisförmige  Platte,  bei 
welcher  eine  Elektrode  im  Gentium  liegt,  während  der  Rand  die 
andere  Elektrode  ist,  in  Folge  HaH'scher  Wirkung  eine  Ver- 
grösserung  des  Widerstandes  zeigen.  Der  Betrag  dieser  letzteren 
Widerstandszunahme  ist  sehr  gering,  verglichen  mit  der  auch  ohne 
Hairsche  Wirkung  im  Wismuth  auftretenden,  doch  ist  es  mir 
schon  vor  längerer  Zeit  gelungen,  das  Vorhandensein  derselben  in 
einer  dUnnen  rechteckigen  Platte,  welche  in  der  oben  angegebenen 
Weise  gegen  die  Kraftlinien  des  magnetischen  Feldes  gestellt 
war,  zu  constatiren.^  Die  zur  Leitung  des  Hauptstromes  dienenden 
„Primär-Elektroden"  waren  längs  der  kurzen  Seiten  der 


1  Righi,  Journ.  de  Phys.  2.  86rie,  vol.  III,  p.  355.  Wiedemann's 
Beibl.  8.  S.  858.  1884. 

2  Hurion,  C.  R.  XCVIII.  p.  1257.  Beibl.  8.  S.  877.  1884. 

3  Boltzmann,  Anz.  d.  kais.  Akad.  in  Wien  1886.  Kr.  X  und  XIII. 
Sitzber.  Bd.  XCIV.  8.  644. 1886. 

^  Sitzungsber.  d.  kais.  Akad.  in  Wien.  Bd.  XCIV.  S.  560.  1886. 
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Platte  angelöthete  Enpferdrähte,  an  zwei  äquipotentialen  Stellen 
der  Langseiten  wurden  die  „Hall-Elektroden"  angebracht. 
Ohne  Erregung  des  magnetischen  Feldes  war  keine  Widerstands- 
veränderung zu  bemerken,  wenn  die  H  a  1 1  -  Elektroden  mit 
einander  durch  eine  kurze  Schliessung  verbunden  wurden; 
dagegen  zeigte  sich  bei  erregtem  Elektromagnet  eine  Ver- 
grösserung  der  zwischen  den  Primär-Elektroden  herrschenden 
Potentialdifferenz,  sobald  man  die  Hall-Elektroden  leitend 
verband:  die  Vergrösserung  betrug  etwa  ein  Tausendstel  der 
ganzen  Differenz.  Die  Intensität  des  magnetischen  Feldes  M  war 
beiläufig  6000  (cm  gr  sec). 

Nach  der  von  Prof.  Boltzmann  entwickelten  Theorie 
erscheint  der  Widerstand  einer  rechteckigen,  ebenen  Platte,  die 
nach  ihrer  Längsrichtung  gleichförmig  von  einem  Strome  durch- 
flössen wird,  während  die  Langseiten  mit  zahlreichen  Hall- 
Elektroden  versehen  sind,  durch  Hai Tsche  Wirkung  im  Verhältnisa 

1.  '■  - 


1-hy 

vergrössert;  dabei  ist  angenommen,  dass  je  zwei  vis  ä  vis  liegende 
Hall-Elektroden  leitend  mit  einander  verbunden  sind,  f  ist  das 
Yerhältniss  des  Widerstandes  co  der  an  die  Hall- Elektroden 
angelegten  Leitung  zum  Widerstände  s  in  der  Platte,  gemessen 
zwischen  den  Hall -Elektroden  der  beiden  Plattenränder:  es  ist 

also  s-=,-^j  wo  \  ß,  5  respective  Länge,  Breite  und  Dicke  der 

Platte  bedeuten  und  x  das  specifische  Leitungsvermögen  ist. 
Mit  h  ist  das  Product  xMR  bezeichnet,  unter  R  das  sogenannte 
Drehungsvermögen  (Rotatory  power)  der  Plattensubstanz  ver- 
standen. 

Für  das  Leitüngsverraögen  x©  des  Wismuths,  welches  keiner 
magnetischen  Wirkung  ausgesetzt  ist,  habe  ich  etwa  4x10-® 
gefunden,  das  Product  RM  erreicht  ftlr  reines  Wismuth  den  Werth 
45000,  es  würde  demnach  h  bis  über  ein  Sechstel  ansteigen, 
wenn  nicht  x  im  magnetischen  Felde  beträchtlich  sänke.  In  der 
That  habe  ich  bei  den  verwendeten  Wismuthproben  als  Maximum 
von  h  nur  beiläufig  0-13  bis  0-15  erhalten.  Nach  dem  oben 
Angegebenen  könnte  daher  die  Widerstandszunahme   in   einer 

47* 
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rechteckigen  Platte,  selbst  fUr  einen  sehr  kleinen  Werth  von  f^ 
nicht  viel  über  27o  betragen. 

Um  den  theoretischen  Annahmen  beim  Experimente  nahe 
zu  kommen,  habe  ich  eine  Platte  ans  reinem  Wismath,  das  ich 
der  Güte  des  Herrn  Oberbergrathes  Dr.  Clemens  Wink  1er  in 
Freiberg  verdanke,  ^  in  folgender  Weise  hergerichtet. 

Die  rechteckige  Platte  (Fig.  1,  Taf.  I),  X  =  5-6,  ß  =  14, 
d=0*0468  Ctm.  hat  längs  der  kurzen  Seiten  ausgedehnte  Elek- 
troden Ay  B  für  den  durchzuleitenden  Strom  und  an  jeder  Lang- 
seite vier  Hall- Elektroden  a^.  .a^  b^.  .64,  von  denen  je  zwei 
vis-ä-vis  liegen;  letztere  bestehen  aus  kleinen  rechteckigen  Vor- 
sprtlngen  der  Platte,  an  welche  Kupferblechstreifen  Aj..*^ 
gelöthet  wurden,  die  passend  nach  abwärts  gebogen  und  an  den 
unteren  Enden  gut  amalgamirt  sind.  Ein  Contact  der  Streifen  an 
den  Stellen,  wo  sie  sich  kreuzen,  ist  durch  zwischengelegte 
Glimmerblätter  vermieden.  Die  Enden  der  Streifen,  welche  zu 
je  einem  Paare  vis-ä-vis  liegender  Elektroden  gehören,  liegen 
neben  einander,  so  dass  durch  Heben  von  untergeschobenen 
Quecksilbernäpfen  die  Hall-Elektrodenpaare  einzeln  mit  einander 
in  gut  leitende  Verbindung  gesetzt  werden  können.  Die  Queck- 
silbemäpfe  waren  an  dem  Ende  eines  Hebelarmes  befestigt, 
durch  Drehen  des  Hebels  wurden  die  Näpfchen  gehoben  oder 
gesenkt.  Zur  Messung  des  Widerstandes  eines  Stttckes  der  Platte 
sind  an  zwei  Stellen  c  und  d  ihrer  Längs-Mittellinie  Eupferdrähte 
(an  den  Enden  zu  ganz  kleinen  Kreisen  gebogen)  festgelöthet. 
Die  Distanz  von  c  und  d  war  3*3  Ctm.  Bei  späteren  Versuchen 
verlegte  ich  die  „ Widerstands-Elektroden^  nach  cf  und  c^,  so  dass 
sie  auf  der  Mittellinie  der  Platte  zwischen  erstem  und  zweitem, 
respective  drittem  und  vieitem  Hall- Elektrodenpaare  lagen.  Die 
zu  den  Elektroden  A,  Bj  c,  d  führenden  Drähte,  sowie  die  Eupfer- 
streifen  k  sind  an  einem  passenden  Holzrähmchen  befestigt,  mit 
dem  die  Wismuth platte  zwischen  die  Polflächen  eines  Elektro- 
magnets  gebracht  wird. 


1  Wie  mir  Herr  Dr.  W^inkler  mittheilte,  wurde  das  Wismuth  durch 
fünfmalige  Fällung  &l8  basisches  Chlorwismuth  von  den  begleitenden 
fremden  Substanzen  gereinigt;  es  enthält  höchstens  eine  Spur  von  Eisen, 
welches  aber  wahrscheinlich  erst  durch  die  Reduction  und  das  nachherige 
Schmelzen  hineingekommen  ist. 
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Um  mit  Genauigkeit  die  Veränderungen  zu  verfolgen,  welche 
der  Widerstand  der  Platte  zwischen  den  beiden  Elektroden  Cy 
d  in  Folge  des  Zustandekommens  der  Hall'schen  Ströme  erfährt^ 
bediente  ich  mich  einer  Anordnung,  welche  im  Wesentlichen 
eine  Wheatstone'sche  Brtickencombination  ist.  Dieselbe  ist 
schematisch  durch  Figur  2  dargestellt. 

In  die  von  den  Widerstands-Elektroden  c,  d  zu  einem 
Wiedemann'schen  Spie^elgalvanometer  G  führende  Leitung  ist 
ein  Rheostat  S  eingeschaltet  und  von  einem  Punkte  Q  dieser 
Leitung  eine  Verbindung  mit  einem  Punkte  K  der  Leitung  des 
die  Platte  AB  durchfliessenden  Stromes  über  einen  zweiten 
Rheostaten  S  hergestellt.  Da  die  Primär-EIektroden  Ä  und  B 
längs  der  kurzen  Seiten  der  Platte  sich  erstrecken,  so  fliesst  der 
Strom  parallel  den  Langseiten  durch  die  Platte  und  diese  kann 
daher  fttr  das  Folgende  als  linearer  Leiter  angesehen  werden. 

Ist  r  der  Widerstand  der  Platte  zwischen  c  und  rf,  J  die 
Intensität  des  Stromes  in  derselben,  heisst  w^  der  Widerstand 
von  c  bis  Qj  w^  jener  von  7/  bis  K,  Q  der  Gesammt widerstand  von 
Q  über  G  bis  rf,  W  endlich  jener  der  Leitung  von  Q  bis  JT,  so  ist 
die  Stromstärke  j  im  Galvanometer  durch  die  Gleichung 

J(rir— tr,tr,)=j[ii?j(ii?j-Hß-h  W)+QW] 

gegeben.  Einer  kleinen  Änderung  von  r  um  Ar  entspricht  daher 
die  Änderung  A;  des  Stromes  im  Galvanometer 

JTrAr+(rTr— tp^ir,)AJ 

wenn  die  Intensität  des  Stromes  J  bei  der  Änderung  von  r  sich 
um  AJ  verändert  hat.  Wird  durch  passende  Wahl  des  Wider- 
standes W  der  Strom  j  im  Galvanometer  zum  Verschwinden 
gebracht,  so  ist 

1)         ^=-iir     "nd  2)     A/=— — —- — pr^.Ar 

Wird  die  Leitung  QK  bei  u  unterbrochen,  und  nun  am 
Galvanometer  die  Stromstärke  /o  beobachtet,  wobei  durch  Ein- 
schalten eines  grossen  Widerstandes  aus  dem  Rheostaten  2  der 
Gesammtwiderstand  von  QGd  auf  ß^,  gebracht  werde,  so  ist 
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r 


3)  Jo=Jo 


^t-hQ,' 


dabei  ist  Jq  die  Stromintensität  in  der  Platte  zwischen  c  und  d 


in  diesem  Falle.   Aus  2)  und  3)  folgt: 


4) 


Ar _ t/7^(tr,  +  a ^  W)^QW  ^    A/ 


Fttr  das  Verhältniss  -j  findet  sich,  wenn  der  Widerstand  der 

Leitung  von  £  über  die  galvanische  Kette  bis  znr  Elektrode  c  mit 
w^  bezeichnet  wird: 

Berücksichtigt  man,  dass  r  ein  im  Vergleich  zu  den  übrigen 
stets  sehr  kleiner  Widerstand  ist,  so  kann  mit  hinreichender 
Genauigkeit  gesetzt  werden : 

io=l^r(       ^^ l_Wi4.!^/_!^3_ !?i_Y 

Weiter  folgt,  da  ß^  sehr  gross  genommen  werden  muss  und 
auch  W  wegen  1)  gegen  tu,  und  w^  gross  ist,  sehr  nahe 

Ar_A/ ttv^-ß  fj^tr,    fv+ö^«f,    __J^3_1 
*•       io«^i+Öo[         W^'«/?,-HÖ       W^'w'tH-t^aJ" 

Die  Widerstände  fo^  und  to^  konnten  verändert  werden, 
indem  in  die  Leitungen  spiralig  gewickelte  Neusilberdrähte,  die 
an  starke  Eupferdrähte  gelöthet  waren,  mittelst  Quecksilber- 
näpfen eingeschaltet  wurden.  Der  unveränderliche,  aus  Eupfer- 
draht  bestehende  Theil  der  Widerstände  to^  und  w^  wurde,  ebenso 
wie  ß,  bei  jedem  Versuch  genau  bestimmt;  Übergangs  wider- 
stände an  den  Löthstellen  c  und  d  zählen  zu  w^  und  ß.  ^  Der 
Widerstand  der  galvanischen  Kette  ist  in  w^  enthalten;  neben  die 
Kette  (ein  DanielTsches  Element)  war  stets  noch  ein  Ballast- 


Vergl.  die  Methode  von  Thomson. 
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widerstand  gegeben.  Platte  und  Galvanometer  befanden  sich  in 
zwei  verschiedenen  Zimmern. 

Man  kann  natürlich  auch  die  Änderung  AW  des  Wider- 
standes W  ermitteln,  welche  erforderlich  ist,  damit  das  Galvano- 
meter nach  der  Änderung  des  Widerstandes  r  wieder  stromlos 
werde  und  hat  dann  einfach 

Ar  ^W 


was  als  Controle  dient. 

Da  die  Hall-EIectroden  je  eines  Paares  sich  nicht  an  genau 
äquipotentialen  Stellen  der  Plattenränder  befanden,  so  hatte  die 
Verbindung  zusammengehöriger  Eupferstreifen  durch  Heben  des 
betreffenden  Quecksilbemapfes  eine  Verminderung  der  zwischen 
c  und  d  herrschenden  Potentialdifferenz  zur  Folge,  wenn  die 
Platte  der  Einwirkung  magnetischer  Kräfte  noch  nicht  unter- 
worfen war.  Es  wurde  daher  zunächst  dieser  als  Widerstands- 
verminderung erscheinende  Einfluss  für  jedes  Paar  der  Hall- 
Electroden  einzeln  ermittelt.  Die  Widerstände  der  Theile  der 
Leitung  waren  hierbei  in  S.  E.  w^rzl  -072,  ii?jj=0-295,  ßril-67, 
tr3=4-23. 

Die  Elektrodenpaare  sind  mit  I,  II,  III  und  IV  bezeichnet. 
Durch  eine  grössere  Zahl  von  Beobachtungen  bei  abwechselnd 
erfolgender  Verbindung  und  Öffnung  der  Leitung  der  einzelnen 
Paare  ergab  sich: 

A;  jo 

Paar  I  —23-3  72-5 

II  —  5-7  72-8 

III  00  - 

IV  -  7-25        72-5 

Ay  und  jo  sind  in  Scalentheilen  angegeben.  Das  negative 
Vorzeichen  von  Aj  entspricht  einer  Verminderung  der  Potential- 
differenz zwischen  c  und  d\  jede  Messung  wurde  wiederholt  nach 
Umkehrung  der  Richtung  des  Stromes  in  der  Platte  und  die 
angeflihrten  Zahlen  sind  die  Mittel  der  nur  sehr  wenig  von  ein- 
ander verschiedenen  Werthe.  Der  zur  Stromlosigkeit  des  Galvano- 
meters nöthige  Widerstand  war  1^=20-92,  der  Widerstand  ß^^ 
bei  Beobachtung  des  Stromes  j^  war  501  •  7. 
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Ich  nenne  im  Folgenden  die  Widerstandsverändernng^  aas- 
gedrückt inProcentendes nrsprttnglichen  Widerstandes,  kurz- 
weg „Widerstandsvermehrung"  und  bezeichne  sie  durch  f — j 

mit  einem  beigesetzten  Index.    Man  erhält  also   ohne  Feld 
durch  Anlegen  des  Nebenschlusses  die  Widerstandsvermehrung 


(rl- 


/ 

II 

=  -0-184 
-0-045 

III 

0 

IV 

-0-057 

Durch  gleichzeitiges  Verbinden  aller  vier  Ha  11 -Elektroden- 
paare wäre  daher  die  Widerstandsvermehrung  =— 0-286,  wenn 
einfache  Superposition  stattfände ;  der  directe  Versuch  lieferte  in 

diesem  Falle  Aj =36  •  3,  Jq=.1^  •  9,  wonach  f — j  =  — 0  •  281  folgt. 

Der  Widerstand  r=:^  ist  0-0151  S.  E. 

In  gleicher  Weise  wurden  die  Messungen  angestellt,  als  die 
Wismnthplatte  zwischen  die  Polflächen  eines  Elektromagnets  ge- 
bracht und  dieser  dauernd  erregt  worden  war.  Die  Intensität*  des 
nahe  homogenen  magnetischen  Feldes  betrug  Jl/ =6750  (cm  grsec). 
Der  nunmehr  zur  Compensation  erforderliche  Widerstand  W  war 
merklich  kleiner  in  Folge  des  grösseren  Widerstandes,  welchen 
Wismuth  im  magnetischen  Felde  zeigt.  Beim  einzelnen  Verbinden 
correspondirender  Hall- Elektroden  bewirkten  jetzt  die  Paare  II, 
III  und  IV  eine  Vergrösserung  des  Widerstandes  zwischen  c 
und  dy  da  die  Ausweichung  der  Galvanometernadel  bei  gleicher 
Richtung  des  die  Platte  durchfliessenden  Stromes  nach  entgegen- 
gesetzter Seite  —  im  Vergleich  zu  der  früher  ohne  Erregung  des 
Feldes  aufgetretenen  —  erfolgte ;  nur  bei  dem  Paare  I  war  sie  im 


1  Über  den  Elektromagnet,  s.  Sitzungaber.  XCIV,  S.  580.  Die  Feld- 
intensität  bestimmte  ich  stets  durch  Herausbewegen  eines  kleinen 
Inductors  aus  dem  Felde  und  Vergleich  des  dadurch  erzeugten  Strom- 
stosses  mit  dem  durch  Umlegen  eines  Erdinductors  in  derselben  Leitung 
hervorgerufenen. 
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gleichen  Sione  wie  zuvor,  so  dass  also  der  SchlnsB  dieses  Paares 
auch  im  magnetischen  Felde  eine  Widerstandsvermindernng 
bewirkte.  Die  durch  Schliessung  der  einzelnen  Hall -Leitungen 
hervorgerufenen  Nadelausweichungen  waren  (besonders  beim 
Paare  I)  verschieden  gross,  je  nachdem  das  magnetische  Feld 
in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  erregt  wurde.  Dies  rührte  zum 
Theile  davon  her,  dass  die  zusammengehörigen  Hall-Elektroden 
nicht  an  äquipotentialen  Randstellen  lagen.  Es  seien  die  Resultate 
dieser  Beobachtungsreihe  etwas  ausfuhrlicher  angeführt,  ir^  tr,, 
Q,  w^  und  Qq  hatten  dieselben  Werthe  wie  oben;  mit  (Ä)  und  (B) 
bezeichne  ich  die  beiden  Richtungen  des  die  Platte  durchfliessen- 
den  Stromes,  durch  die  beigeschriebenen  Indices  1  und  2  sollen 
die  beiden  Richtungen  unterschieden  werden,  welche  der  den 
Elektromagnet  erregende  Strom  hat. 


A; 

Wl 

(^).         (Ä)i 

W* 

> 

Paar  I  -  8-6 

-14-2    —  8-6 

-13-9 

47-3 

n  +11-4 

+  9-8     +10-4 

-f-  9-8 

48-4 

m  +16-8 

+  16-4     +15-7 

+  17-2 

'52-0 

IV  +  2-9 

+  3-9     +  2-5 

+  3-7 

49-5 

F=  18-04 


Nimmt  man  fUr  A/  den  Mittelwerth  jeder  Horizontalreibe,  so 
ergibt  sich  die  im  Felde   auftretende  Widerstandsvermebrnng 

(— j     dnrcb  die  Schliessung  der  betreffenden  Hall-Leitungen: 

Paar  lf^)^=-0-138 

II  +0  122 

m  +0183 

IV  +0-037. 

Zur  Controle  ermittelte  ich  die  Widerstandsvermehrung, 
als  mehrere  Elektrodenpaare  gleichzeitig  Terbnnden  wurden 
und  erhielt: 

Paare  IH  und  IV  (— )^= +0  216     Summe :  ni+IV= +0  •  220 

I,  lUundIV  +0079  I+ni+IV=+0082 

I,  n,  niundlV  +0198       I+II+m+IV=+0-204 
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Die  Summe  der  ans  den  Einzelbeobachtnngen  folgenden 
Widerstandsvermehrung  ist  anter  „Summe^  angeführt;  diese 
Summe  ist  stets  etwas  grösser,  als  die  bei  gleichzeitiger 
Schliessung  der  Elektrodenpaare  gefundene  Vermehrung,  was 
auch  leicht  erklärlich  ist.  Im  magnetischen  Feld  Jlf=6750  ist 
der  Widerstand  r=:0-0175  SE,  also  um  etwa  167o  grösser,  als 
ohne  Wirkung  des  Magnetismus. 

Es  ergibt  sich  daher  die  gesammte  Widerstandsvermehrung, 
welche  durch  die  Schliessung  der  einzelnen  Elektrodenpaare, 
also  durch  HalTsche  Wirkung  im  Felde  M  veranlasst  wird, 


flir  Paar  If  — )    =:+0-046 

II  +0-167 

III  -I-0-183 

IV  +0-094 

In  den  Zahlen  zeigt  sich  der  überwiegende  Einfluss,  den 
die  Schliessung  der  näher  der  Plattenmitte  gelegenen  Paare  II 
und  III  gegen  jene  der  äusseren  Paare  I  und  IV  hat.  Für  die 
vereinte  Wirkung  aller  vier  Paare  erhält  man  durch  die  directen 

Beobachtungen  die  Vermehrung f — j   = -1-0-479. 

Es  wurden  auf  dieselbe  Weise  noch  für  zwei  andere  Intensi- 
täten des  Magnetfeldes  die  Widerstandsvermehrungen,  hervor- 
gerufen durch  Hairsche  Wirkung  bestimmt.  Die  Resultate  dieser 
Versuche  waren:  durch  Schliessung  aller  vier  Elektrodenpaare 
ohne  Erregung  des  magnetischen  Feldes 

'      '  r=-0-280; 


(^V 


im  Felde  Jlf=i  5200    ^^)^=-4-0-085, 

=  6350  -4-0  •  149 ;  demnach  ist  für  die 

beiden  Feldstärken  die  durch  HalTsche  Wirkung  hervorgerufene 
Widerstandsvermehrung  respecti ve : 


{% 


f^'L=+0-365und  +0-429. 
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Um  eine  beiläufige  Vergleichung  der  beobachteten  Wider- 
standsvermehrung mit  der  durch  die  Theorie  geforderten  Grösse 
derselben  vorzunehmen,  ermittelte  ich  das  Drehungsvermögen 
R  der  Wismuthplatte  fllr  die  drei  oben  verwendeten  Intensitäten 
des  magnetischen  Feldes.  Hiebei  zeigte  sich  aber,  dass  je  nachdem 
man  das  eine  oder  andere  Paar  als  Hai  1-Elektroden  gebrauchte, 
die  gefundenen  Wertbe  für  R  sehr  beträchtlich  diflferirten;  die 
mit  den  äusseren  Paaren  I  und  IV  erhaltenen  Zahlen  waren 
untereinander  ziemlich  nahe  gleich,  die  mit  11  und  III  erhaltenen 
dij9ferirten  unter  einander  um  circa  97o>  'hr  Mittelwerth  übertraf 
aber  den  aus  den  Versuchen  mit  den  Paaren  I  und  IV  hervor- 
gehenden um  mehr  als  20^^,.*  Eine  Verminderung  der  Hall- 
Wirkung  bei  den  Elektrodenpaaren  I  und  IV  kann  zum  Theil 
durch  Ausgleichung  der  Potentialdifferenz  längs  der  ausgedehnten 
Primär-Elektroden  A  und  B  veranlasst  sein.  Bestimmte  man  das 
Drehvermögen,  indem  man  a^  und  b^  als  Primär-,  a^  und  b^  als 
Hall-Elektroden  verwendete  oder  umgekehrt,  so  erhielt  man  einen 
Werth  für  Ä,  der  nahe  mit  dem  Mittelwerthe  aller  vier  Paare 
übereinstimmte;  einen  grösseren  Werth  als  das  Mittel  lieferten 
a^  und  b^  als  Primär-,  a,  und  63  als  Hall-Elektroden:  dieser  kam 
aber  wieder  dem  Mittelwerthe  der  Paare  II  und  III  sehr  nahe. 
Ich  nahm  daher  den  Mittelwerth  aus  den  Beobachtungen  mit 
allen  vier  Paaren  als  das  der  Platte  zuzuschreibende  Drehungs- 
veimögen  an  und  erhielt  dadurch  die  zusammengehörigen  Grössen^ 

M  E 

5200  6-94 

6350  6-35 

6750  6-18 

Jedenfalls  haftet  den  Werthen  R  eine  grosse  Unsicherheit  an; 

auch  in  Folge  der  kürzlich  von  mir  an  Wismuth  beobachteten 

1  Man  begegnet  bei  Wismuthplatten  öfters  einer  bedeutenden  Ver- 
schiedenheit der  HalTschen  Wirkung  hei  verhältnissmässig  wenig  ver- 
schiedener Lage  der  Hall -Elektroden  am  Plattenrande.  Ich  glaube  kaum, 
dass  die  Unterschiede  lediglich  durch  Structurverschiedenheiten  der  Platte 
hedingt  seien,  sondern  es  tragen  vielleicht  kleine  Sprünge  und  Risse  im 
Innern  der  Platte  die  Schuld,  wodurch  die  gemessene  Dicke  und  daher  auch 
/?  zu  gross  erscheinen  muss. 

2  Das  Drehungs vermögen  des  Wismuths  ist  (nach  HalTs  Bezeichnungs- 
weise)  negativ. 
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„galvano-magnetischen  Temperatnrdifferenz^  ^  kann  das  Drehungs- 
vermögen  für  Platten,  die  sich  in  der  Luft  befinde^,  um  2  bis  3% 
zw  klein  gefunden  werden.  .£s  war  aber  bei  diesen  Versuchen, 
ebenso  wie  bei  den  Widerstandsbestimmungen,  nicht  thunlicb,  die 
Platte  in  einen  Wassertrog  einzusenken ;  zur  Vermeidung  von 
Luftströmungen  war  jedoch  die  Platte  stets  mit  Watte  umgeben. 
Weiters  ist  die  Leitungsfähigkeit  x  in  absolutem  Masse  fttr 
die  obigen  Feldintensitäten  M  anzugeben.  Hierzu  bestimmte  ich 
zunächst  fllr  die  Platte  die  ohne  HalTsche  Wirkung  auftretende 
Vermehrung  des  Widerstandes  r  aus  denjenigen  Widerständen 
W,  die  erforderlich  waren,  um  den  Strom  im  Galvanometer  vor 
und  nach  Erregung  des  Magnetfeldes  zum  Verschwinden  zu 
bringen;  die  im  letzteren  Falle  nöthigen  Widerstände  waren  aber 
nicht  ganz  gleich  für  beide  Erregnngsweisen  des  magnetischen 
Feldes.  Ich  bezeichne  die  in  Procenten  des  ursprünglichen  Wider- 
standes (für  ^=0)  ausgedrückte  Veränderung  als  „secundäre 

Widerstandsvermehrung"  f — j  ;  dieselbe  war  fttr 


M 

5200 

9-9 

6350 

13-8 

6750 

16-0 

Endlich  erübrigt  noch  die  Angabe  fttr  die  LeitungsfUhigkeit 
Xjj  des  Wismuths  ausserhalb  des  magnetischen  Feldes.  Nach 
Matthiessen*  ist  für  reines  Wismuth,  welches  in  Drahtform 
gepresst  wurde,  bei  0**  die  auf  Quecksilber  als  Einheit  bezogene 
Leitungsfähigkeit  =:0"75,  daher  bei  15**  C.  etwa  0-71.  Da  nach 
absolutem  Mass  (cm  gr  sec)  die  Leitnngsfahigkeit  des  Queck- 
silbers 1=10-6  .  10-«  ist,  so  folgt  für  Wismuth  x,,=:7-5  .  10-«. 
Nach  den  Bestimmungen  von  H.  F.  Web  er  ^  ist  x^=8-4  .  10-«, 
nach  jenen  von  L.  Lorenz*  fttr  0**  und  100**,  respective  9-3  und 
6-3  .  10-«,  daher  für  15**  etwa  8-85  .  10-«.  Für  das  Wismuth 
meiner  Platte  fand  ich  jedoch  einen  viel  kleineren  Werth  von  x^,; 

1  Anzeiger  der  kais.  Akad.  der  Wissensch.  1887.  Nr.  II. 

2  Pogg.  Ann.  115.  S.  353. 1862. 

«  Berichte  der  Berliner  Akad.  1880. 
*  Wie  dem.  Ann.  13.  S.  598.  1881. 
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ans  den  bei  Herstellung  derselben  abgefallenen  Stücken  wurden 
zwei  Streifchen  von  möglichst  gleichförmiger  Breite  und  Dicke 
gefeilt  und  durch  Ausmessung  mit  einem  Schraubenmikroskop, 
wie  auch  durch  Wägung  der  Streifchen  ihr  Querschnitt  bestimmt. 
An  die  Enden  wurden  dann  Eupferdrähte  gelöthet,  durch  die 
Streifchen  ein  Strom  geleitet  und  mit  Hilfe  zweier,  in  unver- 
änderlichem Abstände  befindlicher  Schneiden  der  Widerstand  des 
zwischen  den  Schneiden  liegenden  Stückes  auf  bekannte  Weise 
ermittelt.  Aus  den  an  beiden  Streifen  vorgenommenen  Messungen 
ergab  sich  in  relativ  guter  Übereinstimmung  x^=3-99  .  10"^ 
(Die  Einzelbestimmungen  variirten  um  etwa  27o-)  Diese  Leitungs- 
fähigkeit ist  nur  etwa  halb  so  gross,  als  den  oben  angeführten 
Wertben  entspricht;  durch  zahlreiche,  an  Wismuthstreifen  anderer 
Provenienz  gemachte  Bestimmungen  erhielt  ich  jedoch  ähnliche 
Werthe  von  x^.  * 

Der  Güte  meines  hochgeehrten  verstorbenen  Freundes  Prof. 
v.  Pebal,  dessen  Tod  Allen  in  traurigster  Erinnerung  ist, 
verdanke  ich  den  Besitz  eines  von  Dr.  Matthiessen  gepressten 
Wismuthdrahtes;  durch  ähnliche  Bestimmungen  von  Querschnitt 
und  Widerstand,  wie  sie  für  die  Streifen  gemacht  wurden,  fand 
ich  aus  mehreren  Messungen  ttlr  diesen  Draht  x^  zwischen  8 '  5 
und  8*6.  10-^  Es  dürfte  daher  die  für  die  Streifen  gefundene 
aufTallend  geringe  Leitungsfähigkeit  durch  die  Art  und  Weise 
der  Herstellung  der  Wismuthplatten  veranlasst  sein.* 


1  So  ergab  sich  für  ein  Wismuth,  das  seinerzeit  zu  diamagnetischen 
Messungen  verwendet  worden  war,  xq  =  4-2  .  10-«  (bei  Temperatur- 
erhöhung zeigte  dieses  Wismuth  ein  Ansteigen  der  Leitungsfahigkeit); 
ein  anderes,  als  sehr  rein  geltendes,  hatte  xo=4-4.10— «;  ein  von 
Trommsdorfif  bezogenes  dagegen  xo=6-8  .  lO-ß. 

2  Eine  • ^ förmig  gebogene  Glasröhre,  deren  horizontaler  Theil  mit  zwei 

angesetzten  Tubulis  versehen  war,  wurde  im  Sandbade  mit  geschmolzenen 
reinem  Wismuth.  (von  Dr.  Winkler)  gefüllt;  in  die  aufgebogenen  Enden 
und  in  die  Tubuli  waren  Kupferdrähte  eingesenkt.  Nach  dem  Erstarren 
wurde  mittelst  der  äusseren  Drähte  durch  das  Wismuth  ein  Strom  geleitet 
und  der  Widerstand  des  Stückes  zwischen  den  inneren  Drähten  bestimmt. 
Es  folgte  xo=5*6  .  10— «;  also  grösser,  als  aus  den  Versuchen  mit  Streifen, 
die  von  Platten  stammen,  welche  durch  Erkaltenlassen  ohne  Pressung  her- 
gestellt sind.  Das  in  der  Glasröhre  erstarrende  Wismuth  hatte  die  Röhre 
gesprengt.  Vorher  war  der  Widerstand  der  mit  Quecksilber  gefüllten  Röhre 
zwischen  den  angesetzten  Tubulis  bestimmt  worden.  Vergl.  Righi  1.  c. 
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Man  erhält  somit  die  nachstehende  Tabelle. 
Tabelle  I. 


M 

("). 

n            X 

A= 

=xMS 

100  A2 

'^HtI 

5200 

0-365 

6-94 

3-63  . 

10-« 

0 

•131 

1-72 

471 

6350 

429 

6-35 

3-51 

141 

1-99 

4-64 

6750 

479 

6-18 

3-44 

144 

2-07 

4-32 

Die  Quotienten  in  der  letzten  Colnmne   sollen   nach   der 

CO 

Theorie  constant  =:lH-y  sein,  wo  j^rz-ist  Diese  Constanz  ist 

wenigstens  beiläufig  vorhanden;  es  wäre  hiernach  ^  etwa  3-5. 

Ich  versuchte  dieses  Verhältniss  direct  durch  Messung  der 
Widerstände  w  und  s  zu  ermitteln.  Der  Gesammtwiderstand  w-«-ir 
konnte  ohne  Schwierigkeit  bestimmt  werden,  indem  man  die  Kupfer- 
streifen, welche  vom  oberen  Rande  der  Platte  kommen,  ebenso 
wie  jene  vom  unteren  Rande  unter  einander  in  gut  leitende  Ver- 
bindung setzte,  einen  Strom  transversal  mittelst  dieser  Zuleitungen 
durch  die  Platte  fliessen  liess  und  die  Potentialdifferenz  zwischen 
den  Enden  der  Kupferstreifen  mit  derjenigen  an  den  Enden  eines 
(von  demselben  Strom  durchfiossenen)  bekannten  kleinen  Wider- 
standes verglich;  es  war  o.)-i-«iz:0-0093  S.  E. 

Um  CO  zu  finden,  in  welchem  ausser  dem  Widerstände  der 
neben  einander  geschalteten  Kupfers treifen  auch  der  Widerstand 
der  kleinen  Ansätze  a, ...  64  (Fig.  1)  der  Wismuthplatte  enthalten 
ist,  wurde  nach  einander  ein  Strom  durch  die  horizontal  liegende 
Platte  mittelst  der  Kupferstreifen  *,  kf^y  . .  i^  *J  geleitet  und  die 
Potentialdifferenz  zwischen  den  Enden  der  Kupferstreifen  und 
jenen  Stellen,  wo  die  Hall -Elektroden  an  der  Platte  entspringen, 
gemessen.  Daraus  wurde  der  Widerstand  der  neben  einander 
geschalteten  Hall-Leitungen  berechnet,  und  fand  sich  aus  zwei 
Versuchen 

coz=0-OOGl  S.  E.,  folglich  fz='^=l'9. 

Eine  zweite  Reihe  von  Messungen  wurde  vorgenommen, 
nachdem  die  Widerstands-Elektroden  —  wie  schon  oben  erwähnt 
—  näher  an  einander  in  c'  und  d'  auf  die  Platte  gelöthet  waren, 


Paare  I  und  IV    —    =— 0  020 


PaareluudIV    —     =:h-0102 
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80  dass  dieselben  nunmehr  in  einer  Distanz  {/^=1'65  Gtm. 
zwischen  den  Hall-Elektrodenpaaren  I  und  II,  sowie  EI  und  IV 
lagen.  Nan  ergab  sich  in  der  That  der  Einfluss  der  HalTschen 
Wirkung  auf  die  Widerstandsvermehrung  etwas  grösser,  als  im 
Falle  der  Elektroden  cd,  dagegen  war  die  Widerstandsver- 
minderung beim  Schliessen  der  Hall -Leitungen  ohne  Feld 
geringer  als  zuvor. 

Es  war  beim  Schluss  der 

(t)=- 

Hündin  -0057 

I,  II,  III  nnd  IV  —0075 

Im  magnetischen  Feld  31=7020  erfolgte  eine  Vermehrung 
des  Widerstandes  durch  die 

[%- 

II  und  III  +0-441 

I,II,niundIV  +0-527 

Somit  ist  die  durch  Hall'scbe  Wirkung  in  diesem  Magnet- 
feld hervorgerufene  Widerstands  Vermehrung 

II  und  m  +0-498 

I,  n,  niundIV  +0-602. 

Die  innerhalb  der  Widerstandselektroden  c'  und  tf  gelegenen 
Paare  n  und  III  bewirken  die  vierfache  Widerstandsvermehrung 
von  jener  der  ausserhalb  gelegenen  Paare  I  und  IV. 

Auf  ähnliche  Weise  fand  ich  die  Widerstandsvermehrung 
durch  Schliessung  aller  vier  Elektrodenpaare  fUr 

das  Feld  Jlf=6060    (^)  =+0-481 
8530         ^    +0-616, 
so  dass  die  der  Hall'schen  Wirkung  entsprechende  Widerstands- 
vennehrung beträgt  für 

Jlf=6060    fy]  =+0-556 
8530  +0-691. 


für  die  Paare  I  und  IV   —    =  +0  - 122 
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Die   den    drei   Feldintensitäten   zugehörigen  Werthe  des 
Drehvermögens  sind  im  Mittel 


u 

6060 

R 

6-53 

7020 

6  03 

8530 

5-42 

Die  graphische  Darstellnng  der  R  als  Ordinaten  za  den 
Feldintensitäten  als  Abscissen  (siehe  anch  Seite  723)  liefert  die 
Cnrve  I  der  Tafel  IL 

Znr  Bestimmang  der  secnndären  WiderstandsTermebmng 
wnrde  eine  ausgedehnte  Beobachtnngsreihe  angestellt,  deren 
Eesnltate  nebst  den  Werthen  von  x  in  der  nachstehenden 
Tabelle  II)  enthalten  sind.  (Die  graphische  Darstellung  siehe 
Cnrve  n  der  Tafel  IL) 

Tabellen. 


1200 
1930 
3220 
4530 
5800 
6060 
6510 
7020 
8530 


Kris 


0-901 
213 
502 
8-50 

12-3 

130 

14-3 

16-3 

210 


96 
91 
80 
68 
56 
53 
49 
43 
30 


10 


-6 


Die  Widerstandsvermehrnng  wurde  fttr  die  schwächeren 
Feldintensitäten  auf  die  oben  beschriebene  Weise  gemessen ;  die 
Ausweichungen  der  Galvanometemadel  für  die  beiden  Bich- 
tungen  des  die  Platte  durchfliessenden  Stromes  waren  bei  dem- 
selben Sinne  der  Felderregnng  stets  sehr  nahe  einander  gleich 
und  fanden  natürlich  nach  entgegengesetzten  Seiten  statt;  bei 
der  Erregung  des  Feldes  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne,  aber 
unveränderter  Richtung  des  Plattenstromes,  differirten  dagegen 
die  nach  derselben  Seite  der  Ruhelage  erfolgenden  Nadelaus- 
weichungen stets  beträchtlich.  Dies  scheint  von  einer  Verschieden- 
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heit  der  Widerstandsvermehrung,  je  nach  dem  Sinne  der  Feld- 
erregung, herzurühren;  theilweise  könnte  es  allerdings  auch 
durch  HalTsche  Ströme,  die  die  Galvanometerleitung  durch- 
fliessen,  veranlasst  sein  (siehe  unten  bei  Tellur).  Ich  nabm  stets 
das  Mittel  aus  den  sowohl  bei  entgegengesetzter  Feldrichtnng, 
als  auch  entgegengesetzter  Stromrichtung  erhaltenen  Aus- 
weichungen. Bei  höheren  Feldintensitäten  wurde  die  Wider- 
standsvermehrung durch  directe  Beobachtung  der  Potential- 
differenzen zwischen  den  Elektroden  d  und  dl  (Leitung  QK 
geöffnet)  vor  und  nach  Erregung  des  Magnetfeldes  bestimmt;  die 
Verschiedenheit  je  nach  der  Feldrichtung  zeigte  sich  auch  hier. 

Die  früher  (Seite  11)  für  f— j  gefundenen  Werthe  bei  Be- 
nützung der  Widerstands-Elektroden  c  und  d  passen  nicht  genau 
in  den  Lauf  der  Curve  II  hinein,  sondern  liegen  theils  oberhalb, 
theils  unterhalb  derselben. 

Die  Zusammenstellung  der  Resultate  gibt: 


Tabelle 

m. 

M 

f-0 

n 

X 

h=*MR 

100A2 

100A.  =  (^^)^ 

6060 
7020 
8530 

0-556 
0-602 
0-691 

6-53 
603 
5-42 

3-53  .  10-« 

3-43 

3-30 

0140 
145 
153 

1-96 
2-10 
2-34 

3-52 
3-49 
3-39 

Der  Quotient  in  der  letzten  Columne  ist  nahezu  constant, 
aber  kleiner,  als  er  aus  den  Beobachtungen  mit  den  Widerstands- 
elektroden c,  d  folgte.  Sein  Mittelwerth  liefert  ^=2*47,  was  mit 

dem  aus  den  Widerstandsmessnngen  erhaltenen  Verhältniss  - 

näher  übereinstimmt. 


Die  Ergebnisse  von  Versuchen  mit  kreisförmigen  Wismuth- 
platten,  welche  in  der  Richtung  der  Plattenradien  von  einem 
Strome  durchflössen  werden,  habe  ich  gleichfalls  mit  den 
theoretischen  Formeln  in  recht  befriedigender  Übereinstimmung 
gefunden. 


Sifccb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth. 
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Liegt  die  eine  Elektrode  im  Gentram  der  Kreisplatte  und  ist 
die  Peripherie  die  andere  Elektrode,  so  werden  die  Strömnngs- 
linien  im  magnetischen  Feld  in  logarithmische  Spiralen  yer- 
wandelt;  der  Widerstand  der  Platte  steigt  dann  im  Verhältniss 
1+A^:1.  Wird  dagegen  die  Platte  längs  eines  Radins  anf- 
geschnitten,  so  fallen  die  Stromlinien  wieder  mit  den  Platten- 
radien zusammen  und  der  Widerstand  der  Platte  —  unter  Voraus- 
setzung eines  sehr  schmalen  Schlitzes  —  erscheint  in  Folge 
HalTscher  Wirkung  nicht  vergrössert.  Dagegen  erhält  man 
durch  dieselbe  im  letzteren  Falle  zwischen  zwei  an  den  beiden 
Rändern  des  radialen  Schlitzes  vis-ä-vis  angebrachten  Elektroden 
im  magnetischen  Feld  eine  elektromotorische  Kraft,  aus  welcher 
sich  das  Drehungsvermögen  R  berechnen  lässt. 

Ich  habe  schon  vor  etwa  einem  Jahre  Widerstandsbestim- 
mungen an  einer  kreisförmigen  Wismuthplatte  im  unauf- 
geschnittenen  und  sodann  im  aufgeschnittenen  Zustande  aus- 
geführt. Die  Platte  war  aus  käuflichem  (angeblich  reinem) 
Wismuth  hergestellt,  ihr  Radins  war  a^:=z2'2,  ihre  Dicke 
0-037  Ctm.;  rings  am  Rande  wurde  sie  in  eine  kreisförmig  aus- 
geschnittene Kupferscheibe  eingelöthet(Fig.3,  Taf.I).  Als  centrale 
Elektrode  diente  ein  dicker  aufgelötheter  Kupferdraht  ^,  der  dicht 
über  der  Wismuthplatte  und  Kupferscheibe,  jedoch  von  diesen 
isolirt,  geführt  war,  so  dass  die  Platte  noch  leicht  zwischen  die 
Magnetpole  gebracht  werden  konnte.  Die  zweite  Elektrode  B 
ist  ein  an  die  Kupferscheibe  gelötheter  Draht.  Von  den  zahl- 
reichen mit  dieser  Platte  angestellten  Versuchen  sollen  hier  nur 
die  Resultate  einiger  angeführt  werden,  da  ich  die  Messungen 
später  mit  einer  Platte  aus  sehr  reinem  Wismuth  wiederholt 
habe.  In  den  beiden  folgenden  Tabellen  sind  die  Widerstands- 
vermehrungen (in  Procenten)  angegeben,  welche  die  Platte  in  den 
magnetischen  Feldern  aufzeigte,  und  zwar  beziehen  sich  dieWerthe 

/Ar\  fAr\ 

(—  )    der  Tabelle  IV a)  auf  die  unaufgeschnittene,  jene  ( — j 

der  Tabelle  IVb)  auf  die  radial  aufgeschnittene  Kreisplatte.  Die 
als  Widerstands-Elektroden  c  und  d  (Fig.  3)  aufgelötheten  dttnnen 
Kupferdrähte  sassen  in  der  Nähe  des  Centrums  und  nahe  der 
Peripherie;  sie  waren,  wie  der  dicke  im  Centrum  befestigte 
Draht,  parallel  der  Platte,  von  ihr  isolirt,  fortgeflihrt.  Die  Wider- 
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standBYermehrnng  im  Magnetfelde  wurde,  ohne  Compensation, 
eiDfach  durch  Beobachtung  der  Vergrösserung  der  Potential- 
differenz  zwischen  diesen  Elektroden  bestimmt. 


Tabelle  IV a. 


Tabelle  IVb. 


(¥). 


1380 
2050 
2900 
3840 
5690 
6330 
8530 
10620 


10 

2-1 

3-5 

5-3 

9-1 

10-5 

14-9 

19- 1 


M 

(?). 

1900 

1-7 

2920 

3-3 

3650 

4-7 

4580 

6-4 

5110 

7-6 

6030 

9-6 

7530 

12-4 

8390 

140 

Stellt  man  diese  Besultate  graphisch  dar,  so  ergeben  sich 
Curven  von  grosser  Regelmässigkeit,  die  nach  der  Abscissen- 
axe  (M)  schwach  convex  gekrümmt  sind  und  nahe  über  einander 

liegen;  die  Cnrve  fttrf — j    hat  die  grösseren  Ordinaten.  Es  ist  nun 


{%-a=a 


die  in  Folge  Hair  scher  Wirkung  auftretende  Widerstands- 
vermehrung, welche  nach  der  Theorie  =:  100  A^  sein  soll.  Für  die 
letzten  drei  Feldintensitäten  der  Tabelle  lY  b)  erhält  man  z.  B. 


Jlf=6030, 

7530, 

8390 

-  =  0-3 

.r/s 

0-5 

0-6 

Wegen  der  geringeren  Genauigkeit,  welche  die  Zahlen  der 
Tabellen  besitzen,  nehme  ich  keine  Vergleichung  mit  den 
theoretisch  geforderten  Werthen  vor,  bemerke  aber,  dass  zur 
Ermittlung  der  Drehungsv  ermögen  aus  der  Kreisplatte  eine  recht- 
eckige Platte  herausgeschnitten  und  auf  gewöhnliche  Weise  eine 
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Seihe    zuBammengehöriger    Werthe   von  M  und  R  bestimmt 
wurde-/  so  fand  sich 


M 

B 

BM 

1800 

517 

9306 

2900 

4-75 

13770 

4020 

4-21 

16920 

6140 

3-36 

20630 

7790 

2-78 

21660 

8870 

2-43 

21550 

9770 

2-16 

21100 

Die  Werthe  R  für  dieses  Wismuth  sind  beiläufig  halb  so 
gross,  als  jene,  welche  die  Platte  aus  reinem  Wismuth  fttr 
gleiche  M  (im  Mittel)  gegeben  hat.  x«  (ans  den  Widerständen 
zweier  Streif chen  bestimmt)  ergab  sich  im  Mitteln: 3 -5  .  10"^. 

Ich  wende  mich  nun  zu  den  Versuchen  mit  der  kreisförmigen 
Platte,  die  aus  reinem  (von  Herrn  Dr.  Wink  1er  stammendem) 
Wismuth  gefertigt  war.  Die  Kreisplatte  hatte  an  allen  Stellen 
sehr  nahe  die  gleiche  Dicke  J=rO- 0772  Ctm.,  ihr  Radius  war 
«,=2- 17,  der  Radius  der  centralen  Elektrode  «^=0- 1  Ctra.  (bei- 
läufig). Die  Widerstands  Vermehrungen  wurden,  wie  oben  be- 
schrieben, an  dem  zuvor  stromlos  gemachten  Galvanometer 
gemessen ,  bei  höheren  Feldintensitäten  auch  durch  directe  Be- 
stimmung mit  dem  Potentialgalvanometer.  In  den  Tabellen  Y) 
und  VI)  sind  die  nach  der  ersten  Methode  erhaltenen  Werthe  unter 
der  Columne  C  (Corapensationsverfahren),  die  nach  der  zweiten 
Methode  gefundenen  unter  P  (Potentialgalvanometer)  angeftlhrt. 


1  Es  wurde  auch  die  HalTsche  Wirkung  mit  zwei  an  den  Rändern 
<les  Schlitzes  befestigten  Elektroden  (die  etwa  um  den  halben  Radius  vom 
i'entrum  entfernt  waren)  bestimmt;  man  erhält  aber  hiebei  nicht  die  volle 
elektromotorische  Kraft  der  Hall 'sehen  Wirkung  (s.w.  u.).  Zahlenwerthe 
liir  diesps  Wismuth,  welche  dem  JB  proportional  sind,  wurden  bereits  in  der 
Abhandlung  „Über  das  Hall'sche  Phänomen"  (Sitzungsber.  Bd.  XCIV, 
S.  51)6}  mitgetheilt. 

Die  oben  angegebenen  Producte  RM  zeigen  das  Ansteigen  zu  einem 
Maximum  und  darauf  folgende  Abnahme,  wofür  die  Ursache  in  der 
^gjilvanomagne tischen  Temperaturdiflferenz"  liegt. 
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Tabelle  V.  Tabelle  VI. 

Kreisplatte  unaufgeschnitten.  Kreisplatte  aufgeschnitten. 


(t). 

\r  Ja 

M 

c 

p 

M 

C 

P 

3260 

6-33 



6-33 

3590 

7-13 



713 

4470 

10-30 

— 

10-30 

5940 

14-26 

— 

14-26 

6050 

15-90 

— 

15-90 

8040 

20-69 

21-04 

20-81 

7970 

22-38 

22-48 

22-41 

9270 

24-71 

24-59 

24-67 

9aoo 

26-58 

— 

26-58 

10280 

28-07 

28-17 

28-10 

10300 

29-82 

29-64 

29-76 

10940 

30-32 

30-48 

30-37 

10960 

31-97 

31-99 

31-98 

Legt  man  den  unter  C  angegebenen  Zahlen  das  doppelte 
Gewicht  bei,  so  erhält  man  ftir  die  Widerstandsvermehrnngen 
die  in  der  letzten  Columne  stehenden  Werthe.  Die  Curven  III 
der  Tafel  II  stellen  die  Resultate  graphisch  dar;  beide  Curven 
weichen  ersichtlich  wenig  von  Geraden  ab,  so  dass  man  durch 
einfache  Interpolation  die  auf  gleiche  Feldstärke  sich  beziehenden 

Widerstands  Vermehrungen  f — j  und  f — j   erhalten  kann. 

Zur  Bestimmung  der  Drebungsvermögen  wurden  an  vis-ä-vis 

liegenden  Stellen  des  0*4  Mm.  breiten  Schlitzes  möglichst  kleine 

Hall -Elektroden  angelöthet,  deren  Abstand  vom  Platten centrum 

r=:0-65Ctm.  war.  , 

e$ 
Die  gewöhnliche  Formel  (wie  bei  rechteckigen  Platten)  -y=^, 

wo  e  die  beobachtete  elektromotorische  Kraft  der  HalTschen 
Wirkung  und  J  die  Intensität  des  Stromes  in  der  Platte  bedeuten, 
gibt  in  diesem  Falle  den  von  Boltzmann  *  als  „reducirten  Hall- 
Eflfect''  H  bezeichneten  Werth.  Boltzmann  findet,  indem  er 
nur  die  peripherische  Elektrode  berücksichtigt,  dass  ff,  welches 
in  diesem  Falle  ^^  heisseji  möge,  mit  dem  Hairschen  Drehungs- 
vermögen R  durch  die  Gleichung 


i  L.  c.  S.  664  und  669. 
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zuBammenhänge^  wobei  also  noch  voraasgesetzt  ist^  dass  die 
centrale  Elektrode  einen  gegen  r  verschwindend  kleinen  Badias 
a^  bat  Letztere  Bedingung  war  bei  den  Versuchen  nicht  realisirt. 
Prof.  Boltzmann  machte  mich  aber  darauf  aufmerksam,  dass 
die  in  seiner  Abhandlung  S.  667  und  668  angegebenen  Formeln 
ebenso  gut  für  den  Fall  gelten,  wo  die  peripherische  Elektrode 
einen  unendlichen,  dagegen  die  centrale  Elektrode  einen  end- 
lichen Badius  o,  hat.  In  diesem  Falle  ist  es,  da  rr>a|,  ftlr  die 
Beihenentwicklung  erforderlich,  in  dem  Ausdruck  der  Boltz- 
mann'sehen  Abhandlung  S.  668  ftlr  -7^-  •  -^  den  beiden  Grössen 

An     a^ 

rsin^  ,        ^        rsin^ 

arctg ^  und  arctg- 


'a-f-rcos^  a — rcos5 

die  Form 

^         ^       asin^  ,         ^  ^      asin^ 

ä — arctg T-  und  n—S — arctg ^ 

^r-f-a  cos  ^  r — acosd 

zu  geben.   Die  weitere  Durchftthrung  der  Bechnung,  wie  am 
angegebenen  Orte,  wobei  die  Entwicklung  nach  Potenzen  von 

—  geschieht,  liefert  dann  ftlr  den  reducirten  Hall-Effekt,  der 

jetzt  Hj^  beisse,  die  Gleichung 

B,  =  R{l-l.^'^-^ß... )  =  «.€.. 

In  erster  Annäherung  wird  es  gestattet  sein,  bei  Berechnung 
des  Einflusses  der  centralen  Elektrode  den  Badius  der  periphe- 
rischen unendlich  gross,  bei  Berechnung  des  Einflusses  der  peri- 
pherischen Elektrode  umgekehrt  den  Badius  der  centralen  un- 
endlich klein  anzunehmen;  es  ergibt  sich  dann  einfach 

In  Tabelle  VII)  ist  eine  Beibe  von  zusammengehörigen  Feld- 
stärken und  reducirten  Hall-Effekten  angegeben. 
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Tabelle 

vn. 

M 

H 

1110 

2-89 

2190 

2-66 

3200 

2-42 

3560 

2-30 

4460 

2- 10 

5600 

1-87 

6120 

1-77 

7830 

1-51 

Um  den  Einflass^  welchen  die  Ausdehnung  der  centralen 
Elektrode  hat,  zu  yerringern^  Itfthete  ich  eine  neue,  nur  etwa 
halb  Bo  grosse,  centrale  Elektrode  (o,  =  0*05  Gtm.)  an  Stelle  der 
alten  und  wiederholte  die  Messungen  für  zwei  verschiedene  Feld- 
intensitäten; ich  erhielt 

M  H 

3560  2-58 

5600  2-10 

also  in  der  That  sehr  merklich  (um  127©)  grössere  Werthe,  als 
fttr  a,  =  0-1  Ctm.  gefunden  wurden  (s.  Tabelle  VII). 

Auch  brachte  ich  die  Hall-Elektroden  beiderseits  des 
Schlitzes  in  grössere  Entfernung  von  der  centralen  Elektrode; 
als  r  =  1*0  Ctm-  war,  ergab  sich 


M 

H 

3570 

214 

5610 

1-78 

Wurden  dagegen  die  Hall-Elektroden  näher  dem  Platten- 
centrum  befestigt,  r  =  0  •  24  Ctm,  so  fand  sich 

M  H 

3450  2-77 

5370  2-26 

Da  im  letzten  Falle  die  Intensitäten  der  Magnetfelder  etwas 
kleiner  waren,  als  in  den  vorhergehenden,  so  habe  ich  die  R 
für  die  Felder  M  =  3560  und  5600  umgerechnet,  was  mit  Hilfe 
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der  Tabelle  YIl)  mit  geDttgender  Genauigkeit  geschehen  konnte; 
dann  erhält  man  beziehungsweise  iT  =2*72  und  2-19:  es  er- 
geben sich  also  im  letzten  Falle  (r  =  0-24  Ctm.)  die  relativ 
grössten  Werthe  für  H. 

Es  wurden  sodann  aus  der  Kreisplatte  zwei  rechteckige 
Platten  herausgeschnitten;  dieselben  sind  beiderseits  noch  ein 
wenig  befeilt  worden,  so  dass  ihre  Dicken  etwas  kleiner  waren 
als  jene  der  Ereisplatte :  ich  bezeichne  sie  mit  (1)  und  (2).  Ihre 
Dimensionen  waren 


Platte  (1) 

(2) 


X  =  4-0 
3-6 


ß  =  V2 
1-3 


Jz=  0-074  Ctm. 
0-074 


Jede  Platte  war  mit  vier  punktförmigen,  in  der  Mitte  der 
Seiten  des  Rechteckes  angelötheten  Elektroden  yersefaen,  von 
denen  je  zwei  gegenttber  liegende  als  Primär-,  reepective  als 
Hall- Elektroden  dienten. 

Nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  vorgenommene  Bestim- 
mungen lieferten: 

Tabelle  IX. 
Platte  (2). 


Tabell 

e  VIII. 

Platte 

(1).' 

M 

R 

2210 

7-96 

2910 

7-51 

3990 

6-84 

5170 

609 

6950 

5-74 

6160 

5-58 

8470 

4-45 

9770 

408 

M 

910 
1430 
2210 
3160 
5120 
5700 
6170 
8920 
9360 
9770 
10660 


Jl 

8-80 
8-36 
7-87 
7-23 
606 
5-69 
5-48 
4-30 
417 
4-04 
3-74 


1  Dieee  Seihe  wurde  schon  in  der  Abhandhing  „Messung  der  Hall'- 
schen  Wirkung  mit  dem  Differentialgalvanometer"  Sitzungsb.  Bd,  XCIV, 
S.  819  mitgetbeilt. 
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Die  Quotienten  in  der  letzten  Colnnme  sollen  nach  der 
Theorie  =  1  sein.  Wenn  man  erwägt^  nm  welche  geringen 
Änderungen  es  sich  hier  handelt^  und  dass  kleine  Fehler  in  den 
Bestimmungen  der  Feldintensitäten,  der  Drehungs-  und  der  Lei- 
tnngsvermögen  verdoppelt  erscheinen^  so  wird  man  in  der  nahen 
Übereinstimmung  der  beobachteten  Widerstandsvermehrung  mit 
der  aus  Mj  R  und  x  berechneten,  wohl  eine  Bestätigung  der 
Theorie  erblicken  dürfen.  Im  Allgemeinen  ist  der  Verlauf  der 

Werthe  von  f — j     und  A'  ein  ähnlicher. 

Es  wäre  strenge  genommen  noch  der  Umstand  zu  bertick- 
sichtigen,  dass  auch  nach  Öffnen  des.  den  Elektromagnet  erre- 
genden Stromes  zwischen  den  Flachpolen  ein  magnetisches  Feld 
von  einer  gewissen  Intensität  bestehen  bleibt.  Bei  sämmtlichen 
Versuchen  mit  der  Ereisplatte  hatten  die  Polflächen  des  Elektro- 
magnets  einen  unveränderlichen  Abstand  {^/^  Ctm)  von  einander; 
die  verschiedene  Intensität  des  magnetischen  Feldes  wurde  nur 
durch  Änderung  der  Stärke  des  den  Elektromagnet  erregenden 
Stromes  bewirkt. 

Das  Verhältniss  der  permanenten  Feldintensität  M'  zur 
temporären  if  gibt  die  folgende  Reihe: 

M' 


2360 

230 

0  097 

3590 

280 

78 

6050 

340 

56 

7970 

380 

48 

9300 

390 

42 

10900 

400 

37 

Nennt  man  R'  und  x'  die  dem  Magnetfeld  if'  entsprechen- 
den Drehungs-  und  Leitungsvermögen ,  so  sollte  strenge  sein 

(^)  =  100(A»--A'«), 

wo  A'  =  x'if'Ä'. 

Wie  man  leicht  sieht,  kann  sich  der  Fehler,  den  man  durch 
Vernachlässigung  von  h!^  neben  A*  begeht,  bei  den  angewen- 
deten Feldintensitäten  auf  2 — 37o  belaufen.  Nimmt  man  darauf 
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Rttcksichty  so  würden,  die  Zahlen  der  letzten  Columne  von 
Tabelle  X)  entspreehend  kleiner. 

Die  Versnche  mit  der  aufgeschlitzten  Ereisplatte  ergaben 
die  in  Tabelle  VII)  aufgeftthrten  Werthe  von  Ä  Es  sollen  nun 
die  daraus  berechneten  Drehungsvermtfgen  noch  mit  jenen  ver- 
glichen werden,  welche  die  beiden  rechteckigen  Platten  (1)  und 
(2),  Tabelle  Vni)  und  IX),  lieferten.  Entnimmt  man  aus  jenen 
Tabellen  die  Mittelwerthe  Xy  welche  den  Feldintensitäten  der 

Tabelle  VII)  entspreclien,  so  erhält  man  fUr  das  Verhältniss  -==r 

(bezogen  auf  gleiche  M)  nahe  =  3  (die  Zahlen  liegen  zwischen 
2-99  und  3-12).  Es  sind  also  die  „reducirten  Hall-EflFekte"  den 
DrehungsvermOgen  proportional. 

Ferner  soll  die  Beziehung  H-=zRC^C^  bestehen,  wo  C^ 
und  C^  die  aus  den  Formeln  fUr  H^  und  H^  (S.  21)  ersichtliche 
Bedeutung  haben.  Berechnet  man  mit  aj=z2'17,aj^  =  0'l  und 
r  =  0-65  Ctm  die  beiden  Factoren,  so  erhält  man 

C,  =  0-541,  C,  =0-678, 
daher 

jy=  0-367  Ä  oder  Ä  =  2-73  IT, 

R 

während  durch  die  Versuche  das  Verhältniss  jz  etwas  ttber  drei 

gefunden  wurde.  Es  ist  also  auch  hier  die  Übereinstimmung 
zwischen  Theorie  und  Experiment  eine  verhältnissmässig  gute 
zu  nennen. 

Ähnlich  lässt  sich  aus  den  reducirten  Hall -Effekten,  welche 
man  bei  verschiedenen  Entfernungen  r  der  Hall-Elektroden 
vom  Plattencentrum  erhielt,  das  Drehungsvermögen  mit  Hilfe 
der  Factören  Cj  und  C^  berechnen.  Bei  diesen  Versuchen  (S.  735) 
war  der  Radius  der  centralen  Elektrode  a^  etwa  0*05  Ctm;  man 
erhält  folgende  Zusammenstellung  der  betreffenden  Grössen 

r  =  l-03  0-65  0-24  Ctm 

Cj=  0-413  0-541  0-727 

C;=  0-822  0-774  0-623 

CjC,  =0-339  0-419  0-453 


740 

und  hiemit  ergibt  gich 


A.  T.  Ettingshausen, 


i!f=3560 


Jf=5600 


1" 

H 

H 

»ns  Beob. 

c,c. 

lOSCtm 

2-14 

6-30 

0-65 

2-58 

6-16 

0-24 

2-72 

600 

103 

1-78 

5-24 

0-65 

210 

5-01 

0-24 

219 

4-83 

Mit  den  rechteckigen  Platten  ergaben  sich  für  die  beiden 
Feldstärken  allerdings  grössere  Werthe  von/?,  nämlich  7 -07  re- 
spective  5*82;  jedoch  ist  zu  bemerken,  dass  die  kleine  centrale 
Elektrode  durchaus  nicht  geometrisch  kreisrund  war,  und  dass 
dieselbe  nur  auf  die  Oberfläche  der  Platte  aufgelöthet  war:  Um- 
stände, welche  auf  die  durch  die  Beobachtung  erhaltenen  Resul- 
tate von  wesentlichem  Einfiuss  sein  müssen. 

Wäre  bei  obiger  Berechnung  der  Radius  der  centralen  Elek- 
trode nur  um  Vio  ^™  grösser  angenommen  worden^  so  würde  der 

Werth  von    ^^~  fttr  r  =  024  Ctm  um  etwa  67o  grösser  werden 

und  also  den  mit  den  rechteckigen  Platten  erhaltenen  merklich 
näher  kommen.  Auch  siud  in  den  Formeln  fttr  H^  und  H^  die 

H 

Glieder  mit  h*  vernachlässigt  und  ist  die  Gleichung  R  = 


nur  genähert  richtig. 


c,c. 


Nach  den  bei  Wismuth  gemachten  Erfahrungen  schien  es 
wahrscheinlich,  dass  auch  andere  Substanzen  im  magnetischen 
Felde  Änderungen  des  elektrischen  Leitungswiderstandes  zeigen 
dürften.  Vor  allem  hielt  ich  es  für  wichtig  in  dieser  Hinsicht 
Antimon  und  Tellur  zu  untersuchen;  welche  bekanntlich  die 
HalTsche  Wirkung  im  entgegengesetzten  Sinne  wie  Wismuth 
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zeigen^  also  nach  HalTs  Bezeichnung  ein  positives  Drehungs- 
yermögen  besitzen.  * 

Ich  verwendete  eine  rechteckige  Platte  ans  reinem  Anti- 
mon, etwa  5  Ctm  lang,  2-5  Ctm  breit,  0-13  Ctm  dick.  Sie  war,  wie 
die  Eingangs  beschriebene  Wismnthplatte  mit  ausgedehnten 
Elektroden  Ä,  B  und  Widerstands-Elektroden  c,  d  auf  ihrer  Mittel- 
linie versehen,  besass  jedoch  keine  Hall- Elektroden.  Die  Unter- 
suchung aufWiderstandsänderung  im  magnetischen  Feld  geschah 
wieder  durch  Beobachtung  des  Stromes  Aj  an  dem  vorher  strom- 
los gemachten  Galvanometer;  es  zeigte  sich  eine  Ver  gros  sc- 
rang  des  Widerstandes  durch  Einwirkung  der  senkrecht  zur 
Plattenfläche  gerichteten  magnetischen  Kräfte,  aber  in  weit  ge- 
ringerem Betrage  als  bei  Wismuth. 

So  wurde  bei  einer  Versuchsreihe,  wobei  die  Widerstände 
in  S.  E.  waren: 

w^  =  l'll,    IT,  =  0-54,     Tr=2470,    w^  =  l'3, 
Qz=3-10, 

durch  die  magnetische  Feldihtensität  J!f=7660  ein  Strom 
Aj  z=  15-8  Scth.  hervorgerufen;  femer  war  y^j  =  56-2  Scth. 
beim  Widerstände  ß^  =  203  •  1 ;  somit  ist  (wieder  in  Procenten 

ausgedruckt)  die  Widerstandsvermehrung  f — )=  0-596.*  Eine 

Yergrösserung  des  Widerstandes  TF  um  1  S.  E.  hatte  eine  Nadel- 
ausweichung von  10-7  Scth.  zur  Folge  (und  zwar  in  demselben 
Sinne,  in  welchem  bei  gleicher  Richtung  des  Platten  Stromes  der 
Magnetismus  die  Ausweichung  bewirkte);  es  würde  daher  die 
Widerstandszunahme  im  Antimon  bei  obiger  Feldstärke  einer 

Verkleinerung  von  Wum—AW=  ^^  =1-48   S.   E.    ent- 

sprechen,  welche  erforderlich  wäre,  um  das  Galvanometer  strom- 
los zu  erhalten;  hiemach  ist  die  Widerstandsvermehrung 


(—Wo- 603. 


(^)- 


1  Sitzb.  d.  kais.  Akad.  XCIV.  S.  597. 

2  Es  ist  hier  ( —- )  die  Widerstandsvermehrang,  welche  beim  Wis- 
muth ala  „secund&re^  d.  h.  von  Hall'Bcher  Wirkung  unabhängige,  bezeichnet 
worden  ist. 
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Bei  einem  zweiten  Versuch  in  dem  stärkeren  Felde 
M  =:  10600,  wobei  w^,  ir,  und  Q^  dieselben  Werthe  wie  oben 
hatten,  w^  =1-8,  Q  =  3-07  war,  fand  sich:  W=  246-6,  A;  =48-1, 

7^  =  86-1,  daher  f — j  =  1-148,  während  aus  der  zur  Strom- 

losigkeit  des  Galvanometers    erforderlichen  Vermindernng  des 

Oompensationswiderstandes  f — j  z=  1-145  folgte. 

Für  das  Drehnngsvermögen  der  Platte  erhielt  ich  bei  beiden 
Feldintensitäten  den  Werth  R  =  0-178. 

Aus  einer  mir  kürzlich  zugekommenen  Mittheilung  von 
Dr.  Giuseppe  Fa6  in  Padua^  ersehe  ich,  dass  derselbe  eben- 
falls eine  Widerstandsvermehrung  bei  Antimon,  welches  in  Form 
dünner  Cylinder  gegossen  war,  beobachtet  hat,  und  zwar  sowohl, 
wenn  der  die  Stäbchen  durchfliessende  Strom  senkrecht  zu 
den  Kraftlinien  des  Magnetfeldes  gerichtet,  als  auch,  wenn  die 
Stromesrichtung  diesen  parallel  war.  Im  ersten  Falle  schien  die 
Widerstandsvermehrung  grösser  zu  sein.  Über  den  numerischen 
Betrag  derselben  sind  keine  Angaben  gemacht. 

Um  für  das  Antimon  die  Grösse  h-=xMR  zu  erhalten,  be- 
stimmte ich  durch  Versuche  mit  zwei  Streifchen  aus  der  Platte 
das  elektrische  Leitungsvermögen;  dasselbe  fand  sich 

x=:10-2.  10-«, 

also,  wie  bei  Wismuth,  weit  kleiner,  als  gewöhnlich  angegeben 
wird.  * 

Für  das  Magnetfeld  M  =  7660  folgt  somit  h  nahe  =  — . 

Als  dritte  Substanz,  bei  der  ich  die  Widerstandsveränderung 
unter  Wirkung  magnetischer  Kräfte  untersuchte,  wählte  ich  das 


1  Atti  del  R.  Istituto  veneto,  T.  V,  serio  Vfl 

2  Bemerkenswerth  scheint,  dass  aus  älteren  Versuchen  von  Snow 
Harris,  bei  welchen  der  dämpfende  Einfluss  bestimmt  wurde,  den 
gegossene  Platten  von  Wismuth  und  Antimon  auf  die  Schwingungen 
einer  Magnetnadel  übten,  die  Leitungsfahigkeiten  dieser  Metalle  im  Ver- 
hältniss  zu  Quecksilber  =  1  gefunden  wurden:  Wismuth^  0*45,  Anti- 
mon =  1-3  (siehe  Kar  Stents  Encyclopädie  der  Physik,  Bd.  XIX,  S.  349.) 
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Tellur.  Bisher  wurden  an  drei  Streifen  Messungen  vorgenommen. 
Die  Elektroden  Ay  B  (Fig.  4,  Taf.  I)  fllr  den  die  Streifen  durch- 
fliessenden  Strom  waren  Platindrähte;  die  mit  der  Stichflamme 
angeschmolzen  wurden;  die  Widerstands-Elektroden  c^  d  sind 
ebenfalls  dünne  Platindrähte  ^  welche  an  einer  der  schmalen 
Langseiten  befestigt  sind.  Bei  den  Messungen  befanden  sich  die 
Streifen  in  einem  sehr  schmalen,  mit  Wasser  geftlUten  Trog, 
dessen  Seitenwände  durch  Glimmerplatten  gebildet  waren. 

Das  Beobachtungsverfahren  war  auch  hier  dasselbe  wie 
beim  Wismuth,  nur  wurden  die  Stromintensitäten  J  und  J^  direct 
gemessen  und  die  Berechnung  der  Widerstandsveränderung 
geschah  dann  nach  Gleichung  4).  Es  war  hiezu  in  die  Leitung  BK 
eine  Tangentenbussole  T  mit  Spiegelablesnng  eingefügt.  Ist  das 
Galvanometer  G  stromlos,  so  misst  man  an  T  die  Intensität  J  des 
Stromes  im  Streifen  zwischen  c  und  JB,  wird  die  Leitung  QK  bei  u 
unterbrochen,  wobei  an  G  die  Stromstärke  jg  (unter  Einschaltung 
eines  grossen  Widerstandes)  beobachtet  wird ,  so  kann  man  die 
an  T  gemessene  Stromstärke  J^  nunmehr  auch  als  die  Intensität 
des  Stromes  im  Streifen  ansehen,  da  der  Widerstand  im  Tellur 
zwischen  den  Elektroden  c  und  d  gegen  w^-\'Q^  stets  sehr  klein 

ist.  Gelegentlich  wurde  das  Verhältniss  -y  noch  durch  Messung 

von  Wj  (mittelst  Gleichung  5)  controlirt.  Während  bei  den  Ver- 
suchen mit  Wismuth  wegen  des  sehr  kleinen  Widerstandes  r  in 

der  Platte  der  Quotient  -|  nahe  =  1  war,  wichen  bei  Tellur  die 

ü 

Intensitäten  J  und  J^  meist  beträchtlich  von  einander  ab. 

Der  zuerst  untersuchte  Streifen,  Te  Nr.  1,  hatte  eine  Länge 
Ä  =  3-5,  Breite  ß  =  0-52,  und  Dicke  d  =  0- 18  Ctm,  die  Wider- 
stands-Elektroden c  und  d  an  der  oberen  schmalen  Langseite 
waren  1  •  8  Ctm  von  einander  entfernt. 

Wurde  das  Galvanometer  stromlos  gemacht  und  dann  das 
magnetische  Feld  in  dem  einen  und  anderen  Sinne  erregt,  so 
zeigte  die  Nadel  Ausweichungen,  welche  sowohl  in  ihrer  Grösse 
als  auch  in  ihrer  Richtung  ganz  verschieden  waren,  je  nachdem 
man  die  Widerstände  w^  und  w^  ve)rschieden  gross  wählte. 

Es  sei  gestattet,  die  Beobachtungsresultate  ausführlicher 
wiederzugeben,  unter  {A)  und  (B)  sollen  —  wie  oben  beim 
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Wismuth  —  die  beiden  Richtangea  des  den  Streifen  durebflies- 
senden  Hanptstromes  verstanden  werden;  (Ä)  beziehe  sich  dabei 
anf  den  Fall^  wo  der  positive  Strom  bei  der  Elektrode  A  eintritt^ 
also  den  Streifen  (für  einen  auf  denselben  hinblickenden  Beob- 
achter) von  links  nach  rechts  durchfliesst.  Durch  die  beigesetzten 
Indices  1  und  2  sind  die  beiden  entgegengetzten  Erregungsweisen 
desElektromagnets  unterschieden^  und  zwar  bezeichne  der  Index  1 
den  Fall;  wo  fUr  den  Beobachter  die  das  Magnetfeld  ersetzenden 
Ampire'schen  Ströme  in  der  Richtung  der  Uhrzeigerbewegung 
(gefiederter  Pfeil  Fig.  4)  fliessen,  also  der  Nordpol  des  Elektro- 
magnets  vor,  der  Südpol  hinter  dem  Streifen  liegt.  In  der  nach- 
stehenden Tabelle  XI)  sind  die  Ausweichungen  der  Galvano- 
meternadel;  entsprechend  den  beiden  Stromesrichtungen  und  den 
Erregnngs weisen  des  Magnets,  unter  (A\j  {Ä\^  (JB),,  (JB),  ange- 
geben und  mit  den  Zeichen  ±  versehen,  je  nachdem  dieselben 
nach  den  grossen  oder  kleinen  Zahlen  der  Scala  erfolgten.  Eine 
positive  Nadelausweichung  tritt  ein,  wenn  der  die  Multiplicator- 
windungen  von  G  durchfliessende  Strom  die  Richtung  des  kleinen 
Pfeiles  p  (Fig.  4)  besitzt. 

Tabelle  XI. 


Nr. 

IT, 

ITg 

ITg 

/(Scth.) 

Nadelausweichangeu  (Scth.) 

W 

if(c^*) 

(^)i 

(^)2 

{B)i 

i^h 

1 

2-63 

230 

19-97 

21-2 

5200 

273 

+108-5 

—58-8 

—109-2 

4-  59-8 

2 

2-68 

23-0 

22 

21-2 

6110 

261 

-hl32-0 

-66-1 

-132-0 

4-  66-8 

3 

2-63 

230 

20 

21-2 

6810 

274 

-f-153-9 

—67-4 

-155-1 

+  69-7 

4 

2-63 

23-0 

20 

21  2 

8360 

274 

4-207-2 

-73-5 

—203-0 

4-  77-3 

5 

2-63 

230 

12 

21-2 

8520 

365 

4-283-3 

—97-7 

-280-7 

4-100-2 

6 

10-09 

23-0 

16-6 

81-6 

6110 

399 

-h  46-5 

-f-17-0 

-  46-0 

—  16-7 

7 

48-7 

3-85 

6 

65-6 

6110 

1524 

—  38-4 

4-91-1 

4-  39-2 

—  90-2 

8 

48-7 

6-23 

36 

107-2 

6110 

402 

-    20 

4-18-4 

4-     1-5 

—  18-1 

9 

30-7 

230 

12 

246-7 

6070 

455 

-h  15-2 

4-18-0 

-  15-5 

—  17-5 

10 

30-7 

230 

12 

247-0 

6070 

455 

-h  32-1 

4-37-7 

—  32-4 

—  36-9 

Die  Widerstände  tr„  w^y  w^  und  W  sind  stets  in  S.  E.  aus- 
gedrückt; unter  «/sind  die  an  der  Tangentenbussole  beobachteten 
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INadelansweichaiigen  iu  Scaleatheilen  aufgeführt.  Bei  Nr.  7 
wnrde  J  mit  einem  Drabtkreise  der  Tangentenbussole  gemessen, 
fbr  welchen  die  Empfindlichkeit  geringer  ist,  und  der  angegebeoe 
Werth  durch  Umrechnung  erhalten;  bei  Nr.  10  war  das  Galvano- 
meter G  etwa  doppelt  so  empfindlich,  als  bei  den  anderen  Be- 
obachtungen. Die  Messungen  sind  übrigens  an  yerschiedenen 
Tagen  gemacht  worden.  Ein  kleines  Danieirsches  Element 
lieferte  den  Strom;  der  Widerstand  der  Oalvanometerleitung 
QGd  =  Q  war  3-55  S.  E. 

Für  die  grossen  Verschiedenheiten,  welche  die  Nadelaus- 
weichungen in  ihrer  Grösse  und  beztlglich  des  Vorzeichens  auf- 
weisen, lässt  sich,  wenigstens  im  Allgemeinen,  eine  befriedigende 
Erklärung  finden,  wenn  man  bertleksichtigt,  dass  durch  den 
Magnetismus  im  Tellur  eine  ausserordentlich  starke  HalTsche 
Wirkung  heryorgerufen  wird,  und  dass  die  HalTschen  Ströme 
sich  mit  dem  durch  eine  Widerstandsyeränderung  auftretenden 
Strom  (Aj)  in  der  Galyanometerleitung  superponiren  werden; 
die  ersteren  Ströme  wechseln  ihre  Richtung  mit  dem  Wechsel 
der  Felderregung.  Hairsche  Ströme,  welche  (ganz  oder  theil- 
weise)  den  Weg  tiber  die  Galyanometerleitung  nehmen  können, 
sind  sowohl  durch  den  die  Platte  zwischen  den  Elektroden  A 
und  B  durchfliessenden  Strom  J  veranlasst,  als  auch  durch  den 
Zweigstrom  J',  welcher  aus  dem  Streifen  bei  der  Elektrode  c 
austritt. 

Da  bei  dem  Zustandekommen  der  Hall- Wirkung  hier  stets 
eine  Primär-Elektrode  mit  einer  Hall-Elektrode  zusammenfallt 
so  wird  die  electromotorische  Kraft  derselben  (falls  die  Elektro- 
den als  punktförmig  angesehen  werden  dürfen)  nur  die  Hälfte 
der  vollen  Kraft  des  durch  den  gleichen  Strom  hervorgerufenen 
Effectes  sein.  ^ 

Um  die  Verhältnisse  leichter  zu  übersehen,  soll  zunächst  für 
den  das  Streifchen  durchfliessenden  Strom  die  Richtung  (.4),  für 
den  Elektromagnet  die  durch  Index  1  bezeichnete  Erregungs- 
weise vorausgesetzt  werden. 

Der  bei  Elektrode  Ä  in  den  Streifen  einfliessende  Strom  tritt 
aus  demselben  bei  JB  mit  der  Intensität  J,  bei  c  mit  der  Intensität  J^ 


1  Sitzb.  XCIV,  S.  810. 
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aus ;  es  ist  nun  ftlr  jeden  dieser  Ströme  die  durch  das  Magnetfeld 
verursachte  Potentialdifferenz  der  Randelektroden  zn  bestimmen: 
dnrch  Snperposition  erhält  man  dann  die  in  der  Brttckencombina- 
tion  thätigen  elektromotorischen  Kräfte  der  HalFschen  Wirkung 
und  kann  somit  auch  die  in  der  Galvanometerleitung  resultirende 
Stromstärke  berechnen. 

Es  fliesse  in  eine  (im  Allgemeinen  beliebig  gestaltete)  Platte 
(Fig.  5)  bei  Elektrode  u4  der  Strom  J  hinein,  bei  jB  heraus;  eund  d 
seien  zwei  Punkte  des  oberen  Plattenrandes,  welche  wie  in  Pig.  5 
gegen  A  und  B  liegen. 

Durch  Wirkung  des  magnetischen  Feldes  M  (Pfeil  1)  wird 
der  Potentialwerth  an  allen  Stellen  des  oberen  Plattenrandes 

zwischen  A  c  d  B  xam  -^r^--  erhöht,  an  allen  Punkten  des  unteren 

Plattenrandes  zwischen^  und  A  um  dieselbe  Grösse  erniedrigt, 
während  die  Potentialwerthe  in  A  und  B  ungeändert  bleiben. 
Dabei  ist  J  die  Plattendicke  und  Ä  das  als  positiv  voraus- 
gesetzte Drehungsvermögen  der  Plattensubstanz,  wie  es  also  bei 
Tellur  (Antimon,  Eisen,  Cobalt,  Cadmium  etc.)  der  Fall  ist.  Setzt 
man  fbr  die  Electrode  A  den  Werth  des  Potentials  gleich  Null, 
so  hat  man  in  Folge  der  Hairschen  Wirkung  auf  den  Strom*  J 
als  Potentialweiiihe  in: 

A  :  Null 

RMJ 
c  : 


2d 
RMJ 

2S 
B  :  Null. 


d  : 


Betrachten  wir  dagegen  den  bei  A  ein-  bei  c  austretenden 
Strom  J'  (Fig.  6),  so  haben  wir  durch  die  Hall'sche  Wirkung  auf 

dem  Plattenrande  c  dB  A  die  Potentialwerthe  um  —^^  erniedrigt 

auf  dem  Rande  zwischen  A  und  c  aber  um  denselben  Betrag  er- 
höht, während  die  Werthe  in  A  und  c  ungeändert  bleiben;  wird 


1  Es  sei  der  Kürze  halber  diese  Ausdrucksweise  gestattet.  (Siehe 
Sitzb.  XCIV,  S.  603-,  Boltzmann  ib.  S.  644). 
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daher  wieder  in  A  das  Potential  gleich  Nall  gesetzt^  so  hat  man 
in  Folge  HalFscher  Wirkung  auf  den  Strom  J'  als  Potential- 
werthe  in: 

A  :  Null 
c  :  Null 
RMJ' 


d  :  — 

B  :  — 


2S 
RMJ' 


Durch  Superposition  der  Wirkungen  des  Magnetfeldes  M 
auf  die  Ströme  J  und  J'  sind  daher  die  betreffenden  Potential- 
werthe  in: 

A:  P^  =  0 

RMJ 


Pc   =' 


2* 


'^             2$ 
_       RMJ' 
^•^^- W 

d.  h.  es  tritt  zwischen  den  Elektrodenpunkten  c  und  Ay  c  und  d, 
d  und  B  respective  die  Potentialdifferenz 

RMJ      RMJ'     BMJ 

2*    '      2J  '      2* 

auf,  wobei  die  Elektrode  mit  dem  höheren  Potentialwerthe  jedes- 
mal Yorangeschrieben  ist. 

Zeichnen  wir  die  Wheatstone'sche  Brücke  in  der  gewöhn- 
lichen Form  (Fig.  7),  wobei  die  Buchstaben  an  denselben  Stellen 
stehen  wie  in  Fig.  4  und  der  Streifen  (stark  gezeichnete  Linie  ^£) 
als  linearer  Leiter  angenommen  ist,  so  ersieht  man,  dass  die 
zwischen  c  und  A  durch  Hall-Wirkung  auftretende  Potential- 
differenz in  unserem  Falle  keine  Ablenkung  der  Nadel  des  in  Q 
befindlichen  Galvanometers  G  veranlassen  kann,  da  das  Galvano- 
meter f&r  jede  in  der  äusseren  Leitung  cAEK wirkende  electro- 
motorische  Kraft  stromlos  gemacht  wurde;  nur  die  elektromoto- 

49* 
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rischen  Kräfte  s!  =  -^^  und  £  =  —^^ ,  welche  im  Streifen  be- 
ziehungsweise zwischen  d  und  c^  sowie  zwischen  ff  und  d  in  der 
Richtung  der  kleinen  Pfeile  (Fig.  7)  wirken,  können  in  derGalvano- 
meterleitnng  Q  Ströme  verursachen. 

Wendet  man  nun  die  allgemeinen  für  dieWheatstone'sche 
Combination  geltenden  Formeln*  auf  die  beiden  vorliegenden 
Fälle  an,  so  erhält  mau  die  Stromintensität  t,  hervorgerufen  in 
der  Leitung  Q  durch  die  elektromotorische  Kraft  i  zwischen  B 
und  dj 

dagegen  ist  die  Stromintensität  ^  in  Q,  hervorgerufen  durch  die 
elektromotorische  Kraft  e'  zwischen  d  und  c, 


D 


*'=  +  £' ^ , 


wo  D  folgende  Determinante  bedeutet 


D=         — 


r+t»,+ii>3 

—  w, 

— w. 

— tr. 

tr,+  »r+ß 

—  W 

—  »3 

—  W 

»,+»,+ IT 

Dabei  ist  die  Stromrichtung  positiv  gezählt,  wenn  der  Strom 
die  Galvanometerleitung  in  der  Richtung  von  Q  nach  d  (Pfeil  p) 
durchfliesst. 

Man  erkennt  somit,  dass  der  Strom  V  dieselbe  Richtung  im 
Galvanometer  hat,  wie  ein  Strom  A;,  der  durch  eine  Ver  gros  Se- 
rn ng  des  Widerstandes  r  veranlasst  würde,  dagegen  ist  die 
Stromrichtung  von  i  entgegengesetzt  jener  von  A;.  Es  wird  daher 
die  zur  Beobachtung  kommende  Ausweichung  der  Galvanometer- 
nadel bei  den  oben  gemachten  Annahmen  über  die  Richtung  des 
den  Streifen  durchfliessenden  Stromes  und  über  die  Richtung 
der  Ampfer e'schen  Ströme  des  Magnetfeldes,  d.  h.  bei  {A\  sein: 


1  S.  Maxwell,  Elektricität  und  MflgnetiBmus,   deutsch   von  Wein- 
stein I,  S.  498. 


.  Wideratandsveränderungen  im  magnetischen  Felde.  749 

A/+»'+t  =  Aj+if ;  wird  dagegen  bei  ungeänderter  Biobtnng 
des  Stromes  im  Streifen  der  Elektromagnet  im  entgegengesetzten 
Sinne  erregt,  so  ist  die  bei  (A\  beobachtete  Nadelansweichnng: 
Aj  —  i'  —  i  =  Aj  —  is . 

Bei  Umkehr  der  Stromriehtang  im  Streifen  erhält  man  in 
analoger  Weise  für  (B)j  die  Answeichnng:  —  A/  —  ij,  fttr  {B\ 
aber:  — Aj-htH. 

Setzt  man  fUr  die  durch  die  Hairsche  Wirkung  auftreten- 
den elektromotorischen  Kräfte  c  und  s'  ihre  Werthe  nnd  berttek- 
sichtigty  dass  wegen  der  vor  Erregang  des  Magnetfeldes  erzielten 
Stromlosigkeit  des  Galyanometers 

Jr  =  J'w,     also  Jf  =  J—=zJ.^ 
*  w^  W 

ist,  so  folgt 

.f^RMJ    w^  tr,TF+Wj(tr,H-ii?3+TF) 

Es  verhalten  sich  also  die  Intensitäten  der  (dnrch  HaH'sche 
Wirkung  auf  die  Ströme  J  und  J')  hervorgenifenen  StrOme  i  und 
V  der  Galvanometerleitung  einfach  wie  die  Widerstände  der 
ßrückenzweige  c  Q  und  d  Kj  oder 

t   te^  ^ 

der  resultirende  Hairsche  Strom  im  Galvanometer  ist 

.    .      .,  BMJ  «?, — IT,   IÜ3  W-h i^ti^^i  -hw^-hW) 

derselbe  würde  verschwinden,  wenn  tr,  =  w^  gewählt  wird. 
Ich  setze 

i^rzCJJf/-, 

wo  C  =  ^  und      /•=-? *^^ 2 ^  .      'y    '   18t. 
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Das  Verhältniss,  in  welchem  is  zu  Ij  steht,  ist  natürlich 
von  der  Stromstärke  J  unabhängig;  der  numerische  Betrag  von 
iff  ist  ausser  durch  das  Drehungsvermögen  und  die  Feldinten- 
sität durch  die  Widerstände  in  den  einzelnen  Zweigen  der 
Brttckencombination  bedingt;  je  nachdem  w^  ^  w^^  ist,  wird  die 
Richtung  der  Hairschen  Ströme  im  Galvanometer  (ftlr  dasselbe 
M  und  J)  verschieden  sein. 

Nimmt  man  an,  dass  eine  Vergrttsserung  des  Widerstandes  r 
durch  Wirkung  des  Magnetismus  stattfindet,  und  ist  w^  >  «'p  so 
muss  bei  {A\  eine  positive  Nadelausweichung  auftreten,  bei  (Ä)^ 
kann  sie  negativ  oder  positiv  sein,  je  nachdem  Aj  ^  tjrist;  ist  w^ 
klein  gegen  tr^,  so  kann  der  erste  Fall  eintreten  (Tab.  XI),  Nr.  1, 
2,  3,  4,  5),  wird  die  Differenz  w^  — «?,  kleiner,  der  zweite  (Nr.  6). 

Ist  iTj  >  11^29  ^^  ^^^^  si^b  ^^^^  negative  Nadelausweichung 
bei  (Ä)^  zeigen,  wenn  i^  überwiegt  (was  bei  grosser  Differenz 
w^  —  w^  im  Allgemeinen  der  Fall  sein  wird),  dann  muss  sie 
aber  bei  {Ä)^  positiv  sein  (Nr.  7  und  8);  ist  dagegen  i^  <::  A/, 
während  w^  >  w^j  so  wird  die  Nadel  sowohl  bei  (Ä)^  als  auch 
bei  {Ä)^  posjtive  Ausweichungen  machen,  jene  bei  {Ä)^  muss 
aber  dann  kleiner  sein,  als  bei  {A\  (Nr.  9  und  10). 

Man  sieht,  dass  die  Beobachtungsresultate  qualitativ'  diesen 
Überlegungen  vollständig  entsprechen;  ich  habe  aber  auch 
quantitativ  die  Verhältnisse  weiter  zu  verfolgen  gesucht. 

Allerdings  muss  bemerkt  werden,  dass  in  mancher  Hinsicht 
die  Voraussetzungen  der  Theorie  bei  den  Versuchen  nicht  er- 
füllt sind.  Abgesehen  davon,  dass  für  die  ausgedehnten  Elek- 
troden A  und  B  punktförmige  angenommen  werden,  sind  auch 
die  oben  für  £  und  £' angesetzten  Werthe  nur  richtig  in  dem  Falle, 
dass  die  Galvanometerleitung  stromlos  ist,  also  bei  Elektrode  d 
Elektricität  weder  in  den  Streifen  ein-  noch  aus  ihm  ausströmt; 
durch  die  Wirkung  des  Magnetfeldes  selbst  wird  aber  diese  Be- 
dingung gestört,  welcher  Umstand  unberücksichtigt  gelassen 
wurde ;  auch  ist,  wie  erwähnt,  bei  der  Berechnung  von  i  und  t' 
der  Streifen  als  linearer  Leiter  angesehen  worden. 

Icli  berechnete  mit  den  in  Tabelle  XI)  angegebenen  Werthen 
der  Widerstände  den  Factor  /"für  die  einzelnen  Beobachtungen; 
der  Widerstand  w^  war  nur  bei  Nr.  I  und  6  genauer  bestimmt 
worden,  in  den  übrigen  Fällen  ist  er  nur  approximativ  bekannt. 


Widerstandsveränderungen  im  magnetischen  Felde. 


751 


daher  auch  die  Berechnung  von  f  nur  eine  angenäherte.  Aus  den 
in  Tabelle  XI)  unter  {A\y(A\,  (B)^  und  {B\  aufgeführten  Wertben 
sind  die  Nadelausweichuugen  A;  und  i^  in  Scalentheilen  bestimmt 

und  die  Quotienten  -j^  ( J  ebenfalls  in  Scth.)  gebildet  worden ; 
JMf 

Tabelle  XII)  enthält  die  Zusammenstellung. 

£in  den  Zahlen  unter  is  beigesetztes  Sternchen  bezeichnet, 
dass  der  resultirende  Hall-Strom  bei  der  Feldrichtung  1  dem 
durch  Widerstandsvermehrung  auftretenden  Strom  im  Galvano- 
meter entgegengerichtet  ist;  dies  ist  der  Fall,  wenn  w^  <:  ir,, 
also  f  negativ  ist. 

Tabelle  XII. 


Nr. 

M{cg,) 

f 

V 

IM 

is 
JMf 

2o 

;o(Scth.) 

J 

(") 

Scalentheile 

1 

5200 

0-103 

24-8 

84-1 

57-10-6 

2003 

262 

1-468 

0-062 

2 

6110 

0-107 

32-8 

99-2 

58 

2003 

265 

1-500 

88 

3 

6810 

0  103 

430 

111-5 

58 

2003 

268 

1-470 

110 

4 

8360 

0-103 

64-8 

140-2 

59 

2003 

269 

1-472 

165 

5 

8520 

0-105 

91-5 

190-5 

58 

2003 

330 

1-338 

171 

6 

6110 

0-0096 

31-5 

14-7 

61 

2003 

298 

1-108 

95 

7 

6110 

-0-0103 

25-9 

64-7* 

67 

5003 

425 

1-021 

72 

8 

6110 

— 0  0070 

8-2 

10-0* 

58 

5003 

113 

1-048 

83 

9 

6070 

—0-00083 

16-5 

1-2* 

52 

5003 

127 

1-032 

98 

10 

6070 

-0-00083 

34-8 

2-5* 

— 

5003 

280 

1-031 

96 

Je. 

JMf 


Der  Quotient  -^^  ist  in  der  That  nahe  constant,  nur  bei 


Nr.  7  weicht  er  stark  von  den  anderen  ab;  die  Abweichung  bei 
Nr.  9  ist  aus  der  Kleinheit  von  i^  erklärlich.  Eine  bessere  Über- 
einstimmung war  kaum  zu  erwarten.  Der  HalTsche  Strom  im 
Galvanometer  ist  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  viel  stärker,  als 
der  durch  die  Widerstandsändemng  veranlasste. 


Die  Constanz  von 


ts 
JMf 


C^z^r-z  bei  verschiedener  Stärke 
2i 


des  magnetischen  Feldes  steht  in  Übereinstimmung  mit  der  That- 
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saehe,  dass  fttr  Tellur,  soweit  meine  bisherigen  Beobachtungen 
reichen,  keine  Abnahme  desDrehungsvermögens  bei  wachsendem 
M  gefunden  wurde. 

Wollte  man  aus  den  Versuchen  das  Drehungsyerm($gen  des 
Tellurs  (genähert)  bestimmen,  so  sind  in  f  die  Widerstände  im 
absoluten  Mass  auszudrucken;  nimmt  man 

IS.  E.  =  0-94  .  10»(cmsec), 

so  ist  f  durch  diese  Zahl  zu  dividiren.  Ferner  sind  i^  und  J  in 
demselben  Masse  zu  messen;  da  i^  und  J  in  Scalentheilen  ange- 
geben sind  und  der  Abstand  der  Scala  vom  Spiegel  für  die 
Tangentenbussole  T  und  das  Galvanometer  G  der  gleiche  war 
(nahe  2000  Scth.),  so  ist  is  noch  mit  dem  Yerhältniss  der  Re- 

ductionsfactoren  der  beiden  Instrumente  (  — ]   zu    multipliciren, 

Q 

um  es  auf  das  Mass  von  Jzu  redaciren;  das  Verhältniss  ^ergibt 

sich  aber  in  leicht  ersichtlicher  Weise  aus  dem  nach  Unter- 
brechung der  Leitung  JTi^  an  Galvanometer  und  Tangentenbussole 
beobachteten  Nadelausweichungen. 

Mit  den  im  zweiten  Theile  der  Tabelle  XII)  gegebenen 

Q 

Daten  findet  sich  ^  =  0  0021,  so  dass  mit  Zugrundelegung  der 
absoluten  Masse  der  Werth  der  Constante  etwa 

60.10-5  X  0-94.10»  X  00021  =  1180 

wird:  mit  J  =  0-18  folgt  dann  R  =  420,  was  dem  für  Tellur 
gefundenen  Drehungsvermögen  ziemlich  nahe  kommt. 

Es  erscheint  demnach  wohl  gerechtfertigt,  die  durch  Aj 
gemessenen  Ströme  als  die  Folge  einer  Vermehrung  des 
Widerstandes  r  anzusehen.  Die  durch  das  Magnetfeld  hervor- 
gerufene Widerstandsvermehrung  im  Tellur  ist  demgemäss  be- 
rechnet und  in  der  letzten  Columne  der  Tabelle  XII)  unter  ( — ) 

(in  Procenten  ausgedrtlckt)  angegeben. 

Verglichen  mit  der  Widerstands  Vermehrung,  welche  beim 
Wismuth  beobachtet  wurde,  ist  jene  des  Tellurs  nur  sehr  gering; 
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sie  ist  noch  etwa  4mal  kleiner^  als  bei  Antimon  für  dieselbe 
Stärke  der  magnetischea  Kraft. 

Die  den  Beobachtungen  Nr.  1 — 5  der  Tabelle  Xu)  ent- 
sprechende Curve  ist  auf  der  Tafel  11  punktirt  (Curve  Te  1) 
gezeichnet;  die  Ordinaten  sind  im  Verhältniss  zu  den  auf  Wismwth 
bezüglichen  Curren  lOOmal  vergrössert. 

Bei  diesen  Beobachtungen  waren  die  Widerstände  w^  nndir, 
unverändert.  Die  Resultate  von  Nr.  6 — 10,  bei  denen  ir^  und  w^ 
in  verschiedenen  Verhältnissen  zu  einander  gewählt  wurden, 
passen  nicht  in  die  Curve  hinein;  namentlich  ist  jenes  von  Nr.  7 
viel  zu  klein.  Es  werden  daher  auch  die  aus  Nr.l — 5  berechneten 
Widerstandsvermehrungen  nur  im  Verhältniss  zu  einander  richtig 
sein;  der  absolute  Betrag  dürfte  überdies  sehr  von  der  indivi- 
duellen Beschaffenheit  des  Tellnrs  abhängen. 


Eine  Reihe  von  Messungen  wurde  femer  mit  einem  zweiten 
Streifchen  Te  Nr.  2  von  den  Dimensionen  Xi=5-5,  ^3  =  0-65, 
8  etwa  0-24  Ctm  gemacht  Das  Tellur,  aus  dem  dieser  Streifen 
gegossen  war,  ist  von  Herrn  Dr.  A.  Popper  im  hiesigen 
chemischen  Institute  mit  grosser  Sorgfalt  rein  hergestellt  worden. 
Die  Dicke  des  Streifens  war  wenig  gleichförmig,  doch  stellte  ich 
mit  demselben  zunächst  einige  Beobachtungen  an,  wobei  die 
Widerstands-Elektroden  cf  nnd  d!  (Fig.  4,  Taf.  I)  an  der  unteren 
schmalen  Langseite  im  Abstände  von  3*5  Ctm  angeschmolzen  waren. 

Die  Widerstände  waren  in  S.  E. 


W?j=lO-0,       ITj 


22-6,    1^3  =  13  •  0,     TT  =  66  •  0  (Mittel), 
ß=:3-52. 

Tabelle  XIH. 


Nr. 
1 

M 

Wi 

(^)2 

Wi 

(i?)a. 

A; 

in 

JMf 

/Ar^ 
\r  1 

NadelHusweichungen 

3080 

-  1-5 

4-  27-9 

4-  0-6 

-  27-9 

13-4 

14-5 

94.10-5 

0  034 

2 

4650 

-f-12-3 

4-  54-0 

—12-6 

-  50-5 

32-3 

19-9 

87 

83 

3 

6180 

4-34-5 

-h  85-5 

—30-7 

-  780 

57-2 

24-6 

81 

147 

4 

7620 

+45-7 

4-122-5 

49-4 

-122-3 

85-0 

37-4 

99 

218 
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Für  Qq  =  2003  S.  E.  war  j^  =  378  Scth.;  daa  Verhältniss 
-J  =  1-113.  (S.  die  Curve  Te2  der  Tafel  II.)  Der  Factor/*berechnet 

sich  zu  0-0118.  In  dem  Quotienten  -^^  sind  i^  und  J  wieder  in 

MJf 

Scalentbeilen  ausgedrückt,  die  Einzelwerthe  weichen  aber  hier 

auffallender  Weise  stark  von  einander  ab;  nimmt  man  für  den 

Quotienten  etwa  90 .  10~^  an,  so  erhält  man  in  absolutem  Masse, 

da  das  Verhältniss  ^  wieder  nahe  =  0  0021  war,  C=  1780, 

folglich  R  =  2C6  =  850,  also  einen  viel  grösseren  Werth  des 
Drehungsvermögens,  als  er  aus  bisherigen  Versuchen  folgte. 

Der  Streifen  wurde  hierauf  durch  vorsichtiges  Befeilen  auf 
eine  gleichförmigere  Dicke  gebracht,  wobei  auch  an  Länge  und 
Breite  Einiges  geopfert  werden  musste,  so  dass  die  Dimensionen 
nunmehr  waren 

X  =  4-9,    p  zu  0-55,    5  =  0-215Ctm. 

Ich  machte  nun  drei  Messungsreihen  bei  verschiedenen 
Lagen  der  Widerstands-Elektroden:  1)  als  diese  oben  an  der 
schmalen  Langseite  befestigt  waren  (c  d)^  2)  als  sie  an  der 
unteren  Langseite  angeschmolzen  waren  (c'  f)^  3)  als  sie  sich 
auf  der  Mittellinie  des  Streifens  befanden  {cf'a')  (Fig.  4,  Taf.I). 
Die  Widerstände  tr,  und  w^  blieben  bei  den  drei  Versuchsreihen 
nicht  genau,  aber  doch  genähert,  dieselben;  es  ist  nämlich 
in  IT,  der  Widerstand  des  bei  c  (resp.  d  oder  c")  befestigten 
dünnen  Platindrahtes  inbegriffen,  dieser  Draht  war  im  Falle  2) 
um  ein  beträchtliches  Stück  länger;  andererseits  ist  in  w^  der 
Widerstand  des  Streifens  von  d  (resp.  ^  oder  rf")  bis  B  enthalten. 
Ebenso  war  auch  ß,  zu  welchem  der  Widerstand  des  Elektroden- 
drahtes von  d  gehört,  im  Falle  2)  etwas  grösser,  als  in  den 
Fällen  1)  und  3). 

Der  Strom  wurde  bei  den  Versuchen  von  zwei  kleinen 
DanielTschen  Elementen  geliefert.  Die  Ergebnisse  waren: 
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1)  Elektroden  c rf;     w,  =  40-6,     ir,  =  18-74,      TF  =  361-0, 
ß  =  3-52;     Q,  =  8003  S.  K;j„  =  378  Sctb.;^=  1-ül 


M 

(^)i 

(^)9 

(Ä)i 

(^;2 

A; 

iff 

F-io* 

3990 
5140 
6240 

4-  6-0 
4-  18-8 
4-  37-3 

4-  68-1 
4-  94-9 
4-131-8 

—  5-2 

—  19-3 

—  38-2 

—  621 

—  93-3 
— 129-5 

33-8 
56*6 
84-2 

28-8 
37-5 
46-4 

0063 

88 

181 

72 
78 
74 

2)  Elektroden  t/ d';    ir,  =  40  •  92,    w,  =  18  •  75,     IT  =  351  ■  4, 
Q  =  3-79,     ß,  =  8004S.  E.;j,  =  395  Scth.;^=  101 


5300 
6500 


4-  82-8 
4-120  0 


4-40-0 
4-65-2 


-  86-0 
-1240 


--36-7 
—59-5 


6) -4 
92-2 


23-0 
29-8 


0-092 
189 


43 
46 


3)  Elektroden  </'rf'';    ir,  =  4063,    tr,  =  19-27,    W=  470-6, 
Q  =  3-46,     00=8003  S.E.;    J^  =  300 Scth.;^=  1005 


5300 
6400 


4-  80-2 
4-109-0 


19-8 
370 


—  81-5 
—112-2 


—17-9 
—33-6 


49-8 
730 


31-0 
35-2 


0-096 
140 


58 
55 


Vergleicht  man  (A\  und  (A\  im  Falle  1)  mit  den  entspre- 
chenden Werthen  im  Falle  2)  so  erkennt  man  sofort,  dass  die 
bei  derselben  Erregungsweise  des  Magnetfeldes  auftretenden 
Hall'schen  Ströme  ihre  Richtung  gewechselt  haben.  Sehr  auf- 
fallend ist  aber,  dass  im  Falle  3)  wo  die  Elektroden  </'  d'^  auf 
der  Mittellinie  des  Streifens  lagen,  die  HalTschen  Ströme  mit 
so  grosser  Stärke  auftreten  konnten;  allerdings  liessen  sich  aus 
dem  Umstände,  dass  die  Elektroden  A  und  B  die  kurzen  Seiten 
des  Streifens  nicht  an  allen  Stellen  gut  leitend  berührt  haben 
mochten,  manche  Unregelmässigkeiten  erklären. 
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Die  für  die  Widerstandsvermehrung  f — j  aus  den  drei  Mes- 

sungsreiheD  hervorgehendenWerthe  stehen  untereinander  in  sehr 
guter  Übereinstimmung;  sie  sind  um  ein  Geringes  kleiner,  als  die 
frtther  mit  demselben  Streifen  (s.  Tab.  XIII)  erhaltenen. 

Eine  Berechnung  des  Factors  f  wnrde  nicht  ausgeführt^  da 
bei  den  Versuchen  der  jeweilige  Widerstand  w^  nicht  notirt 
worden  war.  Der  resultirende  Hall-Strom  is  ist  bei  jeder  Lage 
der  Elektroden  nahe  mit  M  proportional,  wie  die  Zahlen  der 
letzten  Columne  der  Tabellen  zeigen.  Die  Verschiedenheit  dieser 
Zahlen  im  Falle  1)  und  3)  lässt  sich  schon  aus  der  Verschieden- 
heit von  W  erklären;  dagegen  fehlt  eine  befriedigende  Erklärung 

für  die  grosse  Abweichung,  welche  der  Quotient  -—  im  Falle  2) 

gegenüber  dem  Falle  1)  aufweist.  Die  Intensität  des  Stromes  J 
war  bei  allen  Versuchen  nahe  die  gleiche  (etwa  0-0094  cm  gr  sec). 
Es  wurde  noch  das  Drehungsvermögen  für  den  vorliegenden 
Streifen  bestimmt,  indem  einmal  c  und  cf^  das  andere  Mal  d  und 
d'  als  Hall-Elektroden  benutzt  wurden,  während  A  und  B  als  die 
Primär-Elektroden  dienten.  Auch  hiebei  befand  sich  der  Streifen 
in  dem  schmalen,  mit  Wasser  gefüllten  Troge. 
Es  fand  sich 

Hall-Elektroden. 
^'     '^      ddT         Mittel 
3f=4140  Ä=:768  800  784 

5200  773  812  792 

6390  772  802  787 

Die  Intensität  des  den  Streifen  durchfliessenden  Primär- 
Stromes  war  0-00262  (cm  gr  sec),  also  scheint  jedenfalls  eine 
Erwärmung  des  Streifens  durch  diesen  Strom  ausgeschlossen; 
als  die  Intensität  des  Primärstromes  auf  0*00079  vermindert 
wurde,  fand  sich  übrigens  derselbe  Werth  wie  oben,  nämlich 
Ä  =  794  für  ilf=  6390. 

Aus  den  in  Tabelle  XIII)  mitgetheilten  Beobachtungen  hatte 
sich  R  ungefähr  =  850  ergeben. 

Das  ungewöhnlich  grosse  Drehungsvermögen,  welches 
dieses  Tellur  zeigt,  veranlasste  mich,  das  Streifchen  dünner  zu 
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feil^ii;  am  dann  nochmals  einige  Bestimmungen  vorzunehmen; 
leider  zerbrach  dasselbe  bei  dem  Versuche  seine  Dicke  zu  ver- 
ringern und  ich  musste  mich  schliesslich  mit  einem  Sttlckchen 
begnügen,  welches  ungeftlhr  die  Dimensionen  X  =  1-3, 
P  =  0-55,  ^  =  0-15  Ctm  hatte.  An  diese  kleine  Platte  befestigte 
ich  vier  punktförmige  Elektroden  und  bestimmte  die  Hairsche 
Wirkung.  Ich  erhielt  bei  den  Feldstärken  M=  4490  und  7270 
respective  Ä  =z  771  und  774,  Werthe,  welche  in  genügender 
Übereinstimmung  mit  den  früher  gefundenen  stehen.  Die  Inten- 
sität des  Primärstromes  im  Plättchen  war  O'OOl  (cmgrsec); 
letzteres  befand  sich  natürlich  wieder  im  Wassertrog. 

Auch  noch  mit  einem  dritten  Streifen  Te  Nr.  3  wurden  einige 
Versuche  angestellt.  Dieser  Streifen  war  aus  demselben  Tellur 
hergestellt,  aus  welchem  ich  auch  eine  grössere  Platte  gegossen 
habe,  für  welche  das  Drehungsvermögen  nahe  =z  500  gefunden 
wurde. *  Dimensionen  des  Streifens :  Xzi:2"4,  j3  =  0-5, 
6  =  0'  193  Ctm.  Die  als  Widerstands-Elektroden  dienenden  Platin- 
drähte waren  an  einer  breiten  Langseite  angeschmolzen,  so  dass 
sie  diese  Seite  fast  nach  der  ganzen  Breite  berührten;  sie  er- 
streckten sich  also  von  c  bis  c'  und  von  d  bis  d'  (Fig.  4),  die 
Distanz  cc'  war  etwa  1  Ctm.  Im  magnetischen  Feld  M  =  6100 
fand  sich  bei  zwei  Messungen,  als  der  Widerstand  ir^  und  die 
Stromstärke  J  verändert  wurden : 


tr, 

Wo 

W 

Äcgs) 

(^)i 

W, 

(Ä)j 

^2 

9-88 
9-88 

23-5 
18-6 

206-6 
165-3 

0-00227 
0-0201 

+  53-7 
-h472 

-  3-2 
—23 

—  56-5 

—500 

-h  2-3 
4-52 

Hieraus  folgen  wieder  die  Ausweichungen  A;  und  in]  diese 
sind  nebst  den  übrigen  zur  Berechnung  von  f  —  j  nöthigen  Daten 
in  der  folgenden  Zusammenstellung  enthalten. 


1  Sltzb.  XCIV,  S.  829. 
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^J 

tjsr 

^0 

J 

ßo 

Jo 

(t) 

is 

26-2 

28-9 

1-057 

2003 

206 

0-097 

127 .  m 

224 

262 

1-016 

8003 

457 

91 

130 

Die  Widerstandsvermehrong  entspricht  der  Grösse  nach  der 
bei  Te  Nr.  1  für  dasselbe  M  gefundenen. 

Es  schien  von  Interesse,  noch  die  Grösse  h  =  tüUB  ftar's 
Tellar  zu  ermitteln.  Eine  Anzahl  von  Widerstandsbestimmangen, 
welche  mit  den  Streifchen  Te  Nr.  1  und  Nr.  2  vorgenommen 
wurden,  lieferten  für 

x  =  b'2  .  10-» 
7-6  .  10-^ 

also    im   Mittel  x  =  7  *  9  .  10~^,   d.  h.   eine  Leitunggfähigkeit, 

welche  nur  etwa  -onn  ^^n  jener  des  Quecksilbers  ist.  Nimmt 

man  nun  Ä  =  800  an,  so  folgt  bei  der  Feldstärke  M  =  7600  die 

Grosse  h  beiläufig  =  ^ ,  während  sie  fttr  Antimon  bei  derselben 

Feldintensität  etwa  =  — ,  für  Wismuth  dagegen  fast  =-  war. 

Bei  Ausführung  eines  grossen  Theiles  der  in  dieser  Ab- 
handlung beschriebenen,  theilweise  sehr  zeitraubenden  Messungen 
bin  ich  von  Herrn  stud.  Michael  Radakovi6  unterstützt  worden, 
dem  ich  für  seine  freundliche  Beihilfe  hiermit  meinen  wärmsten 
Dank  auszusprechen  mich  verpflichtet  fühle. 
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Um  den  raschen  Fortschritten  der  medicinischen  Wissen- 
schaften und  dem  grossen  ärztlichen  Lese-Fublicnm  Rechnung  zn 
tragen,  hat  die  mathem.-natui'wissenschaftliche  Classe  der  kais. 
Akademie  der  Wissenschaften  beschlossen,  vom  Jahrgange  1872 
an  die  in  ihren  Sitzungsberichten  veröffentlichten  Abhandlungen 
aus  dem  Gebiete  der  Physiologie,  Anatomie  und  theoretischen 
Medicin  in  eine  besondere  Abtheilung  zu  vereinigen  und  in  den 
Buchhandel  zu  bringen. 

Die  Sitzungsberichte  der  mathem.-naturw.  Classe  erschei- 
nen daher  vom  Jahre  1872  (Band  LXV)  an  in  folgenden  drei 
gesonderten  Abtheiluugen ,  welche  auch  einzeln  bezogen  wer- 
den können: 

I.  Abtheilung:  Enthält  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete 
der  Mineralogie,  Botanik,  Zoologie,  Geologie  und  Paläon- 
tologie. 

II.  Abtheflung:  Die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  und 
Astronomie. 
IIL  Abtheilung:  Die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Physiologie,  Anatomie  und  theoretischen  Medicin. 
Dem  Berichte  über  jede  Sitzung  geht  eine  Übersicht  aller 
in  derselben  vorgelegten  Manuscripte  voran. 

Von  jenen  in  den  Sitzungsberichten  enthaltenen  Abhand- 
lungen, zu  deren  Titel  im  Inhaltsverzeichniss  ein  Preis  beigesetzt 
ist,  kommen  Separatabdrttcke  in  den  Buchhandel  und  können 
durch  die  akademische  Buchhandlung  Karl  Gerold's  Sohn 
(Wien,  Postgasse  6)  zu  dem  angegebenen  Preise  bezogen  werden. 
Die  dem  Gebiete  der  Chemie  und  verwandter  Theile  anderer 
Wissenschaften  angehörigen  Abhandlungen  werden  vom  Jahre 
1880  an  noch  in  besonderen  Heften  unter  dem  Titel:  „Monats- 
hefte für  Chemie  und  verwandte  Theile  anderer  Wissenschaften*' 
herausgegeben.  Der  Pränumerationspreia  für  einen  Jahrgang 
dieser  Monatshefte  beträgt  5  fl.  oder  10  Mark. 

Der  akademische  Anzeiger,  welcher  nur  Original-Auszüge 
oder,  wo  diese  fehlen,  die  Titel  der  vorgelegten  Abhandlungen 
enthält,  wird  wie  bisher  8  Tage  nach  jeder  Sitzung  ausgegebeD. 
Der  Preis  des  Jahrganges  ist  1  fl.  50  kr. 
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X.  SITZUNG  VOM  21,  APRIL  1887. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  in.  Heft  (März  1887) 
der  von  der  Akademie  herausgegebenen  Monatshefte  für 
Chemie  vor. 

Das  Ehrenmitglied  der  kaiserlichen  Akademie  Herr  Ch. 
Hermite  in  Paris  übermittelt  sein  Druckwerk:  „Cours  de  la 
Facult6  des  Sciences  sur  les  Integrales  d^finies." 
3*°>«  Edition;  1887. 

Se.  Excellenz  der  Herr  Curator-Stellvertreter  theilt 
mit^  dass  die  k.  k.  niederösterreichische  Statthalterei  die  Errich- 
tung der  Dr.  Ami  Bon6'schen  Stiftung  auf  Grund  des  von 
dem  Präsidium  der  kaiserlichen  Akademie  ausgefertigten  Stift- 
briefes und  der  hierauf  bezüglichen  Actenstücke  mit  Note  vom 
11.  April  d.  J.  stiftungsbehördlich  genehmiget  habe. 

Se.  Excellenz  der  Herr  Curator-Stellvertreter  theilt 
ferner  mit,  dass  das  k.  k.  Ministerium  fllr  Cultus  und  Unterricht 
dem  Delegirten  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
bei  der  gegenwärtig  zu  Paris  stattfindenden  internationalen 
Astronomen-Conferenz  Herrn  Prof.  Dr.  E.  Weiss,  Director 
der  Wiener  Sternwarte,  zugleich  auch  die  Vertretung  dieser 
Anstalt  in  der  Pariser  Conferenz  übertragen  habe,  und  dass 
femer  auch  die  von  der  kaiserlichen  Akademie  angeregte  Bethei- 
ligung des  Professors  der  Staatsgewerbeschule  in  Wien  Dr.  J. 
M.  Eder  an  dieser  Conferenz  ermöglicht  wurde. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  Dr.  A.  Rollet t  in 
Graz  übersendet  eine  ftlr  die  Denkschriften  bestimmte  Abhand- 
lung: „Beiträge  zur  Physiologie  der  Muskeln". 

51* 
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Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Professor  E.  Mach  in  Prag 
übersendet  eine  mit  Herrn  Professor  P.  Salcherin  Fiume  aus- 
geflllirte  Arbeit:  „Photographische  Fixirung  der  durch 
Projectile  in  der  Luft  eingeleiteten  Vorgänge." 

Ferner  theilt  Herr  Professor  Mach  mit,  dass  bei  einer  gemein- 
schaftlich mit  Herrn  Med.  Cand.  F.  Hai  seh  ausgeführten  Arbeit 
die  durch  den  Stoss  elektrischer  Funken  in  Glasstäben  erzeugten 

mit  einer  Geschwindigkeit  von   etwa  4800 —  fortschreitenden 

,  860 

Schallwellen  in  polarisirtem  Licht  bei  Momentbeleuchtung  photo- 
graphisch fixirt  werden  konnten. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  M.  Neumay  r  übersendet  eine  Abhand- 
lung unter  dem  Titel:  „Die  natürlichen  Verwandtschafts- 
verhältnisse der  schalentragenden  Foraminiferen." 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  über- 
sendet folgende  drei  Abhandlungen: 

1.  „Über  ein  Theorem  des  Herrn  Pfipin." 

2.  „Über  primitive  Congruenzen." 

3.  „Note  über  die  Exponentialfunction." 

Herr  Max  Klumak  (Firma  Brüder  Klumak),  Chronometer- 
macher in  Wien,  übersendet  behufs  Wahrung  der  Priorität 
eine  versiegelte  Rolle,  welche  angeblich  die  Zeichnung  und 
Beschreibung  eines  von  ihm  erfundenen  Compensations- 
pendels  für  astronomische  Uhren  enthält. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  E.  Ritter  v.  Brücke  überreicht 
eine  im  physiologischen  Institute  der  Wiener  Universität  aus- 
geführte Arbeit  des  Cand.  med.  Herrn  E.  J.  Hoffmann:  „Über 
den  Zusammenhang  der  Nerven  mit  Bindegewebs- 
körperchen  und  mit  Stomata  des  Peritoneums,  nebst 
einigen  Bemerkungen  über  das  Verhalten  der  Nerven 
in  dem  letzteren." 

Das  w.  M.  Herr  Intendant  Hofrath  Fr.  Ritter  v.  Hauer 
überreicht  den  achten  Bericht  der  prähistorischen  Com- 
mission  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen. 
Schäften. 


763 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  zwei  Arbeiten 
aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  Universität  in  Lemberg. 

1.  „Über  das  Vorkommen  alkaloidartiger  Basen  im 
galizischen  Boh-Erdöl",  von  Herrn  F.X.  Bandro wsk i, 

2.  „Über  Glyoxalönanthylin  und  dessen  Abkömm- 
linge", von  Herrn  Dr.  M.  Earcz. 

Ferner  überreicht  Herr  Prof.  Lieben  eine  Arbeit  aus  dem 
chemischen  Laboratorium  der  technischen  Hochschule  in  Wien: 
„Zur  Kenntniss  der  Türkischrothöle",  von  den  Herren 
Dr.  R.  Benedikt  und  F.  Ulzer. 
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Photographisohe  Fixirung  der  durch  Projectile  in  der 
Luft  eingeleiteten  Vorgänge. 

Von  £•  Mach  und  P«  Salcher« 

(Mit  1  Tafel  und  8  Holzschnitten.) 
1. 

Die  Wirkungen,  welche  Projectile  von  grosser  Geschwin- 
digkeit durch  den  Druck  der  vor  denselben  verdichteten  Luft 
ausüben,  sind  den  Artilleristen  wohl  bekannt.  Melsens  hat  die 
hieher  gehörigen  Erscheinungen  zum  Gegenstand  einer  beson- 
deren Experimentaluntersuchung  gemacht  ^  und  hat  auch  versucht, 
die  verdichtete  Luft  aufzufangen.  Melsens'  Aufmerksamkeit 
wurde,  wie  es  scheint,  zuerst  durch  die  eigenthlimlichen  Vorkomm- 
nisse an  Schusswunden  auf  dieses  Gebiet  geleitet.' 

Bei  Gelegenheit  einer  früheren,  gemeinschaftlich  mit 
J.  Wentzel  ausgeführten  Arbeit ^  beabsichtigte  Mach,  die  Luft- 
verdichtung vor  dem  Projectil  nach  der  Schlierenmethode*  sicht- 
bar zu  machen  und  durch  Momentphotographie  zu  fixiren. 
Die  betreflfenden  Versuche  ergaben  zwar  zunächst  ein  negatives 
Resultat,  doch  tiberzeugte  sich  Mach,  da  sehr  nahe  verwandte 
Aufgaben  (das  Photographiren  eines  fliegenden  Projectils  und 
einer  Schallwelle  in  der  Luft)  ohne  sonderliche  Schwierigkeit 
gelöst  werden  konnten,  dass  das  negative  Ergebniss  nicht  an  der 
Methode,  sondern  vor  Allem  an  der  zu  kleinen  Projectilgeschwin- 

digkeit  (von  höchstens  240— j  lag,  welche  bei  diesen  Versuchep 


1  Melsens,  BaUistique  exp^rimentale.  Ann.  de  Chimie  et  de 
Physique  5e  sörie.  T.  25.  Mars  1882. 

3  Melsens,  Sur  les  plaies  produites  par  les  armes  a  feu.  Sociötö 
royale  des  sciences  mödicales.  Bruxelles  1872. 

s  Mach  und  Wentzel,  Ein  Beitrag  zur  Mechanik  der  Explo^onen, 
Sitzungsber.  d.  Wiener  Akademie,  Bd.  92,  II.  Abth.,  S.  225. 

^  Toepler,  Beobachtungen  nach  einer  neuen  optischen  Methode. 
Bonn.  1864. 
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angewaDdt  werden  konnte.^  In  der  That  kann,  wie  dies 
alsbald  ersichtlich  werden  soll,  nur  bei  Projectilgeschwindig- 
keiten,  welche  die  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  ttber- 
steigen,  ein  ausgiebiges  Resultat  erwartet  werden. 

Wir  haben  uns  nun  zur  Lösung  der  in  theoretischer  und 
praktischer  Hinsicht  interessanten  Aufgabe  verbunden.  Das  Ziel 
und  die  Mittel  der  Untersuchung,  in  allen  wesentlichen  Punkten 
die  schon  in  der  vorerwähnten  Arbeit  angewandten,  wurden  von 
Mach  angegeben,  die  sämmtlichen  Versuche  aber  mit  Ausnahme 
einiger  zur  Erläuterung  angestellten  wurden  von  Salcher  ausge* 


fuhrt,  welcher  hiebei  in  höchst  dankenswerther  Weise  von  Prof. 
A.  L.  Riegler  (in  Fiume)  unterstützt  wurde.  Das  erwartete  und 
theilweise  auch  der  Form  nach  vorausgesagte  Resultat  wurde  hiebei 
wirklich  erzielt  und  erschien  schon  auf  dem  ersten  Bilde  fixirt.' 


1  Mach  und  Wentzel,  a.  a.  0.,  S.  636  sagen  darüber:  „Wir  hegten 
bei  Beginn  nnserer  Versnchedie  Hoffnung,  dass  es  uns  geUngen  werde,  die 
von  Projectilen  mitgeftihrten  Luftmassen  nach  der  Schlierenmethode  sicht- 
bar zu  machen  und  durch  Photographie  zu  fixiren.  Dies  ist  uns  zwar  nicht 
gelungen,  wir  sind  Jiber  nach  den  Versuchen,  die  wir  gleich  anführen 
werden,  überzeugt,  dass  dies  nur  an  der  Kleinheit  der  Projectile  und  der 
geringen  Projectilgeschwindigkeit  lag,  welche  wir  im  Zimmer  anwenden 
konnten.  Das  Sichtbarmachen  dieser  Luftmassen  scheint  uns  für  ballistische 
und  physikalische  Zwecke  nicht  ohne  Interesse  und  wir  haben  die  Absicht, 
hierauf  zurückzukommen. 

2  Allerdings  wagten  wir  noch  nicht  die  auf  dem  ersten  ohne  Abblen- 
dung  gewonnenen  Bilde  erscheinende  Grenzcurve  als  die  gesuchte  anzu- 
sehen. Dies  geschah  erst,  als  bei  späteren  Versuchen  mit  Abbiendung  die- 
selbe Cnrve  ganz  scharf  hervortrat.  Mach  hat  sich  übrigens  überzeugt,  dass 
genügend  starke  Luffcsohlieren,  z.  B.  von  starken  Funkenwellen,  auch  ohne 
alle  Äbblendnng  sichtbar  sind. 
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In  dem  Folgenden  erlauben  wir  uns  an  die  Beschreibung  der  Ver- 
suche und  der  gewonnenen  Bilder  die  Darlegung  der  Ansichten 
anzuschliessen,  zu  welchen  uns  die  Analyse  der  Bilder  geftihrt  hat. 

2. 

Der  Schliessungskreis  einer  Flaschenbatterie  F  (Fig.  1) 
enthielt  zwei  Unterbrechungsstellen  /  und  //.  Bei  /  bestehen  die 
Elektroden  aus  in  Glasröhrchen  eingeschlossenen  Drähten.  Das 
hindurchfliegende  Projectil  P  zerschlägt  die  Röhren  und  löst  die 
Entladung  bei  /  und  //  aus.  Der  zum  Theil  abgeblendete  Funke  // 
beleuchtet  das  Projectil  vor  dem  Objectiv  0,  welches  letztere 
von  dem  Funken  //  auf  dem  Objectiv  der  potographischen 
Kammer  K  ein  Bild  entwirft,  das  ganz  oder  theilweise  abge- 
blendet wird.  Das  Projectil  mit  den  Elektroden,  dem  Funken  bei 
/  und  den  Dichtenänderungen  in  der  Luft  bildet  sich  auf  diese 
Weise  bei  der  Momentanbeleuchtung  ab,  die  in  dem  geeigneten 
Zeitpunkt  von  dem  ProjectU  selbst  im  verdunkelten  Zimmer 
ausgelöst  wird. 

Als  Kopf  des  Schlierenapparates  (0)  wurde  das  Objectiv 
eines  photographischen  Apparates  von  Yoigtl ander  von 
10-5  Ctm.  Öffnung  und  38-2  Ctm.  Brennweite,  zum  Photo- 
graphiren ein  Steinheir scher  Apparat  verwendet. 

Die  Entfernung  110  betrug  48  Ctm.,  OK  230  Ctm.  Die 
Entfernung  der  Mündung  des  Gewehrlaufes  von  den  Elektroden  / 
variirte  in  verschiedenen  Versuchen  von  2—4  M.  Die  Beleuch- 
tungsbatterie variirte  ebenfalls  und  man  blieb  schliesslich  bei 
einer  Flasche  stehen,  deren  Capacität  auf  410  Ctm.  geschätzt 
wurde  und  die  zu  6 — 7  Mm.  Schlagweite  geladen  wurde.  Zu 
grosse  Capacitäten  bedingen  nämlich  eine  zu  grosse  Funken- 
dauer, wodurch  die  Bilder  bei  den  hohen  Projectilgeschwindig- 
keiten  unscharf  werden,  ja  wegen  discontinuirlicher  Entladung 
selbst  mehrfach  auftreten.  ^ 

Die  Versuche  wurden  ausgeführt: 

1.  mit  einem  Werndl-Infanteriegewehr,  Anfangsgeschwin- 
digkeit bei  verstärkter  Patrone  438—  f  ±  5  — \   Geschoss- 
®  sec  V  sec/' 

durchmesser  11  Mm.,  Geschosslänge  27  Mm.; 

1  Manche  der  hieher  gehörigen  Erscheinungen  sind  ooch  nicht  gana^ 
aufgeklärt  Wir  kommen  bei  anderer  Gelegenheit  auf  dieselben  zurück. 
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2.  mit  einem  Werndl-Earabiner^  Anfangsgeschwindigkeit 

327—339—,  je  nach  der  Pulverladung; 
sec 

3.  mit  einem  Guedes-Infanteriegewehr,  Anfangsgeschwin- 
digkeit nach  einer  empirischen  Formel  von  Heb  1er  berechnet 

522  — ,  nach  Versuchen  mit  dem   ballistischen  Pendel  680  ^ 

Sec'  BOG 

(nach  oflRciellen  Angaben  505),  Kaliber  8  Mm.,  Geschosslänge 
33  Mm. 

Zur  Photographie  wurden  käufliche  Trockenplatten  (Brom- 
fiilbergelatine)  verwendet.  Die  Bilder  mussten,  um  mit  dem  ge- 
gebenen Licht  auszureichen,  klein  aufgenommen  werden.  Einige 
der  erhaltenen  Negative  sind  in  etwa  dreifacher  Vergrösserung 
auf  der  Tafel  wiedergegeben.  Die  Grenze  der  Luftverdichtung 
erscheint  hell  oder  dunkel  bei  verticaler  Schneide  der  Blendungen 
des  Schlierenapparates,  theilweise  hell  und  theilweise  dunkel 
bei  horizontaler  Stellung  der  Blendungsränder,  was  keiner  beson- 
deren Erläuterung  bedarf.  Das  Geschoss  erscheint  im  Negativ 
hell  auf  dunklem  Grunde  und  die  Grenzen  desselben  treten  durch 
die  Beugung  des  Lichtes  scharf  hervor.  Im  Ganzen  wurden  etwa 
80  Aufnahmen  gemacht,  die  grossentheils  als  sehr  gelungen  zu 
bezeichnen  sind. 

3. 

Die  Yersuchsergebnisse  sind,  kurz  zusammengestellt, 
folgende : 

1.  Eine  optisch  nachweisbare  Verdichtung  vor  dem 
Projectil,  beziehungsweise  eine  sichtbare  Grenze  derselben  zeigt 
sich  nur  bei  Projectilgeschwindigkeiten,  welche  die  Schall- 
geschwindigkeit von    rund    340—  übersteigen.  So  ergaben 

die  Versuche  mit  dem  Karabiner  ebensowenig  ein  Resultat,  als  die 
älteren  von  Mach  und  Wentzel.  Dagegen  ist  die  Verdichtungs- 
grenze  bei  den  Versuchen  mit  dem  Wem  dl-  und  Guedesgewehr 
bei  richtiger  Disposition  stets  sehr  schön  und  scharf  sichtbar. 

2.  Bei  genügender  Projectilgeschwindigkeit  erscheint  auf 
dem  Bilde  die  Grenze  der  vor  dem  Projectil  verdichteten  Luft 
ähnlich  einem  das  Projectil  umsohliessenden  Hyperbelast, 
dessen  Scheitel  vor  dem  Kopf  des  Projectils  und  dessen  Axe  in 
der  Flugbahn  liegt.  Denkt  man  sich  diese  Gurve  um  die  Schuss- 


768  E.  Mach  und  P.  Salcher, 

Unie  als  Axe  gedreht,  so  erhält  man  eine  Vorstellung  von  der 
Grenze  der  Luftverdichtung  im  Räume.  Ähnliche  aber  geradlinige 
Grenzstreifen  gehen  von  der  Kante  des  Geschossbodens  diver- 
girend  und  symmetrisch  zur  Schusslinie  nach  rückwärts  ab.  Ähn- 
liche aber  schwächere  Streifen  setzen  endlich  an  anderen 
Punkten  des  Geschosses  an.  Alle  diese  Streifen  schliessen  etwas 
kleinere  Winkel  mit  der  Schnsslinie  ein  als  die  Äste  der  erst- 
erwähnten Grenzlinie.  Bei  grösserer  Projectilgeschwindigkeit 
werden  die  Winkel  der  Grenzstreifen  mit  der  Schusslinie  kleiner. 
3.  Bei  der  grössten  bisher  angewandten  Geschwindigkeit 
tritt  eine  neue  Erscheinung  deutlich  hervor.  Der  Schusscanal 
erscheint  hinter  dem  Projectil  mit  eigenthtimlichen  Wölkchen 
erfüllt,  deren  Bedeutung  alsbald  näher  erörtert  werden  soll. 

4. 
um  zum  Verständniss   der  Erscheinungen  zu  gelangen, 
denken  wir  uns  zunächst  einen  unendlich  dünnen  Stab  a  bj  Fig.  2, 
von  beträchtlicher  Länge,  welcher  nach  der  Richtung  ba  mit  einer 

Fig.  2. 


die  Schallgeschwindigkeit  übersteigenden  Geschwindigkeit  in  der 
Luft  bewegt  wird.  Derselbe  wird  bei  a  unausgesetzt  unendlich 
kleine  Verdichtungen  erzeugen,  welche  sich  als  Schallwellen 
ausbreiten.  Die  betreflFenden  Huyghens'schen  Elementarwellen 
werden  als  Enveloppe  einen  Kegel  bilden,  dessen  Schnitt  mit  der 
Zeichnungsebene  durch  man  dargestellt  ist.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel  m  a  fr  mit  a,  die  Schallgeschwindigkeit  mit  v,  die  Pro- 
gressivgeschwindigkeit (Projectilgeschwindigkeit  des  Stabes  mit 
CO,    so    ist  —  -=:  sin  a. 
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Id  ähnlicher  Weise  geht  eine  kegelförmige  Verdün- 
nungs welle  von  dem  Stabende  b  ans,  für  welche  dieselbe 
Gleichung  gilt. 


Fig.  3. 


Fttr  w  z=  u  wird  sin  a  =  1 ; 
das  Stabende  a  berührt  eben  alle 
Elementarwellen,  welche  es  auf 
seinem  Wege  erzeugt  hat.  (Fig.  3.) 
Fttr  das  Stabende  b  gilt  dieselbe 
Bemerkung. 

Wird  aber  w  <  v,  so  verliert 
die  Gleichung  ihren  geometrischen 
Sinn.  Gehen  wir  um  zu  erfahren, 
was  in  diesem  Fall  vorgeht,  auf  die 
ursprüngliche  Vorstellung  zurttck, 
so  sehen  wir,  dass  der  Stab  in 
diesem  Fall  von  den  Elementar- 
wellen flberholt  wird,  dass  dieselben 


Fig.  4. 


sich  überhaupt  nicht  wirksam  sammeln,  sondern  sich  zerstreuen 
ähnlich  wie  dies  nach  der  Huyghens'schen  Vorstellung  fUr  den 
gebrochenen  Lichtstrahl  im  Falle  der  totalen  Reflexion  stattfindet. 
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Wäre  beispielsweise  das  Stabende,  welches  sich  mit  der 
halben  Schallgeschwindigkeit  bewegt,  in  a  angelangt,  so  sind 
die  Elementarwellen,  die  das  Ende  zuvor  in  den  Punkten  m,  n,  o, 
p  erzeugt  hatte,  und  welche  einstweilen  die  Badien  2*ma,  2 'na, 
2*oa,  2*pa  angenommen  haben,  weit  vorausgeeilt.  Inder  Figur  4 
sind  die  Elementarwellen  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet 
wie  die  zugehörigen  Erregungsmittelpunkte. 

Das  Huyghens'sche  Princip  in  seiner  einfachsten  Form 
ist  selbstverständlich  nicht  ganz  correct.  Die  Fresnel'sche 
Modification  haben  wir  aber  nicht  nöthig  zu  berücksichtigen,  da 
Ynx  hier  nicht  mit  periodischen  Erregungen  zu  thun  haben, 
wie  in  der  Optik. 

Schon  aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ersehen  wir  also, 
^dass: 

1.  das  Auftreten  einer  scharfen  Dichtengrenze  an  die  Be- 
dingung cü^u  gebunden  ist; 

2.  dass  für  co  >  u  aus  sin  a  sich  das  Yerhältniss  der  Schall- 
geschwindigkeit zur  Projectilgeschwindigkeit  ergibt. 

Hiemit  ist  das  erste  und  theilweise  auch  das  zweite  Ver- 
suchsergebniss  erklärt. 


Bewegt  sich  ein  Körper  von  endlichem  Querschnitt  durch 
die  Luft,  so  erzeugt  er  endliche  und  bei  grosser  Geschwindigkeit 
sogar  sehr  bedeutende  Verdichtungen.  Solche  Verdichtungen 
pflanzen  sich,  wie  aus  theoretischen  Untersuchungen  (L  agrange, 
Poisson,  S  toke8,Earnshaw,  Biemann,Tumlirz)hervorgeht 
und  vrie  Versuche  gelehrt  haben,  (Regnault,  Mach)  mit  einer 
Geschwindigkeit  fort,  welche  die  normale  Schallgeschwindigkeit 
übersteigt.  Ja  man  kann  behaupten,  dass  die  Schallgeschwindig- 
keit, da  die  Luftmasse  vor  dem  bewegten  Körper  nicht  vernichtet 
werden,  noch  die  Dichte  unendlich  werden  kann,  ins  Unbe- 
grenzte sich  steigern  lässt.  Mit  der  Ausbreitung  der  Welle  nimmt 
allerdings  die  Verdichtung  und  mit  dieser  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit wieder  ab. 

Übertragen  wir  diese  Bemerkung  auf  unseren  Fall,  so  sehen 
wir,  dass  die  Verdichtung  vor  demProjectil  bei  einer  die  normale 
Schallgeschwindigkeit    übersteigenden  Projectilgeschwindigkeit 
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jedenfalls  so  weit  anwachsen  muss,  bis  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Frojectilgeschwindigkeit  gl  eich  geworden 
ist.  Dann  f&llt  der  Grund  zu  weiterer  Änderung  weg.  Die  Ver- 
dichtung vor  dem  Projectil  bleibt  in  ihrer  Form  und  Grösse  be- 
Btehen.  Fingiren  wir  ein  Projectil^  das  sich  seit  unendlich  langer 
Zeit  mit  constanter  Geschwindigkeit  bewegt,  so  führt  dieses  eine 
Art  stationärer  Schallwelle  mit  sich,  die  in  ihrer  Form  und 
Dichtengrösse  unverändert  erhalten  bleibt. 

Da  nun  unmittelbar  vor  dem  Kopf  desProjectils  die  grösste 
Verdichtung  liegt,  deren  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Pro- 
jectilgeschwindigkeit  gleich  ist,  da  femer  die  Dichte  und  Ge- 
schwindigkeit mit  der  Ausbreitung  der  Welle  abnimmt,  so  kann 
die  Meridiancurve  der  Wellengrenzfläche  keine  geknickte  Ge- 
rade sein.  Verfolgen  wir  die  Gurve  vom  Scheitel  nach  rückwärts, 
so  muss  der  Winkel  ol  der  Elemente    gegen   die  Schusslinie 

allmählig  abnehmen  und  sich   dem  Grenzwerthe  Aresin  f — j 

nähern,  wie  es  aus  der  Betrachtung  in  4  hervorgeht  und  wie  es 
die  Bilder  thatsächlich  zeigen.  Dadurch  erhält  die  Meridiancurve 
Ähnlichkeit  mit  einem  Hyperbelast.  Von  welcher  Art  die  Curve 
wirklich  ist,  kann  durch  die  vorliegenden  Versuche  noch  nicht 
ermittelt  werden. 

Denken  wir  uns  ein  Projectil  mit  der  stationären  vor  ihm 
befindlichen  Schallwelle  in  gleichförmiger  Bewegung.  Lassen  wir 
nun  die  Projectilgeschwindigkeit  abnehmen,  so  eilt  der  Scheitel 
der  Welle  etwas  voraus,  bis  die  Dichte  so  weit  vermindert  ist, 
dass  die  Schallgeschwindigkeit  auf  den  Werth  der  verkleinerten 
Projectilgeschwindigkeit  gesunken  ist.  Bei  Steigerung  der  Pro- 
jectilgeschwindigkeit nähert  sich  umgekehrt  der  Projectilkopf 
dem  Scheitel  der  Welle,  steigert  die  Dichte  und  mit  dieser  die 
Schallgeschwindigkeit  auf  den  höheren  Werth  der  Projectil- 
geschwindigkeit. Der  Scheitel  der  Welle  liegt  also  bei  höheren 
Projectilgeschwindigkeiten  unter  sonst  gleichen  Umständen 
näher  am  Projectilkopf.  Die  Bilder  bestätigen  diese  Ansicht. 

Zuspitzen  des  Projectils  nähert  ebenfalls  den  Wellenscheitel 
dem  Projectilkopf,  wofür  die  Erklärung  auf  der  Hand  liegt.  Die 
Verdichtung  fUlit  hier  unter  gleichen  Umständen  überhaupt 
kleiner  aus;  soll  sie  denselben  Werth  erreichen,  wie  bei  stumpfem 
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Prqjectil  und  gleicher  Oeschwindigkeit,  so  muss  sich  die  Spitze 
dem  Wellenscheitel  nähern.  Die  Bilder  zeigen  das  erwartete  Ver- 
halten. 

Die  Störungen  der  reinen  Kegelform  der  Wellengrenze 
sind  geringer  für  die  von  der  Kante  des  Geschossbodens  aus- 
gehende Grenze;  denn  dort  scheidet  sich  die  Verdichtung  von  der 
Verdünnung  und  die  Schallgeschwindigkeit  wird  nahezu  die 
normale  sein.  Für  die  vom  Geschossboden  ausgehenden  Streifen 

auf  unseren  Bildern  wird  also  die  Gleichung  sina  = 


0) 


am 


besten  erfbllt  sein,  weniger  gut  für  die  von  anderen  Punkten  des 
Projectils  ausgehenden  Streifen  und  die  grösste  Abweichung  von 
derselben  wird  die  Meridiancurve  der  vorderen  Wellengrenze 
zeigen^  indem  nur  die  Asymptoten  der  als  Hyperbel  gedachten 
Curve  die  Gleichung  erfüllen. 

Wir  haben  versucht,  mit  Hilfe  eines  Leson 'sehen  (Doppel- 
brechungs-)  Goniometers  an  den  Photographien  den  Winkel  a 
zu  bestimmen.  An  den  kleinen  Originalen  ist  die  Einstellung 
schwierig  und  dieselbe  wird  auch  nicht  merklich  schärfer  an  den 
etwa  dreimal  vergrösserten  Bildern,  an  welchen  die  Ungleich- 
mässigkeiten  der  photographischen  Schichte  sehr  störend  hervor- 
treten. 

Die  Projectilgeschwindigkeit  ist: 


nach  der 
officiellen 
Angabe 

nach  ballisti- 
schen Ver- 
suchen 

nach  dem  a 
der  Vorder- 
streifen 

nach  dem  a 
der  Hinter- 
streifen 

fürdasWerndl- 
gewehr  .    .    . 

438 

445 

375 

460 

für  das  Guedes- 
gewehr   .    .    . 

505 

530 

465 

570 

Von  den  in  der  zweiten  Columne  angeführten  Versuchen  mit 
einem  improvisirten  ballistischen  Pendel  konnten  nur  wenige 
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angestellt  werden,  da  das  Pendel  sehr  rasch  zu  Grande  ging. 
Wie  ersichtlich,  ergibt  das  a  der  Vorderstreifen  eine  zu  kleine, 
das  a  der  Hinterstreifen  eine  za  grosse  Projectilgeschwindig* 
keit  Nimmt  man  die  officiell  angegebene  Projectilgeschwindig- 
keit  als  richtig  an,  so  ist  es  mOglich,  ans  den  Yorderstreifen  die 
Steigerung  der  Schallgeschwindigkeit  zu  bestimmen.  Dieselbe 

m 
beträgt  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  noch  bis  400^.   Die 

Verkleinerung  des  ä  mit  der  Vergrösserung  von  w  tritt  ttbrigens 
unzweifelhaft  hervor. 

Auf  eine  Erklärung  der  Streifen,  welche  zwischen  der 
vorderen  und  hinteren  Wellengrenze  liegen,  wollen  wir  hier  noch 
nicht  eingehen.  Es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  dieselben 
Unregelmässigkeiten  der  Reibung  ihren  Ursprung  verdanken  und 
mit  dem  Sausen  des  Projectils  zusammenhängen. 

Der  blosse  Anblick  der  Bilder  lehrt,  dass  die  Luftver- 
dichtungen vor  dem  Projectil  sehr  bedeutende  sein  müssen.  Sie 
sind  jedenfalls  von  derselben  Ordnung  wie  jene  der  Funkenwellen, 
für  welche  Mach  bei  früherenVersuchen Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten bis  700  —  constatirt ^  und   fttr  deren    schwächste 

Mach  und  v.  Weltrubsky  Verdichtungswerthe  von  0-15  einer 
Atmosphäre  beobachtet  haben.* 

6. 

Betrachten  wir  nun  die  eigenthümlicben  Wölkchen,  welche 
bei  sehr  hoher  Projectilgeschwindigkeit  im  Schusseanal  hinter 
dem  Projectil  auftreten.  Diese  Wölkchen  erscheinen  fast  regel- 
mässig und  symmetrisch  wie  Perlen  auf  eine  längs  der  Schusslinie 
gezogene  Schnur  aufgereiht  und  haben  ganz  das  Ansehen  der  Wölk- 
chen von  erwärmter  Luft,  welche  derelektrischcFunkebeimDurch- 
schlagen  der  Luft  zuriicklässt,  in  welchen  man,  nach  der  Schlieren- 
methode beobachtend,  deutlich  Wirbelbewegungen  erkennt. 

Es  ist  auch  sehr  wahrscheinlich,  dass  hinter  dem  Projectil 
solche  auf  der  Schusslinie  aufgereihte  Wirbelringe  entstehen, 


i  Mach   und   Sommer,  Sitzgsb.  Bd.  75;    Mach,   Tumlirz  und 
Kögler,  Sitzgsb.  Bd.  77. 

2  Mach  und  v.  Weltrubsky,  Sitzgsb.  Bd.  78. 
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weil  die  zunächst  den  hinteren  Theil  des  Projectilmantels  um- 
gebende Lnft  wegen  der  Reibung  mit  geringerer  Geschvrindigkeit 
in  den  luftverdünnten  Schusscanal  einströmt,  als  die  dieerstereein- 
schliessende  Luft.  Alle  Bedingungen  fUr  das  Auftreten  von 
Wirbelringen  sind  hier  gegeben,  umsomehr,  als  bei  genügender 
Projectilgeschwindigkeit  und  genügendem  Projectildurchmesser 
am  Boden  ein  wirkliches  Yacuum  entstehen  kann,  in  welches 
hinein  eine  discontinuirliche  Flüssigkeitsbewegung  stattfindet. 

Eine  Schwierigkeit  liegt  nur  in  der  Frage:  Wie  so  sind 
diese  Wirbelringe  nach  der  Schlierenmethode  sichtbar?  Man 
kann  nach  dieser  Methode  nur  Differenzen  der  Brechungsexpo- 
nenten aber  nicht  Bewegungen  der  Luft  an  sich  sehen.  Wären  die 
Wölkchen  durch  Druck  verdichtete  oder  verdünnte  Luft,  so 
müssten  sie  Anlass  zur  Bildung  einer  Schallwelle,  also  zu  der 
bereits  bekannten  Erscheinung  geben.  Die  Wölkchen  erfüllen  aber 
noch  weit  hinter  dem  Projectil  den  cylindrischen  Schuss- 
canal. 

Die  Wölkchen  können  also  nur  aus  einem  von  der  Lnft  ver- 
schiedenem Gas  oder  aus  Luft  von  anderer  (höherer)  Temperatur 
bestehen.  Man  denkt  zunächst  an  das  Eindringen  der  Explosions- 
gase aus  dem  Gewehrlauf  in  den  Schusscanal.  Die  Gewehrmün- 
dung war  aber  bei  diesen  Versuchen  über  4  M.  von  der  photo- 
graphirten  Stelle  entfernt.  Dann  müssten  auch  die  Wölkchen, 
welche  dem  Projectil  näher  und  weiter  von  der  Laufmündung 
liegen,  grösser  sein.  Die  Bilder  zeigen  bei  aufmerksamer  Be- 
trachtung das  umgekehrte  Verhalten;  die  weiter  vom  Projectil 
entfernten  Wölkchen  haben  sich  etwas  ausgedehnt. 

Die  einfachste  Auffassang  ist  also  wohl,  dass  die  Luft  wirbel- 
bildend in  den  Schusscanal  einströmt,  durch  Reibung  und  Zu- 
sammenstoss  bei  der  discontinairlichen Bewegung  sich  erwärmt^ 
und  dadurch  sichtbar  wird. 


^  So  wie  sich  die  aus  einem  Handblasebalg  austretende,  auf  ein  Hin- 
derniss  treffende  Luft  merklich  erwärmt,  was  man  durch  Blasen  gegen  eine 
Thermosäule  sofort  zeigen  kann.  Nach  den  Versuchen  von  Jo  ule  mit  einem 
in  der  Luft  geschwungenen  Thermometer  (Scientific  papers  Vol.  I,  p.  399), 

m 
würde  sich  für  eine  Projectilgeschwindigkeit  von  340  —  eine  Temperatur- 
erhöhung von  etwa  47®  C.  ergeben. 
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Weitere  Versuche,  die  sich  nicht  auf  die  optische  Beob- 
achtung beschränken  können^  werden  wohl  auch  diese  Frage  zur 
Entscheidung  bringen. 


Überschauen  wir  das  Bild,  welches  wir  von  der  Luftbewe- 
gung um  ein  Projectil  gewonnen  haben,  so  erkennen  wir  die 
Ähnlichkeit  mit  einer  uns  längst  bekannten  Erscheinung.  Ein  sich 
schnell  im  Wasser  vorwärts  bewegendes  Schiff  a  6,  Fig.  5,  erzeugt  im 
Wasser  analoge  Vorgänge  wie  das  Projectil  in  der  Luft.  Die  vordere 
nnd  hintere  Wellengrenze  ist  deutlich  zu  sehen,  nicht  minder  die 

Fig.  5. 


Wirbel  im  Kielwasser.  Man  kann  die  Erscheinung  im  Kleinen 
jeden  Augenblick  nachahmen,  wenn  man  ein  Stäbchen  mit  dem 
Querschnitt  a  6  in  einen  grossen  Wasserbehälter  taucht  und  fort- 
bewegt. Bei  einer  Geschwindigkeit,  welche  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Wellen  übersteigt,  treten  die  Wellengrenzen 
sofort  hervor.  Die  Wirbel  hinter  dem  Stäbchen  werden  bei  lang- 
samer Bewegung  leicht  beobachtbar,  wenn  man  das  Wasser  mit 
Goldbronze  bestäubt. 


SlU^.  d.  maihtm.-nAtnnr.  Ol.  XOV.  Bd.  II.  Abth. 
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Da  es  nur  auf  die  Relatiybewegung  des  Wassers  und  des 
starren  Körpers  ankommt^  so  tritt  dieselbe  Erscheinung  an  einem 
ruhenden  Brückenpfeiler  auf,  gegen  welchen  das  Wasser  strömt 
Der  Vorgang  ist  hier  sogar  noch  reiner,  weil  die  Störung  durch 
den  Motor  des  SchifiFes  wegfällt.  Natürlich  mnss  auch  hier  die 
Stromgeschwindigkeit  den  Werth  der  Wellengeschwindigkeit 
übersteigen,  wenn  die  Wellengrenzen  auftreten  sollen. 

8. 

Die  letzte  Bemerkung  lehrt  uns,  die  Luftbewegung  um  das 
Projectil  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  aus  zu  betrachten.  Man 
kann  jeden  Zug  ebener  Schallwellen  auch  als  eine  stationäre 
Strömung  ansehen,  wenn  man  sich  das  Medium  mit  der  Schall- 
geschwindigkeit dem  Fortpflanzungssinne  der  Wellen  entgegen- 
strömend denkt.  Für  den  ruhenden  Beobachter  stehen  dann  die 
Wellen,  wie  etwa  die  Fluthwelle  ftlr  den  Beobachter  auf  dem 
Monde  steht  und  die  Erde  unter  derselben  sich  fortdreht. 

Auch  die  vom  Projectil  erregte  Welle,  die  wir  schon  gelegent- 
lich als  eine  stationäre  bezeichnet  haben,  kann,  wenn  wir  uns  das 
Projectil  ruhend  und  die  Luft  mit  der  Projectilgeschwindigkeit 
gegen  dasselbe  strömend  denken,  als  eine  stationäre  Strömung 
aufgefasst  werden. 

Im  Allgemeinen  genügt  die  Eenntniss  der  Dichte  fUr  jeden 
Punkt  nicht,  um  den  weiteren  Verlauf  einer  Schallwelle  anzugeben. 
Auch  die  Geschwindigkeiten  der  Theilchen  müssen  noch  bekannt 
sein.  Selbst  eine  gegebene  Verdichtung  in  einer  Röhre  kann  sich 
ja,  wie  schon  Eni  er  wusste,  je  nach  den  Geschwindigkeiten  der 
Theilchen  in  einem  oder  dem  anderen  Sinne  fortpflanzen  oder 
gar  in  zwei  Wellen  theilen.  Wird  aber  eine  Welle  durch  Bewegung 
eines  starren  Körpers  erregt,  so  sind  mit  den  Dichten  auch  die 
Geschwindigkeiten  bestimmt.  Kann  femer  die  Welle  als  eine 
stationäre  Strömung  aufgefasst  werden,  so  sind  die  Geschwindig- 
keiten ebenfalls  durch  die  Dichten  bestimmt. 

Wenn  gleich  die  analytische  Behandlung  unserer  Aufgabe 
wegen  der  Strömung  in  einem  dreidimensionalen  Raum,  wegen 
des  Einflusses  der  Reibung,  wegen  der  Form  des  Projectils  u.  s.  w. 
noch  immer  schwierig  genug  bleibt,  so  sind  doch  Aufgaben,  welche 
stationäre  Strömungen  betreffen,  im  Allgemeinen  leichter  zu  lösen. 
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Wir  können  zunächst  die  analytische  Behandlung  vorbereiten, 
indem  wir  uns  auf  Grand  der  noch  nicht  zureichenden  Versuchs- 
ergebnisse ein  schematisches  und  qualitatives  Bild  des  Vorganges 

entwickeln. 

Flg.  6. 


Von  den  Erfahrungen  über  Funkenwellen  ^  ausgehend 
nehmen  wir  an,  dass  die  Dichtenordinaten  auf  einer  der  Projec- 
tilaxe  parallelen  Geraden  aufgetragen  die  Gurve  Fig,  6  ergeben, 
wobei  V  die  vordere  Wellengrenze,  h  die  vom  Projectilboden  aus- 

Fig.  7. 


gehende  Grenze  bedeutet.  Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Ordi- 
naten  desto  kleiner  werden  und  sich  desto  mehr  den  Ordinaten 
einer  Sinuswelle  annähern,  je  weiter  die  Gerade  von  der  Projectil- 


1  Mach  und  Weltrubsky,  a.  a.  0. 
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axe  entfernt  ist.  Wenn  man  hiemach  die  Punkte  gleicher  Dichte 
(oder  gleichen  Drackes)  verbindet,  erhält  man  beiläufig  die  in 
Fig.  7  dargestellten  Curven  gleichen  Druckes.  ^  Die  betrefiFenden 
Curven  lassen  sich  nach  dem Nobili-Gueb bardischen*  Verfahren 
veranschaulichen,  indem  man  ein  versilbertes  Kupferblech  auf  den 
Boden  eines  mit  einer  Metallsalzlösung  gefüllten  Gewisses  legt, 
einen  nichtleitenden  Cylinder,  dessen  Basis  dem  Querschnitt  des 
Projectils  entspricht,  darauf  stellt,  nach  vv  und  hh  gebogene 
Bleche  eintaucht,  die  man  mit  der  Mitte  der  galvanischen  Batterie 
verbindet  und  an  der  der  Projectilspitze  entsprechenden  Stelle 
etwa  den  positiven,  am  Projectilboden  den  negativen  Pohldraht 
der  galvanischen  Batterie  einsenkt.  Bei  dieser  Darstellung  ist  auf 
die  Discontinuität  am  Qeschossboden  noch  keine  Rtlcksicht 
genommen. 

Die  Stromlinien,  welche  die  dargestellten  Druckcurven 
senkrecht  durchschneiden,  lassen  sich  iü  die  Figur  7  leicht  ein- 
zeichnen. Sie  gehen  von  der  Geschossspitze  divergirend  nach  vom, 
theilweise  auch  nach  rttckwärts  zum  Geschossboden,  an  welchem 
auch  von  rückwärts  her  aus  der  Feme  kommende  Stromlinien 
einmünden.  In  der  That  wird  die  ruhende  Luft  dem  Geschosse 
theilweise  nach  vorn  ausweichen,  theilweise  nach  rückwärts 
abströmen  und  theilweise  von  rückwärts  nachfolgen. 

Strömt  die  Luft  mit  der  Projectilgeschwindigkeit  gegen  das 
ruhende  Geschoss,  so  haben  wir  die  Geschwindigkeiten  des  vor- 
erwähnten Falles  geometrisch  (nach  dem  Princip  der  Strecken- 
rechnung) zur  Transportgeschwindigkeit  hinzuzuaddiren.  Wir 
sehen  dann,  dass  die  Lufttheilchen  an  der  Geschossspitze  ihre 
Geschwindigkeit  vermindern;  die  vorher  parallelen  Bahnen 
weichen  dem  Geschoss  aus  und  schliessen  sich  wieder  hinter  dem- 
selben. Bringt  man  einen  Eisenstab,  dessen  Querschnitt  dem 
Längsschnitt  des  Projectils  entspricht,  in  die  Gebläseflamme  eines 
Glasblasetisches  und  wirft  feine  Eisenfeilspäne  (pAerferrum  lima- 


1  SelbstverständUch  dUrfen  die  vorderen  Äste  der  Corven  sich  in 
Wirklichkeit  nicht  berühren,  wie  dies  die  UnvoUkommenheit  des  Holz- 
schnittes mit  sich  bringt,  sondern  müssen  hart  neben  einander  verlaufen. 

2  Mach,  über  Herrn  A.  Gu6bhard*s  Darstellung  der  Acquipoten- 
tial  curven.  Sitzungsber.  d.  Wiener  Akademie,  Bd.  86,  IL  Abth.  S.  8. 
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tum)m  dieFlamme,  sokannman  die  eben  angedeutete  Erscbeinnng 
ganz  wohl  an  den  fortgeführten  glühenden  Theilehen  beobachten.  ^ 

9. 
Die  gegebene  Darstellung  ist  von  Vollständigkeit  und 
Strenge  noch  weit  entfernt.  Doch  bringt  sie  die  Vorgänge  der 
Anschauung  näher  und  leitet  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Punkte, 
welche  durch  Versuche  noch  näher  zu  ermitteln  sind.  Hieher 
gehört  zunächst  die  quantitative  Ermittlung  der  Drucke  in  der 
Umgebung  des  Projectils.  Es  erscheint  ganz  wohl  als  möglich, 
dieselben  in  ähnlicher  Weise  zu  bestimmen,  wie  dies  Mach  und 
V.  Weltrubsky*  für  Funkenwellen  gethan  haben.  Auch  in 
Bezug  auf  den  Einfluss  der  Reibung,  der  Rotation  des  Geschosses, 
so  wie  der  Discontinuität  hinter  dem  Projectil  sind  die  bisher 
angestellten  Versuche  noch  unzureichend.  Hoffentlich  wird  die 
Weiterführung  dieser  Versuche  auch  für  den  Ballistiker  von  Inter- 
esse sein.  Man  sieht  jetzt  schon,  dass  die  Energie  des  Geschosses 
theils  zur  Unterhaltung  einer  gewaltigen  Schallwelle,  theils  zur 
Erzeugung  von  Wirbeln  verwendet  wird.  Die  empirischen  Wider- 
standsgesetze können  dadurch  eine  theoretische  Grundlage  und 
Aufklärung  erhalten.  Nicht  minder  können  nach  dem  Princip 
der  Ähnlichkeit  der  FlUssigkeitsbewegung,  wie  dies  Fronde* 
bei  seinen  Studien  über  Schiffe  gethan  hat,  die  an  kleinen 
Modellen  gewonnenen  Versuchsergebnisse  zur  rationellen  Verbes- 
serung der  Form  grösserer  Geschosse  verwerthet  werden. 

10. 
Wir  können  nicht  unterlassen  zu  erwähnen,  dass  unsere 
Untersuchung  wesentlich  gefördert  wurde  durch  das  freundliche 
Entgegenkommen  des  Herrn  C.  Ritter  v.  Seemann,  k.  k.  Linien- 
scbiffscapitains  und  Commandanten  der  Marineakademie  in 
Finme,  des  Herrn  J.  Werndl,  Generaldirectors  der  Steyr. 
Waffenfabriksgesellschaft ,  des  Herrn  Linienschiffslieutenants 
H.  Ritter  v.  Jedina,  des  kön.  Honvödhauptmanns  A.  Edlen  v. 
Gillyen,  des  k.  k.  Hauptmanns  P.  Krajnovic  und  des  k.  k. 
Hauptmanns  F.  Wallek,  wofür  wir  hiemit  unseren  herzlichsten 
Dank  aussprechen. 

>  Vergl.  Mach,  optisch-akustische  Versuche,  Prag  1873,  S.  53. 

2  a.  a.  0. 

»  Froude,  Royal  Insr.  May.  187«. 
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Erklärung  der  Abbildungen. 
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um  die  Figuren  der  Tafel  nicht  durch 
eingesetzte  Buchstaben  zu  stören,  geben 
wir  eine  schematische  Abbildung:  Fig.  8, 
ff  Projectil,  ee  Elektroden,  /"Funke  /,  p» 
vordere  Wellengrenze,  hh  hintere  Wellen- 
grenze, vo  w  Wirbel. 

Die  Figuren  1—3  der  Tafel  stellen  Ver- 
suche mit  dem  Werudl- Infanteriegewehr 

m  ' 


l*38^cl*-6   «"'<''»« 


mit  dem  Guedes- 


Infanteriegewehr  ( 530  —  )  dar.  In  allen  Bil- 


dern der  Tafel  geht  das  Projectil  von  links  nach  rechts  durch  das  Gesichts- 
feld. In  1,  2,  3,  und  5  ist  die  Kopfwelle,  in  4  und  6  die  Erscheinung  hinter 
dem  Projectil  (Achterwelle  und  Wirbel)  dargestellt.  Um  den  Auslösungs- 
funken f  ist  meist  noch  ein  Stück  einer  kreisförmigen  Funkenwelle  sichtbar. 


Mach  11.  Saldier.  Photogr.Fixirun|  der  Projeclile . 
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Über  eine  Strahlencongraenz  beim  Hyperboloid. 

Von  Emil  Waelsch^ 

As4ÜUnt  an  dtr  k.  k.  deuuchen  teehnüchen  Sochschuie  mu  Prag. 
(Vorgelegt  In  der  Sitzung  am  3.  Mirz  1887.) 

Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Strahlen- 
congraenz dritter  Ordnung  zweiter  Classe,  welche  von  der 
kürzesten  Transversale  je  zweier  Erzeugenden  derselben  Regel- 
schaar  eines  Hyperboloids  gebildet  wird.  Ausser  den  metrischen 
Eigenschaften;  welche  sich  hierbei  für  Flächen  zweiter  Ordnung 
ergeben,  der  Beziehung  der  Congruenz  zur  Normalencongruenz 
der  gegebenen  Fläche  und  der  Rolle,  welche  die  Focalcentren 
spielen,  ist  vielleicht  hervorzuheben,  dass  mit  dieser  Congraenz 
ein  Beispiel  für  solche  Congruenzen  gegeben  ist,  deren  Brenn- 
fläche und  Grenzfläche  identisch  sind,  ohne  dass  die  Congruenz 
die  Normalen  einer  Fläche  umfasst.  Auch  die  Mittelfläcbe  der 
Congruenz  wird  der  Betrachtung  unterzogen,  worauf  zum  Schluss 
die  nothwendigen  analytischen  Ergänzungen  folgen.  Hierbei  er- 
gibt sich  die  geometrische  Bedeutung  der  Schaar  von  Flächen 
zweiten  Grades  dargestellt  durch  die  den  Parameter  jm  enthaltende 
Gleichung: 


^ , ^ L  ^ 


welche  Schaar  der  durch  die  Gleichung 

«]/|  *^i.  •*^n 


-IrzO. 


f^i— f*       Mt— /^       .^3—.^ 


-IrzO 


dargestellten  Confocalschaar  an  die  Seite  gestellt  werden  kann. 
Es  sei  hier  angeführt,  dass  die  zur  betrachteten  Congruenz 
collineare  von  Herrn  Wilhelm  Stahl  im  91.  Bande  des  Crelle'- 
schen  Journals  untersucht  worden  ist. 
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1.  Die  Grundeigenschaften  der  Congrnenz.  Der 
Kürze  wegen  mögen  die  Erzeugenden  des  Hyperboloids  Ä,,  je 
nachdem  sie  zu  der  einen  oder  andern  Regelschaar  gehören  als 
^rechts^  und  „links^  unterschieden  werden.^  Die  zu  betrachtende 
Strahlencongruenz  L  wird  gebildet  von  der  kürzesten  Transversale 
zwischen  je  zwei,  z.  B.  rechten  Erzeugenden;  diese  kürzesten 
Transversalen  sollen  als  „linke"  bezeichnet  werden,  da  jede 
linke  Erzeugende  zu  ihnen  gehört,  weil  sie  auf  zwei  rechten 
Erzeugenden  senkrecht  steht.  Entsprechend  der  linken  Regel- 
schaar von  H^  gelangt  man  zu  einer  Congruenz  R  kürzester 
Transversalen,  deren  sämmtliche  Strahlen  „rechts"  heissen 
sollen. 

Wenn  man  nun,  wie  im  Folgenden  überall,  wo  keine  Miss- 
deutung möglich  ist,  statt  „kürzeste  Transversale"  „Transver- 
sale" schlechtweg  sagt,  so  kann  der  Fundamentalsatz  für  die  zu 
betrachtende  Congruenz  so  ausgesprochen  werden: 

Die  Transversale  zweier  rechten  Transversalen 
ist  eine  linke  Transversale. 

Beweis:  Seien  a,  a  und  6,  b  zwei  Paare  rechter  Erzeugenden 
und  a  resp.  /3  ihre  Transversalen,  7  die  kürzeste  Transversale  von 
a  und  ]3.  Die  beiden  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloide, 
bestimmt  durch  die  Geraden  a,  a,  7  resp,  6,  Ä,  7  haben  «  resp.  ß 
zu  Haupterzeugenden;  sie  müssen  jene  zwei  linken  Erzeugenden 
a'  a'  von  H^  gemein  haben,  welche  durch  die  Schnittpunkte  von 
7  mit  H^  gehen,  weil  jede  dieser  Erzeugenden  mit  jedem  der 
Paraboloide  drei  Punkte  gemein  hat.  Jedes  der  Paraboloide  hat 
demnach  die  kürzeste  Transversale  t  der  beiden  Erzeugenden 
a'  a'  zur  Haupterzeugenden,  und  da  nun  die  Haupterzeugenden 
eines  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloids  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  ist  r  auf  a  resp.  ]3  senkrecht,  also  mit  7 
identisch,  w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  folgt  als  Coroliar: 

Die  Senkrechte  in  dem  Schnittpunkte  zweier 
rechten  Transversalen  auf  deren  Verbindungsebene 
ist  eine  linke  Transversale,  oder:  da  es  nur  zwei  zu  einer 


1  Es  könnte  dies,  entsprechend    der  analytischen  Trennung,  auch 
durch  „positiv^  und  „negativ"  geschehen. 
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Richtung  senkrechte  rechte  Erzeugende  gibt,  so  gibt  es  nur  eine 
zu  einer  Ebene  E  senkrechte  liuke  Transversale;  durch  ihren 
Schnittpunkt  mit  E  gehen  daher  die  in  E  liegenden  rechten  Trans- 
yersalen. 

Die  Ordnung  der  Congruenz  ist  drei;  denn  die  Fnsspunkte 
der  Lothe,  welche  man  von  einem  Punkte  s  aus  an  die  linken 
Erzeugenden  IKIlen  kann,  liegen  auf  einer  rationalen  Raumcurve 
vierter  Ordnung,  von  welcher  drei  Bisecanten,  rechte  Transver- 
salen, durch  8  gehen.  Dies  gibt  in  Verbindung  mit  dem  letzten 
Corollar: 

Es  bilden  die  drei  rechten  durch  einen  Punkt 
gehenden  Transversalen  eine  körperliche  Ecke,  die 
drei  linken  durch  den  Punkt  gehenden  Transversalen 
die  Polarecke  derselben. 

Die  C  lasse  des  Strahlensystems  ist  zwei;  denn  die  Schnitt- 
linie einer  Ebene  E  mit  der  senkrechten  Ebene  auf  eine  linke 
Erzeugende,  in  deren  Durchstosspunkt  mit  E  umhüllt  eine  Curve 
vierter  Classe,  welche  drei  Doppeltangenten  hat;  hieven  fällt 
die  unendlich  ferne  Gerade  aus,  bleiben  also  noch  zwei,  welche 
Transversalen  sind. 

Ausserdem  kann  man  leicht  die  drei  unendlich  fernen  Punkte 
der  durch  einen  Punkt  gehenden  Transversalen  als  Hauptpunkte 
einer  CoUineation  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  die  beiden  un- 
endlich fernen  Punftte  zweier,  in  einer  Ebene  liegender  Transver- 
salen als  Doppelpunkte  einer  Projectivität  in  der  unendlich  fernen 
Geraden  dieser  Ebene  bestimmen. 

2.  Die  Flächenschaar  {H^).  Der  Ort  des  Durchschnitts- 
punktes  der  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  linken  Transversalen 
ist,  wenn  diese  Ebene  in  einem  Parallelbttschel  variirt,  eine  rechte 
Transversale  (nach  dem  Corollar  in  1.);  daher  erfüllen  alle  eine 
unendlich  ferne  Gerade  schneidenden  linken  Transversalen  eine 
Regelfläche  dritter  Ordnung  mit  einer  rechten  Transversalen  als 
Doppelgerade. 

Die  linken  Transversalen,  welche  eine  gegebene  Gerade  g 
schneiden,  bilden  eine  Regelfläche  fünfter  Ordnung,  ist  g  ins- 
besondere eine  rechte  Transversale,  so  zerfällt  diese  Regelfläche 
in  die  obige  Regelfläche  dritter  Ordnung  und  eine  Regelschaar 
zweiter  Ordnung  B'^  welche,  weil  sie  g  enthält  „rechts^'  heissen 
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soll;  die  Strahlen  der  Regelfläche  dritter  Ordnung  stehen  senk- 
recht auf  ^,  die  von  ITJ. nicht. 

Nach  dem  obigen  Hauptsatz  ist  nun  die  Gongruenz  der 
kürzesten  Transversalen  der  rechten  Regelschaar  von  H'^  die 
linke  Transversalencongnienz  L  der  Ausgangsfläche  JT^,  und 
folglich  liefert  auch  die  linke  Regelschaar  von  ITJ  die  obige  Con- 
gruenz  R.  Daher: 

Es  gibt  c»*  rechte  Regeischaaren,  zu  welchen  sich 
die  rechten  Transversalen  anordnen,  ihre  linken 
Regeischaaren  vrerden  von  den  linken  Transversalen 
gebildet;  alle  diese  rechten  resp.  linken  Regel- 
schaaren  liefern  dieselben  Transversalencongruen- 
zen  L  resp.  jB.  Die  so  erhaltene  Flächenschaar,  die  „Trans- 
versalschaar"  genannt  werden  kann,  seimit(Ä2),  einebeliebige 
ihrer  Flächen  mit  H^  bezeichnet. 

Alle  Flächen  von  (H^)  sind  coaxial.  Denn  eine  Haupt- 
axe  von  H^  gehört  beiden  Congmenzen  an;  sie  ist  daher,  als 
senkrecht  auf  den  sie  schneidenden  Erzeugenden  einer  beliebigen 
anderen  Fläche  der  SchaariJj^,  Doppelnorniale  oder  Hauptaxe 
von  H^. 

Durch  jeden  unendlich  fernen  Punkt  s  geht  eine  linke  Trans- 
versale, welche  die  beiden  rechten  Erzeugenden  schneidet,  deren 
unendlich  ferne  Punkte  auf  der  absoluten  Polare  von  s  liegen. 
Sollen  nun  durch  s  unendlich  viele  Transversalen  gehen,  so  muss 
8  mit  einem  dieser  Punkte  zusammenfallen,  d.  h.  s  muss  einer  der 
vier  Schnittpunkte  „i*^  des  absoluten  Kegelschnitts  J^  mit  dem 
unendlich  fernen  Kegelschnitt  von  H^  sein.  In  der  That  kommt 
diesen  Punkten  die  verlangte  Eigenschaft  zu;  denn  ist  tt  die 
Tangente  von  J^  in  einem  der  Punkte  i  und  p,-  die  rechte  Umbili- 
calerzeugende  durch  diesen  Punkt  (s.  meine  Arbeit  vom  S.Februar, 
Art.  9),  so  ist  jeder  Strahl  des  Büschels  {tt,  p,)  rechte  Transver- 
sale; die  Ebene  dieses  Büschels  wurde  a.  a.  0.  Umbilicalebene 
genannt.  Diese  Ebenen,  singulare  Ebenen  der  rechten  Gongruenz, 
bilden  das  eine  Focaltetraöder  (s.  1.  c.  Art.  9),  welches  „rechts" 
heissen  soll.  * 


1  Die  Ebenen  des  anderen  Focaltetraöders  sind  auch  Singular,  nur 
liegt  in  ihnen  ein  Büschel  zweiter  Ordnung  von  Congruenzstrahlen. 
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Eine  linke  Transversale  wird  nun  von  einer  Regelschaar 
zweiter  Ordnung  fT^  von  nicht  zur  ihr  senkrechten  rechten  Trans- 
versalen geschnitten^  unter  welchen  sich  auch  vier  Strahlen  in  den 
Ebenen  des  rechten  Focaltretraßders  befinden,  wesshalb  H^  durch 
die  vier  Punkte  t  geht;  demnach  bilden  die  unendlich  fernenEegel- 
schnitte  der  Flächen  von  (H^)  ein  Bilschel,  das  Jj^  enthält  und  es 
folgt: 

Die  Flächen  von  (J/^)  sind  concyclisch. 

Durch  einen  Strahl  eines  Büschels  {%)  ist  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung^  welche  die  gegebenen  Axen  hat,  bestimmt,  ebenso  sind 
hiedurch  die  FocaltetraSder  bestimmt;  lässt  man  daher  diesen 
Strahl  in  dem  BUschel  {£)  variiren,  so  erhält  man  die  Flächen  der 
Schaar  (iT^)  als  alle  Flächen,  welche  dieselben  Focaltetra^der 
haben.  Hiemit  ist  die,  Art.  11  (1.  c.)  aufgestellte  Behauptung 
erwiesen,  welche  nun  mit  einigen  anderen  Folgerungen  wieder- 
holt werden  soll: 

Die  sämnitlichen  Normalen  der  Flächen  der 
Schaar  (F,)  erfüllen  einen  Complex  dritten  Grades, 
welcher  aus  dem  Axencomplex  einer  der  Flächen, 
deren  Normalencongruenz  ausschneidet.  Zu  diesem 
Complex  gehören  die  Erzeugenden  der  sämmtlichen 
zu  den  Flächen  von  (H^)  confocalen  Flächen,  daher 
auch  die  Strahlen  der  beiden  Transversalencongruen- 
zen;  ferner  gehören  ihm  die  Erzeugenden  aller  Nor- 
malenparaboloide  der  Flächen  von  (H^)  an.  Es  folgt 
auch: 

Die  sechs  Paare  conjugirter  Focalcentren  werden 
aus  einer  Transversale  durch  sechs  Paare  einer 
Ebeneninvolution  projicirt,  deren  Doppelebenen  die 
zwei  Flächen  von  (H^)  tangiren,  welche  die  Trans- 
versale berühren.  Diese  Tangentialebenen  sind  die- 
selben für  alle  zu  den  Flächen  von  (ß^)  confocalen 
Flächen,  welche  die  Transversale  berühren;  sie 
stehen  auf  einander  senkrecht. 

Die  Existenz  des  angeführten  Complexes  dritten  Grades 
kann  hier  von  Neuem  erwiesen  werden,  indem  der  absolute 
Kegelschnitt  als  degenerirte  Fläche  zweiter  Classe,  aufgefasst 
mit  den  Flächen   der  Transversalschaar  ein  lineares  System 
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zweiter  Stufe  von  Flächen  zweiter  Classe  bestimmt,  dessen 
sämmtliche  Flächen  die  Ebenen  des  FocaloctaSders  berühren; 
die  sämmtlichen  Erzengenden  dieser  Flächen  erfttllen  eben  den 
Complex. 

3.  Die  Kreisschnittebenen  und  orthogonalen  Hy- 
perboloide. Durch  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels,  welches 
durch  Jj  und  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  von  H^  bestimmt 
ist,  geht  eine  Fläche  von  (ITj^),  also  auch  durch  die  Geradenpaare 
des  Büschels,  welche  degenerirte  Fläche  ein  Paar  axialer  Kreis- 
schnittebenen von  ITg  ist.  Die  rechten  Transversalen,  welche  die 
Verbindungslinie  zweier  Punkte  i  schneiden,  bilden  nun  nach 
Obigem  eine  Eegelfläche  dritter  Ordnung,  welche  ausser  aus 
den  beiden  singulären  StrahlenbUscheln  in  den  beiden  Punkten  i 
(deren  Ebenen  rechte  Umbilicalebenen  sind),  noch  aus  einem 
weiteren  StrahlenbUschel  bestehen  muss.  Da  nun  die  in  der 
Kreisschnittebene  liegende  Axe  selbst  Transversale  ist  und  den 
beiden  singulären  Büscheln  (t)  nicht  angehört,  so  muss  sie  in 
dem  letzten  Büschel  liegen.  Dieses  Büschel  enthält  auch  die 
Verbindungslinien  seines  Centrums  mit  den  beiden  Punkten  i, 
welche  die  Schnittlinien  der  rechten  Umbilicalebenen  der  Punkte  i 
mit  der  Kreisschnittebene  sind;  daher  ist  dieses  Centrum  ein 
Focalcentrum,  so  dass  man  hat: 

In  einer  axialen  Kreisschnittebene  von  JJ,  liegt 
ein  Strahlenbüschel  von  Transversalen,  dessen  Cen- 
trum ein  Focalcentrum  ist;  die  Focalcentren  im  End- 
lichen sind  singulare  Punkte  der  Congruenz.  Man  kann 
dies  auch  so  aussprechen: 

Die  kürzeste  Transversale  zweier  Erzeugenden 
von  H^y  deren  parallele  Ebene  auf  einer  Kreisschnitt- 
ebene senkrecht  steht,  geht  durch  ein  Focalcentrum 
auf  der  Axe  der  Kreisschnittebene. 

Die  andere  Kreisschnittebene  durch  die  Axe  enthält  auch 
ein  Strahlenbüschel  von  Transversalen,  welches  das  andere 
Focalcentrum  zum  Centrum  hat.  Die  beiden  Strahlenbüschel 
bilden  die  eine  Regelschaar  der  degenerirten  Fläche  der  Schaar 
{H^),  welche  aus  den  beiden  Kreisschnittebenen  besteht  (die 
andere  Regelschaar  wird  von  den  beiden  anderen  Strahlen- 
bUscheln gebildet,  welche  noch  in  diesen  Ebenen  liegen  und  die 
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Focaicentren  zu  Centren  haben),  und  da  für  alle  diese  Begel- 
schaaren  die  Transversalencongruenz  dieselbe  bleibt,  hat  man: 

Die  Transversalencongruenz  des  Hyperboloids 
ist  dieselbe  wie  für  zwei  Strahlenbüschel,  die  einen 
Strahl  gemein  haben;  dieser  Strahl  ist  eineHauptaxe 
des  Hyperboloids,  die  Ebenen  der  Strahlenbttschel 
sind  die  durch dieselbegehendenKreisschnittebenen, 
ihre  Gentren  sind  die  auf  der  Axe  liegenden  Focai- 
centren. 

Es  möge  noch  eine  Bemerkung  über  die  orthogonalen 
Hyperboloide  der  Schaar  (IT,)  erlaubt  sein.  Der  unendlich  ferne 
Kegelschnitt  eines  solchen  Hyperboloids  geht  durch  den  abso- 
luten Pol  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  t,  und  in  Folge 
dessen  auch  durch  den  absoluten  Pol  der  Verbindungslinie  der 
anderen  beiden  Punkte  i.  Die  Erzeugenden  des  Hyperboloids, 
welche  durch  diese  beiden  Pole  gehen,  sind  die  sogenannten 
Leitlinien  (Aien  von  orthogonal- projectiven  Ebenenbüscheln) 
desselben.  Jede  ist  Transversale,  steht  senkrecht  auf  einer  Kreis- 
schnittebene und  muss  daher  nach  dem  CoroUar  in  Art.  1  durch 
ein  Focalcentrum  gehen,  so  dass  folgt: 

Es  gibt  drei  orthogonale  Hyperboloide  in  der 
Schaar  (JJ^);  die  Scheitel  eines  derselben  auf  seinen 
Leitlinien  sind  ein  Paar  conjugirter  Focaicentren. 

4.  Die  Flächenschaar  (/fj^)  und  die  Brennfläche.  Es 
wurde  in  Art  1  gezeigt,  dass  jede  der  drei  rechten  durch 
einen  Punkt  s  gehenden  Transversalen  Pj,  p,?  Pz  *^^  ^^^^  ^^^ 
durch  8  gehenden  linken  Transversalen  \,  X,,  X3  senkrecht  steht, 
und  zwar  soll  p^  auf  X»,  \  senkrecht  stehen.  Nun  erftlllen  alle 
linken  Transversalen,  welche  p^  schneiden,  und  die  nicht  auf 
ihr  senkrecht  stehen  eine  Begelschaar  von  (jy^),  daher  gehört 
X,.  dieser  Regeischaar  an.  Femer  schneiden  sich  die  drei  Ver- 
bindungsebenen li  piy  welche  Höhenebenen  der  körperlichen 
Ecke  Pj  Pj  P3  oder  X^  \  X3  sind  in  einer  Geraden,  so  dass  man 
sagen  kann: 

Durch  einen  Punkt  s  des  Baumes  gehen  drei 
Flächen  der  Schaar  iP,  dieselben  haben  die  Trans- 
versalen X„p,  zu  Erzeugenden;  ihre  Tangentialebenen  T' 
in    8   sind   die  Höhenebenen  der  körperlichen  Ecke 


788  E.  Waelsch, 

Pi  Pi  Ps  (od^^  ^1  ^1  ^3);  ®^^  haben  in  s  eine  Tangente 
gemein. 

Da  die  Flächen  J7'  alle  dieselben  Symmetrieebenen  haben,  so 
folgt  aus  der  gemeinsamen  Tangente  in  a,  dass  sie  auch  in  den 
sieben  aus  8  durch  die  Symmetrien  abgeleiteten  Punkten  gemein- 
same Tangenten  haben  müssen,  dass  sie  also  16  Punkte,  dem- 
nach eine  Raumeurre  vierter  Ordnung  gemein  haben.  Diese 
Curve  vierter  Ordnung  geht  mit  den  Flächen  IP  durch  die 
Punkte  I,  ist  also  sphärisch  und  man  hat: 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumesgehen  dreiFlächen 
der  Schaar  (JJ^),  die  sich  in  einer  sphärischen  Curve 
schneiden. 

Um  zu  finden,  wann  zwei  der  drei  Tangentialebenen  J* 
der  Flächen  H'  in  s  zusammenfallen,  unterscheide  man,  ob  die 
Transversalen  p^,  p^,  pg  durch  s  lauter  endliche  Winkel  bilden 
oder  nicht.  Im  ersten  Falle  würden  zwei  Höhenebenen  der 
Ecke  p  zusammenfallen,  was  nur  möglich  wäre,  wenn  einer 
ihrer  Strahlen  z.  B.  p^  auf  den  beiden  anderen  p^,  p,  senkrecht 
stünde;  dann  müsste  aber  p^  nach  dem  CoroUar  in  Art  1  auch 
der  linken  Congruenz  angehören.  Die  gemeinsamen  Strahlen  der 
rechten  und  linken  Congruenz  sind  aber  (im  Endlichen)  *  nur 
die  Hauptaxen  von  Hj^,  daher  müsste  s  auf  einer  dieser  Äxen 
gewählt  worden  sein. 

Bilden  nun  im  anderen  Falle  zwei  der  Strahlen  p,-  z.  B.  p^,  p^ 
einen  unendlich  kleinen  Winkel,  in  welchem  Falle  s  der  Brenn- 
fläcbe  des  Strahlensystems  angehört,  so  fallen  die  zwei  Ebenen 
r*,  T^  zusammen,  also  auch  die  Flächen  IT*,  H\  Man  sieht 
also,  dass  sich  für  einen  Punkt  der  Brennfläche,  zwei  der  durch 
ihn  gehenden  Flächen  von  (H^)  berühren.  Da  nun  unter  der 
gemachten  Voraussetzung  auch  die  beiden  Strahlen  cj^,  «jj  durch  s 
unendlich  nahe  rücken,  so  gehört  8  auch  der  Brennfläche  der 
linken  Congruenz  an,  so  dass  aus  allem  folgt: 

Die  Brennflächen  der  rechten  und  linken  Con- 
gruenz sind  identisch,  die  Brennfläche  istdieEnve- 


1  Im  Unendlichen  ist,  wie  man  leicht  zeigt,  jede  Tangente  des  absolaten 
Kegelschnitts  Transversale,  woraus  auch  folgt,  dass  dorch  jeden  unendlich 
fernen  Punkt  nur  eine  Transversale  ins  Endliche  geht. 
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loppe  der  Flächenschaar  (H^)y  sie  berührt  jede  der 
Flächen  der  Schaar  nach  einer  sphärischen  Curve 
vierter  Ordnung  0^^. 

Durch  jeden  Punkt  s  von  0^  gehen  als  Flächen  von  (H^) 
die  Fläche  if*^,  in  welcher  die  beiden  Flächen  Ä*,  EP  vereinigt 
sind  und  eine  Fläche  H^  und  da  für  s  die  zwei  Strahlen  p^,  p^ 
also  auch  die  Strahlen  <7^,g^  in  einen  Strahl  p^^  resp.  a^j  zusammen- 
fallen, so  stehen  die  Erzeugenden  p^^  und  a^^  der  Fläche  iP' 
aufeinander  senkrecht,  und  es  folgt: 

Die  sphärische  Curve  0^,  nach  welcher  die  Brenn- 
fläche eine  Fläche  tfg  der  Schaar  (Äj)  berührt,  ist  der 
Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  Erzeugende  verschie- 
dener Schaaren  von  JJ^  rechtwinklig  schneiden;  sie 
heisse  desswegeri  Orthogonalpunktscurve  von  N^. 

Es  fragt  sich  nun,  welche  Bedeutung  die  Curve  0^  auf 
der  durch  sie  gehenden  Fläche  J?*  hat?  Wenn  man  für  diese 
Fläche  die  linke  (oder  auch  die  rechte)  Erzeugende  durch  einen 
Punkt  8  von  0^  nimmt  und  die  Regelfläche  dritter  Ordnung  der 
sie  schneidenden  rechten  Transversalen  bestimmt,  so  ist  s  Cospi- 
dalpunkt  dieser  Fläche  mit  dem  Strahl  p^^  der  auf  JP'  liegt 
als  Cnspidalkante,  es  folgt  also: 

Die  Curve  0^  ist  auf  IT*  der  Ort  der  Cuspidal  punkte 
der  Regelfläche  dritter  Ordnung  von  rechten  (resp. 
linken)  Transversalen,  die  eine  ihrer  linken  (resp. 
rechten)  Erzeugenden  schneiden;  sie  heisse  Cuspidal- 
punktscurve. 

Ferner:  Eine  Fläche  der  Schaar  (H^)  wird  in  ihrer 
Orthogonalpunktscurve  von  der  Brennfläche  berührt 
und  in  der  Cuspidalpunktscurve  geschnitten. 

Es  ergibt  sich  nebenbei:  Zieht  man  zwischen  einer 
Erzeugenden  einer  Regelschaar  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  und  den  übrigen  Erzeugenden  derselben 
Schaar  die  kürzesten  Transversalen,  so  erfüllen  diese 
eine  Regelfläche  dritter  Ordnung;  variirt  die  erste 
Erzeugende,  so  erfüllen  die  Cuspidalpunkte  dieser 
Fläche  eine  sphärische  Curve  vierter  Ordnung,  ihre 
Cuspidalkanten  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  für 
welche    diese    Curve    vierter  Ordnung   Orthogonal- 
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punktscarre  ist.  Man  erhält  dieselbe  Carve  für  die 
Erzeugenden  der  anderen  Regelsehaar. 

5.  Die    Brenn-   und    Grenzfläche  der  Congruenz. 

Die  Ordnung  und  Classe  der  Brennfläche  mag  hier  nur 
auf  folgende  Weise  bestimmt  werden  (yergl.  meine  letzte  Arbeit 
Art.  10). 

Die  unendlich  ferne  Curve  der  Regelfläche  fünfter  Ordnung 
von  rechten  Transversalen,  die  eine  Gerade  g  schneiden,  zerfllllt 
in  zwei  Tangenten  des  absoluten  Kegelschnittes  und  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  keine  Doppelpunkte  hat,  da  von  einem 
unendlich  fernen  Punkte  nur  eine  Transversale  ins  Endliche  geht; 
die  Curve  dritter  Ordnung,  also  auch  die  Regelfläche  ist  vom 
Geschlechte  1.  Jedem  Punkte  g  entsprechen  die  drei  durch  ihn 
gehenden  Transversalen  und  so  ist  die  n  =  3mal  ttberdeckte 
Gerade^^^  (Riemann'scheFläche)  als  ein-eindeutig  auf  dieRegel- 
fläche  bezogen  vom  Geschlechte  p  =  l,  daher  ist  die  Anzahl  w 
der  Verzweigungspunkte  von  <^'  nach  der  Formel  tr=2p+2  (n — 1) 
gleich  6: 

Die  Ordnung  der  Brennfläche  ist  also  6,  und  man 
zeigt  leicht,  dass  die  Brennfläche  den  absoluten 
Kegelschnitt  als  Rückkehrkegelschnitt  besitzt 

Die  Regelfläche  fünfter  Ordnung  hat  als  vom  Geschlechte  1 
ausser  der  dreifachen  Geraden  g  noch  einen  Doppelkegelschnitt, 
welcher  durch  die  Regelfiäche  doppelt  überdeckt  ist;  so  stellt  er 
eine  zweiblättrige  Rie mann' sehe  Fläche  vom  Geschlechte  1 
vor,  welche  vier  Verzweigungspunkte  hat,  und  diese  liefern  die 
durch  g  gehenden  Tangentialebenen  der  Brennfläche: 

Die  Classe  der  Brennfläche  ist  4. 

Kummer  definirt  in  seiner  grundlegenden  Abhandlung 
über  Strahlensyteme  im  57.  Bande  des  Crelle'schen  Journals' 
eine  gewisse  Fläche,  die  er  „Grenzfläche  der  Congruenz" 
nennt,  als  Ort  der  „Grenzpunkt e^  eines  Congruenzstrahles. 
Der  Schnittpunkt  eines  Congruenzstrahles  mit  der  kürzesten 
Transversale  zwischen  ihm  und  einem  seiner  benachbarten  Con- 
gruenzstrahlen  liegt  immer  zwischen  zwei  Punkten  des  Strahles, 
welche  eben  diese  Grenzpunkte  sind,  oder  wie  man  auch  sagen 


1  Siehe  auch  Salmon-Fiedler,  Banmgeometrie,  II.  Art.  185. 
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kann :  in  den  Grenzpnnkten  findet  der  Übergang  von  reellen  zu 
imaginären  kürzesten  Transversalen  statt. 

Um  nun  die  Grenzfläche  der  Tiansversalencongmenz  zu 
bestimmen,  bemerke  man,  dass  die  kürzesten  Transversalen 
einer  rechten  Transversale  r  mit  allen  zu  ihr  benachbarten  Trans- 
versalen linke  Transversalen  sind  und  dass  sie  eine  Regelfläehe 
dritter  Ordnung  L^  erftlllen.  Die  Cuspidalpunkte  dieser  Begel- 
fläche  trennen  die  Punkte  von  r,  durch  welche  reelle  Erzengende 
von  denen,  durch  welche  imaginäre  Erzeugende  von  L^  gehen, 
sie  sind  daher  die  Grenzpunkte.  Da  nun  aber  zwei  unendlich 
nahe  Erzeugende  der  L,  durch  sie  gehen,  so  gehören  sie  auch 
der  der  linken  und  rechten  Congruenz  gemeinsamen  Brennfläche 
an,  so  dass  folgt: 

Die  Brennfläche  der  Transversalencongruenz  ist 
mit  ihrer  Grenzfläche  identisch. 

Stellt  man  sich  die  Frage:  wann  kann  die  Brennfläche 
einer  Strahlencongruenz  mit  deren  Grenzfläche  identisch  sein, 
so  sind  bei  Beantwortung  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder 
es  fallen  die  Brennpunkte  eines  Strahls  mit  seinen  Grenzpunkten 
zusammen,  und  dies  ist  die  noth wendige  und  hinreichende  Be- 
dingung daftlr,  dass  die  Congmenzstrahlen  Normalen  einer 
Fläche  sind,  oder  aber  es  fallen  die  Grenzpunkte  des  Strahls 
in  Punkte,  welche  Brennpunkte  für  andere  Strahlen  der  Con- 
gruenz sind,  wie  es  hier  bei  der  Transversalencongruenz  ge- 
schieht. Es  bietet  sicli  hier  die  Frage  nach  anderen  Congruenzen 
dieser  Art. 

Die  Brennpunkte  des  Strahls  r  liegen  auf  der  Orthogonal- 
punktscurve,  seine  Grenzpunkte  auf  der  Cuspidalpunktscurve 
der  durch  ihn  bestimmten  Fläche  der  Schaar  (JJ,^);  beide  Curven 
Hegen  auf  Engeln  mit  dem  Centrum  o,  woraus  sich  ergibt: 

Die  Brennpunkte  einer  Transversale  stehen  vom 
Mittelpunkte©  der  Fläche  iT,  gleich  weit  ab,  ebenso 
die  Grenzpunkte.  Dies  findet  auch  für  die  Schnittpunkte 
irgend  einer  Transversale  mit  einer  Fläche  von  (H^)  statt,  da 
diese  Punkte  immer  auf  einer  sphärischen  Curve  liegen. 

6.  Die  Mittelfläche  der  Congruenz.  Kummer  definirt 
femer  a.  a.  0.  als  „Mittelfläche*^  des  Systems  den  Ort  des 
„Mittelpunktes"  eines  Congruenzstrahl es,  in  welchen  Punkt, 

Siub.  d.  mathem.-naturw.  Cl.  XCV.  Bd.  IL  Abth.  53 
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wie  er  zeigt^  die  Halbirnngspuiikte  der  Strecke  zwischen  den 
beiden  Brennpunkten  und  der  Strecke  zwischen  den  beiden  Grenz- 
punkten  fallen.  Nach  der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  Artikels 
ergibt  sich  nun  hier: 

Der  Mittelpunkt  einer  Transversale  ist  derFuss- 
punkt  des  veno  auf  sie  gefällten  Lothes. 

Der  rechten  (linken)  Congruenz  entspricht  die  rechte  (linke) 
Mittelfläche  Mr  (Mi).  Dieselbe  ist  ein-eindeutig  auf  die  unendlich 
ferne  Ebene  bezogen,  indem  man  jedem  ihrer  Punkte  m  den 
unendlich  fernen  Punkt  t  der  Transversale  zuweist,  für  welchen 
m  Mittelpunkt  ist.  Variirt  der  Punkt  t  auf  einer  Geraden,  so 
erfüllen  die  ihm  entsprechenden  Transversalen  p  eine  Begel- 
fläche  dritter  Ordnung  R^  mit  einer  linken  Transversalen  X  als 
Doppelgeraden. 

Der  Mittelpunkt  einer  der  Transversalen  p  liegt  nach  dem 
soeben  gefundenen  Satze  alsFusspunkt  des  von  o  auf  sie  gefällten 
Lothes  auf  dem  Rotationscylinder,  für  welchen  X  und  die  durch  o 
zu  X  gezogene  Parallele  diametral  sind.  Die  Regelfläche  R^  und 
dieser  Cylinder  enthalten  nun  beide  die  von  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  X  an  den  absoluten  Kegelschnitt  gezogenen  Tan- 
genten, wesshalb  sich  diese  beiden  Flächen  noch  in  einem 
Kegelschnitt  K^  schneiden.  Einer  unendlich  fernen  Geraden  von 
Punkten  t  entspricht  also  ein  Kegelschnitt  von  Punkten  m;  daher 
liegen  auf  jeder  unendlich  fernen  Geraden  zwei  Punkte  f,  deren 
entsprechende  Punkte  m  in  einem  ebenen  Schnitt  von  Mr  liegen: 
einem  ebenen  Schnitt  von  Mr  entspricht  ein  unendlich  ferner 
Kegelschnitt;  Mr  ist  von  der  vierten  Ordnung. 

Die  rechten  Transversalen,  welche  eine  Hauptaxe  von  JJ, 
sehneiden,  bilden  nun  auch  eine  Regelfläche  dritter  Ordnung, 
und  durch  jeden  Punkik  der  Hauptaxe  gehen  zwei  der  Trans- 
versalen, es  fallen  also  auch  zwei  Fusspunkte  in  diesen  Punkt: 
die  Hauptaxee  sind  Doppelgeraden  der  Mr]  es  folgt: 

Die  Mittelfläche  der  Congruenz  ist  eine  Steiner*- 
sche  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  die  drei  Hanpt- 
axen  zu  Doppelgeraden  hat;  die  Ebenen  der  Kegel- 
schnitte Kl  sind  Tangentialebenen  dieser  Fläche; 
ihre  Doppeltangentialebenen  schneiden  aus  den 
Hauptaxen  die  Grenzpunkte  derselben  aus.  Die  Be- 


StrahlencongrueoK  beim  Hyperboloid.  793 

Ziehung  zwischen  Mittelpunkt  und  unendlich  fernen 
Punkt  einer  Transversale  ist  die  bekannte  Abbil- 
dung der  Steiner'schen  Fläche  auf  die  unendlich 
ferne  Ebene. 

Es  sei  femer  angeführt: 

Die  rechte  Mittelfläche  enthält  die  Strictions- 
linien  der  linken  Regeischaaren  der  Flächen  der 
Schaar  (H^)]  sie  ist  auch  der  Ort  des  Punktes,  durch 
welchen  zwei  auf  einander  senkrechte  linke  Trans- 
versalen gehen,  deren  Verbindungsebene  dann  durch 
0  geht. 

Man  kann  auchjedem  beliebigen  Baumpunkt  8  eine  Steiner"- 
sehe  Fläche  vierter  Ordnung  bezüglich  jeder  der  Gongruenzen  so 
zuweisen,  wie  dem  Mittelpunkt  o  deren  Mittelfläche  zugeordnet 
ist,  indem  man  den  Ort  der  Fusspunkte  der  auf  die  z.  B.  rechten 
Transversalen  gefällten  Lothe  aufsucht.  Nach  dem  Fundamental- 
satz gehen  durch  einen  solchen  Fusspunkt  zwei  linke  Transver- 
salen, deren  Ebene  durch  s  geht,  man  braucht  also  nur,  um  die 
Ordnung  dieser  Fusspunktsflächen  F^  von  s  bezüglich  der  Con- 
grnenz  zu  bestimmen,  die  Classe  der  doppeltumschriebenen 
Developpablen  der  Begelfläche  fttnfter  Ordnung  von  Transver- 
salen die  eine  Gerade  schneiden,  zu  kennen;  diese  ist  4,  da  die 
Begelfläche  nach  Obigen  vom  Geschlechte  1  ist,  und  die  drei- 
fache Gerade  als  Developpable  erster  Classe  zum  Abzug  zu 
bringen  ist.  Im  Übrigen  folgt  wie  oben,  dass  die  Fusspunkts- 
curve  von  s  für  die  Erzeugenden  einer  Begelfläche  R^  ein  Kegel- 
schnitt Kr  ist,  und  hieraus,  dass  die  Fläche  vierter  Ordnung  ist; 
femer:  die  Fläche  F,  ist  eine  Stein er'sche  Fläche  vierter  Ord- 
nung mit  den  drei  linken  durch  8  gehenden  Transversalen  als 
Doppelgeraden  und  den  Ebenen  der  Kegelschnitte  K'  als  Tan- 
gentialebenen ;  die  Doppeltangentialebenen  der  Fläche  schneiden 
diese  drei  Transversalen  in  deren  Grenzpunkten,  und  sie  ist 
durch  die  rechte  Congruenz  ein-eindeutig  auf  die  unendlich  ferne 
Ebene  abgebildet. 

7.  Gleichungen  der  Congruenz  und  der  Schaar  (H^). 
Nach  dem  HilÜBsatz  in  Art.  18.  meiner  letzten  Arbeit  sind  die 
drei  linearen  Complexe,  weiche  sich  in  der  rechten  Begelschaar 
der  Fläche 

53  ♦ 
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IT,  ^  a^ail-\'  a^xl-i-  a^xl-h  a^al  =  0  1) 

schneiden,  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

(^t^^Pzt-^KPu^Ol  2) 

C^  =  \Ptt'h\p^^  =  0] 

wobei,  wenn  der  Einfachheit  wegen  «^  =  1  gesetzt  wird, 

ist.  Dem  Übergang  zur  linken  Regelschaar  von  H^  .entspricht  die 
Änderung  des  Vorzeichens  von  \, 

um  nun  die  Gleichungen  der  linken  Transversalencongruenz 
zu  finden,  kann  man,  wie  folgt,  verfahren.  Die  absolute  Polare  7 
einer  Gerade  g  mit  den  Coordinaten  p'^  hat  die  Coordinaten 

PUy  Pu^  PUf  O7  0^  0; 

damit  nun  g  linke  Transversale  sei,  müssen  zwei  rechte  Erzea- 
gende von  H^  g  sowohl  als  auch  7  schneiden.  Dann  werden  die 
fünf  linearen  Complexe,  nämlich  die  drei  Complexe  C^,  C,,  C^ 
und  die  beiden  singulären  Complexe  (von  sämmtlichen  Geraden 
die  g  resp.  7  schneiden)  mit  den  Gleichungen 

<^4  ^  i»^  Pu  +  pLPiz  +  +  =  0, 
C5=PUPi^'^'^  =0, 

die  beiden  rechten  Erzeugenden  gemeinsam  haben  müssen. 
Hieraus  folgt,  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Identität: 


2^<^.  =  o 


bestehen  mnss.  Indem  man  nun  hierin  die  Co^fficienten  der  p^ 
gleich  0  setzt  und  ferner  p,x  statt  p^  schreibt,  erhält  man  für  die 
5  Grössen  fx,-  sechs  Gleichungen;  eliminirt  man  aus  letzteren  die 
/x,-,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


PtK 

Pl«_  1 
Pik         h 

1 

^8 

Pxx 
Pu 

Pt3_  1 
Pu         ^8 

1 

Pu 

P»l_  1 
Pl»         ^I 

1 
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4) 


als  Gleichungen  der  linken  Congruenz.^  Die  der  rechten 
Congraenz  ergeben  sich  hieraus,  indem  man  auf  den  rechten 
Seiten  überall  die  Zeichen  ändert. 

Die  Gleichungen  4)  sind  befriedigt,  wenn  man  setzt: 

diese  drei  letzten  Gleichungen  geben  den  Gleichungen  2)  analog 
für  jeden  Werth  des  willkürlichen  Parameters  X  eine  Regel- 
schaar  und  diese  gehOrt  der  linken  Congruenz  an.  Und  zwar  ist, 
wenn  die  Gleichung  der  Begelschaar 


Va<a??  =  0 


sein  soll,  entsprechend  den  Formeln  3) 

a[  =  X^XJ  u.  8.  w.,  a[  =  l 
Nach  5)  ergibt  sich  dann 

<  ="  jipipl  (^^i  +^)  (^1^  +^)  «•  8-  w.,  -^  =  1 

und  hieraus  vermöge  der  Formeln  3),  wenn  man  vorher  die 
letzten  Gleichungen  durch  (a^  +  ^){a^-hX)(a^+X)  dividirt: 

äJ  rr  («j -h  X),  u.  8.  w.,  a^a^ a^a[  =  (a^ ■+■  X) (a,  +  X) (a,  +  X) 


1  Führt  man  die  Coordinaten  AT«  der  Focalcentren  ein  (s.  S.  799),  so  ist 
--  —  — -  SÄ  ±  -^*1  =  :t  w  ^l  4-  äJ  alBO  alles,  wie  es  sein  muss,  nur 
von  dem  Focaloctaeder  abhängig. 
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80  dass  die  Qleichaog  der  Scbaar  (IT,)  ist: 

8  8 

(JB,)  =  2«?(a,  +  A)  +  [7|i(a,+  A)  =  0.  6) 

Wäre  B^  in  der  gewöhnlichen  Gleichongsform 

«t        «f        «8 

gegeben^  so  geht  6)  ttber  in 

1  1 

oder  in 

Setzt  man  hierin  a,  =  a?  und  ii.-=z  a^a^a^'k^  so  ergibt  sich; 


hieraus  folgt,  indem  man 


^i +  +_1  =  0'; 


a.a 


1»3_ 


==  jülj  u.  8.  w. 

setzt: 

Die  dnrch  die  Gleichung 

wo  /iL  ein  beliebiger  Parameter,  jjl^  Constante  sind,  dar 
gestellte  Flächenschaar  ist  immer  eine  Transversal- 
schaar,  d.h.  jede  Erzeugende  einer  Fläche  derselben 
ist  kürzeste  Transversale  für  zwei  Erzengende  irgend 
einer  anderen  Fläche  der  Schaar. 

Ans  Qleichnng  7)  erkennt  man  sofort,  dass  die  unendlich 
fernen  Kegelschnitte  der  Flächen  von  {H^  ein  Büschel  bilden, 
das  den  absoluten  Kegelschnitt  enthält,  und  dass  man  ftlr  die 
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drei  Parameterwerthe  1-=  —  die  drei  Paare  axialer  Kreisschnitt- 

ebenen  enthält.  Man  hätte  auch  aus  diesen  beiden  Eigenschaften 
nnd  ans  der^  dass  durch  jeden  Baumpunkt  drei  Flächen  der 
Schaar  gehen^  die  Gleichung  derselben  bestimmen  können.  Ver- 
möge der  letzten  Eigenschaft  sind  nämlich  die  GoSfficienten  a{ 
ganze  rationale  Functionen  von  X  und  zwar  höchstens  vom  dritten 
Orade,  in  Folge  der  ersten  Eigenschaften  sind  dann  a[f  aj[,  a^ 
lineare  Functionen  von  X;  die  Werthe  der  sämmtlichen  a'  ergeben 
sich  ferner  auf  Grund  der  zweiten  Eigenschaft  aus  den  bekann- 
ten Gleichungen 


^(^^)-^(^^)=<'- 


s.w. 


der  Paare  axialer  Kreisschnittebenen. 

8.  Die  Gleichung  der  Brenn-  und  Mittel-Fläche.  Die 
Brennfläche  ist  nach  Art.  4  die  Enveloppe  der  Flächenschaar  (H^) 
deshalb  erhält  man  durch  Null  setzen  der  Discriminante  der 
in  X  cubischen  Gleichung  7),  wenn  man  noch 

*1  "*■  S  ■*■  *3  =  ^1»     ««  «3  +  «3  «1   +  «l  S  =  ^2f  *l  ^i  *3  —  ^ 

und 

ßj  ==  a?J  +  orj  +  xl — OTj 
setzt,  in: 

Äß=(27mJ  H^—18m^  fn^Q^—AmD  H^—{4m^Q^-i-ml)  ßJzzO    9) 

die  Gleichung  der  Brennfläche  in  Punktcoordinaten. 

Der  Schnitt  von  JJ,  mit  dieser  Fläche  ist  die  doppelt- 
gezählte Orthogonalpunktscurve  und  die  einfach  gezählte  Cus- 
pidalpunktscurve;  daher  ist  vermöge  9)0^=0  die  Gleichung 
der  Kugel,  welche  durch  die  Orthogonalpunktscurve  geht,  der 
Orthogonalpunktskugel,  und 

ß, -+-^  z=0  oder  K,  =  ^J -4-0?* -4-0^  — ^MlZ:^  3,0  10) 

die    Gleichung  der  durch   die   Cuspidalpunktscurve  gehenden 
CuBpidalpunktskugel. 
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Ebenso  ist  die  Gleichung  der  Brennfläche  in  Ebenencoordi- 
naten  aas  der  Discriminante  der  Gleicbnng  der  Schaar  [H^)  in 
Ebenencoordinaten  zu  finden,  nämlich  als: 

Was  nun  die  Mittelfläche  anlangt,  so  kann  manznnltchst 
allgemeiner  eine  Parameterdarstellnng  der  Fnsspnnktsfläche 
eines  Raumpnnktes  ^  bezüglich  einer  der  Congmenzen  angeben« 
Legt  man  durch  ^t  eine  Ebene  E,  so  ist  hierzu  der  Schnittpunkt 
der  beiden  in  E  liegenden  linken  Transversalen  oder  der  Fuss- 
punkt  p  des  Lothes  auf  die  rechte  Transversale  p,  die  auf  E 
senkrecht  ist,  zu  finden.  Dies  geschieht,  wenn  7^,  7^,  73  die  Rich- 
tungscosinus des  Lothes  der  Ebene  E  sind,  indem  in  die 
Gleichungen  4)  statt  derp«  die  entsprechenden  Determinanten 
der  Matrix: 

7i  7«  73  0 

•V»  •!/*  iVo  X 

gesetzt  werden. 

Der  Schnittpunkt  der  drei  erhaltenen  durch  p  gehenden 
Ebenen  mit  der  Ebene 

ist  der  gesuchte  in  E  liegende  Fusspunkt  p.  Seine  Cbordinaten 
sind,  wenn  man  noch 

7t^i  ++  =P 
setzt  und 

1       1 

r ^ZUV^   u.  S.W,: 

1  *      %  *      3  *      4   *~~ 

=  ^i73  73  +  7i/^:''f73  7i+7«P-^f7i72^-73P'7?  +  7t  +  7|- 

Setzt  man  hierin  p  =  0,  so  erhält  man  die  Parameterdar- 
stellung der  rechten,  resp.  der  linken  Mittelfläche  je  nachdem  man 
überall  das  ■+-  resp.  —  Zeichen  verwendet: 

J7, :  a?3 ;  ^3  :  x^  =  dbv.y^y^  :  ±v,737i :  dbv^HiHt :  7? +  7?  +  7?- 
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Eliminirt  man  hierang  und  ans  7J  +  7J  +  7?  =  1  die  7^,  so 
erhält  man  als  Gleichungen  der  Mittelflächen: 

V*  J7ja^  +  +  ±  Vj  Vjj  v^Si  x^x^  x^-=zQ 

Znm  Schlüsse  möge  noch  die  Bezieh  an g  abgeleitet  werden, 
welche  zwischen  den  Radien  der  Orthogonal-  und 
Oaspidalpnnktskngeln  einer  Fläche  von  {ß^  stattfindet. 

Es  wurde  schon  oben  gefunden;  dass  der  erstere  Radius: 


r*  =  wij  =  a,  -4- «,  +  «3 

der  letztere 

.                 m\         ^       m\ 

ist 

Wttrde  man  hierin  statt  der  «/  aus  Formel  8)  die  entsprechen- 
den Axenquadrate  einer  beliebigen  Fläche  von  (H^  einsetzen  und 
aus  den  entstehenden  Gleichungen  das  \  eliminiren,  so  erhielte 
man  die  gesuchte  Beziehung;  man  kann  aber  einfacher  in  folgen- 
der Weise  verfahren.  Es  ist  nämlich 

=  „    „     •     («t»3  («3— «l)(«l  — «1)  +  +)  = 
«j  «j  «3 

wenn  Ki  (s.  meine  letzte  Arbeit  Art.  19)  die  respectiven  Entfernun- 
gen der  Focalcentren  vom  Mittelpunkt  0  sind.  Diese  Punkte  sind 
aber  von  der  gewählten  Fläche  der  Schaar  unabhängig,  da  alle 
Flächen  derselben,  dasselbe  FocaloctaSder  haben,  also  unabhängig 
von  X,  wesshalb  die  verlangte  Relation  ist: 

r*~4p*  =  jsrf +  irj  +  js:5,  12) 

wobei 

K]^z  —  1-2 LlAJ U  u.  8.  W. 

«l 

ist. 
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Hierans  folgt^  da  es  nach  Obigem  zu  jeder  Kugel  zwei 
Flächen  von  (H^)  gibt,  deren  Orthogonalpnnktskngel  und  zwei 
Flächen^  deren  Caspidalpunktskngel  sie  ist: 

Zwei  Flächen  der  Schaar  (J?^),  welche  dieselbe 
Orthogonalpunktskngel  haben,  haben  auch  dieselbe 
Cuspidalpnnktskugel  und  umgekehrt. 

Sind  zwei  solche  Flächen  IT,  =  0  und  H^  =  0;  und  die  ihnen 
zugehörige  Orthogonalpunktskugel  Q,  =  0,  die  Cuspidalpnnkts- 
kugel K^  =  OySo  ist^  da  eine  Fläche  der  Schaar  in  ihrer  Orthogonal- 
punktscurve  von  der  Brennfläche  berührt,  in  ihrer  Cuspidalpunkts- 
curve  geschnitten  wird,  und  auch  noch  der  absolute  Kegelschnitt 
Rttckkehrkegelschnitt  der  Brennfläche  ist,  die  Gleichungder 
Brennfläche  auch  in  die  Gestalt  setzbar: 

13) 


H^H'^—4m^Q\K^  = 

:0 

und 

aus 

Formel  9)  folgt  dann, 

dass 

Hi  =  21mlH,- 

-ISm^m^ 

0,-4m« 

ist 

Ist 

iw,  =  0,  so  folgt  aus 

o*  =  r« 

ml 

dass  p*  =  r';  ITji  ist  dann  ein  gleichseitiges  Hyperboloid 
d.  h.  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  desselben  ist  Polardreiecken 
des  absoluten  Kegelschnitts  umschrieben.  Ist  die  Gleichung  dieses 
Hyperboloids  H^^  =  0,  so  kann  man  die  Gleichung  der  Brennfläche 
auch  in  der  Form 

schreiben,  wobei  ß^^  =  0  die  Gleichung  der  Orthogonalpunkts- 
kngel  von  H^  =  0  ist.  Die  Hauptaxenquadrate  oi  von  E^  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen 

•^-ä i^A-? ^  =  — JT?  u.  s.  w. 

vermöge  der  Bedingungsgleichung 
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iii,  =  a^aj  +-h  z=0 
ond  zwar  folgt 

cej— 2(«,'  +  aJ)  =  K\  u.  g.  w. 

a.  8.  w.  oder 

3«;— 2Sa'=irf  u.  8.  w. 
Nun  ist  aus  12),  wenn  r*  =  p*: 

r'zzSo'zr— i-SJSr«,. 

80  dass  8ieh  schliesslich  ergibt : 

9aJ  =  3jrj— 22jr*  u.  s.  w. 
Die  Gleichung  der  Brennfläche  ist  dann  nach  14) 

27«W«i(^  +  +_l)*_4(^«  +  +  +  |2ir»)'  =  0 

eine  Oleichungsform,  welche  die  blosse  Abhängigkeit  der  Brenn- 
üäche  Ton  den  Coordinaten  K(  der  Focalcentren  in  Evidenz  setzt 
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Über  das  algebraische  Gebilde  n*®^  Stufe  im  Gebiete 
von  (w+l)  Grossen. 

Von  Dr.  Otto  Biermann, 

Pritatdoetnt  an  der  k.  k.  deutschen  ühivertität  in  ^rag, 
(Vorgeloot  In  der  Sitzung  am  3.  MIrz  1887.) 

An  anderer  Stelle  ^  babe  icb  einige  Sätze  über  das  irre- 
dnctible  algebraiscbe  Gebilde  itter  stufe  im  Qebiete  von(ii+l) 
Grössen  namhaft  gemacht,  die  ich  in  Folgendem  ausfahren  nnd 
beweisen  will.  Dabei  halte  ich  mich  an  die  Art  der  Behandlang 
des  algebraischen  Gebildes  erster  Stnfe  von  Herrn  E.  Weier- 
strass,  und  theilweise  an  die  der  Herren  H.  Weber  nnd 
B.  Dedekind;  die  am  genannten  Orte  auseinandergesetzt  wird. 

§.  1. 

Eine  Grösse  y  heisst  eine  algebraische  Function  nter 
Stufe,  wenn  dieselbe  einer  irreductiblen  algebraischen  Glei- 
chung 

^(y;  OTj , . . .  ar»)  z=  a^j  jT  -h  «1^"-^  + ...  -4-  a,n-i  jf+o«  =  0     1) 

gentigt,  in  der  die  Goöfficienten  a  ganze  rationale  Functionen 
von  n  von  einander  unabhängigen  Variabeln  x^^  x^y . . .  x^  sind, 
die  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen. 

Die  Irreductibilität  der  Gleichung  F  =  0  bringt  es  mit  sich, 
dass  F  nicht  in  das  Product  mehrerer  ganzer  rationaler  Func- 
tionen von  y  und  x^^x^^. . .  Xn  zerlegbar  ist,  und  darum  gibt  es 
keine  ganze  rationale  Function  C(y,  x^^x^^  ...  .r»),  von  niedri- 
gerem als  dem  mten  Grade  in  y^  welche  für  die  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  (4%  x^\  . . .  ari<^))  oder  (a?W)  gelegenen  Stellen  (or^^)) 


1  Theorie  der  analytiBchen  Functionen. 
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dieselben  Nullstellen  (j^^),  x^^  - . .  a?l^))  hat  wie  F,  denn  andern- 
falls wäre  F  durch  G  algebraisch  theilbar.  Ist  ja  doch  bekannt^ 
dass  dann,  wenn  zwei  ganze  rationale  Functionen  F^y,  x^^.^.x^ 
und  0(y ,  a?j ,  . . .  ^«)  für  jedes  Werthesystem  (a?i . . .  Xf)  einer 
gewissen  Umgebung  einer  ersten  Stelle  (o^;  o^  • .  •  ^  eine  ge- 
meinsame Nullstelle  y  besitzen ,  F  durch  O  theilbar  ist.  Wenn 
daher  unsere  algebraische  Function  y  einer  zweiten  Gleichung 

C(y,  x^,  ...  x^  =  öjy'^  +  ajjr'""^  +  . . .  +  a'm'-i  y  +  a'«/  =  0 

genügt  y  so  ist  (r  durch  F  theilbar,  und  jetzt  kann  man  zeigen^ 
dass  G  auch  in  Bezug  auf  jede  Variable  Xn  nicht  von  niedri- 
gerem Grade  sein  kann  als  F. 

Denken  wir  bei  dem  Beweise  die  Coefficienten  af  von  ge- 
meinsamen Factoren  befreit  und  bezeichnen  wir  den  vom  Nenner 
befreiten  Quotienten  von  F  durch  G  mit 

J5r(y,  x^,...Xn)  =  ^oV""'^  +  ^i  jr""^""*+  •  •  •  +c«_«/, 
so  ist 

pG  =  F.H 

wenn  p  eine  ganze  rationale  Function  der  Variabein  x  ist.  Der 
Vergleich  der  gleichnamigen  Co6fGcienten  der  y  Potenzen  auf 
beiden  Seiten  führt  auf  die  Beziehungen: 


=  «0^1 +  ''1^0 

in  welchen  die  Functionen  c  ohne  gemeinsamen  Theiler  voraus- 
zusetzen sind^  weil  ein  solcher  nothwendig  in  p  enthalten  sein 
mttsste  und  weggehoben  werden  könnte. 

Jetzt  folgt;  dass  p  constant  sein  muss^  denn  andernfalls 
besässen  die  Go6fGcienten  a  oder  c  wider  dicYorausetzung  einen 
Theiler,  nämlich  p.  In  der  That  wären  weder  alle  a,  noch  alle  c 
durch  p  theilbar,  so  mttsste  das  Product  zweier  nicht  durch  p 
theilbaren  Functionen  a  und  c  durch  p  theilbar  sein.  Weil  das 
nicht  angeht,  ist  p  constant  und  darf  gewiss  gleich  Eins  ge- 
setzt werden. 
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Dann  aber  folgt  ans  der  Gleichung 

G    =   F.Hy 

daBS  G  in  den  Variabeln  a:  nicht  von  niedrigerem  Grade  sein 
kann  als  F. 

§  2. 
Zugleich  mit  der  algebraischen  Function  wollen  wir  auch 
das  System  aller  rationalen  Functionen  von  y  und  x^^. . .  Xn 

untersuchen^  d.  h.  die  Quotienten  ganzer  rationaler  Functionen 
fiVi  ^i>  •  • .  ^n)  ^nd  g{y^j  a?j,  . .  .ar„),  in  welchen  weder  der 
Zähler  noch  der  Nenner  durch  F(y, Xyy...x^  theilbar  ist. 

Hiezu  haben  wir  die  analytische  Darstellung  des  durch  die 
Gleichung  F  =  0  definirten  irreductiblen,  algebraischen  Gebildes 
nter  Stufe  nöthig,  wo  unter  dem  Gebilde  die  Gesammtheit  der 
Stellen  (^i,...^«,  y)  verstanden  ist,  welche  der  gegebenen 
Gleichung  genügen. 

Die  verlangte  analytische  Darstellung  soll  derart  ausfallen, 
dass  man  die  Umgebung  jeder  Stelle  des  Gebildes  or^  =  a^ , .  • . 
Xn'=:  a^j  y  =  6  aus  einem  oder  einer  endlichen  Anzahl  von 
Gleichungssystemen 

^v— Ov  =  %{t^ ,  ^,,.  . .  ^«)     (v  =  1,  2, . . .  n) 

oder  Elementen  —  wie  man  auch  sagt  —  entnehmen  kann,  wo 
¥i»  %>  •  ••  ¥«+1  convergente  Potenzreihen  in  den  n  Hilfs- 
variabeln  /|,  ^^^  .  •  ^„  sind,  die  keine  negativen  Potenzen  der  t 
enthalten  und  für  ^^  =  /,  =  ...  =  /«  =  0  verschwinden. 

Ist  {a^^a^j.  .  .  a„)  eine  endliche  Stelle  aus  der  2ii-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  der  Variabeln  x^y  . ..  Xny  welcher 
die  endliche  Wurzel  y  =  6  zugehört^  so  kann  man  die  ganze 
Function  F  —  die  von  der  iwten  Ordnung  sei  —  in  der  Um- 
gebung von  (ttj,  . . .  ttn,  b)  in  der  Form  sehreiben: 

v=l  fi=2 
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wenn  mit  (y- 1  und  [k—j  der  Werth  von  -^  und  ^  an  der 

Stelle  ttj,. . .  a«,  6  und  mit  (y — 6,  a?,—«!, . . .  Xn-^a^^  da43  Ag- 
gregat der  Glieder  fjtter  Dimension  in  der  Entwicklung  von  F 
bezeichnet  ist 

Sofern  die  Anleitungen 

9F      8F  8F 

^'    8^/""  8^, 

an  unserer  Stelle  (a^^. . .  a»,  6)  nicht  alle  verschwinden ,  wählen 
wir  ein  System  von  n(in-l)  Constanten  ax,^  (1  =  0, 1, 2. . .  », 
fA  =  1, 2 . . .  n)  derart,  dass  die  Determinante 


/m      /8F\  /8F\ 

V8»y'    W/""   WJ 


«ot 


*ot 


*11 


*1« 


«iin 


nicht  verschwindet  und  definiren  durch  das  Gleichungssystem 

(ID  (y-*)  +  (^)  (^•i-«t)+  •  •  •  +  (^  (^«-««)  =  ^0 

«Ol  (»— *)  +  «11  (^1  -- «,)+...  +  «ni  (a?„— an)  =  ^1 
«0«(»— *)  +  «1«(^1— «l)  +  •  •  •  +«nn(^n— On)  =  ^n 

(n+l)  neue  Grössen  ^^^  ^^ , . . .  ^».  In  diesen  erhält  F  die  Gestalt 
F(y,arj,. .  .0?«)  =  ^o  +  (^o>  ^•-  •  •  ^«)t  +  •  •  •  +(^oi  ^»-  •  •  ^»V 

Weil  nun  jede  in  der  Umgebung  der  Stelle  (0)  convergente 
Potenzreihe 

mit  den  in  den  folgenden  Gleichungen  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften: 

?ß(0,0...0)  =  0;  ?ß(^.,0,0...0)  =  t,^(O     (A^O) 
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zerlegt  werden  kann,  wo  die  Fotenzreihe  %,  mit  den  Variabein 

(0) 

/,,...  in  verschwindet  indess  ^J(0,  0 . . .  0)  =  ?p(0)  ist,*  so 
kann  man  auch  die  obige  ganze  Function  auf  diese  Form  brin- 
gen. Setzt  man  hierauf  zur  Erfüllung  der  Gleichung  F  =  0 

und  setzt  diese  Potenzreihe  f\ti  U  in  das  obige  Gleichungssystem 
ein,  so  erlüüt  man  für  y — ä,  o?, — a^, . . .  a:„ — On  die  in  einem 
gewissen  Bereiche  um  die  Stelle  (0)  jedenfalls  gleichzeitig  con- 
vergenten  Potenzreihen 

x^—a,  =  %(i^,.  ..in)         (v  =  1,  2  . . .  n) 
y— Ä  =  5ßn-i(^,...^n), 

die  fUr  fj  =  ^,  z=  ...  =  f„  =  0  verschwinden  und  die  Gleichung 
F=0  identisch  erfllllen. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Functionaldeterminante 


8^  ' 


K' 


8^ 
8^« 


an  der  Stelle  /^  =  0, . . .  ^„  =  0  nicht  verschwindet,  so  kann  man 
die  n  Gleichungen 

durch  n  gleichzeitig  convergente  Potenzreihen 

die  ftlr  a?j  =  a^,  . . .  a?„  =  a»  verschwinden,  identisch  erfüllen 


1  Weierstrass,  Abhandlungen  aus  der  Fanctionenlehre  S.  105,  §.  1. 
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und  deren  Sabstitution  in  die  obige  Reihe  fttr  y — b  liefert  eine 
Darstellung: 


y—b  z=  ^n-hi(a?i, . . .  a?n|a^ 


-+'^yV^i-«i^ 


t  >  •  •  •  ^1»)  — 


(H^)=0 


y-i 


f^I 


(a?v 


wo  der  Strich  bei  der  nfachen  Summe  anzeigen  soll;  dass  fJi|y ... 
juLn  nicht  gleichzeitig  Null  zu  setzen  sind. 

Ist  aber  die  obige  Determinante  an  der  Stelle  (i)  =  (0)Null, 
so  wird  gewiss  eine  andere  Determinante  der  Matrix 


3$, 

3/« 

fftr  ^j  =  0,  . . .  ^n  =:  0  von  Null  verschieden  sein  und  man  kann- 
darnach  mindestens  eine  der  Differenzen  a?| — a^j .  .  .  Xn — Oni 
z.  B.  oTv — a,  in  eine  Potenzreihe  der  Form 

entwickeln. 

Wir  bemerken  zu  der  früheren  Darstellungsart,  dass  die 
Umgebung  jeder  einfachen  Stelle  des  gegebenen  Gebildes,  wo 

also  mindestens  eine  der  Ableitungen  ^r — ....  7^ — ,    -jr—  von  Null 

°      So?/         dx„      8y 

verschieden  ist,  auf  unendlich  viele  Arten  in  der  Form 
x^—a^  =  ^v'C^i , .  •  •  T„)     (v  =  1, . . .  n) 

danustellen  ist.  In  der  That,  man  braucht  zu  diesem  Ende  die 
früheren  Variabein  t  nur  durch  Gleichungen  der  folgenden  Art 

t^  =  }Jv(ti  ,  . . .  t„)     (v  z=  1, . . .  n)  «) 

mit  den  neuen  Yariabeln  r  in  Beziehung  zu  setzen,  wo  ))| ,  . . .  p» 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  r^ ,  . . .  r„  fortschreitende 


SiUb.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  XCV.  Bd.  II.  Abth. 
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convergente  Reihen  olme  constante  Glieder  sind,  deren  Fnne- 
tionaldetenninante  an  der  Stelle  r^  =  0, . . .  r«  nicht  yerschwindet. 
Unter  dieser  letzten  Bedingung  kann  man  nach  Umkehmng 
der  Reihen  (a)  von  der  zweiten  wieder  za  der  ersten  Darstellnngs- 
art  zurttckkehren.  Jeder  Stelle  (f)  eines  gewissen  Bereiches  um 
(r)  =  (0)  entspricht  eine  Stelle  (t)  und  eine  Stelle  des  algehriu- 
Bchen.  Gebildes.  Verschiedene  Stellen  (t^  und  (t'O  gehören  ver- 
schiedenen Stellen  (t)  zu,  etwa  (f)  und  (f^y  denn  andernfalls 
konnten  die  n  Gleichungen 

(X)=0 

(v  =  l,2...«) 
nur  bestehen,  wenn  auch  die  n- Ausdrücke 

yerschwinden,  dann  aber  mtisste  wider  die  Voraussetzung  die 
Functionaldeterminante  der  »-Reihen  p^  an  der  Stelle  (t)  =  (0) 
Null  sein. 

Man  sieht  auch,  dass  zwei  Darstellungsarten  in  einem  ge- 
wissen Bereiche  dieselben  Stellen  unseres  Gebildes  definiren 
müssen. 

Nehmen  wir  jetzt  an^  dass  (a^ . . .  anyb)  eine  einfache  Stelle  des 
Gebildes  sei  und  die  ganze  Function  mter  Ordnung  F(y,a?j,...x  ) 
bei  Benützung  der  Bezeichnungen 

y — b  =  Yiy  a?v — «v  =  ?v       (v  =  1, . . .  n) 

die  Schreibweise  zulässt 

»n— |i. 

F{y, ar,, .  . .  jr„)  =  y  (»3,  ?,, .  . .  ?n)^i+x, 
x=o 
so  wollen  wir  auch  festsetzen,  dass  in  dem  Aggregat  (jOy^y" 
^n)^  das  Glied  vi^  vorkommt ,  denn  man  kann  durch  Einführung 
neuer  Variabein  —  wo  etwa 

Cv  =  ß.i  l{  +  . . .  +Pvi.ln+7vV       (v  =  1,  2. . .  n) 
gesetzt  wird  —  auf  den  genannten  Fall  zurückkommen. 
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Die  eigentliche  Bedentnng  des  UmstandeSy  dass  die  Ent- 
wicklung von  T  mit  Gliedern  mter  Dimension  beginnt,  liegt  darin, 
dass  einer  Stelle  Ci  ^  •  •  •  C»  ms  der  Nähe  der  Stelle  (0)  fA  unend- 
lich kleine  Werthe  19  zugehören. 

Um  nun  eine  Darstellung  der  Umgebung  der  jx-fachen  Stelle 
des  algebraischen  Gebildes  zu  finden,  hat  man  ein  Verfahren 
anzugeben,  durch  welches  F  so  transformirt  wird,  dass  in  dem 
entstehenden  Ausdruck  nicht  alle  Glieder  erster  Dimension  ver- 
schwinden. 

Denken  wir  die  zu  einem Werthesysteme  Ci;  •  •  •  4»  aiis  der 
Nähe  der  Stelle  Ci  =  0,  ...  ?n  =  0  gehörigen  ;jl  Wurzeln  der 
Gleichung 

bestimmt,  von  denen  etwa  je  k^^k^j- . .  K  einander  gleich  seien, 
—  wobei  Atj  -4- . . .  -4-Ar^  =z  jjL  sein  wird  —  so  kann  man  ent- 
sprechend jeder  der  r  verschiedenen  Wurzeln  eine  quadratische 
Substitution  der  Form: 

ax,„+i»30^v  (X=:1.2,...») 

-4-  «,1-1-1, » li  -4-  an-fi,  n+l  ff)  $J 

angeben,  durch  welche 

(>3,?i , . . .  L\  in  fvJ^K,?,, . . .  5-i.l,e+i,  '..^y. 
und  F(t3,?j, . . .  ?„)  in  ^.^F,{n',S!,, . . .  f«) 

derart  übergeht,  dass  das  Glied  niedrigster  Dimension  in 

(yff?  wird.  Dann  gehören  zu  einer  Stelle  |(. . .  ?i  aus  der  Nähe 
der  Stelle  [^  =  (0)  zufolge  der  Gleichung 

Jbp  unendlich  kleinen  Werthe  von  y/  und  somit  ebenso  viele 
Stellen  ()?>  ^^ . .  -Q*  Benutzt  man  demnach  alle  r  Gleichungen 
Fp  =  0  (p=  1,2,. . .  r),  so  erhält  man  auf  diese  Weise  /a  der 
Gleichung  F  =  0  genügende  Werthesysteme. 
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Da  aber  umgekehrt  ix  Nnllstellen  von  F  der  in  Bede  ste- 
henden Art  immer  gleich  viele  Stellen  entsprechen ,  die  folge- 
weise den  Gleichungen  F^  =  0,  oder  F^  =  0. . .  oder  F^  =  0 
genügen,  so  ist  das  System  von  Gleichungen  Fp  =  Q  der  einen 
Gleichung  F  =  0  für  hinlänglich  kleine  Bereiche  äquivalent. 

Wenn  nun  eine  der  Gleichungen  Fp  =  0  Glieder  erster 
Dimension  aufweisen  sollte,  so  kann  man  die  in  Fp  enthaltenen 
Grössen  »j',  ^/, . . .  14  durch  n  Potenzreihen  in  n  Hilfsvariabeln 
r(, . . .  T^  ausdrücken  und  dieser  Darstellung  eine  gleichartige 
für  Y?,  ^1 , . .  •  4  zuordnen.  In  anderem  Falle  muss  man  die  Glei- 
chungen Fp  z:=  0  analog  wie  F  =  0  behandeln ,  nur  muss  man 
zeigen,  dass  man  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Transforma- 
tionen immer  eine  Gleichung  mit  Gliedern  erster  Dimension  er- 
halten kann,  wenn  nur  F(y,arj, . .  .a?«)  eine  irreductible  Func- 
tion ist. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  dass  die  Gleichung 

für  ein  bestimmtes  Werthesystem  der  Variabein  C  eine  jx- fache 
Wurzel  >7  besitze  und  führen  der  Reihe  nach  Substitutionen: 


^p-.^  (,p(,  ^^p,  ^ . . .  ^^p,  _^^.  ^  ^  ,(P)^  ^  ^p,  ^^  ^.  ^  ^ 

.     (P)  M    .  .  JP)      f(P)  t  Jp)  J^A^^^  ) 

aus,  wo  p  die  Werthe  1,  2,...r  erhalten  mag  und  |J%  . . .  ^®),r,^<> 
mit  Ci;-  -  -Cn^^^  gleichbedeutend  seien,  dann  mögen  die  Gleichun- 
gen hervorgehen: 
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Wir  bemerkeD^  dass  die  folgenden  Gleichungen  bestehen: 

(x  =  1,  2, . .  .V —  1,  v+1,. .  .n) 

8>,a)  ""  \^-  )     8>3(i)  "~  Zj  Hx  8>3^'^       8>?  8»3W 

und  hierin  die  rechts  stehenden  Aggregate  der  Reihe  nach  gleich 
zn  setzen  sind: 

(l^ccW  ^.  ......  4.  ?^  «<!)+  ?^aW      )  t(i), 

V  8|j    1» »      8|n    ««       8t3    »+1.  V  %  ' 

(A=z  1,  2,. .  .V  — 1,  vH-1,...») 

n 

x=i 

/8^    (1)  j.  ?^    (^)       o.  —   ^^^         ^^*^ 

laCj  *!•  «+1         8?n  *«'«+^  8>3  *»+l'  »+1/^^  . 

Da  die  Determinante  des  somit  fttr  die  Grössen 

8F  8F      8F 

alt'*"  Wn'    ^ 

bestehenden  Gleichnngssystemes  gerade  der  Determinante  der 
ersten  Substitution,  nämlich 
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x^'^ 

l.«+l 


n+l,  1  •  •  •     «+lf  n+1 


gleichkommt^  ist  ersichtlich^  dass  wir  die  Ableitungen  von  F  aaf 
die  Form  bringen  können: 

!|  =  «■')'-' »X      a  =  l,2,....) 

WO  A| ,  A^y .  •  •  An+i  homogene  lineare  Functionen  von 

sind. 

Drückt  man  jetzt  die  Ableitungen  von  F^  nach  ^\  . . .  ^^\  ij^^J 
in  entsprechender  Weise  durch  die  Variabein  ^\  . . .  ^^\  ijW  aus 
und  föhrt  so  fort,  so  gelangt  man  endlich  zu  Darstellungen  der 
folgenden  Gestalt: 


F= («<:7(e)'-. . .  (e')'"-^^^K''»  •  •  •  c  ^''') 


iE 


i = {€T'{^^r'  ■  •  •  (e^— ^^x(ii'',. . .  c  ''^'0 


wo  iTj, . . .  Fn+i  ganze  Functionen  bedeuten;  und  hieraus  kann 
man  mit  Hilfe  der  obigen  Substitutionen  noch  die  Formen  ge- 
winnen: 

11= {t:T^^"-^''-'~'H^^"  ■  •  ^W'') 


9F 


^=(e') 


i*+m+---+i*r-i-' 


-'Ä,+.(e...C'»^'') 
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Jetzt  machen  wir  die  Annahme^  dass  bei  den  aafeinander- 
folgenden  Substitutionen  die  Exponenten  fA,  fx^^  • .  .fx^  nicht  ab- 
nehmen, so  lässt  sich  zeigen;  dassfdieser  Fall  nur  bei  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Substitutionen  möglich  ist  und  somit  die  Ex- 
ponenten, die  gewiss  nicht  wachsen,  schliesslich  abnehmen  und 
bis  auf  Eins  herabsinken.  Dann  aber  ist  wieder  eine  Entwick- 
lung von  ^[\  ...  ^^\  j?^*"^  durch  Potenzreihen  in  n  Hilfsvariabeln 
möglich  und  auch  ein  System  von  Potenzreihen  für  || ,  . . .  Cn^  >7 
aufzustellen.  Im  Ganzen  aber  wird  die  Umgebung  der  mehr- 
fachen Stelle  (^1, . . .  a»,  6)  unseres  Gebildes  durch  eine  endliche 
Anzahl  von  Systemen  der  Form 

x^-^a,  =  ^v^O, . .  .T«)        (v  =  1, . . .  n) 

darzustellen  sein. 

Zum  Beweise  bemerke  man,  dass  die  als  irreductibel  vor- 

ausgesetzte  Function  F{y,x^,. .  .Xn)  mit  j-  keinen  gemein- 
samen Theiler  in  y?  besitzen  kann  und  desshalb  zwei  ganze  Func- 
tionen *((?! ,  . . .  ^y-n),  ^(Ci , . . .  ?n>  >?)  existiren  werden,  der 
Beschaffenheit,  dass 

eine  rationale  Function  i2(Ci  >  .  •  •  4n)  der  Variabein  |  allein  wird. 

Benutzt  man  nun  die  früheren  Ausdrucke  fttr  F  und  -jr—  &1^ 

Functionen  von  IJ''^ . . .  ^S\  ^^'"^  ^"^d  ersetzt  auch  in  *,  V  und 
B  die  Grössen  4i  >  • .  •  ^m^  durch  die  für  sie  geltenden  Ausdrücke 
der  Form: 

Cx  =  ^^{cx+f^i^^ . . .  ^:'>>  nW))       (X  =  1, . . . «) 

so  ergibt  in  der  entstehenden  Gleichung 
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der  Vergleich  der  rechts  nnd  links  heranstretenden  Potenz  von 
^^\  dass  die  Zahl  r  (d.  h.  die  Zahl,  welche  besagt,  wie  oft  unsere 
Sahstitationen  keine  Yerminderang  des  Exponenten  fx  herTor- 
rufen)  an  eine  obere  Grenze  gebunden  ist 

Mit  dieser  Erkenntniss  ist,  wie  gesagt,  die  Möglichkeit  der 
Darstellung  des  Gebildes  in  der  Umgebung  einer  mehrfachen 
Stelle  in  der  verlangten  Form  erwiesen ,  und  es  bleibt  uns  nur 
mehr  ttbrig,  die  Darstellungsart  in  der  Umgebung  unendlich 
femer  Stellen  zu  untersuchen.  Doch  diese  erledigt  man  mit  der 
einfachen  Bemerkung ,  dass  man  x^ — o^  und  y — b  für  o^  =:  cx) 

und  6  =  cxD  durch  —  =  ttv  und  —  :=  v  zu  ersetzen  hat 
^v  y 

§3. 

Nach  der  Darstellung  des  algebraischen  Gebildes  nter  Stufe 
und  ntter  Ordnung  in  der  Umgebung  jeder  ihrer  Stellen  (a^, . . . 
a„,  b)  kann  man  daselbst  auch  jede  rationale  Function  von  y^ 

wo  Xf^y  ..Xm+i  gebrochene  rationale  Functionen  von  x^j...Xn 
sind,  durch  den  Quotienten  zweier  Potenzreihen  von  n  Hilfe- 
variabeln  ausdrücken: 

der  gewiss  in  eine  Potenzreihe  $(^,, ...^n)zu  entwickeln  ist,  wenn 
^,(0,. .  .0)  von  Null  verschieden  ist 
Falls  die  Entwicklung  von 

Ä(y,  X,,. .  .Xn)  —  ^(0,. .  .0)  =  Ä(y,  o?!,. .  .J?n)  — 

mit  Gliedern  fx*«*»Dimen8ion  beginnt,  heisse  die  Stelle  (a^j...an,b) 
eine  pfache  Nullstelle  der  genannten  Differenz. 

Ist  oben  ^(0,...0)  gleich  Null,  verschwindet  aber 
!ßj(0,* .  .0)  nicht,  so  heisse  jB  an  der  Stelle  (a^^. .  .an,  b)  von  der 
^ten  Ordnung  unendlich,  wenn  die  Entwicklung  von  5ß,(/j,. .  Jn) 
mit  Gliedern  jmter  Dimension  beginnt. 
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Ist  endlich  sowohl  $i(0,. .  .0)  als  aach  $,  (0, .  .  .0)  Null, 
so  denke  man  ^^  und  ^^  zanäcbgt  von  gemeinsamen  Theilern 
^o(^>*  •  'Q  befreit,  stelle  Ä(y,  o:,,. .  .arn)  durch 

dar,  und  nenne  S  an  der  Stelle  (a^  . . .  o»,  6)  im  Falle 
%'{0,. .  .0)  ^  0  und  ?ß/(0,. .  .0)  von  Null  verschieden  oder 
Null  ist  endlich  oder  unendlich,  und  wenn  Zähler  und  Nenner 
für  /,  =  . .  .=^„  =  0  verschwinden,  unbestimmt  und  zwar  von 
der  fxten  Ordnung  falls  die  Entwicklung  von  $/  mit  Gliedern 
ftter  Dimension  beginnt 

Man  kann  nun  zeigen,  dass  die  rationale  Function 

C  =  Ä(y,  a?j,...a:n) 

einer  Gleichung  mten  Grades  genfigt,  deren  OoSfficienten  ratio- 
nale Functionen  von  x^y . .  ,Xn  sind. 

Zum  Beweise  beachte  man  einerseits,  dass  man  jede  ratio- 
nale Function  ^  als  homogene  lineare  Function  von  m  rationalen 
Functionen: 

C^  =  -3r^,o+-^(^My+  •  •  •  +-^H^.  m-i  ff'"-^  (fx  =  1,  2,. .  .m) 

ausdrucken  kann,  wenn  sie  nur  so  gewählt  sind,  dass  die  Deter- 
minante 

/   de  ^uo  '^i  * '  "^^t  «— 1 

nicht  identisch  verschwindet,  oder  keine  Identität  der  Form 

besteht,  ausser  wenn  die  rationalen  Functionen  Z^ .  .  .  Z«  von 
x^y...  Xn  sämmtKch  verschwinden.  Ist  aber  nunmehr 

so  bilde  man  die  Producte: 


816 
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and  folgere  ans  der  Existenz  dieser  Relationen  das  Bestehen  der 
Gleichnng: 


Ml 


iwi 


5^,» 


'»« 


*mj  %     •  .  •  .  Xm,  m       S 


=0 


die  wir  kürzer  in  der  Form  schreiben: 

C(f,a?„. .  .a?„)  =  C~+iäi  C""^+ +4»  =  0. 

Anderseits  erhält  man  diese  Gleichnng,  wenn   man  das 
Product 


y\(Ji  —  Riy^^\x,...a^J) 


in  welchem  y(«*)  die  fttr  ein  Werthesystem  d?j,.  .  .Xn  ans  der 
Gleichnng  F  =  0  hervorgehenden  y-Werthe  bezeichnen,  aus- 
werthet,  dann  die  symmetrischen  Fnnctionen  der  Lösnngen  y 
dnrch  rationale  Fnnctionen  der  x  darstellt  nnd  das  Resultat  von 
der  Form: 


(5,C"+i»iC'»-^- 


1  _B{^,x^,..,Xn) 


gleich  Null  setzt,  wo  Übrigens  der  CoefGcient  von  C"  offenbar 
gleich  h(x^,, .  .ar»)  sein  wird,  womach  man  yoranssetzen  kann, 
dass  die  Go6fficienten  der  C-Potenzen  in  H  keinen  gemeinsamen 
Theiler  besitzen. 

Es  lässt  sich  nnn  zeigen,  dass  G  oder  hier  J7eine  irrednctible 
Function  oder  die  Potenz  einer  solchen  ist. 

Es  sei  H  in  das  Product  verschiedener  irreductibler  ganzer 
Functionen  iTj,  H^,. .  .Er  zerlegbar,  dann  ist  zunächst  ersichtlich, 
dass  jede  Function 

J5rp(Ä(y,a?j,.  .  .Xn),  a?!,.  .  .Xn)       (f  =  1,  2,.  .  .v) 

durch  F  theilbar  sein  muss.  In  der  That,  bedeutet  (aK®))  eine 
Stelle,  die  weder  Nullstelle  von  A(a?i,. .  .Xn),  noch  Nnllstelle  des 
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CoSfficienten  von  'f  in  F,  noch  Nnllstelle  der  Discriminante 
l>{x^y. .  .0?«)  von  F  =  0  ist,  so  gehören  zu  jeder  Stelle  {aT)  einer 
gewissen  Umgebung  von  (a?W)  endliche  Wurzeln  C  der  Glei- 
chungen 

ffpZuO     (p  =  l,  2...r) 

und  jeder  Wurzel  C'  mnss  man  eine  Wurzel  ^  der  Gleichung 
F(y,  or^^,  . .  .d?;!)  =  ()  so  zuordnen  können,  dass 

wird,  denn  andernfalls  könnte  das  obige  Product  nicht  ver- 
schwinden. Daher  hat  jede  der  Functionen  R^  für  jede  Stelle 
einer  Umgebung  von  (oK^))  eine  Wurzel  mit  F  gemein  und  ist 
durch  F  theilbar. 

Wenn  somit  jede  der  Functionen  J7p  für  alle  Wurzeln  der  Glei- 
chung F{y^^'j . .  .a?„)  verschwindet,  folgt,  dass  irgend  zwei  der  irre- 
ductiblen  Functionen  von  JTp  ftlr  jede  Stelle (d/)  eine  gemeinsame 
Wurzel  C  besitzen  und  desshalb  durch  einander  theilbar  sind,  so 
dass  sie  bis  auf  einen  blos  von  den  Yariabeln  x  abhängigen 
Factor  ttber einstimmen.  Da  aber  E  keinen  solchen  Factor  haben 
kann,  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  h  zugleich  mit  H 
reductibel  sein  wird,  die  Gleichung 

fi«-^"''.'-'-«=(-T^^)' 

|issl 

m 

WO  wieder  Ap  der  Coöfficient  von  i;'  in  i7p  ist. 

Wenn  wir  bei  dem  Beweise  der  Einfachheit  halber  von  einer 
einfachen  endlichen  Stelle  (ar(^))  ausgegangen  sind,  hat  das  gar 
nichts  auf  sich  und  bei  dem  Übergang  zu  einer  der  ausgeschlos- 
senen Stellen,  wird  man  gewiss  auch  die  Gleichung 

erfUlt  finden. 

Ist  (wie  bei  jeder  Primzahlordnung  m)  rzzl  und  somit  schon 
H  irreductibel,  so  kann  man  die  Functionen 
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and  folgere  ans  der  Existenz 
Gleichung: 


Ml 


?;+  .-i^.?-=<i 


i4 


iaam  wenn 


■*n6n- 


■*mi  -»m; 


die  wir  kürzer  in  der  Form  sei 
Anderseits   erhält  man  d 


ÄVBiaHdim  Fmdion  C 


Product 


n(^-^(» 


eiadmngeii 


in  welchem  ^^)  die  fttr  ein  W 
Gleichung  F  =:  0  hervorgehend^ 
werthet;  dann  die  symmetrischi  ^ 
dnrch  rationale  Functionen  der  i. . 
der  Form: 

gleich  Null  setzt,  wo  übrigens  de: 
gleich  h{x^j, .  .a?„)  sein  wird,  worn 
dass  die  CoSfficienten  der  C-Potenz 
Theiler  besitzen.  «mw.« 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  H.ftiii  riT 
Function  oder  die  Potenz  einer  8olcj^^-jgj^\5^. 

Es  sei  H  in  das  Product  verseif  ' 
Functionen  IT^  H^,. .  .Hr  zerlegbar, 
dass  jede  Function 

durch  F  theilbar  sein  muss.  In  der 
Stelle,  die  weder  Nullstelle  von  h{x^ , 


^L»...«) 


i>^A> 
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Stern  nicht  zusammengehöriger  Lösungen  der 
■  verschwinden  muss^  aber  für  eine  Combi* 
en,  welche  auch  die  Gleichungen 


*jf' 


'  ucki 


•nelidcrGki* 


>A\m  aad,to 

FutoT  habeü 
i : -jiiäcb  mit  H 


X. 


*m 


ttaJWr  TOD  eV^'^^ 

^  HC.  \iÄ  Am^  «^*' 

Off 


X*  ••"' 


.- :  TDiC  1^  »tU'/-^ 


:Vt.'V 


'8fli\  (^H^   —  1 


ösungen  (a?j, . .  .a?„)  der  Gleichungen 
•  nicht  mehr,  da  eine  jüL-fache  Lösung 
ISS  die  Entwicklung  der  Punctional- 


ff| 


8Ä. 

8a« 


on  beginnt. 

le  Bestimmung  vonA  einzugehen^ 

•  Aufgabe,  dem  Werthesystem 

m  Lösungssysteme   (a?J,...a?^) 

len  Gebildes  zuzuordnen. 

'estens  ein  y  Werth  y*  zu,  für 

a:[ . .  .a?n)  zu  0  besteht,  son- 

.a?„0  =  0 

lle  irredactibel  sind,  kann 
Function    von    a?,,...a?^, 
1  einer  Stelle  (^{  .  .  .  f^ 
ebildes. 


(«v) 


a?, 


!?• 


•*»))■ 


/, 
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zur  Darstellung  jeder  rationalen  Fanetion  bentttEen;  denn  wenn 
zwischen  denselben  eine  Gleichnng 

bestünde,  könnte  y  nicht  einer  irrednctiblen  Gleichnng  mten  Gra- 
des genfigen. 

§.4. 
Wir  betrachten  nunmehr  statt  einer  rationalen  Function  C 
ein  System  von  n  rationalen  Functionen 

das  gegenfiber  dem  Gebilde  nter  Stufe  dieselbe  wichtige  Bolle 
spielt,  wie  eine  dem  Gebilde  erster  Stufe  zugeordnete  rationale 
Function. 

Heissen  die  zu  den  Functionen  ^v  gehörigen  Gleichungen 
mten  Grades  in  ?v 

^i^^^  ^i;-  •  -^n)  =  0  (v  m  1,  2.  .  .n) 

zunächst  alle  irreductibel,  so  gehört  zu  festen  Werthen  des 
Functionensystems  (§[,..  .Ci)  im  Allgemeinen  eine  endliche  An- 
zahl verschiedener  Stellen  (a?{,. .  .ari).  Die  durch  die  Worte  „im 
Allgemeinen^  bezeichnete  Beschränkung  will  sagen,  dass  es 
auch  Stellen  (1^,. .  .^^  geben  kann,  denen  unendlich  viele  Stellen 
(o/)  zuzuordnen  sind,  die  eine  2(n  —  v)-fach  ausgedehnte  Man- 
nigfaltigkeit in  dem  2nfach  ausgedehnten  Gebiete  der  n  comple- 
xen  Variabein  x  bilden. 

Die  im  Allgemeinen  auftretende  endliche  Anzahl  vonStellen 
{af)  suche  man  aus  den  Eliminationsgleichungen 

die  in  x^  vom  Grade  m^  m^. ,  .mn  sind,  wenn  die  Ordnung  der 
Gleichungen  £ry(Cv,  äTj,.  .  .a?»)  =  0  ndt  m^  bezeichnet  wird. 
Gibt  man  K^  die  Form 

"^1       1    •    •  •  •  •■  vn  ""n> 

WO  die  Grössen  Pv|i  ganze  rationale  Functionen  von  x^,...x»f 
^[f ^n   bezeichnen,   so   sieht   man   dass   die  Determinante 


'w 
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fUr  ein  einfaches  System  nicht  zusammengehöriger  Lösungen  der 
Gleichungen  JTy  =  0  verschwinden  muss,  aber  für  eine  Combi* 
nation  dieser  Lösungen,  welche  auch  die  Gleichungen 


^v(S,  a?j,.,.a?„)=:0 


erftUlen, 


V8a?,/  *  *  *  \dxj 


•wird.  Im  Falle  vielfacher  Lösungen  (ar, , . .  .af„)  der  Gleichungen 
IT,  :=  0  ^It  diese  Beziehung  nicht  mehr,  da  eine  ft-facbe  LOsung 
dadurch  charakterisirt  ist,  dass  die  Entwicklung  der  Pnnctional- 
determinante 


1- 


8^ 


8^ 

8av 


mit  Gliedern  (/i — l)ter  Dimension  beginnt. 

Ohne  in  diesem  Falle  auf  die  Bestimmung  vonA  einzugehen, 
wenden  wir  uns  gleich  zu  der  Aufgabe,  dem  Werthesystem 
|{, . .  .|i  mit  Hilfe  der  gefundenen  Lösungssysteme  (a?J,. .  .a?,J) 
Stellen  des  gegebenen  algebraischen  Gebildes  zuzuordnen. 

Jeder  Stelle  {af)  gehört  mindestens  ein  y  Werth  y'  zu,  für 
den  nicht  allein  die  Gleichung  F{j/j  a?( . .  .ari)  =  0  besteht,  son- 
dern auch  die  Beziehuugen 

erfüllt  sind.  Falls  die  Functionen  alle  irreductibel  sind,  kann 
man   diesen  y  Werth  als  rationale   Function    von   x^^. .  ,Xny 


4^,. .  .In  darstellen,  und  man  erhält  zu  einer  Stelle  (|( 
m| . .  .ntn  Stellen  des  algebraischen  Gebildes. 
Wenn  aber 


Ä,  «>,,..  .x:)  =  ( H.{^:^\x,,..  .x^)y^ 
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ist,  wo  e^f^-rzm  and  die  Ordnang  von  H^  in  den  Variabein  x 

-^  wird,  80  werden  nach  Bestimmung  der  zn  einem  Werthe- 

/v 

System  4^  ...  1»  gehörigen    ji' ' '       gemeinsamen  Lösungen 

M  •  •  •/» 
(x[. .  .x'f)  die  entsprechenden  y  Werthe  ans  einer  Gleichnng  des 

(J\ . .  ./;)<»»  Grades  in  y: 

E{yjX^^...Xny  f,,...4«)  =0 

hervorgehen,  deren  Coöfficienten  rationale  Functionen  der 
Grössen  ar^ , . .  .or»,  Ci;. .  -C»  sind  nnd  man  findet  daher  wiederum 
ntj . .  .Hin  zu  dem  Werthesystem  (§[,..  .^n)  gehörige  Stellen  des 
Gebildes. 

Man  nennt  diese  Anzahl  von  Stellen,  welche  besagt,  wie 
oft  das  System  rationaler  Functionen  B^y...Rn  des  Werthe- 
systems  ^(. .  .|„  annimmt,  den  Grad  des  Functionensystems. 

Man  kann  den  zweiten  Fall  auf  den  ersten  zurückfuhren 
wenn  man  die  n  Constanten  der  folgenden  Substitution 

80  wählt,  dass  die  Stellen 

[»  =  1,  2,.  .  .  ^^l^,A=  1,2,.  ..(/;.. ./;)] 

verschieden  ausfallen,  denn  dann  sind  offenbar  in  den  neuen 
Variabein  die  zu  dem  durch  die  Gleichung 

FQc^  —  Cj  y,. . .     Xn  —  Cny,  y)  =  *(^t>-  •  -^«^  V)  =  ^ 
definirten  Gebilde  und  den  rationalen  Functionen 

gehörigen  Gleichungen  B^=0  irreductibel. 

§.  5. 
Stellt  man  jetzt  neben  das  Functionensystem 
?,  =  R,{y,x^, . . .  J?„)     (v  =  1,  2, .  • .  n) 
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deg  iVten  Grades  noch  eine  (n+l)*«  Function 

80  entsprechen  einer  Stelle  (§|,. . .  ^)  im  Allgemeinen  i\r- Stellen 
des  algebraischen  Gebildes  nnd  i^-Werthe  13. 

Drückt  man  y  wie  oben  rational  dorch  ^i^  • . .  a?»^  4^;. .  •  4n 
aas  nnd  eliminirt  aus  den  n  irrednctiblen  Gleichungen] 

Ä(fv,  a?i, . . .  ÄTn)  =  0    (v  =  1,  2,  . . .  n) 

und  der  Gleichung 

ri—ün+lit/fO^U  .  .  .  ^n)  =  >7— Ä»+l  (^1  ,  •  •  •  ^h>Ci  , .  .  .  f ,»)  =  0 

die  Variabein  or^,.  .  .o^n;  indem  man  nach  Auswerthung  des 
Productes 

IT 

die  elementarsymmetrischen  Functionen  der  Gleichungen  JE,  =  0 
einftthrty  so  erhält  man  eine  algebraische  Gleichung 

die  in  v?  vom  N^t^  Grade  ist^  und  zwar  mrd  auch  hier  4>  eine 
irreductible  Function  oder  die  ganzzahlige  Potenz  einer  solchen. 
Im  ersten  Falle  kann  man  umgekehrt  x^y . . .  Xn  und  y  rational 
durch  ||9 . .  .Iny  >7  darstellen y  denn  die  Gleichungen 

*(>,,?,,...  4n)=:0 
entsprechen  den  früheren 

F(y,a?„  ...Xn)  =  0. 

Man  nennt  die  durch  die  Gleichungen  F=0  und  4>  =  0 
definirten  Gebilde  ineinander  transformirbar. 

Im  Allgemeinen  entspricht  jeder  Stelle  des  einen  Gebildes 
F  eine  Stelle  des  zweiten  <I>  und  umgekehrt,  aber  es  kann  sehr 
wohl  eintreten^  dass  für  einzelne  einfache  oder  mehrfache  Stellen 
oder  2(n — v)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  von  Stellen 
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des  einen  Gebildes  die  zugehörigen  Stellen  des  zwdten  höhere 
Mannigfaltigkeiten  constitniren.  ^  Ist  (y(^y  ...«si)  eine  Stelle^  an 
welcher  S^,. .  .Rn^Rn-j-i  nnbestimmt  werden ;  so  mnss  man  zur 
Ermittlung  der  entsprechenden  Stellen  von  <I>  das  Werthesystem 
(y,a?,, . . .  0?»)  der  Stelle  (t/{a/^, . . .  x^  nähern  und  bei  dem 
Grenzübergang  ergeben  sich  die  verlangten  Mannigfaltigkeiten. 
Dabei  wird  man  am  besten  die  Darstellung  des  Gebildes  F  in 
der  Umgebung  von  (y( s[. . .  xl)in  der  Form 

OTv— a?v  =  $v(6Tj  ,  .  .  .    €T„)       (V  =  1,  .  .  .   n) 

y-y' =  *n+i(eT„  . .  .  er«) 

benutzen;  wo  e  eine  unbestinunte  Constante  ist,  die  man  sehliess- 
lich  nach  Null  convergiren  lässt. 

Eine  wichtige  Untersuchung  betreffs  des  irreductiblen  alge- 
braischen Gebildes  bleibt  noch  ttbrig,  nämlich  die,  ob  denu  y 
eine  monogene  analytische  Function  der  Grössen  arj,. . . 
Xn  ist,  oder  ob  das  Gebilde  monogen  ist. 

Der  Beweis  hieftlr  wird  sich  offenbar  führen  lassen,  wenn 
das  Gebilde  in  die  Umgebung  einer  Stelle  (y{a?(,.  ..a?i)  durch 
ein  einziges  „Functionenelement^  darstellbar  ist,  denn  dann 
wird  man  den  Zusammenhang  zweier  Elemente  um  die  einfachen 
Stellen  (a[. .  ,a'ny  V)  und  {af[. . » afi,  b")  dadurch  finden,  dass  man 
diese  Elemente  in  dem  (2n)-fach  ausgedehnten  Gebiete  einfacher 
Stellen  nach  zwei  Stellen  («(...  «i,  b)  und  (a^',. . .  «2,  *'0  ^^^ 
setzt,  die  in  der  genannten  Umgebung  von  (yj,  a?{, . . .  ari)  liegen. 

Wenn  das  vorgegebene  Gebilde  F  keine  solch  ausgezeich- 
nete Stelle  (^p x[y .  > .  x!)  besitzt,  muss  man  trachten,  F  in  ein 
Gebilde  *  zu  transformiren,  welches  die  verlangte  Eigenthttm- 
lichkeit  hat,  und  wenn  («(, . . .  «i,  f>')  und  (a'/, . . .  ö/^  ß")  die 
(a{,  . . .  a^,  b')y  (af(y, . .  a'Ji,  V')  entsprechenden  Stellen  von  *  sind, 
so  hängen  die  Elemente  um  diese  Stellen  gewiss  zusammen,  also 
auch  die  um  die  Stellen  von  F  giltigen  Elemente. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  das  Gebilde  ^(-nW^  ^ , . . .  |»)=i:0 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (oo,. .  .oo)  durch  ein  einziges  Ele- 
ment darstellbar  ist ,  so  lautet  die  Aufgabe  im  Besonderen  fol- 
gendermassen:  Es  ist  ein  System  rationaler  Function  JVlen  Grades 


1  Vergl.  Nöther,  Mathem.  Annalen.  Bd.  II. 
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?v  =  Ä.(»i^i,. .  .<a^n)     (v  z=  1, . . .  n) 
ausfindig  zn  machen,  welches  an  einer  Stelle  Qc[y . . .  ^,y)  von 
der  iV^en  Ordnung  unendlich  wird,  nnd  diesem  System  hat  man 
eine  weitere  Function 

80  zuzugesellen,  dass  -n  an  der  Stelle  (^;.**^y20  von  der 
(i\r+ 1)^61^  Ordnung  unendlich  wird,  denn  dann  ist  n  als  Function 
von  ?, , . , .  ^  betrachtet  in  der  Umgebung  von  (oo,. .  .oo)  durch 
ein  Element  darstellbar. 

Die  Schwierigkeit  liegt  nunmehr  in  der  Construction  eines 
Functionensystems  Ci,.-.ln,  welches  an  vorgegebenen  Stellen 
unendlich  wird,  wobei  wir  die  Vielfachheit  einer  regulären  Stelle 
|( . . .  li  nach  der  Darstellung  von  i, — S  in  der  Form 

?.-i;z=?ßW(/,,...g   ($w(o,...o)  =  o) 

fji-fach  nennen,  wenn  die  Functionaldeterminante  der  Reihen  $("") 
mit  Gliedern  (jui — l)ter  Dimension  beginnt,  und  eine  ausserwe- 
sentlich  singulare  Stelle  jxter  Ordnung,  wo  ?i, . . .  li»  nnendlich 
werden,  diejenige  genannt  wird,  an  welcher  bei  der  Darstellung 

die  Functionaldeterminante  der  ^W  auch  wieder  mit  Gliedern 
(jUL — l)ter  Dimension  beginnt.  Daneben  kann  das  System  der 
^-Functionen  i,  die  Darstellungsform 

haben,  wo  ^^^  und  $^')  an  der  Stelle  (t)  •=.  (0)  verschwinden,  ohne 
dass  ein  dem  Zähler  und  Nenner  gemeinsamer  Factor  daselbst 
Null  ist.  Auch  hier  benennen  wir  die  Ordnung  der  ausserwesent- 
lich  singulären  Stelle,  an  der  1^ , . . .  4  unbestimmt  werden,  nach 
der  um  Eins  vermehrten  geringsten  Dimensionszahl  der  Ent- 
wicklung der  Functionaldeterminante  der  Nenner  '^^\ 

Handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  von  n  rationalen  Func- 
tionen Av;  die  an  einer  bestimmten  Anzahl  vorgegebener  Stellen 
des  Gebildes  F  von  bestimmter  Ordnung  unendlich  werden,  so 
ist  im  Vorhinein  ersichtlich,  dass  man  die  genannte  Anzahl  nicht 

SlUb.  d.  mathem.  naturw.  Ol.  XCY.  Bd.  II.  Abtb.  55 
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ganz  willkfirlich  wählen  kann,  denn  wenn  wir  z.  B.  annehmen, 
dassesein  System  von  Fanctionen  ^^,...^  gibt,  welches  an 
einer  einzigen  Stelle  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird, 
auf  dass  das  System  den  Grad  Eins  besitzt;  so  werden  die  Glei- 
chungen ^v  =  0  nur  vom  ersten  Grade  und  man  kann 
^19"  '^nfV  als  rationale  Functionen  der  n  Parameter  ?,,-..?« 
ausdrücken^  was  jedenfalls  eine  Eigenthümlichkeit  des  ursprüng- 
lichen Gebildes  inyolvirt^  die  wir  im  allgemeinen  nicht  festsetzen 
können.  Man  muss  vielmehr  zeigen,  dass  für  den  Grad  eine 
untere  Grenze  p+1  existirt;  dadurch  definirt,  dass  man  wohl  n 
rationale  Functionen  B^,. .  .R^  angeben  kann,  welche  an  p  von 
einander  verschiedenen  regulären  Stellen 

und  ausserdem  an  einer  Stelle  (a?{. .  .a?i,  y^j  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  werden,  dass  aber  kein  System  angebbar  ist, 
welches  nur  an  den  p  Stellen  (af^. .  .aW,  *(«))  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  wird. 

Man  nennt  p  den  Bang  des  gegebenen  Gebildes  und  es  ist 
klar,  dass  dieser  für  alle  Individuen  der  Olasse  von  ineinander 
eindeutig  transformirbaren  Gebilden  derselbe  ist. 

Die  Theorie  des  zu  einem  gegebenen  Gebilde  gehörigen 
Systems  rationaler  Functionen  von  bestimmtem  Grade  habe  ich 
allgemein  noch  nicht  ausführen  können.  Da  ich  glaube,  dieUnter- 
suchung  der  zu  einem  besonderen  Gebilde  gehörigen  Functionen 
mit  vorgegebenen  ünendlichkeitsstellen  an  dieser  Stelle  nicht 
anknüpfen  zu  sollen,  schliesse  ich  hiermit. 
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Über  eine  neue  Synthese  und  die  Constitution  der 

Harnsäure. 

Von  J.  Horbaciewski. 

(Vorgelegt  In  der  Sitzung  an  31.  Mirz  1887.) 

Die  von  mir  vor  einiger  Zeit  mitgetheilte  Synthese  der  Harn- 
säure ^  ans  GlycocoU  und  Harnstoff  gestattet  keinen  sicheren 
Schluss  auf  die  Constitution  derselben  und  kann  auf  verschie- 
dene Weise  aufgefasst  werden.  Beim  näheren  Studium  dieser 
Keaction  wurden  zwar  Besultnte  erhalten^  die  einen  Schluss  auf 
die  Constitution  der  Harnsäure  erlauben  —  es  wurden  aber 
gleichzeitig  auch  noch  andere  Reactionen  studirt,  die  eine  Auf- 
klärung ttber  dieselbe  zu  geben  versprachen. 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Medicus'sche  Harnsäure- 
Formel  richtig  ist,  da  dieselbe  allen  bis  jetzt  bekannten  That- 
sachen  allein  entspricht,  wurde  versucht,  eine  Verbindung  von 
der  Medicus'schen  Formel  zu  erhalten.  Zu  diesem  Zwecke 
wurde  zunächst  Tribromacrylsäure  (CBr,  =  CBr  —  COOH)  mit 
Harnstoff  geschmolzen. 

Obzwar  diese  Reaction  das  gewünschte  Resultat  zu  liefern 
versprach,  wurde  dieselbe  schliesslich  doch  aufgegeben,  weil 
die  Darstellung  einer  grösseren  Menge  von  Tribromacrylsäure 
nicht  nur  kostspielig,  sondern  ausserordentlich  mühsam,  lang- 
wierig und  beschwerlich  ist. 

Es  wurde  aus  diesem  Grunde  die  Tribromacrylsäure  durch 
Trichlormilschsäureamid  (CI3— CHOH— CONH,)  ersetzt,  welches 
auch  in  grosser  Menge  ziemlich  leicht  erhältlich  ist  und  voraus- 
sichtlich zu  demselben  Resultate  ftlhren  konnte.  Dabei  wurde 
auch  thatsächlich  ein  positives  Resultat  erzielt,  welches  ich  mir 
im  Folgenden  mitzutheilen  erlaube. 


1  Diese  Sitzungsber.  Bd.  86.  II.  Abth.  Nov.-Heft. 
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Die  Darstellung  des  Trichlormilchsäureamids  geschah  genau 
nach  der  Vorschrift  von  Pinner  und  Fuchs,  *  die  diese  Ver- 
bindung schon  vor  längerer  Zeit  darstellten.  Es  wurde  ans 
Chloralhydrat  und  Blausäure  das  Trichlormilchsäurenitril  darge- 
stellt und  aus  diesem  durch  Lösen  in  Eisessig  und  Vermischen 
mit  concentrirter  Schwefelsäure  das  Trichlomilchsäureamid 
erhalten. 

Der  zur  Reaction  verwendete  Harnstoff  wurde  aus  cyan- 
saurem  Ammon  bereitet. 

Wenn  man  Trichlormilchsäureamid  mit  Harnstoff  im  Verhält- 
niss  von  1  Molekül  zu  2  Molekülen  (circa  10  Theile  auf  6  Theile) 
vorsichtig  zum  Schmelzen  bringt,  so  tritt  bald  eine  heftige  Beac- 
tion  unter  starker  Gasentwicklung  ein,  die  sich  ohne  weiteres 
Erwärmen  steigert.  Die  Masse  färbt  sich  immer  dunkler  und 
wird  schliesslich  unter  theilweiser  Verkohlung  schwarzbraun 
und  fest 

Um  diese  viel  zu  intensive  und  daher  unbrauchbare  Reaction 
zu  massigen,  vermischt  man  1  Theil  Trichlormilchsäureamid  mit 
mindestens  10  Theilen  Harnstoff  und  nimmt  das  Schmelzen  in 
kleinen  Partien  zu  O'l — 0*2  Grm.  Trichlormilchsäureamid  mit 
1 — 2  Grm.  Harnstoff  am  besten  in  Eprouvetten  vor.  Die  in  der 
angedeuteten  Weise  beschickten  Eprouvetten  werden  vorsichtig 
an  einem  kleinen  Flämmchen  des  Bunsen'schen  Brenners 
erwäimt.  Das  Gemisch  schmilzt  und  färbt  sich  bald  unter  Gas- 
entwicklung gelb.  Man  erwärmt  weiter  so  lange,  bis  die 
geschmolzene  Masse  unter  reichlicher  Gasentwicklnng  dick- 
flüssig, dann  trübe,  und  schliesslich  fast  ganz  fest  wird.  Nach 
dem  Erkalten  erhält  man  eine  bräunlichgelb  gefärbte  Schmelze, 
die,  wenn  noch  mehr  Harnstoff  angewendet  wurde,  nur  sehr 
wenig  gelb  gefärbt  ist.  Sie  enthält  neben  anderen  Prodncten 
Harnsäure.  Wenn  man  diese  Schmelze  in  etwas  Lauge  löst  und 
einen  Tropfen  dieser  Lösung  mit  Salpetersäure  verdampft,  so 
erhält  man  eine  schöne  Murexidreaction. 

Die  Isolirung  und  Reindarstellung  der  Harnsäure  geschah 
folgendermassen:  Die  Lösung  der  Schmelze  in  Lauge  wurde  mit 
Wasser  stark  verdünnt,  mit  Salmiak  übersättigt  und  mit  über- 


1  Berl.  Ber.  X,  p.  1061. 
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schUssigem  Ammoniak  versetzt.  (Ein  sehr  grosser  Uberschnss 
von  Ammoniak  ist  zu  vermeiden.)  Diese  ammoniakalische 
Lösung  warde  mit  einem  Gemische  von  ammoniakalischer  Silber- 
lösung  und  Magnesiamixtur  gefällt^  wobei  sich  ein  reichlicher 
gelatinöser  Niederschlag  bildete.  (Wenn  eine  ungenügende 
Ammoniakmenge  zugesetzt  wird,  so  entsteht  nebenbei  ein  kör- 
niger Niederschlag  von  cyaniirsaurem  Salz,  was  durch  entspre- 
chenden Zusatz  von  Ammoniak  von  vomeher  zu  vermeiden  ist, 
da  sich  diese  letztere  Verbindung  im  l^berschttssigen  Ammoniak 
löst.) 

Nach  einigen  Stunden  setzt  sich  der  Niederschlag  ab.  Die 
klare  Flüssigkeit  wird  abgegossen,  der  Niederschlag  aufs  Filtrum 
gebracht,  mit  wenig  ammoniakhältigem  Wasser  ausgewaschen, 
in  eine  Porcellanschale  gebracht,  mit  heissem  Wasser  und 
genügender  Menge  einer  Lösung  von  reinem  (salpeterfreiem) 
Schwefelnatrium  oder  Schwefelkalium  Übergossen  und  erwärmt, 
bis  eine  vollständige  Zersetzung  und  Abscheidung  von  Schwefel- 
silber erfolgt.  Das  Filtrat  vom  Schwefelsilber  wird  mit  heissem 
Wasser  verdünnt  und  mit  Salzsäure  angesäuert.  Der  sich  ab- 
ficbeidende  flockige  Niederschlag,  der  stark  braun  gefärbt  ist 
und  nur  wenig  Harnsäure  enthält,  da  dieselbe  in  diesem  Zu- 
stande der  Keinheit  noch  ziemlich  leicht  in  heissem  Wasser  lös- 
lich ist,  wird  sofort  abfiltrirt,  mit  warmem  Wasser  ausgewaschen 
und  auf  diese  Weise  die  Hauptmasse  brauner,  amorpher  Körper 
ans  der  Hamsäurelösung  entfernt.  Die  sauere  Lösung,  die  nun 
gewöhnlich  nur  noch  wenig  gelb  gefärbt  ist,  wird  durch  Durch- 
leiten von  Luft  vom  Schwefelwasserstoff  befreit,  dann  mit  Am- 
moniak übersättigt  und  wieder  mit  ammoniakalischer  Silber- 
lösnng  und  Magnesiamixtur  ausgefüllt.  Der  entstehende  Nieder- 
schlag wird  wieder  mit  Schwefelnatrium  behandelt  und  die  vom 
Schwefelsilber  abfiltrirte  Lösung  mit  Salzsäure  angesäuert.  Wenn 
der  herausfallende  Niederschlag  noch  stärker  gefärbt  ist,  so 
wiederholt  man  die  Operation  der  Füllung  der  zuvor  mit  Wasser 
verdünnten  Flüssigkeit  mit  ammoniakalischer  Silberlösung  und 
Magnesiamixtur  noch  einmal,  bis  der  im  Filtrat  von  Schwefel- 
silber durch  Salzsäure  erzeugte  Niederschlag  nur  noch  schwach 
gelblich  gefärbt  ist.  Derselbe  ist  sofort  nach  der  Fällung  flockig, 
wird  aber  nach  einigem  Stehen  krystallinisch,  indem  sich  die  für 
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diö  HarnsSure   charakteristischen  Erystalle  ausscheideD.  Die- 
selben sind  aber,  auch  wenn  der  flockige  Niederschlag  nur  wenig 
gelb  gefärbt  war,  noch  immer  stark  gelbbraun  gefärbt  und  mit 
amorphen  Körpern  vermischt.  Die  Entfernung  dieser  Verunreini- 
gungen   kann    nur    durch    Behandlung    mit   Natriumamalgam 
bewerkstelligt  werden.  Man  filtrirt  den  Niederschlag  ab,  wäscht 
mit  Wasser,  Alkohol,  Äther,    Schwefelkohlenstoff  und  diesen 
letzteren    abermals  mit    Äther   aus,    trocknet;    suspendirt  im 
Wasser    und  gibt   Natriumamalgam,  bis  vollständige   Lösung 
erfolgt.    Die    nun    resnltirende    filtrirte    Lösung    ist    gewöhn- 
lich nur  sehr  wenig  gefärbt  und  nach  dem  Ansäuern  derselben 
mit  Salzsäure  fällt  die  Harnsäure  fast  ganz  farblos  und  wird  bald 
krystallinisch.  Sollte  dieselbe  noch  nicht  ganz  rein  sein,  so  löst 
man  den  Niederschlag  in  concentriner  Schwefelsäure  und  fällt 
diese  Lösung  mit  Wasser.  Die  auf  diese  Weise  gereinigte  Harn- 
säure ist,  wenn  richtig  gearbeitet  wurde,  vollkommen  rein  und 
zeigt  alle  Eigenschaften  der  im  Thierleibe  gebildeten  Harnsäure, 
Sie  ist  unlöslich  im  Wasser  and  Säuren,  leicht  löslich  in  Kali- 
und  Natronlauge,  wird  ans  diesen  Lösungen  durch  Säure  nieder- 
geschlagen, wenig  löslich  im  Ammoniak,  unlöslich  in  Alkohol 
und  Äther.  Aus  der  eben  angegebenen  Reinigungsmethode  geht 
hervor,  dass  sie  sich  auch  in  dieser  Hinsicht  wie  die  nattlrliche 
Harnsäure  verhält.  Sie  zeigt  femer  Murexidreaction  und  reducirt 
alkalische  Eupferlösung  und  Silberlösung. 

Bei  der  Elementaranalyse  der  bei  105—110**  C.  getrock- 
neten Substanz  wurden  folgende  Zahlen  erhalten : 

1.  0-1031  Grm.  Substanz  gaben  29  0  Ccm.  Stickstoff^ 
gemessen  bei  6  •  5°  C.  und  739  Mm.  Barometerstand  =  33  •  24pCt» 
Stickstoff; 

2.  0-1608  Grm.  Substanz  gaben  0-0420  Grm.  Wasser^ 
entsprechend  0- 00466  Grm.  Wasserstoff  =  2-89  pCt.  und 
0-2100  Grm.  Kohlensäure,  entsprechend  0-0673  Grm.  Kohlen- 
stoff =  35-63  pCt. 

Berechnet  für 
^^^CjHtNtO,  ^^^unden 

"C Sb^lTpCt  35-63  pCt. 

H....   2-39    „  2-89    ^ 

N 33-33    „  33-24    „ 
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Was  die  Ausbeute  anbelaugt,  so  beträgt  dieselbe  etwa  15  pCt. 
der  theoretisch  möglichen  Ausbeute. 

Die  Einwirkung  von  Harnstoff  auf  Trichlormilchsäureamid 
wurde  meines  Wissens  bis  nun  zu  nicht  untersucht.  Dagegen 
finden  sich  in  der  Literatur  Angaben  fiber  die  Einvrirkung  von 
Harnstoff  aufTrichlormilchsäure.  So  erhielt  Cech  *  aus  Trichlor- 
milchsäure  nnd  Harnstoff  eine  Verbindung;  der  er  die  Formel 
C^HgCljN^Oj  gibt,  die  aber  näher  gar  nicht  untersucht  ist. 

Pin n er*  fand  dagegen,  dass  die  Trichlormilchsäure  mit 
Harnstoff  und  wenig  Wasser  erwärmt,  sich  unter  Kohlensäure- 
und  Salzsäure-Abspaltung  zersetzt  und  schliesslich  in  Glyoxal 
übergeht,  welches  mit  dem  Harnstoff  Acetylenhamstoff  liefert 
Beim  Erwärmen  ohne  jeden  Wasserzusatz  bildete  sich  ausserdem 
wahrscheinlich  Dichlorvinylhamstoff. 

Als  ich  diese  Abhandlung  im  Original  studirte,  fand  ich  zu 
meiner  Überraschung,  dass  Pin  n  er  damals  von  denselben 
Gedanken  geleitet,  wie  ich  sie  eingangs  dargelegt  habe,  durch 
Einwirkung  von  Harnstoff  auf  Trichlormilchsäure  zur  Harnsäure 
gelangen  wollte  und  dass  dieser  Versuch  resultatlos  geblieben 
ist,  indem  Pinner  keine  Harnsäure  erhielt  Es  ist  auffallend, 
dass  sich  aus  der  Trichlormilchsäure  und  Harnstoff  keine  Harn- 
säure bildet,  während  das  Trichlormilchsäureamid  eine  solche 
liefert. 

Ich  bin  vorläufig  noch  nicht  in  der  Lage,  diese  Thatsache 
bestimmt  zu  erklären,  es  wären  aber  zwei  Möglichkeiten  nicht 
ausgeschlossen.  Vielleicht  ist  die  Amidgruppe  des  Trichlormilch- 
säureamids  fttr  die  Reaction  doch  von  Belang,  weil  dieselbe  sich 
mit  dem  Harnstoffrest  unter  Entstehung  von  Ammoniak  leichter 
abspalten  dürfte,  als  die  OH-Gruppe  des  Carboxyls  unter  Wasser- 
abscheidung.  Man  kann  sich  vorstellen,  dass  infolge  dessen  die 
Zersetznng  des  ganzen  TrichlormilchsäuremolekUls  unter  Eohlen- 
säureabspaltung  nicht  so  leicht  vor  sich  geht  und  daher  Harn- 
säure entsteht.  Ich  habe  auch  aus  diesem  Grunde  nicht  Trichlor- 
milchsäure, sondern  das  Amid  angewendet,  weil  mir  diese  Ver- 
bindung im  obigen  Sinne  reactionsffthiger  erschien. 


1  Berl.  Ber.  Bd.  XI,  p.  726. 
«  Berl.  Ber.  Bd.  XVII,  p.  1997. 
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Die  zweite  Möglichkeit,  die  mir  noch  wahrscheinlicher  nnd 
von  mehr  Belang  erscheint^  ist,  dass  die  Versnchsbedingongen 
beim  Pinner'schen  Versuche  für  die  Hamsäurebildung  vielleicht 
ungünstig  sind.  Ich  will  diese  Möglichkeit  prüfen,  da  es  möglich 
ist;  dass  sich  bei  anderen  Versachsbedingnngen  auch  aus  der 
Trichlormilchsänre  Hamsänre  bilden  wird. 

Was  den  Verlauf  der  Reaction  in  unserem  Falle  anbelangt, 
so  bildet  sich  bei  derselben  ausser  Harnsäure  eine  reichliche 
Menge  Cyanursäure/  Kohlensäure,  Ammoniak,  Salzsäure,  Wasser 
neben  anderen  nicht  weiter  untersuchten  Producten.  Obzwar  die 
Ausbeute  an  Harnsäure  bei  dieser  Reaction  nicht  sehr  gut  ist,  so 
muss  man  sich  doch  die  Entstehung  der  Harnsäure  bei  derselben 
nach  der  Gleichung: 

CaClgH^OjN         -4-         2C0N,H4  = 

Trichlormi  Ichsäur  eanüd  Harnstoff 

=  C5H^N403-hH,0+NH4Cl-h2HCl 

Harnsäure 
denken. 

Die  nicht  sehr  gute  Ausbeute  an  Hamsänre  erklärt  sich 
einerseits  damit,  dass  bei  der  hohen  Temperatur,  bei  der  die 
Reaction  verläuft,  schon  gebildete  Harnsäure  zersetzt  werden 
kann  und  andererseits  dadurch,  dass  ein  grosser  Theil  des  doch 
ziemlich  leicht  zersetzlichen  Trichlormilchsäureamids  sich  unter 
Kohlensäureabspaltung  zersetzt  und  dadurch  für  die  Hamsäure- 
bildung verloren  geht. 

Die  Reaction  wird  durch  das  folgende  Schema  veran- 
schaulicht: 


1  Die  Elementaranalyse  ergab  : 

Berechnet  für 
C3H3N3O3 

C  —  28  06  Proc.— 28-00  Proc. 
H—  2-58     „     —  2-32     „ 
N— 32-30     „     —32-55     „ 


Synthese  nnd  Constitution  der  Harnsäore. 
C0iNiä7~HlNH  CO— NH 
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HNH     HOiC 


CO 


HNjH      CliC 


Hl 


CO    =    HN— C       CO  +  H,0  + 


CO 


CliClH    NH 


HN— C  —  NH 


NH»C1  +  2HC1 

und  führt  nothwendigerweise  zn  der  zuerst  von  Medicas  ange- 
gebenen Formel,  welche  hiemit  auch  durch  einen  synthetischen 
Versuch  bestätigt  erscheint.  Demnach  mnss  die  Harnsäure  als 
Aerylsäurediureid  bezeichnet  werden. 
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Über  die  Erklärung  des  Waltenhofen'sohen  Phänomens 
der  anomalen  Magnetisirung. 

Von  Wilhelm  Peakert. 

(Aus  dem  k.  k.  elektrotechnischen  Institute  in  T^en.) 
(Vorgelegt  In  der  SItiung  am  31.  Mlrz  1887.) 

Die  oben  genannte  Erscheinung;  welche  zuerst  von  Dr. 
A.  V.  Waltenhofen*  (1863)  an  weichen  Eisenstäben  beob- 
achtet wurde,  besteht  bekanntlich  darin,  dass  unter  gewissen 
Bedingungen  ein  Eisenstab  in  einer  Magnetisirungsspirale  eine 
Polarität  annehmen  kann,  welche  der  von  der  magnetisirenden 
Wirkung  des  Stromes  herrührenden  entgegengesetzt  ist.  Diese 
Erscheinung;  welche  nur  als  das  Ergebnis  einer  secundären 
Wirkung  aufzufassen  ist,  kann  dann  eintreten,  wenn  der  magneti- 
sirende  Strom  plötzlich  unterbrochen  wird.  Bei  der  Untersuchung 
des  magnetischen  Rückstandes,  welchen  elektromagnetisirte 
Eisenmassen  nach  der  Unterbrechung  des  magnetisirenden 
Stromes  zeigen,  fand  v.  Waltenhofen,  dass  die  Grösse  dieses 
Rückstandes  wesentlich  von  der  Art  der  Unterbrechung  abhängt, 
indem  bei  allmäliger  Unterbrechung  durch  Einschaltung  von 
immer  grösseren  Widerständen  das  magnetische  Residuum  stets 
bedeutend  grösser  war  als  bei  plötzlicher  Unterbrechung  des 
Stromes.  In  dem  letzteren  Falle  war  oft  der  magnetische  Rückstand 
entgegengesetzt  dem  verschwundenen  temporären  Magnetismus 
des  Eisenstabes,  welcher  also  nach  der  Unterbrechung  einen 
Polwechsel  zeigte  und  wurde  daher  von  Dr.  A.  v.Waltenhofen 
als  eine  anomale  Magnetisirung  bezeichnet. 

V.  Waltenhofen  hat  für  diese  Erscheinung  auch  eine 
Erklärung  gegeben,  welche  als  eine  unmittelbare  Folgerung  aus 
der  Hypothese  drehbarer  Molecularmagnete  sich  ergibt  unter  der 
Annahme,  dass  die  Bewegungen  der  drehbaren  magnetischen 

1  Dr.  A.  V.  Waltenhofen:  Hher  eine  anomale  Magnetisirung  des 
Eisens.  Diese  Sitzungher.  [2]  48,  S.  564,  1863. 
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Molecttle   des  Eisens  nnr  unter  dem   Einflüsse  einer  inneren 
Reibung  stattfinden  können. 

T.  Waltenhofen  sagt  diesbezüglich:^  „Denkt man  sich  die 
Holecnlarmagnete  dnrch  eine  magnetisirende  Einwirkung  gedreht^ 
80  ist  nach  der  so  eben  ausgesprochenen  Voraussetzung  klar, 
dass  sie  bei  allmäligem  Nachlassen  und  Verschwinden  dieser 
Kraft  andere  Ruhelagen  annehmen  mllsseU;  als  bei  einem 
plötzlichen  Aufhören  derselben. 

Im  ersten  Falle  werden  die  Reibungswiderstände^  bei  der 
nnr  langsam  gestatteten  Bewegung  der  Molecttle^  den  vollständigen 
Rücktritt  in  die  arsprttnglichen  Gleichgewichtslagen  verhindern; 
im  zweiten  Falle  dagegen  wird  die  Schnelligkeit  der  rückgängigen 
Bewegung,  nach  Massgabe  der  grösseren  lebendigen  Eräfte^ 
welche  die  Molecttle  nach  plötzlicher  Aufhebung  des  Spannungs- 
zustandes erlangen^  dieselben  weiter  gegen  die  ursprünglichen 
Gleichgewichtslagen  zurückfuhren^  und  in  manchen  Fällen  sogar 
kleine  Überschreitungen  dieser  Gleichgewichtslagen  bedingen 
können.  Geschieht  das  letztere,  so  ist  auch  die  weitere  Annahme 
zulässig,  dass  eine  Anzahl  von  Molecularmagneten  jenseits  der 
überschrittenen  Gleichgewichtslagen  zurückbleiben^  und  somit 
eine  dem  aufgehobenen  elektromagnetischen  Zustande  entgegen- 
gesetzte magnetische  Femwirkung  bedingen  kann.^ 

Die  Erscheinung  der  anomalen  Magnetisirung  wurde  von 
späteren  Beobachtern  wiederholt  bestätiget,  so  von  Righi*  und 
auch  durch  Versuche  von  Bartoli  und  Alessandri,'  welche 
neuerdings  zeigten,  dass  bei  nllmäliger  Unterbrechung  des 
magnetisirenden  Stromes  dnrch  Einschaltung  immer  grösserer 
Widerstände,  wie  z.  B.  von  Säulen  von  Zinkvitriollösung,  sich  nie 
die  anomale  Magnetisirnng  zeige. 

Fromme,*  welchei  auch  ausgedehnte  diessbezügliche 
Untersuchungen  ausgeführt  hat,  welche  auch  eine  Abhängigkeit 


1  Diese  Sitznngber.  [2]  48,  S.  565. 

2  Gompt.  rend.  90,  pag.  688, 1880,  Beibl.  4,  S.  556. 

*  Bartoli  u.  Alessandri.  Naovo  Cimento  [3]  8,  pag.  16,  1880. 
Beibl.  4,  S.  788.  Hierher  gehören  auch  die  Versuche  vonDr.  Külp  über 
die  magnetische  CoSrcitivkraft.  Carl  Rep  16, 1880. 

*  Fromme,  Wiedem.  Ann.  5,  S.  345,  1878;  13,  S.  323,  1881;  18, 
S.  442, 1888. 
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des  temporären  magDetisehen  Momentes  eines  Eisenstabes  voo 
der  Art  der  Stromsehliessnng  ergeben  baben^  scbliesst  sich  der 
T.  Waltenhofen'schen  Erklärung  der  anomalen  Magnetisimng 
an,  nnd  siebt  anch  die  Oscillationen  der  magnetiscben  Molecüle 
bei  rascber  Stromändernng  als  Ursacbe  der  Erscheinung  an. 
Dagegen  hält  sie  G.  Wie  dem  an  n  für  eine  secundäre  Wirkung 
der  bei  der  Stromnnterbrechnng  auftretenden  Inductionsströme 
und  sagt:*  „Wird  der  Kreis  einer  Magnetisirungsspirale  plötzlich 
geöffnet^  so  entsteht  in  ihm  ein  Extrastrom,  der  noch  durch  die 
Abnahme  des  Momentes  des  Magnets  in  ihr  verstärkt  wird.  An 
den  Elektroden  der  Unterbrechungsstelle  sammeln  sich  freie 
Elektricitäten  mit  grosser  Dichtigkeit  an,  welche  sich  zum  Theii 
in  Funken,  zum  Theil  aber  auch  durch  die  Spirale  rückwärts 
ausgleichen  und  eventuell  zu  weiteren  Oscillationen  Veranlassung 
geben  können.  Da  nun  schwächere  magnetisirende  Kräfte  den 
durch  eine  stärkere  Kraft  erzeugten  permanenten  Magnetismus 
eines  Kernes  sehr  bedeutend  vermindern,  ja  sogar  umkehren 
können,  so  kann  dies  auch  durch  die  rttcklaufenden  Ströme  in 
der  Magnetisirungsspirale  geschehen  und  so  die  permanente 
Magnetisimng  negativ  werden.  Hierbei  brauchen  zunächst  noch 
keine  Inductionsströme  in  der  Masse  des  Kernes  mitzuwirken." 

Eine  gelegentliche  Discussion  mit  Herrn  Eegierungsrath 
V.  Walte nhofen  über  die  anomale  Magnetisimng  führte  mich 
auf  den  Gedanken,  durch  eine  experimentelle  Untersuchung 
diese  Wiedemann'sche  Erklärung  näher  zu  prüfen.  Sind  in  der 
That  die  rückläufigen  ÖARaungs-Inductionsströme  als  Ursache  der 
anomalen  Magnetisimng  anzusehen,  so  dürfte  sich  bei  einer 
experimentellen  Anordnung,  durch  welche  diese  Ströme  ver- 
hindert werden,  die  Erscheinung  nicht  zeigen,  tritt  sie  aber  trotz- 
dem ein,  so  würde  dies  zu  Gunsten  der  v.  Waltenhofen'schen 
Erklärung  sprechen. 

Bei  den  diesbezüglichen  Versuchen,  welche  zunächst 
beschrieben  werden  sollen  und  zu  denen  mir  HerrRegierungsrath 
V.  Walten hofen  dieselben  Eisencylinder,  an  welchen  er  die 
Erscheinung  zuerst  beobachtet  hat,  freundlichst  zur  Verfolgung 
stellte,  wurde  durch  Umlegen  einer  Quecksilberwippe  noch  vor 


1  G.  Wiedemann:  Elektricität  IV.,  1885,  S.  279 
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plötzlicher  Stromanterbrecbnng  die  Magnetisirnngsspirale  kurz 
geschlossen^  so  dass  also  die  oben  erwähnten  rttcUänfigen 
Öffnnngs-Indactionsströme  nicht  za  Stande  kamen. 

Ich  benutzte  bei  den  Versuchen  das  v.  Waltenhofen'sche 
Elektromagnetometer;  ^  die  Magnetisirungsspiralen  desselben, 
welche  91  Mm.  lang,  bei  30  Mm.  inneren  und  73  Mm.  äusserem 
Durchmesser,  aus  6  X  24  Lagen  eines  3  Mm.  dicken  Eupfer- 
drahtes  bestehen,  befanden  sich  in  je  gleicher  Entfernung  östlich 
beziehungsweise  westlich,  einer  genau  gearbeiteten  Bussole 
gegenüber,  und  waren  so  verbunden,  dass  bei  Durchleitung  des 
Stromes  sich  ihre  Wirkungen  auf  die  Nadel  compensirten.  Diese 
war  3  Ctm.  lang  und  mit  4*5  Ctm.  langen  Aluminiumzeigem 
versehen,  welche  auf  einer  Kreistheilung  spielten.  Die  beiden 
Eisencylinder,  mit  welchen  ich  experimentirte,  hatten  eine  Länge 
von  103  Mm.  und  28  beziehungsweise  28  *  3  Mm.  Durchmesser. 

Bei  den  Versuchen  wurde  so  vorgegangen,  dass  zunächst 
die  genaue  Compensation  der  beiden  Magnetisirungsspiralen 
auch  beim  stärksten  Strome  controlirt  wurde,  hierauf  wurde  der 
Eisencylinder  in  die  Magnetisirungsspirale  eingeführt,  der  Strom 
geschlossen  und  durch  allmälige  Ausschaltung  von  Wider- 
ständen auf  eine  gewisse  Intensität  gebracht.  Nachdem  der 
Eisencylinder  kurze  Zeit  (einige  Secunden)  der  magnetisirenden 
Wirkung  des  Stromes  ausgesetzt  war,  wurde  dieser  durch  rasches 
Umlegen  einer  Wippe  plötzlich  unterbrochen  und  noch  vor  der 
Unterbrechung  durch  einen  Nebenschluss,  bestehend  aus  einem 
kurzen  dicken  Eupferdrahte,    die    Magnetisirungsspirale    kurz 


Da  es  mir  nun,  wie  nachfolgende  Zusammenstellung  der 
Versuchsdaten  zeigt,  bei  der  beschriebenen  experimentellen 
Anordnung  wiederholt  gelungen  ist,  eine  anomale  Magnetisirung 
zu  beobachten,  scheint  mir  diese  Thatsache  für  die  Richtigkeit 
der  V.  Waltenhofen 'sehen  Erklärung  zu  sprechen.  Die  in  der 
Tabelle  enthaltenen  temporären  Momente  sind  nach  der  Formel 


■-.'f(i-^5),,„ 


1  Eine  genaue  BeschreibiiDg  des  Apparates  findet  sich  in  v.  Walten- 
hofen:  Über  das  elektromagnetische  Verhalten  des  Stahles.  Wiener  Ber. 
[2]  48,  S.  521,  1868. 
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gerechnet  Hierbei  ist  die  Horizontalintensität  £^=0*209^  die 
Entfernung  e  des  Drehpunktes  der  Nadel  von  der  Mitte  des 
Eisencylinders  ^  33  Otm.  nnd  als  Poldistanz  l  des  Kernes  nach 
F.  KohlrauBch  nnd  Hallock0*83  seiner  Länge  gesetzt 


Nr. 


4 
5 

6 

7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 


Strom- 

Btftrke 

in  Ampöre 

8-4 
8-5 
8-4 
51 
8-5 
8-5 

8-5 
8-5 
8*4 
8-5 
9-0 
9-0 
9-0 
8'5 
8-5 
12-0 


Ablenkang 


66-3 
66-2 
66*2 
55-1 
66-7 
66-7 

66-4 
67-1 
66-8 
66-3 
68-0 
67-9 
67-9 
66-9 
66-9 
73-0 


Temporäres 
magnet. 
Moment 


8267-9 
8228-9 
8228-9 
5202-6 
8427-8 
8427-3 

8307-8 
8591-9 
8468-0 
8267-9 
89880 
8938-1 
8938-1 
8508-9 
8508-9 
11871-2 


Magn. 
BQckBtand 


—0-3 
—0-4 
—0-8 
—Ol 
—0-1 
—0-3 

-0-5 
-Ol 
-0-1 
-0-1 
-0-1 
-0-1 
—0-1 
—0-1 
—Ol 
-0-1 


I 

m 


« 

»Ö 

fl 


H 


Nnr  der  Vollständigkeit  wegen  sind  in  die  Tabelle  auch 
jene  Fälle  anfgenommen,  wo  der  negative  Rückstand  blosO-1 
war;  es  soll  aber  damit  auch  diesen  Werthen  wegen  der  denselben 
anhaftenden  Unsieherheit  keine  besondere  Bedentnng  beigelegt 
werden,  da  die  anderen  Werthe  für  den  Nachweis  genügen  dürften, 
dass  anch  bei  der  beschriebenen  Anordnung  des  Versuches  eine 
anomale  Magnetisirung  eintreten  kann. 

Allerdings  wären  noch  die  in  der  Masse  des  Eisens  beim 
schnellen  Unterbrechen  des  magnetisirenden  Stromes  auftretenden 
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altemirenden  IndnctioiusstrOme  bei  der  Erklärung  der  anomalen 
Magnetisining  in  Betracht  zn  ziehen,  wie  dies  anch  6.  Wiede- 
mann^  thnt,  doch  dürfte  in  diesen,  schon  mit  Rücksicht  auf  ihre 
Dauer,  kaum  die  Ursache  der  Erscheinung  zu  suchen  sein. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  die  hier  mitgetheilten  Versuchsdaten 
jene  Werthe  aus  vielen  Versuchen  sind,  bei  welchen  sich  eben 
die  Erscheinung  zeigte;  in  den  fiberwiegend  meisten  Fällen  war 
bei  plötzlicher  Stromunterbrechung  der  Rfickstand  Null,  und  nur 
in  wenigen  Fällen  betrug  er  einige  Zehntel  Grade  in  positivem 
Sinne.  Das  Gelingen  des  Versuches  lässt  sich  nicht  im  Vorhinein 
voraussagen,  es  ist  immer  ein  mehr  oder  weniger  zufälliges,  doch 
kommt  es  hierbei,  wie  bereits  bekannt,  auf  ein  möglichst  plötz- 
liches Unterbrechen  des  Stromes  an;  auch  scheint  die  Stromstärke 
selbst  von  wesentlichem  Einflüsse  zu  sein,  da  die  Erscheinung  in 
den  meisten  Fällen  bei  derselben  Stromstärke  eintrat,  trotzdem 
ich  auch  bei  sehr  verschiedenen  anderen  Stromintensitäten 
arbeitete.  Die  mitunter  etwas  verschiedenen  temporären  Momente 
ffir  die  gleiche  magnetisirende  Stromstärke  dfirften  davon  her- 
rühren, dass  der  magnetisirende  Strom  nicht  in  allen  Fällen  in 
ganz  gleicher  Weise  seine  Maximalintensität  erreichte,  da 
bekantlich  das  temporäre  Moment  nicht  unabhängig  ist  von  der 
Art  der  Zunahme  des  magnetisirenden  Stromes. 


1  Beiblätter  5,  -S.  65,  und  G.  Wiedemann,    die  Lehre  von  der 
Elektricität,  IV.,  1886,  S.  279. 
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Über  ein  Theorem  des  Herrn  P6pin. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Gegenbanor. 

Herr  Pöpin*  hat  im  August  1880  in  den  Schriften  der 
Pariser  Akademie  folgenden  Satz  mitgetheilt: 

Die  zwei  Primzahlen  7  und  13  können  nicht  Divisoren  einer 
Summe  von  drei  Guben  sein,  ohne  eine  von  diesen  drei  Zahlen 
zu  theilen. 

Im  September  desselben  Jahres  wurde  von  Herrn  E.  Cata- 
Ion'  das  folgende  allgemeine  Theorem  aufgestellt,  welches  den 
die  Primzahl  7  betreffenden  Theil  des  Pöpin'schen  Satzes  als 
speciellen  Fall  enthält: 

Ist  p  eine  ungerade  Primzahl  und  t  eine  ungerade  Zahl  des 

/p ixten 

Intervalles  1 . .  .p — 1,  so  ist  die  Summe  der  (^-s— )      Potenzen 

von  i  ganzen  zu  p  Iheilerfremden  Zahlen  durch  p  nicht  theilbar. 

Ich  werde  nun  in  den  folgenden  Zeilen  zunächst  einen  Satz 
ableiten,  von  welchem  der  auf  die  Primzahl  13  bezügliche  Theil 
des  Pöpin'schen  Theorems  ein  specieller  Fall  ist  und  sodann  ein 
zweites  Theorem  derselben  Kategorie  aufstellen. 

Jede  reelle  Primzahl  p  von  der  Form  4/jL-f-l  lässt  sich  be- 
kanntlich nur  auf  eine  einzige  Weise  in  ein  Product  von  zwei 
conjugirten  aus  den  vierten  Einheitswurzeln  gebildeten  com- 
plexen  primären  Primzahlen  a-^bi  und  a — bi  zerlegen  und  es 


1  „Sur  diverses  tentatives  de  dömonstration  du  thöoröme  de  Fermat^ 
Extrait  d*une  lettre  du  P.  P6pin  a  M.  le  Secrötaire  perpötuel.  Comptea 
rendus,  Tome  91,  p.  366—368. 

3  „Sur  un  thöoröme  de  M.  Pöpin.^  Möm.  soc.  roy.  d.  sciences  d. 
Liöge.  n.  s6r.  T.  13,  p.  291. 
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befitebt  ferner  fttr  jede  nicht  dnrcb  p  theilbare  ganze  complexe 
Zabl  OL  von  der  Form  a-f-ri  die  Congmenz: 

a^  ^iP'    (mod.  a+it) 

wo  X  einen  der  Werthe  0,  1,  2,  3  besitzt.         , 

Sind  nnn  a^  a^,  ...  ^a^  rzup  theilerfremde  reelle  ganze 
Zahlen,  so  hat  man  die  Gongmenz: 

p=r        p-1 

V  flp  *  =a^— ajj4-(ai — «3)1     (mod.  a +  60 

p=i 

wo  Ov  die  Anzahl  jener  Potenzen  a^  *    ist,  welche  nach  dem 
Modul  a-hbi  der  Einheit  i*  congment  sind,  so  dass  also 


ist. 

Soll  nun 


sein,  so  moss 


S"*"*!  "*■*«+*!  ===*■ 


Vflp  *  =0(mod.p) 
p=i 


a^— ajj-f-(aj—  «3)1  =  0  (mod.  a-k-bt) 
und  daher  auch 

(«0— «f)*+(«i— «1)*  =  0  (mod.  p) 

sein. 

Ist  r  ungerade,  so  können  nicht  beide  Differenzen  a^  —  o^ 
nnd  «1 — «3  gleich  Null  sein  nnd  daher  ist  die  Summe  auf  der 
linken  Seite  der  letzten  Congruenz  sicher  zu  p  theilerfremd, 
wenn  r  ungerade  und  kleiner  als  \/p  ist. 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Ist  p  eine  Primzahl  von  der  Form4|UL+l  und  reine  ungerade 
unterhalb  \/p  befindliche  ganze  Zahl,  so  ist  die  Summe  der 

Q 

Potenzen  von  r  ganzen  zu  p  theilerfremden  Zahlen 


i^y 


durch  p  nicht  theilbar. 

SiUb.  d.  mathem.-iuitarw.  Ol.  XCV.  Bd.  n.  AMh.  56 
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Fttr  jui  =  3  liefert  dieses  Theorem  den  auf  die  Primzahl  13 
bezüglichen  Theil  dos  Pöpin'schen  Satzes. 

Jede  reelle  Primzahl  p  von  der  Form  6|ul+1  lässt  sich  be- 
kanntlich nar  auf  eine  einzige  Weise  als  ein  Prodnct  von  zwei 
conjugirten  aus  den  dritten  Einheitswurzeln  p  gebildeten  com- 
plexen  primären  Primzahlen  a+6p  und  a+6p'  darstellen  und  es 
besteht  fttr  jede  zn  p  theilerfremde  ganze  complexe  Zahl  ß  von 
der  Form  a+rp  die  Congmenz: 

p-i 
ß  ^  =p^    (mod.  a-hbp) 

wo  X  einen  der  Werthe  0,  1,  2  besitzt 

Sind  nun  a^;  a^,. .  .^a^  r  zn  j9  theilerfremde  reelle  Zahleo, 
so  ist 

J^a,  '  =ß,-^,+(ß,-ß,>     (mod.  a+bp) 

V=rl 

WO  ßk  die  Anzahl  jener  Potenzen  a^  ^    ist,  welche  nach  dem  Mo- 
dal a-hbp  der  Einheit  p^  congruent  sind;  so  dass  also 

ist. 

Ist  nun 

y  flv   *  =  0  (mod.  p) 

v=l 

so  muss  anch 

ßo—ßtHßi—ßt)P  =  0  (mod.  a+bp) 
nnd  daher 

(.ßo-ßtyHßi-ßtY-ißo-ßtXßi-ßt)  =  'P 

sein,  wo  •  eine  ganze  Zahl  ist. 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichang  mit  4,  so  verwandelt  sich 
dieselbe  in 
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oder 

(3i3o-r)«+S(ß,-i3,)«=:4v. 

Ist  nun  r  nicht  durch  3  theilbar,  so  kann  der  anf  der  linken 
Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck  nicht  verschwinden; 
derselbe  liegt  aber  auch^  wenn  r  kleiner  als  s/p  ist,  im  Intervalle 
] . .  Ap — 1  und  daher  hat  man  den  Satz: 

Ist  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6|ul+  1  und  r  eine  nicht 
durch  3  theilbare,  unterhalb  \/p  befindliche  ganze  Zahl,  so  ist  die 

Summe  der  I^-q— )     Potenzen  von  r  ganzen  zuj^theilerfremden 

Zahlen  durch  p  nicht  theilbar. 

Das  von  Herrn  E.  Catalan  aufgestellte  Theorem  und  die 
eben  abgeleiteten  zwei  Sätze  kann  man  in  den  folgenden  Satz 
zusammenfassen: 

Ist  X  eine  der  Zahlen  2;  3,  4;  p  eine  Primzahl  von  der  Form 

t 

Ajx+l  und  r  eine  zu  l  theilerfremde  unterhalb  p    *     befindliche 

ganze  Zahl,  so  ist  die  Summe  derf^^^j    Potenzen  von  r  zup 

theilerfremden  ganzen  Zahlen  durch  p  nicht  theilbar. 

Ist  j9  eine  reelle  Primzahl  von  der  Form  4|ul+1  und  setzt 
man 

wo 

A=\  (mod.  4) 

ist  und  fXj ;  fx^  die  beiden  conjagirten  primären  Primfactoren  von 
p  sind,  stellen  femer  J3(  und  J31'  Glieder  eines  Eestensystems 
nach  dem  Modul  [k^  vor,  welche  der  Einheit  t^  congruent  sind, 
so  ist  bekanntlich  ^  die  Anzahl  N  der  Lösungen  der  Congruenz : 


1  „Bijdrage  tot  de  theorie  der  derde-en  vierde-machtsreBten."  Door 
T.  J.  Stieltjes  Jr.  Versl.  ea  mededeel.  d.  kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Amster- 
dam. Afd.  Natark.  n.  reeks.  XYH.  S.  888—417. 
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{Ilr  ix=2n  durch  die  Gleichung 

8JV  =  4n— 3J— 6 
gegeben,  während  für  fx  =  2n+l  die  Relation 

besteht. 

Da  für  ii>6  die  beiden  für  die  Anzahl  iVangegebenen  Aiu- 
drücke  und  überdies  fttr  n  =  1,  4,  6  der  zweite  von  ihnen 
grösser  als  Null  ist,  da  ferner  für  n  =  1,  3,  4,  6  im  ersten  und 
n  =  2,  5  im  zweiten  Falle  p  keine  Primzahl  ist,  so  ergibt  sich 
der  Satz: 

Unter  den  Primzahlen  von  der  Form  4]ul+1  haben  nur  die 
drei  Zahlen  17,  29,  41  die  Eigenschaft,  niemals  Theiler  einer 
Summe  von  drei  zu  ihnen  theilerfremden  Biquadraten  zn  sein. 
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Über  primitive  Oongraenzwurzeln. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Aegenbaxter. 

Za  den  bekannten  Sätzen  ttber  die  primitiven  Congruenz- 
wnrzeln  einer  Primzahl  kann  man  die  folgenden  hinzufügen: 

Sind  p=:24a(24ß+17)+168ß+125  und  6«(24^-hl7)-+- 
+42i3+31  Primzahlen  und  ist  576a*-h296«+50  zu  p  theiler- 
fremd;  so  ist  24a-f-7  primitive  Congmenzwurzel  der  Primzahl  p. 

Sind  |i  =  24a(24ß+13)+264ß-hl49  und  6a(24ß+13)+ 
+66ß+37  Primzahlen  und  ist  576a* -h  488a +122  znp  theiler- 
fremd,  so  ist  24a+ll  primitive  Congmenzwurzel  von  p. 

Sind  p=24a(24i3-+-ll)-i-312/3+149  und  6a(24ß+ll)+ 
+78|3+37  Primzahlen  und  ist  576a*-i-624a-4-170  zu  p  theiler- 
fremd^  so  ist  24a +13  primitive  Congruenzwurzel  der  Primzahl  p. 

Sind  p  =  24a(24i3+7)+408ß+125  und  6a(24ß+7)+ 
+  102ß+31  Primzahlen  und  ist  576a^+676a+290zu|>  theiler- 
fremd,  so  ist  24a+17  primitive  Congmenzwurzel  von  p. 

Sind  p  =  8a(8ß+l)+24ß+5  und  2a(8ß+l)+6ß+l 
Primzahlen  und  ist  64a* + 48a +10  zu  p  theilerfremd,  so  ist 
8a +3  primitive  Congmenzwurzel  der  Primzahl  p. 

Sind  p  =  8a(8/3+7)+40/3+37  und  2a(8ß+7)  +  10ß+9 
Primzahlen  und  ist  64a* + 80a +26  zu  p  theilerfremd,  so  ist 
8a +5  primitive  Congmenzwurzel  der  Primzahl  p. 

Sind  |?  =  8a(8i3+3)+40ß+13  und  2a(8ß+ 3) +10/3+3 
Primzahlen  und  ist  64a*+80a+26  zu  p  theilerfremd,  so  ist 
8a +5  primitive  Congruenzwurzel  you  p. 

Sind  p  =  24a(24ß + 13)— 24/3— 19  und  6a(24ß + 13)— 6/3-5 
Primzahlen  und  ist  576a*— 48a+2  zu  p  theilerfremd;  so  ist 
24a — 1  primitive  Congmenzwurzel  von  p. 
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Sind  /i  =  24a(24ß+17)+456ß+317  und  6(x(24ß+17)+ 
+  114ß  +  79  Primzahlen  und  ist  576a* +  912« +  362  m  p 
theileriremdy  so  ist  24a  + 19  primitive  Congraenzwnrzel  der 
Primzahl  p. 

Sind|>  =  96(x(3ß+2)+120ß+77und24«(3i5+2)+30ß+19 
Primzahlen  und  ist  144a'+120a+26  zu  p  theilerfremd,  so  ist 
12a +5  primitive  Congraenzwnrzel  der  Primzahl  p. 

Sind  p  =  96a(3i5+2)+264ß+173  und  24a(3i3+2)+ 
+66^+43  Primzahlen  und  ist  144a* + 264a +122  zu  p  theiler- 
fremd,  so  ist  12a+ll  primitive  Congruenzvnirzel  von  p. 

Sind  p  =  24a(12i3+5)  +  120ß+53  und  6a(12p+6)+ 
+30ß+13  Primzahlen  und  ist  144a*+120a+26  zu  p  theiler- 
fremd,  so  ist  12a+5  primitive  Congruenzwurzel  Yonp. 

Sind  pz=24a(12/3+7)+168i3-Hl01  und  6a(12i3+7)+ 
+42^+25  Primzahlen  und  ist  144a*+l68a+60  zu  p  theiler- 
fremd,  so  ist  12a +7  primitive  Congruenzvnirzel  der  Prim- 
zahl p. 

Sind  p  =  20a(2/3+l)+12ß+l  und  5a(2ß+l)+3i3  Prim- 
zahlen und  ist  100a* + 60a +10  zu  p  theilerfremd^  so  ist  10a +3 
primitive  Congruenzwurzel  von  p. 

Sind  p  =  20a(2j3+l)+28ß+9  und  5a(2i3+l)+7i3+2 
Primzahlen  und  ist  100a*+140a-+50  zn  p  theilerfremd,  so  ist 
lOa+7  primitive  Congruenzwurel  der  Primzahl  p. 

Sind  p  =  160a/3+88/3+5  und  40aj3+22j3+l  Primzahlen 
und  ist  400a*+440a+122  zu  p  theileriremd,  so  ist  20a+ll 
primitive  Congruenzwurzel  von  p. 

Sind  p  =  160aj3+104ß+5  und  40aß+26i3+l  Primzahlen 
und  ist  400a*+520+170  zu  p  tbeilerfremd,  so  ist  20a +13 
primitive  Congruenzwurzel  von  p. 

Sindp  =  160aß+136ß+5  und  40aß+34i3+l  Primzahlen 
und  ist  400a*+680a-H290  zu  p  theilerfremd,  so  ist  20a+17 
primitive  Congruenzwurzel  der  Primzahl  p. 

Sind  p  =  160aß+152/3+5  und  40aß+3i3+l  Prim- 
zahlen und  ist  400a* + 760a +362  zu  p  theilerfremd,  so  ist 
20a +19  primitive  Congruenzwurzel  vonp. 
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Sind  p^ll  und  ^^^  Primzahlen  und   sind  die  beiden 
ganzen  positiven  Zahlen 

in  Beziehung  auf  den  Modul  2  incongraeni,  so  ist  10  primitive 
Congruenzwnrzel  von  p. 

Aus  dem  letzten  Satze  folgt  sofort  das  Theorem: 

Sind  p  ^  11  und  2_  Primzahlen  und  ist  die  Summe 


i'^hm 


ungerade,  so  ist  der  periodische  Decimalbrnch  ftlr  —  vollzählig. 


846 


Note  über  die  Exponentialfdiiotion. 

Von  dem  c.  M.  Leopold  Gegrenbaaer. 

Im  30.  Bande  der  Comptes  rendns  befindet  sich  ein  Referat 
von  Canchy  *  über  eine  der  Pariser  Akademie  vorgelegte  Arbeit 
des  Herrn  Fedor  Thoman,  in  welcher  folgender  Satz  abge- 
leitet wird : 

Hat  jui(v)  den  Werth  0,  wenn  v  durch  ein  Quadrat  theilbar 
ist,  in  allen  anderen  Fällen  aber  den  Werth  (— 1)"*^''^  wo  w(v)die 
Anzahl  der  verschiedenen  Primfactoren  von  v  vorstellt,  ist  ferner 

a(v)  =r  ix{v) 

wenn  v  nur  ungerade  Primfactoren  enthält,  und 


<v)=2^-V(^) 


wenn  -rr  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,  so  bestehen  flir  aUe 

complexen  Werthe  von  x,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  als  1  sind,  die  Relationen 


1 


Mv) 


1  Rapport  sur  an  Mömoire  relstif  au  d6veloppement  de  TexponeDtielle 
d'  en  produit  continu  par  M.  Fedor  Thoman  (Commissaires  Liouville,  Gauchf 
rapporteur)  C.  R.  Tome  30  p.  162—163. 
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In  demselben  Bande  der  Comptes  rendus  theilte  bald  darauf 
Canchy  ^  folgende  neue  Productentwicklnng  fbr  die  Exponential- 
fnnetion  mit: 

Ist 

M2'«V...^-)  =  (i*A)(i-i)(i-i)...(i-i) 

WO  Pj,  Pty  "1  Px  ^»gerade  unter  einander  verschiedene  Prim- 
zahlen; \f  (T|;  (J^f  '  '}^x  g&nz  positive  Zahlen  sind,  von  denen  nnr 
die  erste  den  Werth  0  haben  kann,  so  besteht  fUr  alle  complexen 
Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  1  ist,  die 
Gleichung 


i?^--=:P](l+ar") 


,P(V) 


Andere  Productentwicklungen  fllr  die  Exponentialfunction 
hat  später  Herr  Bngajef  in  einer  im  Jahre  1873  in  russischer 
Sprache  erschienenen  zahlentheoretischen  Abhandlung  angegeben, 
von  denen  in  dem  ausführlichen  Berichte,  welcher  tlber  diese 
Arbeit  im  10.  Bande  des  Bulletin  des  sciences  mathömatiques  et 
astronomiques  von  6.  Darboux  erstattet  wird,  die  folgende 
enthalten  ist: 

Ist  X(v)  =  (—1)%  wo  a  die  Anzahl  der  (gleichen  oder  ver- 
schiedenen) Primfactoren  von  v  vorstellt,  so  ist  ftlr  alle  complexen 
Werthe  von  x,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  1  sind: 

n  =  oo   ^, 

Herr  R.  Lips Chi tz*  hat  endlich  unlängst  die  zwei  inter- 
essanten Relationen 


1  Memoire  sur  la  döcomposition  des  fonctions  en  facteura;  par  M. 
AngUBtin  Caacby.  C.  R.  Tome  80  p.  186—190. 

2  Snr  une  reprösentatfon  de  la  fonction  ezponentielle  par  un  produit 
infini.  C.  R  Tome  99  p.  701—703. 
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9W 


e    i-'  =  TT|(l— 0?-)" 

1 


?w 


wo  y(v)  die  Anzahl  aller  ganzen  positiven  Zahlen  vorstellt,  welche 
kleiner  als  v  nnd  zu  v  theilerfremd  sind,  hervorgehoben,  von  denen 
die  erste  eine  Prodnctentwicklnng  der  Ezponentialgrösse  e  ftr 
alle  complexen  Werthe  von  %  liefert,  deren  reeller  BestandtheU 

zwischen jr  nnd  +ao  liegt,  während  die  zweite  ebenso,  wie 

die  Canchy'sche  Formel,  eine  solche  Darstellung  von  ^  Air  alle 
Werthe  des  Argumentes  gibt,  deren  reeller  Bestandtheil  sich  im 

Intervalle  — qo  • . .  +  -s"  befindet 

Die  angefahrten  Formeln  sind  als  specielle  Fälle  in  den 
folgenden  Theoremen  enthalten. 

Bezeichnet  7r(v)  das  Prodnct  der  mit  dem  negativen  Vor- 
zeichen versehenen  verschiedenen  Primfactoren  von  v,  6i)(v)  die 
Anzahl  dieser  Primfactoren,  y^(v)  flir  ganzzahlige  positive  Werthe 
des  Index  die  Anzahl  der  Systeme  von  je  x  zn  v  theilerfremden 
ganzen  Zahlen  des  Intervalles  1 . . .  v,  während  diese  Function 
für  negative  ganzzahlige  Werthe  des  Index  durch  die  Gleichung 

(-ir^>^V(v)y,(v) 
y-xC")  = ;n 

and  ftlr  X  =:  0  durch  die  Relationen 

?o(v)  =  0     (v>l) 
?o(l)=l 

definirt  is^  hat  ferner  jx(v)  den  Werth  0,  wenn  v  durch  eine 
Qaadratzahl  (anseer  1)  theilbar  ist,  und  den  Werth  ( — 1)*^'' 
in  allen  anderen  Fällen,  ist  endlich 

PxW  = uE 
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wenn  v  ungerade  ist,  and 

P,(v)  =  (_i)      ^'^V-Hf]?Af)  i'-^^  ~r^^i- 

wenn  -y  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist; 

falLs  V  ZQ  2  theilerfremd  ist, 

<'')  =  ^?^{lH-|(2"-l)|/x(^)     (x>0) 

wenn  die  höchste  in  der  geraden  Zahl  v  enthaltene  Potenz  von  2 
den  Exponenten  A  besitzt,  so  bestehen  fttr  alle  complexen  Werthe 
von  dr,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  sind, 
die  Belationen: 


(*  ^  -1) 


(«  ^  -1) 


(x^O) 


(x^O). 

1 

Hat  \r(y)  den  Werth  0,  wenn  v  einen  Primfactor  in  einer 
Potenz  enthält,  deren  Exponent  nach  dem  Modul  r  einer  von  0 
oder  1  verschiedenen  Zahl  congruent  ist,  in  allen  anderen  Fällen 
aber  den  Werth  ( — 1)*^,  wo  r  die  Anzahl  jener  Primzahlen  ist, 


-  ^  «»+1 

oo              (-oC^+oaM^xw^^w 

e    "" 

1 

*-      „x+l 

OO                         p^(v) 

"-"*  f.W-" 

-  2     ,,+1 

oo                         iiW 

e    -=^ 

1 

oo                        a^(v) 
1     1  /i    .    ^m\      i 
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deren  Exponent  bei  der  Darstellung  von  v  durch  ein  Prodnct  von 
Primzahlpotenzen  die  Form  xr  -h  1  besitzt,  fji(v)  den  Werth  0, 
wenn  v  durch  eine  Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  ist,  sonst  aber 
den  Werth  (— 1)'^^''^  wo  cü(v)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Prim- 
factoren  von  v  ist,  juir(v)  fttr  r  >  1  den  Werth  0  oder  1,  je  nach- 
dem V  durch  eine  rte  Potenz  (ausser  1)  theilbar  ist  oder  nicht, 
li^(y)  den  Werth  0  oder  1;  je  nachdem  v  grösser  als  1  ist  oder 
nicht,  ist  femer 

wenn  v  ungerade  ist,  und 

wenn  -r-  eine  ungerade  ganze  Zahl  und  entweder  X  kleiner  als  r, 

2^ 

y 

oder  -^  keine  rte  Potenz  ist,  endlich 
2^ 


X,(v)=(2-+.)X^^) 


wenn  — r-die  rte  Potenz  einer  ungeraden  ganzen  Zahl  und 
2 

xr^X<(x-hl)r 

ist,  so  bestehen  fUr  alle  complexen  Werthe  von  a?,  welche  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  sind,  die  Relationen 

e    -  =  '  =[;|(l-*')~    (r^2) 

1 

y  -^ 

e""^^  =jT|(l+a?^)    ^       (r^2) 

II  =  1  


=  0(l_^v)    ,r-     (r^l). 


851 


Zur  Eenntniss  der  Türkischrothöle. 

Von  R.  Benedikt  und  F.  ülzer. 

(Aus  dem  Laboratorium  für  allgemeine  Chemie  an  der  k.  k.  techniBchen 
Hochschule  in  Wien.) 

Das  Tttrkischrothöl  des  Handels,  welches  als  Beize  in  der 
modernen  Türkischrothfärberei  dient,  wird  bekanntlich  in  der 
Weise  dargestellt,  dass  man  concentrirte  Schwefelsäure  in 
dttnnem  Strahle  in  gut  gekühltes  Ricinnsöl  einfliessen  lässt, 
wobei  die  Temperatur  nur  wenig  steigt  und  keine  nennens- 
werthe  Entwicklung  von  schwefliger  Säure  stattfindet.  Nach 
einigem  Stehen  vermischt  man  mit  möglichst  kaltem  Wasser, 
zieht  die  saure  Schichte  ab,  wäscht  das  Öl  einige  Male  mit 
Kochsalzlösung  und  nentralisirt  endlich  ganz  oder  theilweise  mit 
Ammoniak. 

Müller-Jacobs,*  Lie-chti  und  Suida,*  Saytzew,' 
Ssabanejew^  und  Andere  haben  die  bei  dieser  Reaction  ver- 
laufenden chemischen  Processe  studirt,  wobei  sie,  der  grösseren 
Einfachheit  halber,  nicht  vom  Ricinusöl,  sondern  vom  Oliven- 
oder Mandelöl,  endlich  auch  von  reiner  Ölsäure  ausgegangen  sind. 

Aus  diesen  Untersuchungen  geht  Folgendes  unzweifelhaft 
hervor: 

1.  Das  bei  der  Einwirkung  von  concentrirter  Schwefel- 
säure auf  TrioleYn  entstehende  Product  besteht  aus  zwei  Theilen, 
von  denen  der  eine  in  Wasser  löslich,  der  andere  darin  unlös- 
lich ist 


1  Dingler's  polyt  Joum.  251.499  und  254.802. 
s  Mittheilungen   des   technologischen   Oewerbemuseums   in    Wien. 
L  Band.  S.  7  und  58. 

>  Ber.  d.  deutschen  ehem.  Ges.  19.  III.  541. 
^  Ber.  d.  deutschen  ehem.  Ges.  19.  m.  239. 
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2.  Der  in  Wasser  unlösliche  Theil  besteht  der  Elanptmasse 
nach  ans  Ozystearinsänre  nnd  deren  Anhydrid  und  enthält 
daneben  noch  Ölsäure,  zuweilen  auch  unverändertes  TrioleTn. 
Die  Umwandlung  der  Ölsäure  in  Oxystearinsäure  erfolgt  durch 
Wasseraufnahme  nach  der  Gleichung: 

Ölsäure.  Oxystearinsäure. 

3.  Der  in  Wasser  lösliche  Antheil  zerfällt  unter  geeigneten 
Bedingungen  unter  Bildung  von  Oxystearinsäure  und  Schwefel- 
säure. 

Über  die  Natur  des  wasserlöslichen  Antheils  sind  die  An- 
sichten getheilt. 

Liechti  und  Suida  halten  ihn  ftlr  ein  Gemenge  aus  Oxy- 
stearinsäure- und  OxyoleYnsäure  -  Glycerin  -  Schwefelsäureester 
mit  den  Formeln: 

CigHssOs  \  an, .  OH  CigHjjO.  \  c  w  .  OH 

SO,      '   '  und  SOJ    •   ' 

C.sH3,0,}C,HsOH  c,,H3,03!c,H,.0H 

Diese  Ansicht  ist  schon  von  Müller-Jacobs  widerlegt 
worden;  indem  er  gezeigt  hat,  dass  Ölsäure  dasselbe  Product 
liefert,  wie  Triolöin.  Wir  haben  'die  Versuche  wiederholt  und 
diese  Angabe  Müller-Jacobs'  bestätigt  gefunden. 

Die  Formeln  von  Liechti  und  Suida  sind  auch  schon 
desshalb  ausgeschlossen,  weil  sie  neutralen  Körpern  zukommen, 
während  die  in  Frage  stehenden  Verbindungen  starke  Säuren  sind. 

Derartige  Ester  mttssten  femer  durch  Kalilauge  sehr  leicht 
verseifbar  sein.  Wie  wir  unten  zeigen,  gelingt  es  jedoch  nicht, 
das  wasserlösliche  Öl  durch  Kochen  mit  concentrirten  Langen 
zu  zerlegen. 

Endlich  ergaben  nach  Benedikt  nnd  Zsigmondy^  aus- 
gefbhrte  Bestimmungen  immer  nur  geringe  Mengen  Glycerin. 

Müller-Jacobs  und  Ssabenejew  halten  das  lösliche  Öl 
ftir  Sulfosäuren,  und  zwar  der  erstere  für  SulfoleYn-,  der  letztere 
für  Sulfoxystearinsäure. 


1  Chemiker-Zeitung  9,  Nr.  55. 
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«0»=  """^  I  eooH 

Salfolelnsänre.  ^ 

Sulfoxystearinsäure. 

Wir  haben  uns  nun  die  Aufgabe  gestellt^  auf  ganz  anderem 
Wege  die  Snlfosänre  einer  höheren  Fettsäure  dai-zustellen,  um 
zu  erfahren,  ob  sich  die  dieser  Körpergruppe  angehörigen  Ver- 
bindnngen  den  wasserlöslichen  Tttrkischrothölsäuren  ähnlich 
verhalten;  und  sind  in  der  Weise  zum  Ziele  gelangt,  dass  wir 
zuerst  ein  schwefelhaltiges  Ölsäurederivat  darstellten,  welches  wir 
Yorlftnfig  Schwefelölsäure  nennen,  und  dasselbe  dann  oxydirten. 

Darstellnng  einer  Snifofettsäure. 

Je  100  6rm.  reine  Ölsäure  werden  zwei  Stunden  mit  10  Grm. 
Schwefel  im  Ölbade  auf  200— 220*  C.  erhitzt.  Dann  hat  die 
anfangs  sehr  starke  Entwicklung  von  Schwefelwasserstoff  nach- 
gelassen und  der  Schwefel  ist  vollständig  gelöst.  Man  lässt 
erkalten,  entfernt  eine  geringe  krystallinische  Ausscheidung 
durch  Filtriren,  löst  das  Öl  im  dreifachen  Volumen  Alkohol  auf, 
übersättigt  die  Lösung  mit  Ammoniak,  verdünnt  mit  Wasser  und 
föllt  mitChlorbaryum.  Man  schüttelt  hierauf  den  in  der  Flüssigkeit 
suspendirten  Niederschlag  wiederholt  mit  Äther  aus  und  entfernt 
dadurch  das  Barytsalz  der  unverändert  gebliebenen  Ölsäure. 
Nach  Entfernung  der  Ätherschichte  wird  der  Niederschlag  mit 
Salzsäure  zersetzt  und  neuerdings  mit  Äther  ausgeschüttelt,  in 
welchen  nun  die  Schwefelölsäure  übergeht.  Sie  hinterbleibt 
beim  Verdunsten  des  Äthers  als  dunkelgefärbtes  Öl,  welches  nur 
geringe  Neigung  zum  Festwerden  zeigt.  Ihre  Beindarstellung 
und  Entfärbung  ist  uns  bisher  nicht  gelungen. 

Sie  ist  auch  im  Vacuum  nicht  unzersetzt  flüchtig,  sondern 
zerfällt  in  ein  neutrales  schwefelhaltiges  Öl  und  eine  feste 
schwefelfreie  Säure. 

Der  Schwefelgehalt  der  rohen  Schwefelölsäure  vmrde 
zu  10 -9970  gefunden,  während  die  Formel  CjgHjgSO,  10-267^, 
Schwefel  verlangt. 

Zur  Darstellung  einer  Sulfofettsäure  haben  wir  sowohl 
die  in  der  beschriebenen  Weise  gewonnene  Schwefelölsäure  als 
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auch  direct  das  Einwirknngsprodnct  von  Schwefel  auf  käufliche 
Ölsäure  benutzt  und  dabei  die  gleichen  Resaltate  erhalten. 

Je  100  Grm.  der  Schwefelölsäure  würden  in  1  •  5  Liter  zehn- 
procentiger  Kalilauge  gelöst  und  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
mit  drei  Litern  Öprocentiger  Permanganatlösung  oxydirt.  Nach 
dem  Abfiltriren  des  Manganhyperoxjdes  wurde  mit  Salzsäure 
nahezu  neutralisirt^  dann  mit  Essigsäure  angesäuert,  mehrmals 
filtrirty  und  zur  Entfernung  von  nicht  oxjdirten  Fettsäuren 
einmal  mit  Äther  ausgeschüttelt.  Die  wässerige,  schwach  essig- 
saure Schichte,  welche  noch  den  grössten  Theil  der  Sulfofett- 
säure  enthält  (ein  kleiner  Theil  ist  in  den  Äther  gegangen), 
wird  mit  Chlorbaryamlösung  versetzt,  wobei  man  einen  weissen, 
schweren  Niederschlag  von  sulfofettsaurem  Baryt  erhält 

Dieser  Niederschlag  wird  mit  kaltem  Wasser  gut  ausge- 
waschen, dann  in  einer  Eeibschale  mit  Wasser  angertthrt  und 
endlich  in  einem  Kolben  mit  überschüssiger  verdünnter  Schwefel- 
säure erst  einige  Stunden  in  der  Kälte,  dann  bei  iO—öO"* 
digerirt.  Man  lässt  absitzen,  decantirt  durch  ein  Filter  und  extra- 
hirt  noch  einige  Male  mit  schwach  angesäuertem  Wasser.  Auf 
diese  Weise  gelingt  es,  den  grössten  Theil  der  Sulfofettsäure  in 
Lösung  zu  bekommen. 

Man  versetzt  die  Flüssigkeit  nun  mit  einer  gesättigten 
Glaubersalzlösung,  wobei  sich  die  Sulfosäure  als  schwere  01- 
schichte  abscheidet.  Schüttelt  man  nun  mit  Äther  aus,  so  erhält 
man  drei  scharf  begrenzte  Schichten,  von  denen  die  oberste  eine 
verdünnte  ätherische  Lösung  der  Sulfosäure,  die  mittlere  äther- 
haltige  Sulfosäure  ist.  Die  beiden  oberen  Schichten  werden  ab- 
gehoben und  gemeinschaftlich  aus  dem  Wasserbade  abdestillirt, 
wobei  ein  dunkelgelbes  bis  braunes,  dickflüssiges  Öl  zurück- 
bleibt. 

Die  auf  diesem  Wege  dargestellte  Sulfofettsäure  ist 
noch  keineswegs  rein  und  enthält  insbesondere  noch  Wasser, 
welches  auch  nach  wochenlangem  Stehen  im  luftverdünnten 
Räume  über  Schwefelsäure  noch  nicht  vollständig  entfernt  war. 
Sie  gibt  keine  krystallisirbaren  Salze  und  wir  haben  um  so  eher 
auf  eine  Reindarstellung  verzichtet,  als  es  uns  nur  um  den 
qualitativen  Vergleich  mit  den  löslichen  Säuren  aus  Tttrkisch- 
rothöl  zu  thun  war. 
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Wir  lassen  somit  vorläufig  dahingestellt  sein,  welche  Formel 
unsere  Sulfofettsäure  hat.  So  viel  lässt  sich  aber  aus  ihrer 
Synthese,  zusammengehalten  mit  ihrem  sehr  stark  sauren 
Charakter  und  der  leichten  Löslichkeit  in  Wasser,  mit  Bestimmt- 
heit schliessen,  dass  sie  eine  wahre  Sulfosäure  sein  muss.  Die 
Ermittlung  ihres  Jodadditionsvermögens  nach  v.  Htlbl  hat 
femer  ergeben,  dass  sie  sich  von  einer  gesättigten  Säure 
ableitet. 

Von  den  Salzen,  die  sämmtlich  amorph  und  leicht  schmelzbar 
sind,  haben  wir  das  Barytsalz  durch  Fällen  der  mit  Essigsäure 
angesäuerten  Lösung  mit  Chlorbaryum  hergestellt.  Der  Nieder- 
schlag wird  mit  kaltem  Wasser  gewaschen,  über  Schwefelsäure 
getrocknet  und  zerrieben.  Wir  haben  zur  beiläufigen  Orientirung 
den  Schwefel-  und  Barynmgehalt  des  Salzes  bestimmt»  wobei 
natürlich  scharf  stimmende  Zahlen  nicht  zu  erwarten  waren. 

ßer.  flir  sulfoxystearinsauren 
Gefunden  Baryt  O^gHggSOeba 

Ba....   18-29        •  15-30 

S 6-83  7-15 

Tergleich  der  Sulfofpttsänre  mit  der  löslichen  Türkisch- 

rothölsäure. 

Die  aus  Schwefelölsäure  dargestellte  Sulfofettsäure  und  die 
lösliche  Fettsäure  des  Oliven-Türkischrothöles  verhalten  sich  in 
vielen  Beziehungen  gleich. 

Beide  sind  mit  Wasser  in  allen  Verhältnissen  mischbar^ 
ihre  wässerigen  Lösungen  schäumen  beim  Schütteln.  Sie  lassen 
sich  daraus  mit  Kochsalz,  massig  verdünnter  Schwefelsäure  und 
Salzsäure  aussalzen,  und  sammeln  sich  als  schwere  Öle  auf  dem 
Boden  der  Gefässe  an.  Schüttelt  man  sodann  mit  Äther  aus,  so 
erhält  man  drei  Schichten,  indem  die  Säuren  in  Äther  schwer 
löslich  sind  und  sich  stark  ätherhaltig  als  Mittelschi ehte  ab- 
sondern. Mit  Blei-,  Kupfer-,  Kalk-,  Barytsalzen  geben  sie  amorphe, 
meist  schmierige  Niederschläge. 

Auch  in  ihrem  Verhalten  gegen  concentrirte  kochende  Atz- 
1  äugen  verhalten  sie  sich  ganz  ähnlich. 

Sitsb.  d.  mathem.-natarw.  Cl.  XCV.  Bd.  U.  Abth.  57 
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Wir  haben  zu  diesem  Vergleiche  die  nach  Liechti  nnd 
Saida  bereitete  lösliche  Fettsäure  durch  wiederholtes  Lösen  in 
Wasser^  Ansscbtttteln  der  wasserunlöslichen  FettiBäaren  mit 
Äther  und  Aussalzen  möglichst  vollständig  von  Ölsäure  und 
Oxyfettsäuren  befreit. 

Je  5  CG.  der  beiden  zu  yergleichenden  Säuren  wurden  mit 
100  CC.  20procentiger  Kalilauge  sieben  Stunden  am  Rückfluss- 
ktthler  gekocht  und  nach  dem  vollständigen  Erkalten  mit 
genau  gleichen  Mengen  verdünnter  Salzsäure  angesäuert.  Aus 
beiden  Flüssigkeiten  scheiden  sich  Öltropfen  aus^  welche  zu 
Boden  sinken.  Beim  Schütteln  mit  Äther  nimmt  derselbe  ein 
wasserlösliches  Öl  auf  (dasselbe  war  durch  Chlorkalium 
ausgesalzen  gewesen) ;  auch  aus  der  löslichen  Oliven-Tttrkisch- 
rothölsäure  entsteht  nicht  die  geringste  Menge  einer  festen 
unlöslichen  Fettsäure. 

Daraus  folgt^  dass  keine  der  beiden  Säuren  durch  kochende 
concentrirte  Laugen  angegriffen  wird. 

Die  Angabe  von  Liechti  und  Suida,  dass  die  Türkisch- 
rothölsäure  durch  kochende  Alkalien  zerlegt  wird,  rührt  wohl 
daher,  dass  die  heisse  Lösung  nach  dem  Kochen  mit  Salzsäure 
stark  angesäuert  wurde,  wodurch  dann  die  Zersetzung  erfolgt. 

Nur  in  einem  einzigen  Punkte  zdgen  die  beiden  Säuren  ein 
wesentlich  verschiedenes  Verhalten. 

Die  Sulf  ofettsäure  wird  weder  durch  verdünnte  kochende 
Salzsäure,  noch  selbst  beim  Erhitzen  mit  concentrirter  Salzsäure 
im  zugeschmolzenen  Rohr  auf  150*  zerlegt. 

Die  Säure  aus  TUrkischrotböl  spaltet  sich  leicht  in 
Schwefelsäure  und  Oxystearinsäure,  wenn  man  sie  mit  verdünnter 
Salzsäure  oder  Schwefelsäure  (z.  B.  1 : 6)  kocht. 

Diese  Verschiedenheit  im  Verhalten  der  beiden  Säuren 
beweist,  dass  die  Säure  aus  Türkischrothöl  keine  echte  Sulfo- 
sänre  sein  kann.  Gerade  aus  ihrem  Verhalten  gegen  kochende 
Alkalien  und  verdünnte  Säuren  kann  aber  geschlossen  werden, 
dass  sie  in  die  Classe  der  Ätherschwefelsäuren  gehört 

So  ist  es  bekannt,  dass  rerdUnnte  Lösungen  der  Äthyl- 
schwefelsäure sich  bei  längerem  Stehen,  rascher  beim  Kochen, 
in  Alkohol  und  Schwefelsäure  spalten,  und  dass  diese  Zersetzung 
durch  verdünnte  Mineralsäuren  noch  beschleunigt  wird.  Dagegen 
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bleibt  die  Äthylscbwefelsäure  beim  Kocben  mit  coaeentrirter 
KaUIauge  unverändert. 

Liechti  und  Suida,  welche  die  aus  TrioleYn  und  aus 
Ölsäure  erhaltenen  löslichen  Fettsäuren  ftlr  verschieden  halten, 
haben  die  aus  der  Ölsäure  entstehende  lösliche  Säure  schon  ganz 
richtig  als  „sauren  Schwefelsäureester  der  Oxystearinsäure" 
erkannt  und  ihre  Entstehung  und  den  Zerfall  in  Schwefelsäure 
und  Oxystearinsäure  nach  folgenden  Gleichungen  erklärt: 

1)  C,eH3,0,+H.S0,  =  C,3H3,(0S03H)0, 
Ölsäure.  Oxystearinachwefels&ore. 

2)  2C„H3,(OS03H)0,+H,0  =  C,,H3,(0H)0,+H,S0, 
Ozystearinschwefelsänre.  Oxystearinsänre. 

Wir  haben  uns  durch  wiederholte  Versuche  überzeugt, 
dass  die  löslichen  Fettsäuren  aus  Oliven-Tttrkischrothöl  und 
Ölsäure-Tttrkischrothöl  vollkommen  identisch  sind  und  dass  ins- 
besondere auch  die  letzteren  durch  blosses  Kochen  in  wässeriger 
Lösung  nicht  zerlegt  werden.  Zu  diesem  Versuche  mus&  von 
Äther  vollkommen  befreite  Säure  verwendet  werden,  da  die 
ätherhaltige  folgendes  auffallende  Verhalten  zeigt,  welches  leicht 
zu  Täuschungen  Anlass  geben  kann. 

Erwärmt  man  nämlich  die  klare,  wässerige  Lösung  einer 
ätherhaltigen  Oxystearinschwefelsäure,  so  trttbt  sie  sich  sofort 
unter  Ausscheidung  von  Öltropfen,  welche  sich  aber  wieder  voll- 
ständig auflösen,  sobald  der  Äther  durch  Kochen  vollständig 
ausgetrieben  ist.  Bei  weiterem  Kochen  findet  keine  neuerliche 
Trttbung  statt. 

Aus  dieser  Auffassung  des  löslichen  Theiles  des  Tttrkisch- 
rothöles  aus  Olivenöl  und  aus  Ölsäure  als  Oxy Stearin- 
Schwefelsäure  erklärt  sich  auch  das  gegenüber  den  anderen 
Ölen  abweichende  Verhalten  des  Bicinusöls  gegen  Schwefelsäure. 

Bicinns-Tfirklsclirotliol. 

Zum  Vergleiche  der  Türkischrothöle  aus  Olivenöl,  Cottonöl 
(BanmwoUensamenöl)  und  Sicinusöl  haben  wir  aus  diesen  Tür- 
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kischrothölen  die  „Gesammtfettsäuren'*  dargestellt,  wozu  wir 
einerseits  den  der  Keaetion  entgangenen  Antheil  der  Triglyceride 
verseifen,  andererseits  aber  anch  die  Fettschwefelsäuren  in  Oxy- 
fettsäuren  und  Schwefelsäure  zerlegen  mussten.  Wir  erreichten 
dies  in  folgender  Weise: 

In  je  600  Grm.  der  ursprünglichen  Öle  worden  zum  Zwecke 
der  Umwandlung  in  die  entsprechenden  Tflrkischrothöle  200  Orm. 
concentrirte  Schwefelsänre  unter  beständigem  Umrühren  langsam 
eintropfen  gelassen  und  die  Massen  nach  24  Stunden  erst  mit 
kaltem  Wasser,  dann  mit  Kochsalzlösung  gewaschen.  Jedes  Öl 
wurde  nun  mit  dem  doppelten  Volumen  50-procentigen  Alkohols 
Übergossen  und  mit  250  Grm.  Ealihydrat  gekocht.  Die  Lösung 
wurde  in  viel  Wasser  eingegossen,  mit  Schwefelsäure  stark  sauer 
gemacht  und  einige  Stunden  anhaltend  gekocht,  worauf  sich  die 
Fettsäuren  als  klare  Schichte  auf  der  Oberfläche  abschieden. 
Dabei  haben  wir  beobachtet,  dass  die  Zerlegung  der  Fettschwefel- 
säure aus  Ricinusöl  am  raschesten  erfolgt. 

Die  wässerige  Flüssigkeit  wurde  sodann  abgezogen  und  die 
Fettsäuse  bei  circa  50°  C.  durch  Papier  fillrirt. 

Nach  dem  Erkalten  zeigt  sich,  dass  die  Fettsäure  aus 
Cottonöl  ganz  und  die  Olivenfettsänre  fast  vollständig  fest 
werden,  während  die  Fettsäuren  aus  Ricinusöl  flüssig  bleiben 
und  erst  nach  längerem  Stehen  eine  nicht  sehr  beträchtliche 
kiystallinische  Ausscheidung  geben. 

Von  diesen  Fettsäuremischungen  wurden  je  30  Grm.  in  der 
von  uns*  beschriebenen  Art  acetylirt  und  die  Acetylzahlen 
bestimmt.  Ausserdem  haben  wir  die  Acetylzahlen  der  Fettsäuren 
aus  verschiedenen  käuflichen  Türkischrothölen  ermittelt,  und 
endlich  den  gleichen  Versuch  für  den  in  Wasser  löslichen  und 
unlöslichen  Antheil  des  Ricinus-Türkischrothöles  separat  durch- 
geführt. 

Wie  die  folgende  Tabelle  zeigt,  hat  sich  ergeben,  dass  die 
Acetylzahl  der  Säuren  aus  Olivenöl  und  Cottonöl,  entsprechend 
der  Umwandlung  der  darin  enthaltenen  flüssigen  ungesättigten 
Fettsäuren  in  Oxyfettsäuren,  wesentlich  gestiegen  ist,  während 
die  Zahlen  ftlr  das  Ricinusöl  nahezu  gleich  geblieben  sind. 


1  Monatshefte  für  Chemie  8.41. 
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Türkischrothole 


Oliven-Türkischrothöl 

Cotton-Türkischrothöl 

Ricinus-Türkischrothöl 

Ric-T.  R.-Öl,lö8licher  Antheil 
Ric-T.  R.-Ö1,  unlöslicher  Theil 
Ric.-T.  R.-Ö1  von  Javal  . . . 
Ric-T.  R.-Ö1,  Apollokerzen- 
fabrik in  Wien 

Berechnet  fürOxystearinsäure 
„  „  Ricinolsäure . 

„  „  Dioxystearins.  . 


Fettsäuren  aus  den  Tür- 
kischrothOlen 


Säure- 
Zahl 


151-6 
178-7 
140-0 
139-2 
153-5 
152  0 

141-1 


Versei- 

fungs- 

zahl 


255« 
231" 
283- 
286' 
278' 
301 


291-3 


Acetyl- 
zahl 


104  0 
52-7 
143-4 
147-2 
125-0 
149-0 

150-2 


Fettsäuren 
aus  den 
ursprüng- 
lichen ölen 


Acetylzahl 


4-7 

16-6 

1421 


164-0 
165-0 
140-25 


328-0 
330-0 
420-75 


164-0 
165-0 
280-5 


Der  Unterschied  im  Verhalten  des  Olivenöls  und  Bicinnsöls 
erklärt  sich  aus  der  verschiedenen  Constitution  der  Ölsäure  und 
Bicinusölsäure. 

Die  letztere  kann  sich  als  Oxysäure  unter  Wasseraustritt  mit 
Schwefelsäure  zu  einer  Atherschwefelsäure  vereinigen,  und  muas 
dann  bei  der  Zerlegung  wieder  Schwefelsäure  und  Bicinusöl- 
säure gaben : 

1)  CjgH330,.OH+H,SO,  =  C,3H330,.0S03H+H,0 

Ricinolsäure.  Ricinolschwefelsäure. 

2)  C,8H330,.0S0,H+H,0  =  C,8H3,0,.0H+H,S0, 

Ricinolschwefelsäure.  Ricinolsäure. 

Die  Entstehung  der  Ricinolschwefelsäure  ist  somit  der 
Bildung  von  Äthylschwefelsäure  aus  Alkohol  und  Schwefelsäure 
analog,  während  sich  Ölsäure  nach  Art  des  Äthylens  mit 
Schwefelsäure  zu  Oxystearinschwefelsäure  vereinigt. 

Das  Ricinus-Türkischrothöl  unterscheidet  sich  somit  vom 
Oliven-Türkischrothöl  dadurch,  dass  es  den  sauren  Schwefel- 
fiäureester  einer  ungesättigten  Säure,  das  letztere  aber  das 
entsprechende  Derivat  einer  gesättigten  Säure  enthält. 

Dies  wird  durch  die  Jodzahle  n  der  durch  Zersetzung  des  lös- 
lichen Theiles  der  Türkischrothöle  erhaltenen  Fettsäuren  bestätigt. 
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Die  Säure  aus  Oliven-TUrkifichrothöl  addirt  kein  Jod. 

Für  die  Säure  aus  Ricinus-Türkischrothöl  fanden  wir  die 
Jodzahl  77-3,  während  Bicinolsäure  85*2  Procente  Jod  zu 
addiren  yermag. 

Daraus  erklärt  sich,  dass  das  Ricinus-Türkischrothöl  noch 
eine  grosse  Oxydationsfähigkeit  besitzt,  welche  dem  Oliven- 
Tttrkischrothöl  abgebt,  und  dass  somit  das  erstere  eine  weit 
bessere  Beize  für  die  Türkischrothfärberei  abgeben  muss. 


Aus  den  Fettsäuren  des  Bicinus-Türkischrothöles  scheidet 
sich,  wie  oben  erwähnt,  bei  längerem  Stehen  ein  krystallinischer 
Körper  in  geringer  Menge  aus,  welcher  nach  der  vorlänfigen 
Analyse  als  eineDioxystearinsäure  anzusehen  ist,  und  deren 
Bildung  analog  der  Entstehung  der  Oxystearinsäure  aus  Ölsäure 
erklärt  werden  kann.  Wir  sind  damit  beschäftigt,  diese  Säure  in 
grösserem  Massstabe  darzustellen  und  zu  studiren. 
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Über  Glyoxal-Önanthylin  und  des3en  Abkömmlinge. 

Von  Dr.  M.  Karex. 

(Vorgtkgt  In  der  Slizang  am  21.  April  1887.) 

L  Methode  der  Darstellung  mid  Eigenscliafteii. 

Das  Glyoxal-Önanthylin,  welches  zum  ersten  Male  Prof. 
Radziszewski*  durch  Einwirkung  von  Glyoxal  auf  Önanthyl- 
aldehydammoniak  in  alkoholischer  Lösung  erhalten  hatte,  habe 
ich  in  grösserer  Menge  durch  Einwirkung  von  Ammoniak  auf 
ein  Gemenge  von  Glyoxal  und  Önanthylaldehyd  dargestellt 

Das  Gemenge  der  beiden  Körper  wurde  nämlich  mit 
Ammoniak  im  Gaszustande  unter  sorgfältiger  Kühlung  mit 
kaltem  Wasser  gesättigt,  und  die  übersättigte  Masse  mit  Baryum- 
hydrat  gekocht,  so  lange  noch  Ammoniak  entwich.  Um  die 
Base  von  den  gebildeten  Baryumsalzen  zu  trennen,  wurde  das 
Product  mit  Alkohol  extrahirt,  und  nach  Verdampfen  der 
alkoholischen  Lösung  blieb  eine  syrupdicke  Flüssigkeit  zurück, 
welche  wesentlich  bei  290** — 310**  C.  siedete  und  in  der  Vor- 
lage erstarrte.  Durch  mehrmalige  fractionirte  Destillation  im 
Wasserstoflfstrome  gereinigt,  siedete  der  Körper  bei  294 — 296**  C. 
und  gab  bei  der  Analyse  folgende  Eesultate : 

L  0-2104   Grm.   der   Substanz  lieferten  0-54274  CO,    und 

0-19945  HjO. 
IL  0-2104   Grm.    der  Substanz    lieferten  0-54772  CO,   und 

0- 19896  H,0. 

Berechnet  für  Gefunden 

C 71-053  70-351  70-998 

H 10-526  10-532  10503 

N 18-421  —  — 

100 

1  Ber.  d.  deutschen  chnm.  Ges.  16—748. 
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Die  beschriebene  Einwirkung  yerlänft  also  gemäss  der 
Gleichung: 

C,H,0, + C,H,,0 + 2NH3=CjH,^N, + 3H,0 

Das  Glyoxal-Önanthylin  ist  ein  fester,  schneeweisser,  aus 
mikroskopischen  Krystallen  zusammengesetzter  Körper,  es 
siedet  constant  bei  294—296^  C.  (B.  732  Mm.  tß  21 '5^  C.)  und 
schmilzt  bei  50—51**  C.  Prof.  Radziszewski  gibt  den  Schmelz- 
punkt dieser  Base  auf  84**  C.  an,  und  eine  so  grosse  Differenz 
rtthrt  unzweifelhaft  von  der  Eigenschaft  des  Körpers,  in  zwei 
allotropisehen  Formen  aufzutreten.  Dafür  spricht  auch  der  Um- 
stand, dass  Prof.  Radziszewski  bei  dem  von  ihm  dargestellten 
Glyoxal-Äthylin*  ebenfalls  zwei  allotropische  Formen  beob- 
achtet hatte. 

Es  löst  sich  leicht  in  Methyl  und  Äthyl-Alkohol,  in  Benzol 
and  Äther  und  krystallisirt  am  besten  aus  Ligroin.  In  kaltem 
sowie  auch  in  warmem  Wasser  ist  es  unlöslich. 

Salze  des  Olyoxal-Önaiitliyliiis. 

Das  Glyoxal-Onanthylin  löst  sich  in  allen  verdünnten 
Säuren  auf  unter  Bildung  entprechender  Salze;  dieselben  ziehen 
aber  so  begierig  Feuchtigkeit  an  der  Luft  an,  dass  nur  das 
oxalsauere  Glyoxal-Önanthylin  und  die  Platindoppelsalze  in 
einem  zur  Analyse  geeigneten  Zustande  erhalten  werden  konnten. 

Chlorwasserstoffsaueres  Glyoxal-  Önanthylin 
CgHjgNjjHCl  entsteht  durch  Auflösen  der  Base  in  verdünnter 
Chlorwasserstoflfsäure,  und  krystallisirt  in  dünnen,  langen,  farb- 
losen Nadeln,  welche  an  der  Luft  augenblicklich  zerfliessen. 

Brom  Wasserstoff  sau  eres  Glyoxal-  Önanthylin 
CgHjßNjHBr  krystallisirt  ganz  ähnlich  vrte  das  chlorwasserstoff- 
sauere Salz,  und  zerfliesst  an  der  Luft. 

Die  Darstellung  von  schwefelsauerem,  salpetersauerem  und 
essigsauerem  Glyoxal-Önanthylin  ist  wegen  der  hygroskopischen 
Eigenschaften  dieser  Salze  nicht  gelungen. 

Das  oxalsauere  Glyoxal  -  Önanthylin  (C^H^^N,), 
CjjHgO^  entsteht  durch  Auflösen  von  Glyoxal-Önanthylin  in  einer 


1  Private  Mittheilung. 
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wässerigen  Lösung  von  Oxalsäure,  und  bildet  schneeweisse 
Kry Stallgruppen,  welche  bei  121  **C.  schmelzen.  Die  Analyse 
derselben  gab  folgende  Resultate: 

1.0-2431  Grm.  Substanz  lieferten  bei  +20,  1**  C.  und  bei 
744  Mm.  Druck  30-93  Ctm.  N  =  0034601  Grm. 
IL  0-1901  Grm.  Substanz  lieferten  bei   +19-8°  C.  und  bei 
742  Mm.  Druck  24-78  Ctm.  Nz=  0-027751  Grm. 

Berechnet  für  Gefunden 

(C9Hi6N2)2CaH204  ^ j     '^    ^^     jj~ 

N  =  14  •  21  Procent      14-23  14-59  Procent. 

Dasmalonsauereund  das  citronensauereGlyoxal-Önanthylin 
fiind  syrupdicke  Flüssigkeiten  und  konnten  nicht  in  krystallini- 
fichem  Zustande  erhalten  werden. 

Das  Platindoppelsalz  des  Chlorwasserstoff  saueren 
Olyoxal-Önanthylins  (CgHj^NjHCl)^  PtCl^  bildet  pome- 
ranzengelbe Krystallgruppen,  welche  sowohl  in  kaltem  Wasser, 
aIs  auch  in  Alkohol  und  Äther  leicht  löslich  sind.  Die  Analyse 
derselben  ergab  folgende  Resultate: 

L  0- 1845  Grm.  Substanz  lieferten  0- 0501 7  Grm.  Platin. 

II.  0-2001     „  „  „        0-05441      „        „ 

ra.  0-1100     „  „  „       0.02986      „        „ 

Berechnet  für                            Gefunden 
(C9H,eN2HCl)2PtCl4  <j^ — jj^ JJJ- 

Pt  =  21-  243  Procent  27  •  192     27  •  191     27  •  145  Procent. 

Das  Platindoppelsalz  des  bromwasserstoffsaueren 
Olyoxal-Önathylins  (C,Hj^N,HBr)jjPtCl4  stellt  unter  dem 
Mikroskop  ein  purpurrothes,  krystallinisches  Pulver  dar.  Es  löst 
«ich  ziemlich  leicht  in  kaltem  und  warmem  Wasser  und  viel 
leichter  in  Alkohol  und  in  Äther.  Die  Analyse  desselben  gab 
folgende  Besultate: 

L  0-2500  Grm.  der  Substanz  lieferten  0- 06047  Grm.  Platin. 
IL  0-3371      „       „  „  ,        0-08158     „ 

Berechnet  fUr                               Uefnnden 
(C^,eNaHBr),PtCU^  --^^ ^ jj^ 

Pt  =  24  •  205  Procent   24  •  188     24  •  200  Procent. 
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II.  Darstellung  der  OzaUnbasen. 

1.  Oxalxnethyl-Önantliylin. 
C,H,,(CH,)N, 

Eine  Lösung  des  Glyoxal-Önanthylins  in  Methylalkohol 
wurde  mit  der  theoretisch  berechneten  Menge  von  Jodmethyl 
mehrere  Stunden  lang  im  Kolben  am  Bückflussktthler  erhitzt  und 
der  nach  Abdestilliren  des  Methylalkohols  zurückgebliebene 
Sückstand  mit  einer  concentrirten  Lösung  von  Kalilauge  behan- 
delt. Das  ausgeschiedene  Öl  wurde  mittelst  Chlorcalium 
getrocknet  und  durch  Destillation  gereinigt.  Es  stellt  eine  farb- 
lose ölige  Flüssigkeit  von  unangenehmem  durchdringenden 
Geruch,  welcher  an  den  frisch  gekochter  Krebse  erinnert;  siedet 
bei  261—263^0.  (B  752  Mm.  t^  16,5**  C.)  und  besitzt  bei 
16-5*'  C.  ein  specifisches  Gewicht  0,9282.  Es  ist  in  Wasser  unlös- 
lich, löst  sich  dagegen  in  Methyl,  Äthylalkohol  und  in  Äther. 
Das  Oxalmethyl-Önanthylin  jzeigt  dieselben  Reactionen  der 
Alkaloide*,  wie  alle  anderen  zu  dieser  Gruppe  gehörenden 
Basen. 

Mit  schwefelsauerem  Kupfer  gibt  es  einen  blauen  Nieder- 
schlag. 

Mit  HgClg  einen  weissen, 

„    AgNOj  einen  weissen  krystallinischen, 

„    Hg,(N03)j  ^^^^^  grauen, 

„    Phosphorwolframsäure  einen  weissen, 

„  Pikrinsäure  einen  gelben  Niederschlag. 
Das  Oxalmethyl-Önanthylin  verbindet  sich  schon  bei  ge- 
wöhnlicher Temperatur  unter  Freiwerden  von  Wärme  mit  Jod- 
methyl und  scheidet  durchsichtige  Krystalle  von  der  Zusammen- 
setzung C,Hj5(CH3)Nj.CH3J  ab.  Dieselben  sind  leicht  löslich  in 
Alkohol  und  unlöslich  in  Äther.  Sie  gehören  dem  rhombischen 
Systeme  an,  und  schmelzen  bei  123—124°  C. 

Das  Platindoppelsalz  des  chlorwasserstoffsaueren 
Oxalmethyl-Önanthylins  (CjHi5(CH3)Ng.HCl),PtCl4  kry- 
stallisirt  in  hellpomeranzengelben  goldglänzenden  Blättchen  und 


i  Ber.  d.  deutschen  ehem.  Ges.  10—488. 
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löst  sich  leicht  in  Alkohol,  Äther  und  in  Wasser.  Die  Analyse 
derselben  gab  folgende  Kesultate : 

I.  0 -2480  6™.  der  Substanz  lieferten  0-06488  Grm.  Platin. 

II.  0.2711    „      ,         ,  ,         0-07099     „         „ 

Berechnet  für  Gefnnden 

c,H,5(CH,)N8Hcii),ptcu      — ; '"—TT — ^ 

II  Uli  I  i„  I  I  1  11 

Pt=26-212  Procent        26.161  26.185  Procent. 

2.  Ozal&thyl-ÖnanthyUn. 
C,H,,(C,H,)N,. 

DasOxaläthyl-Önanthylin  entsteht  durch  Kochen  einer  Lösung 
von  Glyoxal-Önanthylin  in  Äthylalhokohol  mit  Äthyl -bromid. 
Der  nach  Abdestilliren  des  überschüssigen  Bromäthyls  und  Äthyl- 
Alkohols  erhaltene  Rückstand  wurde  mit  einer  concentrirten 
Lösung  von  Kalilauge  behandelt  und  durch  Destillation  gereinigt. 
Es  ist  eine  farblose,  ölige  Flüssigkeit,  welche  einen  den  Car- 
bilaminen  ähnlichen  Geruch  besitzt,  siedet  bei  270 — 272*  C. 
(B  749  Mm.  tß  16-8°  C.)  und  besitzt  bei  16-5°  ein  specifisches 
Gewicht  von  0-9210. 

Das  Platindoppelsalz  des  chlorwasserst  off  saueren 
Oxaläthyl-Önanthylin  (CjHj5(C,H5)N,HCl)jjPtCl^  krystalU- 
fiirt  in  pomeranzengelben  glänzenden  Blättchen  und  löst  sich 
leicht  in  Alkohol,  Äther  und  Wasser.  Bei  der  Analyse  gab  es 
folgende  Resultate: 

I.  0-2744  Grm.  der  Substanz  lieferten  0-0689  Grm.  Platin. 
IL  0.1549     „        „  „  „        0-0390     „ 

Berechnet  für                                Gefunden 
C9H„(C,Ht)N,HCl)aPtCU        ^— J '^~^n^^ 

Pt=25  •  257  Procent         25  •  109  25-177  Procent, 

3.  OzalpropylÖnaathylin. 
C,H,,(C3H,)N, 

Diese  Base  wurde  auf  ganz  analoge  Weise  wie  das  Oxal- 
äthyl-Önanthylin dargestellt,  nämlich  darch  Erwärmen  eines 
Gemenges  von  Glyoxal-Önanthylin  und  Propylbromid  am  Rück- 
flusskühler.    Es  ist  eine  farblose  ölige  Flüssigkeit  von  einem 
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den  Carbilaminen  ähnlichen  Geruch  nnd  siedet  constant  bei 
285— 286- C.  (B  735  Mm.  —  iß  16  5^  C).  Das  specifische 
Gewicht  beträgt  bei  17 '  C  0-9192. 

Das  Platindoppelsalz  des  chlorwasserstoffsaneren 
Oxalpropyl-Önanthylins  (C9Hj5(C,H^)Nj.HCl)jP+Cl^  kry- 
stallisirt  in  pomeranzengelben  glänzenden  Täfelcben  mit  ab- 
gestumpften Kanten,  löst  sich  leicht  in  Alkohol  nnd  Äther,  viel 
schwieriger  in  Wasser.  Die  Analyse  derselben  gab  folgende 
Resultate: 
I.  0- 1773  Grm.  der  Substanz  lieferten  0  0431  Grm.  Platin. 
IL  0.2030     „       „  ,  „        0-0493     „ 

Berechnet  für  Gefunden 

Pt=24  -  365  Procent  24  •  308  24  •  285  Procent. 

Die  oben  angeführten  Oxaline  verhalten  sich  gegen  schwefel- 
saueres Kupfer,  Pikrinsäure  etc.  ganz  analog,  wie  die  von  Prot 
Sadziszewski  und  von  Wallach  dargestellten  Oxaline. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  mir  gestattet,  meinem  hoch- 
geehrten Lehrer  Herrn  Prof.  Dr.  Br.  Rad  ziszewski  für  seinen 
während  dieser  Arbeit  mir  gütigst  ertheilten  Bath  meinen  herz- 
liebsten  Dank  auszudrücken. 

Chemisches  Laboratorium  der  k.  k.  Universität  in  Lemberg. 
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Über  das  yorkommen  alkaloidartiger  Basen  im 
gaMschen  Roherdöle. 

Von  Franz  X.  Bandrowski. 

Schon  vor  einigen  Jahren  hatte  Prof.  Kadziszewski  die 
Beobachtung  gemacht,  dass  bei  der  Destillation  der  höher 
siedenden  Antheiie  des  Roherdöles  aus  Harkiowa  in  Qalizien 
sich  Ammoniak  entwickelt,  obwohl  das  Öl  vor  der  Destillation 
neutral  war.  Bei  Gelegenheit  der  Untersuchung  der  durch  Ein- 
wirkung hoher  Temperaturen  auf  schwere  Petroleumöle  ent- 
standener Producte,  bestätigte  dasselbe  auch  Dr.  Paul  Wispek* 
und  es  war  hiedureh  festgestellt,  dass  in  dem  Roherdöle  sich 
Stickstoff^erbindungen  befinden,  die  durch  Zersetzung  während 
der  Destillation  Ammoniak  entwickeln. 

In  Folge  dessen  wurde  ich  von  Professor  Radziszewski 
beauftragt,  die  Natur  dieser  stickstoffli altigen  Körper  näher  zu 
untersuchen.  Zu  dem  Zwecke  wurden  22  L.  des  Roherdöles  von 
O830  spec.  Gewicht  aus  Kolomyja  in  Oalizien,  mit  2  L.  zehn- 
procentiger  Schwefelsäure  etwa  zwei  Stunden  lang  stark  ge- 
schüttelt und  einige  Wochen  in  Ruhe  stehen  gelassen.  Nach 
dieser  Zeit  wurde  die  schwefelsäurehaltige  Schichte  von  dem 
unangegrifi^enen  Erdöle  mittelst  eines  Scheidetrichters  getrennt, 
behufs  der  Entfernung  organischer  indifferenter  Körper  mit 
Äther  extrahirt,  hierauf  mit  kohlensaurem  Natron  neutralisirt  und 
mit  Natronlange  bis  zur  stark  alkalischen  Reaction  versetzt. 
Nach  einiger  Zeit  schied  sich  daraus  ein  grünlichgelber,  flocki- 
ger Niederschlag  von  eigenthOmlichem  schwach  aromatischem 
Gerüche.  Derselbe  wurde  mit  Äther  ausgezogen  und  nach  Ver- 


1  Dr.  Pawel  Wispek:  0  technicznöm  zastösowanin  odpadköw  nafto- 
wych.  Kosmos  1886,  327. 
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dampfen  des  letzteren  hinterblieb  eine  dunkelrothe,  durchsichtige, 
dicke  Flüssigkeit,  welche  bei  —20**  C,  zu  einer  braunen,  harzigen, 
amorphen  Masse  erstarrte. 

Die  stark  concentrirte  alkoholische  Lösung  derselben  wurde 
nun  mit  Ghlorwasserstoffsäure  versetzt  und  mit  Platinchlorid 
gefüllt.  Der  mit  Wasser  gewaschene  Niederschlag  der  Platin- 
doppelsalze  stellte  nach  Trocknen  über  Schwefelsäure  einen 
pomeranzengelben,  ziemlich  leicht  in  Alkohol,  schwer  (mit  Zer- 
setzung) in  heissem  Wasser,  und  gar  nicht  in  Äther  löslichen 
Körper  dar.  Unter  dem  Mikroskope  näher  betrachtet  zeigte  er 
keine  Spur  von  Erjstallisation  und  zersetzte  sich  theilweise  bei 
45^  C. 

Bei  der  Analyse  desselben  wurden  folgende  Resultate 
erhalten. 

19-67  uud  19-70  p.  Ct  Platin 

45-72      „      Kohlenstoff 
9-51      „      Wasserstoff 
6-03      „      Stickstoff 
21-30      „      Chlor  (ber.  für  1  At.  Pt) 

Zusammen:  102-26  p.  Ct 

Die  Menge  der  aus  12  L.  Erdöl  erhaltenen  Chlorplatinsalze 
betrug  1-29  Grm.  gleich  O.OISV^. 

Die  Ungenauigkeit  in  der  Analyse  rührt  wohl  daher,  dass 
das  Ghlorplatinat  nicht  ein  einzelnes  chemisches  Individuum 
darstellt,  sondern  wahrscheinlich  ein  Gemisch  verschiedener 
Basen  war,  und  wegen  Mangel  an  Material  ist  es  mir  bis  jetzt 
nicht  gelungen,  dieselben  zu  isoliren.  Jedenfalls  beweisen  aber 
die  angeführten  Resultate,  dass  diese  Körper  zu  einer  Reihe 
kohlenstoffreicher  und  wahrscheinlich  sauerstofffreier 
Basen  gehören. 

Etwas  mehr  Einsieht  in  die  Natur  dieser  Körper  gelang  es 
mir  auf  qualitativem  Wege  zu  gewinnen. 

Die  mit  Salzsäure  angesäuerte  alkoholische  Lösung  der 
Basen  wurde  nämlich  auf  Alkaloide  geprüft  und  gab  nach- 
stehende Reactionen: 

Mit  Phosphor-Wolframsäure  einen  gelben  flockigen 
Niederschlag. 
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Mit  Quecksilberchlorid  einen  weissen  Niederschlag. 

Mit  Quecksilberchlorid  und  Jodkali  einen  schweren 
gelben  Niederschlag. 

Mit  Kali  um  die  hromat  einen  pomeranzengelben  und  mit 

Ferrocyankalium  einen  blassgrttnen  flockigen  Nieder- 
schlag. 

Alle  diese  Niederschläge  waren  amorph. 

Ausserdem  gab  die  alkoholische  Lösung  der  Basen: 

Mit  Eupfersulphat  eine  smaragdgrüne,  mit  Eisen- 
chlorid und  Salzsäure  (beim  Erwärmen)  eine  rothe,  und  mit 
concentrirter  Schwefelsäure  (beim  Erwärmen  bis  150**  C.) 
eine  kirschrothe  Färbung. 

Beim  Erwärmen  mit  Silbernitrat  wurde  metallisches 
Silber  ausgeschieden. 

Diese  Beactionen  scheinen  unzweifelhaft  die  Angehörigkeit 
der  erwähnten  Basen  zu  der  Glasse  der  Alkaloide  zu  be- 
weisen. 

In  der  Hoffnung,  dass  ich  durch  Verarbeiten  bedeutender 
Mengen  des  Boherdöles  im  Stande  sein  werde,  eine  genttgende 
Menge  der  Basen  aufzusammeln,  will  ich  mir  das  eingehendere 
Studium  derselben  vorbehalten. 
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Bahnbestimmung  des  Kometen  1846  IT  (De-Vico). 

Von  Dr.  J.  t«  Hepperger^ 

PHoatdoeent für  Ä$tronomie  an  der  k,  k.  ühiver»ität  »u  Wien. 
(Vorgtlegt  In  d«r  SItxung  am  31.  Mflrz  1887.) 

Der  Komet  1846  IV  ist  am  20.  Februar  1846  im  Sternbilde 
des  Wallfisches  von  De-Vicb  in  Eom  entdeckt  worden.  Er  war 
zu  dieser  Zeit  klein,  doch  ziemlich  hell  und  mit  einem  merklichen 
Schweife  versehen.  Anfangs  März  erwies  sich  der  Komet  beträcht- 
lich heller,  blieb  jedoch  während  der  ganzen  Daner  seiner  Sicht- 
barkeit ein  teleskopisches  Object.  Die  wenigen,  ttbrigen  Auf- 
zeichnungen über  die  äussere  Erscheinung  des  Kometen  sind 
chronologisch  geordnet,  folgende: 

März    1.  (Padua).  Komet  gross  wie  Jupiter,  aber  von  fahlerem 
Lichte,  mit  glänzendem  Kerne  und  schwacher  Nebel- 
hülle, deren  Durchmesser  nicht  grösser  erschien,  als  1' 
(Mondlicht). 
„       5.  (Washington).  Verdichtung  periweissen  Lichtes  zu  einem 
fast  planetarischen  Kerne,  umgeben  von  einer  leuch- 
tenden Nebelmasse. 
„     10.  (Washington).   Komet  blassweis,   ohne  sternförmigen 
Nucleus,  aber  doch  in  der  Mitte  verdichtet;  Schweif 
etwa  15'  lang. 
„     11.  (Padua).  Nucleus  schwierig  zu  sehen. 
„     12.  (Altona).  Kern  gross,  Nebelhülle  bedeutend.  Schweif 
jedoch  wegen  Mondlicht  und  Dämmerung  nicht  mit 
Sicherheit  zu  erkennen. 
„      15.  (Berlin).  Der  Komet  erscheint  sehr  hell  mit  ziemlich 
deutlichem  Schweife  und  beträchtlich  grosser  Licht- 
verdichtung im  Centrum;  im  Femrohre  erscheint  der 
Schweif  etwa  74*"  ^^^S- 
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März  17.  (Washington).  Komet  periweiss,  Schweif  gerade  und 
schmal;  ab  und  zu  das  Aufblitzen  eines  diamantähn- 
lichen Kernes  wahrzunehmen. 
April    1.  (Berlin).  Der  Komet  erscheint  noch  ziemlich  hell. 

Diese  Beobachtungen  weisen  darauf  hin,  dass  der  Schweif 
des  Kometen  dem  III.  Typus  nicht  angehörte,  lassen  aber  eine 
Entscheidung  zwischen  den  zwei  ersten  Typen  nicht  zu. 

Die  Beobachtungen  der  Position  des  Kometen  reichen  mit 
einigen  grösseren  Unterbrechungen  vom  20.  Februar  bis  19.  Mai 
und  wurden  von  folgenden  Beobachtern  angestellt:  Petersen 
(Altena);  Encke,  Galle  (Berlin);  Argelander,  Schmidt 
(Bonn);  Bond  (Cambridge,  Amerika);  Challis  (Cambridge, 
England) ;  M ai n  (Green wich) ; R ü m k e r  (Hamburg) ;ße8lhuber 
(Kremsmllnster) ;  Kaiser  (Leiden);  Santini,  Pietropoli  (Pa- 
dua);  De-Vico  (Rom);  Maury,  Walker  (Washington);  Horn- 
etein,  Schaub  (Wien). 

Die  meisten  Beobachtungen  finden  sich  in  einer  Weise  ver- 
öffentlicht, welche  die  Ermittlung  der  Differenz  (^ — ^  ermöglichte. 
Die  benützten  Positionen  der  Vergleichssterne  zu  den  Beobach- 
tungen von  Krenoismünster  wurden  mir  vonHerrnDirector  Wagner, 
zu  jenen  von  Padua  von  Herrn  Dr.  Abetti  gütigst  mitgetheilt. 
Letzterem  Herrn  verdanke  ich  überdies  die  Zusendung  der  bisher 
noch  nicht  publicirten  Paduaner  Beobachtungen  vom  27.,  28.  und 
30.  März.  In  Padua  geschahen  die  Beobachtungen  unter  Anwen- 
dung einer  Macchina  parallattica,  welche  die  zur  Einstellung  auf 
verschiedene  Objecto  nöthige  Verschiebung  des  Fernrohres  in 
Declination  bis  auf  4^"  abzulesen  gestattete.  Durch  die  meist  sehr 
grosse  Entfernung  der  Vergleichssterne  vom  Kometen  wurde  die 
Genauigkeit  der  Messung  sehr  beeinträchtigt. 

Die  Washingtoner  Beobachtungen  habe  ich  durchgehends 
aus  den  in  den  Wash.  Astron.  Observations,  Vol.  II,  enthaltenen 
Theilbeobachtungen  neu  berechnet  und  dieselben,  wenn  an  einem 
Abende  mehrere  Vergleichssterne  benützt  worden  sind,  mit  Hilfe 
der  Ephemeride  auf  einen  gemeinsamen  Zeitpunkt  bezogen.  Ich 
erwähne  hiebei,  dass,  wie  aus  dem  Betrage  der  Refraction  und 
den  wenigen  Beobachtungen  von  Position  und  Distanz  zu  ent- 
nehmen ist,  das  Mikrometer  stets  nach  dem  wahren  Parallel 
orientirt  wurde. 
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Die  einsBelnen  Beobachtungen  Bind: 


Washingt.  Stemzeit      cJ^—  ^ 

Gew 

• 

cf-^ 

ßew. 

^ 

Mfirz    3. 

6*37-22»6 

"h  1-  8»82 

5 

4- 

2'22»8 

ö 

67 

H-  0  20-74 

4 

"h 

3    5-7 

4 

71 

-  0  53-76 

4 

H- 

5  16-2 

4 

74 

4. 

6  19  54-3 

-4-  0  21-41 

— 

4  22  0 

68 

5. 

6    0  40-2 

H-  2  45-10 

6 

4- 

7    3-5 

6 

58 

H-  2     1-81 

5 

4-  4  38-8 

5 

60 

7. 

6    1  82-2 

H-  1  19-80 

— . 

0  17-8 

59 

8. 

6  10    6-4 

H-  0    4-82 

— 

6  29-5 

63 

10. 

6  86    0-0 

-  0  53-50 

6 

4- 

0    9-5 

6 

62 

—  2  43-18 

6 

4- 

0  88-7 

6 

70 

11. 

6  41  25-8 

—  1  55-37 

4- 

2  85-8 

64 

14. 

6  49  38-6 

4-  5    4-14 

2 

— 

1  35-8 

2 

42 

-4-  4  13-37 

2 

4- 

3    4-5 

2 

49 

17. 

6  56  Ö0'3 

4-  1  35-96 

4- 

4  38-5 

47 

21. 

7  18  40-9 

—  0  11-31 

6 

4- 

3  23-1 

6 

34 

—  0  17-23 

4 

4- 

3    3-0 

4 

35 

22. 

7  22  46-2 

H-  0  27-07 

9 

— 

7  58-5 

9 

32 

-  1  31-96 

2 

— 

8  330 

2 

36 

30. 

8  31  37  0 

-4-  1  49-26 

10 

4- 

1  30-0 

4 

19 

-h  1  47-38 

8 

4- 

2  54-7 

4 

20 

4-  1  16-58 

8 

— 

1  27-0 

4 

22 

-12  20-19 

3 

— 

6  21-8 

1 

38 

31. 

8  25  20-4 

"h  0  15-31 

— 

13  20-5 

21 

April  15. 

16  24  49-5 

— 

4- 

4    6-3 

2 

6 

-4-  0    3-49 

4- 

3  56-3 

6 

6 

19. 

10  49  22-0 

—  1  51-20 

— 

2  31-7 

2 

20. 

16  14  49-5 

-  2  56-46 

8 



19  48-9 

3 

1 

-  3    0-10 

7 

— 

19  45- 1 

2 

1 

— 

— 

0  29-2 

2 

102 

-  0    2-96 

5 

— 

0  25-1 

5 

102 

-  0    5-81 

3 

— 

0  34-7 

8 

102 

27. 

14  29  45-5 

—  2    2-47 

2 

— 

15  36-7 

2 

94 

-  4  17-64 

2 

— 

11  10-8 

2 

95 

Mai       2. 

16    9  48  3 

H-  0  26-16 

8 

_. 

3  26-5 

4 

91 

H-  0  27-28 

7 

— 

3  10-1 

7 

91 
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Die  Beobachtung  vom  19.  Mai  ist  darchwegs  mit  dem  Yer- 
gleichsstem  Nr.  89  aasgefbhrt  worden. 
Die  Details  dieser  Beobachtang  sind: 

MeBBungen  der  Differenzen  in  BectaBoension  und  Declination. 

Mai  19.    14*  13-21  »4  — 1-56»5                   — 

14  120  —1  58-9                  — 

U  58-8  —1  55-2                  — 

18  12-9  —  -4-l'40»7i 

Rednction  der  Messungen  von  Position  und  Distanz. 

Mai  19.    14*30-49'4  —2-  5»5  4-l'56»6 

36  55-9  —2  10-2  4-1  45-8 

40  45-9  —2  11-9  4-1  59-3 

44  26-4  —2  13-7  4-1  48-6 

48  58-9  (—2  10-5)  (4-I  38-6) 

55  30-4  —2  16'ö  4-2    0-6 

58  52-9  —2  21-8  4-I  50-0 

15    1  39.4  —2  21-9  4-1  58-1 

Messungen  der  Differenzen  in  Bectascension  und  Declination. 

Mai  19.    15*  6-55»4  -2-24»7  — 

7  44-1  —2  22-8  — 

8  32-3  —2  22-2  — 

14  24-9  4-2'47'4 

16  34-9  2  37-8 

17  52-4  2  84-1 

19  28-9  2  31-5 
21  45-9  2  200 
25    1-9  2  13-2 

Mittel  aus  den  einzelnen  Messungsreihen. 

14*14-10»6  -l-55'20  — 

14  18  12-9  —  4-l'40»7 

14  47    0-0  —2  14-43  4-1  54-1 

15  7  43-9  4-2  28-23  — 

15  19  11-5  —  4-2  30-7 

Diese  Mittelwerthe  wurden  zunächst  mit  dem  der  Epheme- 
ride entnommenen  Gange  des  Kometen  in  einer  Stunde  mittlerer 
Zeit:  — 30?31,  4-44'8  auf  den  Zeitpunkt  14M7°'14?9  Wash. 
Sternzeit  reducirt  und  lauten  hieflir: 


1  Diese  Declinationsdifferenz  wurde  mit  dem  in  das  Beobachtungs- 
jouroal  eingetragenen  Werthe  28**  berechnet. 
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d^-ü       Gew.       cf-*f       Gew. 


t^  47^  14»  9 

—2-11  »87 

3 

4-2'  2»3 

1 

—2  14 -55 

7 

H-l  54-3 

7 

-2  12-93 

3 

+2    6-9 

6 

Den  beigefügten  Oewichten  entsprechend^  ist  sonach  unter 
Berücksichtigung  der  Refraction  (Aa  =  +0?04,  AS  =  O'O)  die 
Differenz  in  Bectascension  und  Declination: 

Mai  19.    14"'47-14'9  Wash.  Stemzt    — 2-13'52    +2'0»8 

Die  Unsicherheit  der  Beobachtung  vom  19.  Mai  erbellt  am 
deutlichsten  ans  den  sechs  letzten  Messungen  der  Declinations- 
differenz,  welche  eine  ziemlich  regelmässige  Abnahme  der  Decli- 
nation des  Kometen  bis  zum  Betrage  von  34''  ausdrücken,  während 
der  Ephemeride  gemäss  die  Declination  innerhalb  des  Zeitraumes 
dieser  Messungen  um  8"  zunahm. 

In  Cambridge,  A.,  ist  an  einem  Ringmikrometer  beobachtet 
worden.  Prof.  Pickering  hatte  die  Gewogenheit,  mir  fttr  die 
Beobachtung  vom  19.  Mai  die  einzelnen  Durchgänge  mitzutheilen 
und  hieran  die  Bemerkung  zu  knüpfen,  dass  den  ursprünglichen 
Aufzeichnungen  gemäss  die  Rectascensionen  des  Kometen  am 
26.  Februar  und  19.  Mai  keine  Conection  für  Refraction  erfahren. 
Die  Reduction  in  Declination  sei  im  Beobachtungsbuche  nicht 
enthalten,  jedoch  wahrscheinlich  ohne  Rücksichtnahme  aaf 
Refraction  ausgeführt  worden;  es  dürfte  überhaupt  bei  sämmt- 
lichen  Beobachtungen  der  Betrag  der  Refraction  yernachlässigt 
worden  sein.  Bei  der  Beobachtung  vom  19.  Mai,  die  ich  selbst 
reducirte,  war  der  Einfluss  der  Refraction  auf  beide  Coordinaten 
unmerklich.  Soweit  es  bei  Unkenntniss  der  Sehnen  möglich  war, 
berechnete  ich  auch  für  die  übrigen  Beobachtungen  den  Betrag 
der  Refraction  und  fand,  dass  durch  Anbringen  desselben  die 
Darstellung  der  Beobachtungen  eher  verschlechtert  als  verbessert 
wurde.  Nachdem  nun  kein  zwingender  Grund  vorliegt,  anzunehmen, 
dass  sämmtliche  Beobachtungen  in  derselben  Weise  reducirt 
worden  sind,  wie  die  erste,  brachte  ich  keine  weitere  Correction 
in  Anwendung.  Die  Mehrzahl  der  Beobachtungen  von  Cambridge, 
A.,  ist  überdies  an  einem  Äquatorial  von  nur  9  Gtm.  0£Fnung 
angestellt  worden. 
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Am  19.  Mai  wurden  nar  die  Contacte  mit  dem  inneren  Rande 
des  Ringes  beobachtet.  Das  Beobachtungsjonrnal  enthält  hierttber 
folgende  Angaben: 


^ 

14^37-  2'5 
41  28-5 

14^ 48-16 »5 
52  38-0 

14^ 58-53 '2 
15  3  16-5 

& 

41  47-0 
14  45  44-5 

52  [54 -51 
14  57  2-0 

3  8-0 
15  7  390 

&'-^{ 

-f4  30-25 
-1'  9*1 

4-4  31-00 
— 0'34'5 

H-4  18-65 
--0'22»0 

Oorrection  des  (nach  Sterazeit  regnlirten)  Obronoiiieteni  =: 
=  +2'»28». 

Die  Vergleichung  dieser  drei  Beobachtungen  (*  =  Nr.  87) 
ergibt: 

CosJ.A«..         —  0»47  +  1?19  —  0»66 

A*. .— 1"     25-4      —0'     59-2      —0'     10-5 

Die  Unsicherheit  der  CambridgerBeobachtungen  vom  19. Mai 
ist  sonach  viel  grösser  als  jene  der  Washingtoner  Beobachtungen. 

Die  Bahn  des  Kometen  1846  lY  war  schon  mehrmals  Gegen- 
stand der  Untersuchung,  ohne  dass  jedoch  bisher  das  ganze 
Beobachtungsmaterial  in  Betracht  gezogen  worden  ist.  Die  Bahnen 
von  Jelinek  (Sitzungsberichte  der  Wien.  Akad.  1848),  Peirce 
(Proceed.  Amer.Acad.  1, 39),  Van  Dein se  (Inauguraldissertation 
Leiden  1849)  gründen  sich  bereits  auf  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtungen  und  entsprechen  in  ziemlich  guter  Übereinstim- 
mung einer  Umlaufszeit  des  Kometen  von  circa  73  Jahren. 
Unter  diesen  Bahnen  schien  jene  von  Peirce  das  grösste  Ver- 
trauen beanspruchen  zu  dürfen,  nachdem  hiezu  auch  Bond's 
spätere  Beobachtungen,  welche  bis  19.  Mai  reichen,  benutzt 
worden  sind,  während  bei  den  übrigen  nur  die  Beobachtungen 
bis  1.  Mai  in  Verwendung  kamen.  Es  ist  daher  in  dieser  Abhand- 
lung das  Peirce 'sehe  Elementensystem  zum  Ausgangspunkte 
der  weiteren  Rechnung  gemacht  worden.  Dasselbe  lautet:  * 


1  Die  letzten,  mir  unbekannten  DecimalsteUen  derPeirce'schen  Ele- 
mente habe  ich  durch  NuUen  ersetzt. 
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T  =  1846  MäTz  5-554250  mittl.  Zeit  Paria 
ß  =  77*»33'26'00 
w  =  12  53  53-00 
t  =  85    6  12-00 
log}  =  9-8219950 
^  =  0-9622465. 


mittl.  Ekliptik  und 
Äquin.  1846-0 


Zur  Ableitung  der  Ephemeride  ans  diesen  Elementen  habe 
ich  die  scheinbaren  Längen  (©)  und  Breiten  (X),  sowie  die  Ent- 
fernungen (Ä)  der  Sonne  den  Leverrier'schen  Tafeln  ent- 
nommen nnd  die  Reduction  anf  das  mittlere  Äqninox  1846*0  ans 
Oppolzer's  Tafeln  (Bahnbestimmungen  I,  2.  Auflage,  Taf.  XA, 
B  bis  X»)  berechnet. 

Das  Resultat  dieser  Rechnung,  in  welcher  nur  bei  den  lang- 
sam veränderlichen  Gliedern  (Planetenstörungen,  Aberration,  Prä- 
cession)  eine  Interpolation  stattfand,  ist  folgendes: 
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12^ 
mittl,  Zeit  Pari» 

© 

Red.  a. 
1846-0 

X 

Red.  a. 
1846-0 

logÄ 

1846Feb.l9. 

Ö31«>  O'85'OO 

4-l'20 

-+-0'04 

-t-0'02 

9-995  2982 

20. 

832  1  0 

25 

0 

99 

0 

16 

2 

3996 

21. 

833  1  24« 

13 

0 

79 

0 

24 

2 

5021 

22. 

834  1  46 

56 

0' 

61 

0 

30 

2 

6055 

23. 

835  2  7 

50 

0 

45 

0 

32 

2 

7097 

24. 

836  2  26 

80 

0 

36 

0 

30 

2 

8143 

25. 

337  2  44« 

40 

0 

30 

0 

26 

2 

9195 

26. 

838  3  0 

17 

0 

28 

0 

18 

2 

9-996  0253 

27. 

339  8  14 

06 

0 

26 

-hO 

07 

2 

1317 

28. 

340  3  26' 

Ol 

+0 

22 

—0 

06 

H-0-02 

9-996  2385 

Mfin  1. 

341  3  35 

98 

-4-0 

16 

—0 

19 

H-0-02 

9-996  3458 

2. 

342  3  43 

92 

+0 

06 

0 

32 

2 

4540 

3. 

343  3  49 

77 

—0 

07 

0 

44 

5627 

4. 

344  3  53 

51 

0 

23 

0 

55 

6725 

5. 

345  3  55 

11 

0 

39 

0 

65 

7832 

6. 

346  3  54 

53 

0 

53 

0 

72 

8950 

7. 

347  3  51 

81 

0 

66 

0 

77 

9-997  0079 

8. 

848  8  46 

94 

0 

76 

0 

80 

1218 

9. 

349  3  39 

94 

0 

84 

0 

81 

H-OOl 

2369 

10. 

850  3  30 

80 

-0 

89 

—0 

80 

0-00 

9-997  3532 

11. 

851  3  19 

57 

—0 

93 

—0 

•76 

0  00 

9-997  4708 

12. 

352  3  6 

28 

0 

•95 

0 

69 

0 

5896 

13. 

353  2  50 

99 

0 

96 

0 

61 

0 

7096 

14. 

354  2  33 

77 

0 

•98 

0 

51 

0 

8307 

15. 

355  2  14 

•70 

■02 

0 

40 

0 

9530 

16. 

356  1  53 

•83 

■09 

a 

•27 

0-00 

9-998  0764 

17. 

357  1  31 

•20 

•20 

0 

•14 

—0-01 

2007 

18. 

358  1  6 

•84 

•35 

—0 

•04 

1 

3258 

19. 

359  0  40 

•78 

•53 

4-0 

07 

1 

4515 

20. 

0  0  13 

•04 

—1 

72 

H-0 

16 

—0-01 

9-998  5777 

21. 

0  59  43 

■59 

—1 

•89 

+0 

23 

—0-01 

9-998  7042 

22. 

1  59  12 

38 

2 

•03 

0 

26 

2 

8308 

28. 

2  58  39 

•36 

2 

•13 

0 

25 

2 

9573 

24. 

3  58  4 

50 

2 

•18 

0 

22 

2 

9-999  0836 

25. 

4  67  27 

74 

2 

19 

0 

14 

2 

2093 

26. 

5  56  49 

00 

2 

19 

+0 

04 

3 

3346 

27. 

6  56  8 

22 

2 

20 

-0 

09 

3 

4594 

28. 

7  55  25 

•36 

2 

24 

0 

22 

3 

5837 

29. 

8  54  40 

37 

2 

32 

•  0 

36 

8 

7074 

30. 

9  53  53 

20 

—2 

44 

—0 

49 

—0-03 

9-999  8307 

31. 

10  53  3 

81 

—2 

59 

—0 

61 

--0-04 

9-999  9536 

Apr.  1. 

11  52  12 

16 

2 

75 

0- 

71 

4 

0-000  0760 

2. 

12  51  18 

21 

2 

91 

0 

79 

4 

1982 

3. 

13  50  21 

94 

8 

06 

0« 

85 

4 

3202 

4. 

14  49  28 

35 

3 

18 

0 

89 

5 

4420 

5. 

15  48  22- 

45 

3 

27 

0' 

91 

5 

5637 

6. 

16  47  19 

29 

8 

34 

0« 

90 

5 

6856 

7. 

17  46  13" 

84 

3- 

38 

0' 

87 

5 

8074 

8. 

18  45  6 

16 

3- 

40 

0- 

81 

6 

0-000  9293 

9. 

19  43  56- 

32 

— 3« 

41 

-0' 

73 

-0-06 

0-001  0514 
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J.  v.Hepp erger, 


12^ 
mittl.ZeitPariB 

© 

Red.  a. 
1846  0 

X 

Red.a. 
1846-0 

logÄ 

1846  Apr.  9. 

19*43' 56^32 

—3»  41 

— 0'73 

— 0»06 

0-001  0514 

10. 

20  42  44 

39 

3 

43 

0  63 

6 

1735 

11. 

21  41  30 

42 

3« 

46 

0-52 

6 

2959 

12. 

22  40  14 

51 

3 

53 

0-39 

7 

4184 

13. 

i^3  38  56 

75 

3 

64 

0-27 

7 

5411 

14. 

24  37  37 

21 

3 

79 

0-15 

7 

6637 

15. 

25  36  15 

94 

3 

97 

—0  03 

7 

7863 

16. 

26  34  53 

Ol 

4 

18 

+0-06 

8 

9087 

17. 

27  33  28 

42 

4 

38 

0-12 

8 

0-002  0307 

18. 

28  32  2 

19 

—4 

56 

-4-0-16 

—0-08 

0  002  1522 

19. 

29  30  34 

32 

—4 

70 

-h0  16 

—009 

0-002  2730 

20. 

30  29  4 

83 

4 

79 

0  14 

09 

3928 

21. 

31  27  33 

69 

4 

83 

4-0  07 

09 

5116 

22. 

32  26  0 

90 

4 

•86 

—0-02 

09 

6292 

23. 

33  24  26 

42 

4 

89 

0-14 

10 

7454 

24. 

34  22  50 

23 

4 

94 

0-27 

10 

8601 

25. 

35  21  12 

30 

5 

03 

0-41 

10 

9733 

26. 

36  19  32 

f)9 

5 

16 

0-54 

10 

0-003  0850 

27. 

37  17  51 

02 

5 

31 

0-65 

11 

1951 

28. 

88  16  7 

57 

—5 

50 

—0-76 

—O-ll 

0003  3038 

29. 

39  14  22 

17 

—5 

68 

—0-^5 

—0-11 

0  003  4110 

30. 

40  12  34 

83 

5 

86 

0  91 

12 

5169 

Mai  1. 

41  10  45 

51 

6 

02 

0-95 

12 

6214 

2. 

42  8  54 

22 

6 

17 

0-98 

12 

7246 

3. 

43  7  0 

93 

6 

28 

0-97 

12 

8267 

4. 

44  5  5 

67 

6 

36 

0-94 

13 

9277 

5. 

45  3  8 

47 

6 

43 

0-88 

13 

0  004  0276 

6. 

46  1  9 

35 

6 

48 

0-81 

13 

1266 

7. 

46  59  8 

39 

G 

53 

0-71 

13 

2247 

8. 

47  57  5 

68 

—6 

59 

—0-59 

—0-14 

0  004  3220 

9. 

48  55  1 

29 

—6 

67 

— 0  47 

-0-14 

0-004  4185 

10. 

49  52  55 

32 

6 

80 

0-34 

14 

5142 

11. 

50  50  47 

84 

6 

96 

0-21 

15 

6092 

12. 

51  48  38 

96 

7 

17 

—0-09 

15 

7035 

13. 

52  46  28 

•74 

7 

39 

-hO-02 

15 

7970 

14. 

53  44  17 

26 

7 

64 

010 

15 

8896 

15. 

54  42  4 

55 

7 

86 

0-14 

16 

9812 

16. 

55  39  50 

69 

.8 

04 

0-15 

16 

0-005  0716 

17. 

56  37  35 

72 

8 

18 

012 

16 

1607 

18. 

57  35  19 

66 

—8 

28 

4-0  06 

-017 

0-005  2483 

19. 

58  33  2 

53 

—8 

35 

—0-02 

—0-17 

0-005  3343 

20. 

59  30  44 

35 

-8 

42 

—0-13 

—0-17 

0-005  4185 

Hieraus  ergaben  sich,  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  nach  Lever- 

rier  zu 

23*»27'33»73 

angenommen )  folgende  Sonnencoordinaten,  bezogen  auf  den  mittleren 
Äquator  und  das  mittlere  Äquinox  1846*0. 


Komet  1846 IV  (De-Vico). 
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12^ 
mittl.  Zeit  Paris 

X 

r 

Z 

1846  Feb.  19. 

-4-0-865  2860 

—0-439  8085 

—0-190  8631 

20. 

73  7820 

25  8909 

84  8226 

21. 

82  0112 

11  8413 

78  7252 

22. 

89  9707 

—0-397  6645 

72  5725 

23. 

97  6579 

83  3647 

66  3667 

24. 

0-905  0701 

68  9464 

60  1098 

25. 

12  2053 

54  4148 

53  8038 

26. 

19  0613 

39  7749 

47  4508 

27. 

25  6362 

25  0315 

41  0532 

28. 

-4-0-931  9277 

—0-810  1893 

—0-134  6129 

März  1. 

-4-0-937  9344 

—0-295  2534 

—0-128  1319 

2. 

43  6552 

80  2289 

21  6123 

8. 

49  0886 

65  1205 

15  0564 

4. 

54  2336 

49  9331 

08  4662 

5. 

59  0894 

84  6714 

Ol  8435 

6. 

63  6552 

19  3402 

— 0  095  1906 

7. 

67  9299 

03  9440 

88  5094 

8. 

71  9125 

—0-188  4874 

81  8019 

9. 

75  6025 

72  9751 

75  0701 

10. 

-4-0-978  9993 

—0-157  4117 

—0-068  3160 

11. 

-4-0-982  1023 

—0-141  8017 

— 0061  5416 

12. 

84  9111 

26  1497 

54  7488 

18. 

87  4252 

10  4601 

47  9395 

14. 

89  6439 

—0-094  7372 

41  1157 

15. 

91  5666 

78  9854 

34  27^3 

16. 

93  1932 

63  2092 

27  4323 

17. 

94  5234 

47  4131 

20  5767 

18. 

95  5567 

31  6015 

13  7144 

19. 

96  2925 

—0-015  7790 

—0-006  8473 

20. 

-4-0-996  7305 

-4-0-000  0499 

-^0•000  0225 

21. 

-I.0-996  8705 

.^0•015  8806 

H-0-006  8929 

22. 

96  7123 

31  7082 

13  7617 

23. 

96  2557 

47  5278 

20  6268 

24. 

95  5007 

63  3344 

27  4862 

25. 

94  4475 

79  1230 

34  3376 

26. 

93  0966 

94  8884 

41  1787 

27. 

91  4489 

0-110  6255 

48  0075 

28. 

89  5050 

26  3293 

54  8217 

29. 

87  2669 

41  9947 

61  6193 

80. 

-4-0 -984  7330 

-4-0-157  6170 

-hO-068  3982 

31. 

+0-981  9076 

-4-0-173  1914 

-4-0-075  1563 

Apr.  1. 

78  7909 

88  7131 

81  8917 

2. 

75  3844 

0-204  1776 

88  6024 

3. 

71  6897 

19  5803 

95  2864 

4. 

67  7084 

34  9168 

0-101  9417 

5. 

63  4424 

50  1828 

08  5666 

6. 

58  8936 

65  3741 

15  1592 

7. 

54  0687 

80  4863 

21  7176 

8. 

48  9544 

0-295  5152 

28  2400  . 

9. 

4-0-943  5674 

-4-0-810  4568 

-4-0-134  7246  ! 

880 
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12^ 
mittl.  Zeit  Paris 

X 

Y 

Z 

1846  Apr.  9. 

4-0-943  5674 

-HO -310  4568 

+0-134  7246 

10. 

37  9047 

25  3071 

41  1697 

11. 

31  9684 

40  0622 

47  5735 

12. 

25  7604 

54  7182 

53  9344 

13. 

19  2826 

69  2713 

60  2506 

14. 

12  5366 

83  7174 

66  5204 

15. 

05  5244 

98  0528 

72  7421 

16. 

0-898  2479 

0-412  2735 

78  9139 

17. 

'   90  7089 

26  3754 

85  0341 

18. 

-hO-882  9095 

+0-440  3545 

+0-191  1008 

19. 

-4-0-874  8518 

+0-454  2067 

+0-197  1122 

20. 

66  5380 

67  9278 

0-203  0665 

21. 

57  9704 

81  5137 

08  9620 

22. 

49  1516 

94  9601 

14  7969 

23. 

40  0843 

0-508  2627 

20  5692 

24. 

30  7714 

21  4174 

26  2772 

25. 

21  2158 

34  4202 

31  9193 

26. 

11  4207 

47  2672 

37  4938 

27. 

Ol  3896 

59  9545 

42  9990 

28. 

-HO -791  1260 

+0-572  4783 

+0-248  4333 

29. 

"h0'780  6332 

+0-584  8350 

+0-253  7958 

30. 

69  9148 

97  0213 

59  0835 

Mai  1. 

58  9743 

0-609  0339 

64  2964 

2. 

47  8153 

20  8694 

69  4325 

3. 

36  4417 

32  5246 

74  4905 

4. 

24  8570 

43  9966 

79  4691 

5. 

13  0648 

55  2824 

84  3671 

6. 

Ol  0689 

66  3790 

89  1831 

7. 

0-688  8741 

77  2837 

93  9159 

8. 

-+-0-676  4809 

+0-687  9941 

+0-298  5644 

9. 

+0-663  8959 

+0-698  5073 

+0-303  1275 

10. 

51  1216 

0-708  8207 

07  6040 

11. 

38  1617 

18  9320 

11  9927 

12. 

25  0198 

28  8388 

16  2925 

13. 

11  6993 

38  5385 

20  5024 

14. 

0-598  2038 

48  0284 

24  6211 

15. 

84  5368 

57  3058 

28  6475 

16. 

70  7018 

66  3682 

32  5804 

17. 

56  7025 

75  2131 

36  4186 

18. 

-HO -542  5427 

+0-783  8377 

-HO -340  1610 

19. 

-HO -528  2266 

+0-792  2393 

+0-343  8066 

20. 

-HO -513  7584 

+0-800  4153 

+0-347  3542 

Von  den  Constanten  für  die  mittleren  Tage  1846  wurden  f.gxoiAG 
den  bereits  genannten  Oppolze raschen  Tafeln  entnommen,  Ä,  H  und  » 
jedoch  nach  den  Formeln  berechnet. 

h  sin  H=  — 20U81  cos0  cose 
h  cos Ä=— 20-481  sin© 
t  =  Ä  sinÄ.tg« 
Diese  Reductionsgrössen  sind  in  folgender  Tafel  zusammengestellt. 
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12^ 
mittl.ZeitPari8 

f 

log^ 

G 

logÄ 

H 

logt 

1846  Feb.  19. 

H-18'00 

10127 

40035' 

1-2838 

301"  8' 

0-8532n 

20. 

09 

137 

24 

27 

300  4 

574» 

21. 

19 

147 

13 

21 

299  1 

613» 

22. 

28 

158 

1 

16 

297  58 

651n 

28. 

37 

168 

39  51 

10 

296  54 

688« 

24. 

46 

178 

40 

05 

295  51 

722n 

26. 

54 

188 

30 

00 

294  47 

755n 

26. 

63 

198 

20 

1-2795 

293  43 

787n 

27. 

72 

208 

10 

90 

292  39 

817« 

28. 

-4-18-80 

1-0218 

39  1 

1-2786 

291  35 

0-8845n 

Mftrz  1. 

-+-18-89 

1-0228 

38  52 

1-2781 

290  30 

0-8872n 

2. 

97 

239 

43 

77 

289  26 

897n 

3. 

19-05 

249 

34 

73 

288  21 

921» 

4. 

13 

259 

26 

69 

287  17 

943« 

6. 

21 

269 

18 

66 

286  12 

964« 

6. 

•   29 

280 

10 

62 

285  8 

984» 

7. 

37 

289* 

2 

59 

284  3 

0-9002« 

8. 

45 

300 

37  55 

56 

282  58 

019« 

9. 

53 

310 

48 

54 

281  53 

034« 

10. 

H-19-61 

1-0321 

37  41 

1-2751 

280  49 

0-9048« 

11. 

4-19-68 

1-0331 

37  34 

1-2749 

279  44 

0-9060« 

12. 

76 

342 

28 

47 

278  39 

071« 

13. 

84 

353 

22 

45 

277  34 

081« 

14. 

91 

364 

16 

43 

276  29 

090« 

15. 

99 

375 

10 

42 

275  24 

097« 

16. 

20-06 

386 

4 

41 

274  19 

103« 

17. 

14 

897 

36  59 

40 

273  14 

108« 

18. 

21 

408 

54 

39 

272  9 

111» 

19. 

29 

419 

49 

39 

271  4 

113» 

20. 

+20-36 

1-0431 

36  44 

1-2739 

269  59 

0-9113« 

21. 

-^20-44 

1-0442 

36  40 

1-2789 

268  54 

0-9113« 

22. 

51 

454 

35 

89 

267  50 

111« 

23. 

59 

466 

31 

40 

266  45 

107« 

24. 

66 

478 

27 

41 

265  40 

103« 

26. 

74 

491 

23 

42 

264  35 

097« 

26. 

81 

503 

20 

43 

263  31 

090« 

27. 

89 

516 

16 

45 

262  26 

081« 

28. 

96 

528 

12 

46 

261  22 

072« 

29. 

21-04 

541 

9 

48 

260  18 

061« 

80. 

H-21-12 

1-0554 

36  6 

1-2751 

259  13 

0-9048« 

31. 

H-21-19 

1-0567 

36  3 

1-2753 

258  9 

0-9034« 

Apr.  1. 

27 

580 

0 

56 

257  5 

019« 

2. 

35 

594 

35  57 

59 

256  1 

003« 

3. 

43 

607 

54 

62 

254  58 

0-8985« 

4. 

51 

621 

52 

65 

253  54 

966« 

ö. 

59 

635 

50 

69 

252  51 

946« 

6. 

67 

649 

47 

73 

251  47 

924« 

7. 

75 

663 

45 

77 

250  44 

901« 

8. 

83 

678 

43 

81 

249  41 

876« 

9. 

+21-91 

10693 

35  41 

1-2785 

248  38 

0-8850« 

882 


J.  y.  Hepperger, 


12^ 
mittl.ZeitPariB 

1846  Apr.  9. 

f 

log^ 

G 

logA 

H 

logt 
0-88501. 

^-21»91 

10693 

35*»41' 

1-2786 

248«»38' 

10. 

22-00 

708 

39 

89 

247  36 

823n 

11. 

09 

723 

37 

94 

246  33 

794» 

12. 

17 

738 

35 

99 

245  81 

764« 

13. 

26 

753 

33 

1-2804 

244  29 

732n 

14. 

85 

768 

31 

09 

243  27 

699» 

15. 

44 

784 

29 

14 

242  25 

664n 

16. 

53 

800 

27 

19 

241  23 

628h 

17. 

62 

816 

25 

25 

240  22 

590« 

18. 

4-22-71 

1-0832 

35  24 

1-2830 

239  20 

0-855U 

19. 

-4-22-80 

1-0848 

35  22 

1-2836 

238  19 

0-8510« 

20. 

90 

865 

20 

42 

237  18 

467« 

21. 

99 

882 

18 

47 

236  17 

423« 

22. 

23-09 

898 

16 

53 

235  17 

377« 

23. 

19 

914 

15 

59 

234  17 

329« 

24. 

28 

931 

13 

65 

233  17 

279« 

25. 

38 

949 

11 

72 

232  17 

228« 

26. 

48 

966 

9 

78 

231  17 

174« 

27. 

59 

983 

7 

84 

230  17 

119« 

28. 

-4-23-69 

1-1000 

35  5 

1-2890 

229  18 

0-8062« 

29. 

-4-23-79 

1-1017 

35  3 

1-2897 

228  19 

0-8003« 

30. 

90 

035 

1 

1-2903 

227  20 

0-7942« 

Mai  1. 

24-01 

053 

34  59 

09 

226  21 

879« 

2. 

12 

071 

57 

16 

225  23 

814« 

3. 

23 

089 

55 

22 

224  24 

746« 

4. 

34 

107 

53 

28 

223  26 

676« 

5. 

45 

125 

50 

35 

222  28 

604« 

6. 

57 

143 

48 

41 

221  31 

529« 

7. 

68 

161 

46 

47 

220  33 

452« 

8. 

-t-24-80 

1-1180 

34  43 

1-2953 

219  86 

0-7372« 

9. 

-h24-91 

11198 

34  41 

1-2960 

218  39 

0-7290« 

10. 

25-03 

216 

38 

66 

217  42 

204« 

11. 

15 

234 

35 

72 

216  45 

116« 

12. 

28 

253 

32 

78 

215  48 

024. 

13. 

40 

271 

29 

84 

214  52 

0-6930« 

14. 

52 

290 

26 

90 

213  56 

832« 

15. 

65 

309 

23 

96 

213  0 

731« 

16. 

78 

327 

20 

1-3001 

212  4 

626« 

17. 

25-90 

346 

17 

07 

211  8 

517« 

18. 

-t-26-03 

1-1364 

34  14 

1-3012 

210  13 

0-6404« 

19. 

-4-26-16 

1-1883 

34  10 

1-8018 

209  17 

0-6287« 

20. 

-h26-29 

1-1402 

34  6 

1-3023 

208  22 

0-6166« 

Die  Ephemeride  des  Kometen  wurde  aus  den  früher  aufgeführten 
Peirce*8chen  Elementen  Tag  für  Tag  siebenstellig  berechnet  und  lautet, 
auf  sechs  Decimalstellen  abgekürzt,  wie  folgt: 


Komot  1846 IV  (De-Vico). 
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12^ 
miUl.  Zt.  Paris 

-& 

^& 

logA 

Aberr. 
Zeit 

logr 

1846  Feb.  19. 

0^57-23'68 

—  8*»52'10»8 

0  032  876 

8-57 »9 

9-859  646 

20. 

58  3-14 

-  7  5  15 

9 

34  045 

59 

3 

54  913 

21. 

8807 

—  5  19  7 

5 

35  434 

9  1- 

0 

50  417 

22. 

59  8-44 

—  3  38  58 

4 

37  029 

3 

0 

46  180 

23. 

34-25 

-  1  49  41 

3 

38  820 

5 

3 

42  222 

24. 

55-48 

—  0  6  38 

3 

40  792 

7 

8 

88  565 

25. 

1  0  1213 

-h  1  35  8 

7 

42  933 

10 

5 

35  227 

26. 

24-20 

3  15  33 

5 

45  229 

13 

4 

32  229 

27. 

81-70 

4  54  30 

2 

47  663 

16 

5 

29  588 

28. 

1  0  34  66 

-h  6  81  53 

6 

0-050  223 

9  19 

8 

9-827  319 

Mftrz  1. 

1  0  33 

•13 

-h  8  7  39 

3 

0-052  893 

9  23 

3 

9-825  438 

2. 

27 

•15 

9  4143 

1 

55  659 

26 

9 

23  957 

3. 

16 

79 

11  14  1 

7 

58  505 

30 

6 

22  885 

4. 

2 

•12 

12  44  82 

2 

61  418 

34 

4 

22  230 

6. 

0  59  43 

23 

14  13  12 

6 

64  385 

38' 

3 

21  996 

6. 

20 

23 

15  40  1 

0 

67  891 

42 

3 

22  184 

7. 

58  53 

24 

17  4  56 

4 

70  425 

46 

4 

22  794 

8. 

22 

39 

18  27  58 

4 

73  475 

50 

6 

23  821 

9. 

57  47 

81 

19  49  7 

0 

76  529 

54 

7 

25  258 

10. 

0  57  9 

■66 

4-21  8  22 

6 

0-079  578 

9  58" 

9 

9-827  096 

11. 

0  56  28 

08 

+22  25  46 

2 

0-082  611 

10  8 

1 

9-829  323 

12. 

55  43 

•23 

23  41  19 

3 

85  620 

7 

3 

31  925 

13. 

54  55 

•28 

24  55  3 

7 

88  598 

11 

5 

84  885 

14. 

4 

•38 

26  7  1 

6 

91  536 

15 

6 

88  187 

15. 

53  10 

70 

27  17  15 

4 

94  428 

19 

7 

41  810 

16. 

52  14 

•39 

28  25  48 

0 

0-097  270 

23 

8 

45  736 

17. 

51  15 

61 

29  32  42 

3 

0  100  055 

27 

8 

49  944 

18. 

50  14 

51 

30  38  1 

5 

02  779 

31 

8 

54  413 

19. 

49  11 

22 

31  41  49 

2 

05  440 

35 

2 

59  122 

20. 

0  48  5 

•87 

-h32  44  8 

7 

0-108  034 

10  39 

5 

9-864  049 

21. 

0  46  58 

59 

+33  45  3 

7 

0-110  557 

10  43 

2 

9-869  176 

22. 

45  49 

48 

34  44  37 

9 

13  009 

46 

8 

74  480 

28. 

44  38 

63 

35  42  55 

0 

15  388 

50 

4 

79  944 

24. 

43  26 

12 

36  39  58 

6 

17  692 

53 

9 

85  549 

25. 

42  12 

Ol 

37  35  52 

5 

19  921 

57 

2 

91  277 

26. 

40  56 

36 

38  30  40 

2 

22  Q74 

11  0 

5 

97  111 

27. 

39  39 

20 

39  24  25 

5 

24  152 

3 

7 

9-903  036 

28. 

38  20 

55 

40  17  11 

6 

26  155 

6 

7 

09  036 

29. 

37  0 

43 

41  9  2 

1 

28  083 

9 

7 

15  099 

80. 

0  35  38 

83 

+42  0  0 

2 

0-129  937 

11  12 

6 

9  921  211 

31. 

0  84  15 

•73 

+42  50  9 

2 

0-131  718 

11  15 

3 

9-927  361 

Apr.  1. 

32  51 

10 

43  39  32 

1 

33  428 

18 

0 

33  538 

2. 

81  24 

•89 

44  28  11 

9 

35  068 

20 

6 

39  733 

3. 

29  57 

06 

45  16  11 

3 

36  638 

23 

0 

45  936 

4. 

28  27 

•53 

46  3  33 

3 

38  142 

25 

•4 

52  138 

5. 

26  56 

•21 

46  50  20 

3 

39  581 

27 

7 

58  334 

6. 

25  23 

Ol 

47  36  34 

8 

40  956 

29 

9 

64  516 

7. 

23  47 

•81 

48  22  19 

2 

42  270 

31 

•9 

70  678 

8. 

22  10 

47 

49  7  35 

7 

43  523 

83 

•9 

76  815 

9. 

0  20  30 

•87 

+49  52  26 

4 

0-144  719 

11  35 

9 

9-982  921 
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J.  T.  Hepperger, 


12* 
inittl.Zt  Paris 

-& 

«cf 

1^ ,   Aberr. 

^^«^    Zeit 

logr 

1846  Apr.  9. 

0*20-80'87 

+49*»ö2'26'4 

0  144  719 

11*85»9 

9-982  1*21 

10. 

18  48 

•88 

50  86  53 

8 

45  860 

87 

7 

88  994 

11. 

17  4 

18 

51  20  58 

2 

46  947 

89 

4 

9-995  029 

12. 

15  16 

72 

52  4  42 

8 

47  982 

41 

1 

0-001  028 

18. 

13  26 

25 

52  48  8 

7 

48  969 

42 

7 

06  978 

U. 

11  82 

51 

58  31  17 

5 

49  908 

44 

2 

12  877 

15. 

9  85 

25 

54  14  10 

5 

50  802 

45 

7 

18  732 

16. 

7  84 

•19 

54  56  48 

8 

51  658 

47 

1 

24  587 

17. 

5  29 

02 

55  39  13 

6 

52  468 

48 

•4 

30  290 

18. 

0  8  19 

88 

-h66  21  25 

9 

0-158  285 

11  49 

6 

0035  990 

19. 

0  14 

91 

+57  8  26 

8 

0-153  971 

11  50 

8 

0041  686 

20. 

28  58  45 

21 

57  45  15 

5 

54  678 

52 

0 

47  226 

21. 

56  19 

82 

58  26  54 

0 

55  848 

58 

1 

52  761 

22. 

53  48 

26 

59  8  22 

0 

55  984 

54 

1 

58  241 

23. 

51  10 

02 

59  49  89 

7 

56  598 

55 

1 

68  668 

24. 

48  24 

58 

60  80  46 

8 

57  187 

56 

1 

69  029 

25. 

45  81 

15 

61  11  43 

1 

57  754 

57 

0 

74  838 

26. 

42  29 

21 

61  52  28 

•1 

58  802 

58 

0 

79  590 

27. 

39  17 

99 

62  88  1 

0 

58  883 

58 

9 

84  786 

28. 

28  85  56 

•70 

-h62  18  20 

7 

0-159  849 

11  59 

7 

0:089  926 

29. 

28  82  24 

48 

+63  53  26 

0 

0-159  852 

12  0 

5 

0095  009 

30. 

28  40 

•41 

64  38  15 

2 

60  847 

1 

8 

0-100  037 

Mai  1. 

24  48 

•48 

65  12  46 

6 

60  885 

2 

1 

05  009 

2. 

20  32 

•61 

65  51  58 

0 

61  818 

3 

0 

09  927 

8. 

16  6 

64 

62  80  46 

7 

61  799 

3 

8 

14  789 

4. 

11  24 

29 

67  9  9 

9 

62  282 

4 

6 

19  599 

5. 

6  24 

•22 

67  47  4 

2 

62  768 

5' 

4 

24  855 

6. 

1  4 

•98 

68  24  25 

6 

68  259 

6 

2 

29  058 

7. 

22  55  25 

04 

69  1  9 

8 

63  760 

7 

0 

SS   709 

8. 

22  49  22 

78 

-4-69  37  11 

9 

0  164  271 

12  7 

9 

0-188  309 

9. 

22  42  56 

'52 

+70  12  26 

4 

0-164  796 

12  8 

8 

0-142  858 

10. 

36  4 

51 

46  47 

0 

65  387 

9 

7 

47  857 

11. 

28  44 

'98 

71  20  6 

9 

65  896 

10 

6 

51  806 

12. 

20  56 

19 

52  18 

4 

66  476 

11 

6 

56  206 

18. 

12  86 

•45 

72  28  18 

1 

67  080 

12 

6 

60  559 

14. 

22    8  44 

•22 

52  41 

8 

67  709 

13 

7 

64  864 

15. 

21  54  18 

•18 

78  20  84 

5 

68  367 

14- 

8 

69  122 

16. 

44  17 

86 

46  40 

6 

69  055 

16" 

0 

73  835 

17. 

33  41 

27 

74  10  48 

8 

69  775 

17 

2 

77  502 

18. 

21  22  30 

Ol 

+74  82  47 

3 

0-170  530 

12  18« 

5 

0  181  624 

19. 

21  10  44 

•41 

+74  52  24 

1 

0171  328 

12  19 

8 

0-185  703 

20. 

20  58  26 

•20 

-h75  9  27 

1 

0-172  155 

12  21" 

2 

0-189  738 

Komet  1846 IV  (De- Vico).  885 

Mit  dieser  Ephemeride  wurden  alle  mir  bekannten  Beob- 
achtangen  des  Kometen  vergliehen.  Das  Resultat  dieser  Rech- 
nung, sowie  die  derselben  zn  Grunde  liegenden  Daten  sind  in 
folgender  Zusammenstellung  wiedergegeben.  Als  Zeit  der  Beob- 
achtung erscheint  hier  die  yon  Aberration  befreite  Beobachtungs- 
zeit aufgeführt  und  zwar  in  mittlerer  Pariser  Zeit,  wie  überhaupt, 
die  Details  der  Washingtoner  und  Cambridger  Beobachtungen 
ausgenommen,  alle  in  dieser  Abhandlung  vorkommenden  Zeit- 
angaben auf  den  Pariser  Meridian  bezogen  sind.  Die  Zahlen  in 
den  Columnen  Rectascension  und  Declination  des  Kometen  sind 
durch  Summirung  der  von  den  Beobachtern  gefundenen  Diffe- 
renzen (ü^—^  und  der  von  mir  angenommenen  scheinbaren  Posi- 
tionen der  Vergleichssterne  erhalten.  Der  Betrag  der  Parallaxe 
erscheint  erst  bei  den  Zahlen  in  der  Colnmne  Beobachtung — 
Rechnung  berücksichtigt.  Nur  bei  den  Beobachtungen  von  Ham- 
burg nnd  Mailand,  zu  denen  die  Vergleichssterne  fehlen,  sind  die 
von  den  Beobachtern  mitgetheilten  Positionen  des  Kometen 
unverändert  wiedergegeben  worden. 

Die  Declination  des  Vergleichsstemes  zur  Beobachtung 
Nr.  22  ist  in  den  Astr.  Nachr.  B.  24,  S.  91  um  mehr  als  2' 
unrichtig  angegeben;  ich  brachte  desshalb  an  der  Declination  des 
Kometen  keine  Correction  an. 
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J.  V.  Hepperger, 


Nr. 

der 

Beob. 


Zeit  der  Beobachtung 
mittl.  Zeit  Paris 


Ort  der  Beob. 


Bectascenslon 
des  Kometen 


Par. 


4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 


1846  Feb.  20-27020 
26-53915 
M&rz  1-28627 
1-51393 
2-51008 
3-29346 
3-30050 
3-50153 
3.54150 
4-51891 


4-52663 
5-51053 
5-55564 
6-53953 
7-28277 
7-50558 
8-50872 
9-49498 
10-50801 
10-52111 


11-27877 
11-51869 
11-52209 
12-27333 
12-30783 
12-30813 
12-50729 
13-25914 
14-51944 
15-29630 


15-30941 
15-31344 
16-28310 
17-30871 
17-31846 
17-32-283 
17-51498 
17-51609 
18-54551 
M&rz  20-28176 


Rom 
Cambridge  A. 

Padna 
Cambridge  A. 

Padua 

Mailand 

Cambridge  A. 

Washington 

Cambridge  A. 


Washington 

n 

Cambridge  A. 

n 

Padua 
Washington 

n 

Cambridge  A. 

n 

Washington 

Padua 
Cambridge  A. 
Washington 

Padua 
Hamburg 

Altona 
Cambridge  A. 

Padua 
Washington 

Beriin 


Hamburg 

Altona 

Padua 

Hamburg 

Altona 

Cambridge  E. 

Cambridge  A. 

Washington 

Cambridge  A. 

Hamburg 


0^57-54»  94 


0  26-05 

0  37-56 

0  3300 

0  26-71 

0  19-60 

0  19-87 

0  16-29 

0  16-93 

0  1-67 

0  1-72 

59  43-47 

59  41-91 

59  18-75 

59  0-72 

58  53-28 

58  22-74 

57  48-03 

57  9-97 

57  9-60 

56  37-86 
56  27-40 
56  27-32 
55  55-06 
55  52-38 
55  52-39 
55  42-91 
55  8-09 
54  2-85 
53  22  17 


0  53  20-99 
53  21  15 
52  26-95 
51  27-24 
51  26-65 
51  26-55 
51  15-15 
51  15-24 
50  12-27 

0  48  20-50 


-h0»37 
0-39 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


36 
38 
38 
37 
37 
3.^ 
41 


+0-39 


4-0-40 
0-39 
0-38 
0-39 
0 
0 
0 
0-38 
0-39 

H-0-41 


37 
39 

40 


+0-37 

0-a 

0-41 
0-37 
0-31 
0-31 
0-39 
0-37 
0-41 
4-0-32 


-4-0-31 

0-31 

0-38 

0 

0 

0 

0 

0 

0-38 
-hO-82 


31 
31 
33 
40 
42 


Komet  1846IV  (De-Vico). 
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Beob.- 

-Rechn. 

Dedination 
des  Kometen 

Par. 

Nummer  des 
Vergl.  Sternes 

cos  ^  Aa 

A^ 

—  7*»29'24'6 

4-5' 7 

79 

4-0»83 

(4-27'2) 

4-  3  19  14-4 

5-3 

61 

4-1-86 

-7-9 

7  47  24-6 

5-4 

82,85 

(4-4-05) 

(+11-3) 

8    8  42-1 

50 

66 

4-0-30 

-11-6 

9  42  36-7 

4-9 

78 

4-0-02 

4-  21 

10  55    1-7 

5-3 

86 

4-0-67 

4-  0-4 

10  55  490 

5  3 



4-1-02 

4-  9-0 

11  13  37-3 

4-8 

74 

—0-10 

(-28-0) 

11  17  42-3 

4-6 

67,71,74 

4-1-05 

-  2-3 

4-12  46    2-6 

4-4-9 

65 

4-0-25 

-  6-3 

4-12  46  40*1 

4-4-4 

68 

4-0-44 

—10-8 

14  14    3-0 

4-2 

58,60 

4-0-82 

—  0-8 

— 

— 

58 

4-0-22 

— 

15  43  26-1 

5-0 

83 

-0-10 

4-  6-5 

16  46  20-3 

5-0 

83,84 

(4-1-58) 

—13-9 

17    5  14- 1 

4-0 

59 

4-0-56 

-  6-4 

18  28  27-7 

40 

63 

4-0-99 

—  9-6 

19  48  47-7 

4-4 

69 

4-0-40 

4-  »-3 

21    8  55-5 

4-5 

70 

4-0-95 

—  0-2 

4-21     9  57-5 

-+-4-1 

62,70 

4-1  11 

—  0-2 

-f.22    9  13-3 

+4-7 

73,77 

4-0-63 

(4-29-5) 

22  27  31-0 

4-6 

43 

4-0-48 

(4-23-7) 

22  27  13-5 

4-1 

64 

4-0-56 

-9-9 

23  24  26-3 

4-6 

81 

4-1-62 

4-  9-5 

23  26  56-3 

5-6 

— 

4-0-54 

4-  5-2 

23  26  53-3 

5-6 

55,72,75,80,81 

4-0-57 

4-  0-8 

23  41  45-7 

4-4 

50 

4-0-88 

—  1-8 

24  37  20-2 

4-4 

81 

4-1-24 

—  3-3 

26    8  23-2 

40 

42,49 

—0-09 

4-  2-7 

4-27    3    3-2 

+5-4 

52 

4-0-57 

4-  3-2 

4-27    3  54-8 

+5-5 

4-0-14 

4-  0-1 

27    4  12-6 

6-6 

52,56 

4-0-48 

4-  0-9 

28  11    0-8 

4-6 

46,76 

4-0-45 

4-  0-5 

29  19  54-1 

6-4 

— 

4-0-44 

-  2-4 

29  20  39-0 

5-6 

51,54 

4-0-44 

4-  3-7 

29  21    0-8 

61 

54 

4-0-59 

4-  7-8 

29  33  38-1 

4-4 

47 

4-0-73 

4-  0-8 

29  33  41-7 

8-9 

47 

4-0-89 

—  0-5 

80  41    3-7 

4-9 

53,57 

4-0-83 

4-10-9 

4-82  80  54-5 

+5-0 

4-0-44 

4-19-0 

SiUl).  d.  mathem.-natorw.  Cl.  XCY.  Bd.  IL  Abth. 
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J.  T.  Hepperger, 


Nr. 
der 

Zeit  der  Beobachtung 

Ort  der  Beob. 

Bectascension 

Par. 

Beob. 

mittl.  Zeit  Paris 

des  Kometen 

41 

1846  März  20 -33094 

Berlin 

0^48- 17  »09 

H-0'29 

42 

20-33540 

Cambridge  £. 

48  17-01 

0-32 

43 

21-34954 

Bonn 

47    9-21 

0-30 

44 

21-35111 

n 

47  10-07 

0  30 

45 

21-86623 

n 

47    8-48 

0-28 

46 

21-50931 

Cambridge  A. 

46  57-52 

0-40 

47 

21-51666 

Washington 

46  57-75 

0-48 

48 

22-28738 

Wien 

46    5-09 

0-35 

49 

22-28832 

Kremsmünster 

46    3-93 

0-35 

50 

22-32050 

Berlin 

0  46    2-03 

-H)-30 

51 

22-52018 

Washington 

0  45  47-92 

-H)-43 

52 

23-29080 

Kremsmünster 

44  55-22 

0-35 

53 

23-3-2028 

Hamburg 

44  51-35 

0-30 

54 

23  32482 

Leiden 

44  51-39 

0-32 

55 

24-28991 

Kremsmünster 

43  41-47 

0-35 

56 

24-30681 

Aitona 

43  40-40 

0-31 

57 

24-31392 

Wien 

43  40-83 

0-32 

58 

24-38423 

Cambridge  E. 

43  34-95 

0-26 

59 

27-29917 

Padua 

39  53-74 

0-37 

60 

27-31002 

Hamburg 

0  39  54-86 

-hO-30 

61 

28-31033 

Padua 

0  38  35-63 

-H)-35 

62 

30-28974 

n 

35  57-66 

0-37 

63 

30-31917 

Bonn 

35  53-35 

0-32 

64 

30-34069 

Hamburg 

35  52  05 

0-26 

65 

30-35780 

Berlin 

35  50-41 

0-21 

66 

30-54572 

Washington 

35  34-28 

0-40 

67 

31-28948 

Wien 

34  33-72 

0-34 

68 

31-31612 

Hamburg 

34  32-95 

0-29 

69 

31-32819 

Leiden 

34  29-94 

0-30 

70 

31-52317 

Cambridge  A. 

0  34  15-03 

4-0-39 

71 

März  31-53861 

Washington 

0  34  11-71 

-H)-41 

72 

Apr,   1-32711 

Berlin 

33    6-08 

0-27 

73 

1-33182 

Bonn 

38    6-38 

0.80 

74 

1-33397 

n 

33    4-85 

0-29 

75 

1-33818 

Hamburg 

33    5-35 

0-26 

76 

1-52386 

Cambridge  A. 

32  49-74 

0-39 

77 

2-32236 

Bonn 

31  41-25 

0-31 

78 

2-33060 

ff 

31  39-65 

0-80 

79 

2-34321 

n 

31  39-24 

0-28 

80 

Apr.   2-53506 

Cambridge  A. 

0  31  20-98 

-I-0-37 

Komet  1846 IV  (De-Vico). 
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Beob.- 

-Rechn. 

Declination 
des  Kometen 

Par. 

Nummer  des 
Vergl.  Sternes 

cos  d  ^a 

Ad 

4-32«»33'42»2 

-4-5»7 

33 

-h0»27 

4-     5'4 

82  34    5-7 

5-2 

48 

H-0-48 

4-  11-8 

33  35  52-3 

5-6 

34 

-4-0-57 

—     1-1 

33  36    2-0 

5-6 

35 

-4-1-37 

4-     2-9 

33  37     2-6 

5-8 

37 

-+-0-88 

4-     8-9 

33  45  28-1 

4-3 

41,45 

—0-02 

—    4-9 

33  46    8-7 

3  9 

34.35 

-hO-61 

4-     8-7 

34  32  12-9 

5-0 

40,45 

-4-0-02 

4-  13-4 

34  32  17-5 

4-9 

37 

-^0•02 

4-  14-5 

-4-34  34    0-4 

-4-5-5 

40,44 

-hO-26 

4-    3-7 

-h34  35  45-5 

-4-4-0 

32,36 

-HO -23 

4-    0-3 

35  31     3-6 

4-9 

39 

— 0-02 

4-  18-9 

35  32  33-4 

5-4 



-4-0-13 

4-    6-8 

35  32  47-4 

5-2 

30 

-4-0-45 

4-    4-8 

36  28  13-5 

4-9 

29,31 

-4-0-27 

4-  13-2 

36  29    7-5 

5-2 

31 

-hO-37 

4-     9-9 

— 

— 

31 

H-1-13 



36  33  15-5 

5-8 

31 

-4-0-49 

—    4-6 

39  14  25*4 

4-9 

39 

(—0-55) 

(4-  47-7) 

-4-39  14  20-2 

-4-5  3 

— 

4-0-92 

4-     8-1 

-HtO    7  18-7 

-H5-1 

29 

4-0-31 

4-     8-3 

41  49  31-3 

50 

29 

(4-1-48) 

-f.  14-9 

41  50  51-7 

5-2 

25 

—002 

4-     60 

41  52    4-0 

5-7 

— 

4-0-28 

4-  13-3 

41  55  46-6 

6-0 

25 

4-0-55 

(4-160-5) 

42    2  18-4 

4-7 

19,20,22,38 

—0-28 

4-    4-3 

42  39  42-8 

5-1 

21,27 

4-0-52 

4-    8-2 

42  41    8-7 

5-3 



4-1-56 

4-  14-6 

42  41  33-3 

5-3 

24 

4-0-09 

4-     30 

-4-42  51  30-8 

-4-4-8 

21 

4-1-19 

4-  17-3 

4-42  52  13-4 

-4-4-6 

21 

—0-27 

4-  13-6 

43  31    4-8 

5-6 

13 

4-0-37 

4-     7-4 

43  31  15-6 

5-4 

13 

4-0-90 

4-    4-1 

43  31  26-2 

5-4 

21 

—0-09 

4-    8-4 

43  31  54-2 

5-6 

— 

4-0-51 

(4-  24-2) 

43  40  52-5 

4-8 

13 

4-0-77 

4-  15-0 

44  19  35-9 

5-3 

18 

4-0-89 

4-    5-0 

44  19  58-8 

5-4 

18 

4-0-24 

4-    4-0 

44  20  36-8 

5-6 

17 

4-0-72 

4-    5-6 

-h44  30    0-2 

-4-5-0 

15 

-0-35 

4-  11-7 

59  ♦ 
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Nr. 
dor 

Zeit  der  Beobachtung 

Ort  der  Beob. 

Bectascension 

Par. 

Beob. 

mittL  Zeit  Paris 

des  Kometen 

81 

1846  Apr.   3-29707 

Kremsmünster 

0^30-15*07 

-*-0»33 

82 

3-87973 

Cambridge  A. 

29  22-93 

—0-43 

83 

4-30076 

Wien 

28  44-44 

-+-0-31 

84 

5-34141 

Bonn 

27  12-47 

0-27 

85 

5-36593 

n 

27    9-60 

0-22 

86 

13-37088 

n 

13  39-57 

0-15 

87 

14-33743 

Berlin 

11  51-07 

0-18 

88 

14-55095 

Cambridge  A. 

11  27-14 

0-28 

89 

15-56693 

jf 

9  28-03 

-HO -22 

90 

15-82936 

Washington 

0    8  56-78 

—0-50 

91 

16-35542 

Kremsmünster 

0    7  39-32 

H-0-12 

92 

16-37196 

Hamburg 

7  51-29 

0-10 

93 

16-54320 

Cambridge  A. 

7  32-10 

0-29 

94 

17-35928 

Berlin 

5  48-42 

0-10 

95 

18-36506 

Hamburg 

3  36-72 

0-09 

96 

19-58606 

Washington 

0    0  51-32 

0-20 

97 

20-41383 

Greenwich 

23  58  56-61 

+0-01 

98 

20-80870 

Washington 

58    2-45 

—0-55 

99 

21-41684 

Bonn 

56  34-86 

—0-07 

100 

21-50464 

» 

23  56  21-48 

-0-32 

101 

23-35792 

jj 

23  51  35-96 

4-0-09 

102 

23-36279 

ft 

51  33-14 

0-07 

103 

23-36279 

ff 

51  33-22 

0-07 

104 

25-37375 

y) 

45  54-88 

H-0-06 

105 

27-38331 

ff 

39  43-02 

—0-06 

106 

27-39134 

Washington 

39  41-97 

—0-09 

107 

27-71676 

38  38-23 

-0-47 

108 

27-84199 

Cambridge  A. 

38  11-47 

—0-66 

109 

28-45522 

Bonn 

36    9-97 

—0-32 

110 

29-48751 

n 

23  32  29-79 

—0-43 

111 

Apr.  29-50573 
Mai    1-51347 

jf 

23  32  25-40 

—0-48 

112 

n 

24  41-22 

—0-54 

113 

2-73079 

Washington 

19  34-75 

—0-68 

114 

4-82227 

Cambridge  A. 

23    9  52-18 

—0-77 

115 

18-64571 

21  20  48-15 

—1-37 

116 

19-65903 

ff 

8  50-35 

—1-13 

117 

19-66856 

Washington 

21    8  46-57 

—1-18 
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Beob.- 

-Bechn. 

Deolination 
des  Kometen 

Par. 

Nummer  des 
Vergl.  Sternes 

COS^.Aa 

Ad 

+45*  6'44'2 

-^5»2 

23 

4-0»62 

-f-19»3 

45  34  16-5 

4-1 

28 

—0-54 

-+-  5-8 

45  54  11-3 

5-3 

14 

—0-53 

4-  6-7 

46  42  571 

5-6 

26 

-f.1-32 

4-  6-3 

46  44    6-6 

5-9 

16 

4-0-86 

4-  6-6 

52  41  33-4 

5-9 

10,11 

—0-59 

(-53-9) 
-^  6-2 

53  24  18*2 

5-7 

8 

-t-0-01 

53  33  38-5 

5-7 

5 

4-0-48 

4-15-2 

54  17    4-6 

5-9 

3,7 

4-0-57 

4-  8-8 

+54  28  21-3 

4-4-0 

6 

4-0-27 

4-10-7 

-+-54  51  19-1 
54  51  21-6 

4-6-0 
5-8 

12 

(-7-20) 
4-0-85 

(4-45-3) 
4-  5-4 

54  58  57-5 

55  33  31-2 

5-6 

5-8 

4 
9 

(4-2-02) 
4-0-92 

4-24  1 
4-20-7 

56  16    51 

5-8 

— 

—0-19 

4-26-0 

57     7     7-0 
57  41  50-4 

6-0 
5-6 

2 
101 

(-0-86) 
—0-45 

4-10-8 
4-16-3 

57  58  17-2 

3-6 

1,102 

4-0-50 

-4-12-8 

58  23  37-0 

5-8 

1 

-M-39 

-4-16-2 

H-58  27  16-5 

4-5-1 

100 

4-1-06 

4-16-0 

-f-59  43  58-8 

4-5-7 

1 

4-1-57 

4-11-2 

59  44    9-7 

5-7 

99 

4-0-53 

4-15-1 

59  44    9*6 

5-7 

98 

4-0-57 

-t-15-0 

61  5  36-2 

62  28  32-3 

5-7 
5-6 

97 
96 

4-0-70 
4-1-00 

(-51-7) 
4-20- 1 

62  28  41-4 

5-6 

103 

4-1-22 

4-  9-7 

62  42    1-8 

4-9 

94,95 

-hl -16 

4-20-1 

62  47    7'0 

1-6 

94,95 

4-0-22 

4-18-6 

63  11  33*0 

5-0 

103 

(4-1-67) 

4-  5-4 

-4-63  53    7-5 

4-4-4 

103 

4-0-95 

-f.15-8 

-4-63  53  55-6 

4-4-1 

92 

4-0-74 

4-20-0 

65  13  47-2 

66  1    5-1 

8-7 

3-6 

93 

91 

4-0-20 
4-0-59 

(4-32-5) 
4-11-2 

67  21    5-6 

0-8 

90 

4-0-70 

(-19-8) 
(-70-5) 
(-51-7) 
4-31-6 

74  34  35-5 

74  54  24-4 

4-74  55  58-0 

1-9 

1-3 

4-1-2 

88 
87 
89 

(-0-67) 
(4-0-02) 
4-0-83 

892  J.  V.  Hepperger, 

Um  möglichBt  Bichere  PoBitionen  der  Vergleichssteme  za 
erhalten^  habe  ich  neben  den  neuesten  Zonenbeobachtungen  auch 
die  Positionen  benützt,  welche  ich  in  yerlässlichen  Stemkatalogen 
auffinden  konnte.  Die  Zonenbeobachtnngen  sind  dadurch  kennt- 
lich gemacht,  dass  in  der  Columne  „Autorität^  nur  der  Name  der 
Sternwarte  steht,  an  welcher  die  Beobachtung  angestellt  worden 
ist.  Diese  Beobachtungen  wurden  mir  durch  die  besondere  Güte 
der  Herren  Directoren  der  betreffenden  Sternwarten  brieflich 
mitgetheilt,  wofür  ich  ihnen,  sowie  allen,  welche  mich  in  diesem 
Unternehmen  unterstützten,  meinen  besten  Dank  ausspreche. 

Die  mikrometrischen  Anschlösse  wurden  am  hiesigen,  mit 
einem  Fadenmikrometer  versehenen  Clark' sehen  Refractor  von 
30  Ctm.  Öffnung  von  Herrn  Dr.  Oppenheim  und  mir  aus- 
geflihrt. 

Die  Übertragung  der  Stemorte  auf  das  Äquinox  1846-0 
geschah  unter  Anwendung  der  BesseTschen  Präcessionscon- 
stauten.  Die  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  wurde  mit  den 
bereits  mitgetheilten  Constanten  för  die  mittleren  Tage  1846 
berechnet,  und  ist  in  der  Columne  „Reduction^  enthalten.  Wenn 
derselbe  Stern  an  verschiedenen  Tagen  benützt  worden  ist,  so 
finden  sich  auch  in  der  Columne  „Reduction"  mehrere  Werthe, 
welche  den  einzelnen  Tagen  der  Reihenfolge  nach  entsprechen. 

Am  17.  März  wurde  in  Washington  ausser  dem  Sterne 
Nr.  47  noch  ein  Vergleichsstern  q  benützt,  dessen  Neubestimmung 
auf  eine  beträchtliche  Eigenbewegung  hinweist.  Aus  der  Wa- 
shingtoner Beobachtung  folgt  nämlich: 

1846  März  17.;  y— Nr.  47  =  ~1"53?5    —1'  ö'l 

—1  55-2     —1     5-4 

während  eine  Wiener  Beobachtungsreihe  ergibt: 

1886  Dec.  28.;   y— Nr.  47  =  — 1°»49?25  — 0'48'7. 

Die  Differenz  (^ — q  konnte  daher  zur  Reduction  der  Beob- 
achtung nicht  verwendet  werden.  Die  gegenseitige  Lage  der 
Sterne  Nr.  62  und  Nr.  70  erscheint  seit  1846  ebenfalls  merklich 
geändert,  wie  aus  folgenden  Angaben  hervorgeht: 
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1846  üftn  10.  Washington 

1886  Deo.  38.  Wien 

(62)-(70) 

(62)-(70) 

_l-49»9     +0'26'7 

— 1»51*50     +0'28'0 

49-5 

49-5 

49-3 

49-6 

49-6 

• 

49-8 

— 1'"49962  +0'26'7. 

Die  Wiener  Beobachtung  ist  aus  20  Fadenantritten  und 
vier  Declinationseinstellungen  abgeleitet  Die  Catalogspositionen 
dieser  Sterne  ergeben  ftlr  1846-0  ohne  Rücksicht  auf  Eigen- 
bewegung: 

Nr.  62  1846'0  0»^58°^  2?59  +2r9'47'5  Lamont 

Nr.  70  18460  0  59  52-36  +21  9  15-8  Bessel        Ep.l824 
52-42  14-7  Lamont       Ep.l842 

53-46  15-6  Berlin-GothaEp.  1880 

Für  Nr.  62  wurde  die  Position  nach  Lamont  angenommen  und 
für  Nr.  70  die  Rectascension  unter  Annahme  einer  Eigenbewegung 
=  +0*023  berechnet,  die  Declination  aber  dem  Mittel  der 
Catalogspositionen  gleichgesetzt. 
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Nr. 


Orö'85e 


4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


21 

8-0 


7-8 
7-0 
7-8 
9-5 
8-0 
8-6 
6-5 
8-2 
8-0 
4-5 


13 


5-6 


14 
15 
16 


17 

18 
19 
20 


10-0 
8-5 
7-5 


8-5 

8-8 
9-4 
9-2 


22 
23 


24 
25 
26 


7-4 

8-8 
5-7 


9-1 
8-8 
6-6 


0^  0-59»58 


a  1846-0 


2  42 
42 


2  42 

2  44 
4  55 
8  32 

8  53 

9  6 
12  3 
12  18 
18  41 
14  4 
28  25 

25 
25 


28  25 

28  25 
25 
25 


28  25 

28  58 

29  14 
29  25 

25 


29  25 

30  3 

32  17 

33  44 
83  46 

46 


33  46 

33  56 

34  17 

34  58 
58 
58 


34  58 

35  12 
35  34 

0  35  54 
54 

54 

35  54 


Red. 


4-0»24 
-t-0'26 
-^-0-32 


4-0-24 

-t-0-20 
4-0-21 
4-0  19 
4-0-21 
4-0-21 
4-0-20 
4-0-21 
4-0-19 
4-0-20 


4-0-24 


4-0-18 

4-0-18 
4-0-18 


4-0-19 

4-0-18 
4-0-19 
4-0-20 


4-0-20 

(4-0-19 
4-0-20 
4-0-: 


4-0-18 

4-0-20 
4-0-19 


4-0-19 


^ 1846-0 

Red. 
(— 2»5 

4-58*»18*  0»6 

-2-7 

(-3-0 

57  9  40-8 

41-3 

—2-3 

9  41-0 

54  29  8-5 

—1-7 

55  0  8-3 

-1-7 

53  48  14-5 

—1-3 

54  24  24-0 

-1-5 

54  7  28-8 

—1-5 

53  20  45-6 

—1-2 

55  42  8-1 

-1-7 

52  37  34-1 

—1-0 

52  44  48-2 

—0-9 

53  2  54-5 

54-7 

54-4 

—1-1 

2  54-'5 

43  38  18-7 

20-5 

16-7 

4-1-3 

38  18-6 

45  55  8-5 

4-0-9 

44  45  20-2 

4-1-2 

46  39  25-1 

2G-9 

4-0-7 

39  26-0 

44  41  29-0 

4-1-2 

44  0  54-6 

4-1-2 

42  0  48  0 

4-1-6 

41  59  24-5 

18-4 

4-1-6 

59  21-5 

43  5  32-4 

(4-1-5 
4-1-4 

42  3  42-9 

4-1-6 

46  10  51-7 

52-1 

51-3 

4-1-3 

10  51-7 

42  36  471 

4-1-5 

41  53  12-7 

4-1-8 

4-47  1  8-7 

9-8 

10-0 

4-0-9 

1  9-5 

Autorität 


Anwers  Fund.  Cat. 
E^4-0»0658,  — 0»190. 
Helsingfors. 
Ä/)4-57«,  21. 

Cambridge  A. 
Helsingfors. 

Cambridge  A.  dupl.  sq. 
Micr.  Anschl.  an  Nr.  3. 
Cambridge  A. 

Helsingfors. 
Cambridge  A. 

» 
Greenw.  72. 
«       50. 
Taylor. 


Greenw.  60. 

Bonn. 

Taylor. 

Micr.  Anschl.  an  A.  Ö.  566. 

Bonn. 

A.  Ö.  556 

Bonn. 

Bonn. 

Micr.  Anschl.  an  Nr.  22. 

ÄÖ4-42*»,  152. 

Micr.  Anschl.  an  Nr.  22. 


Bonn. 

Taylor. 
Greenw.  60. 
•        72. 


Bonn. 

11 
Yarnall. 
Greenw.  64. 
Bonn. 
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Nr 

Grösse 

a 1846-0 

Bed. 

*1846  0 

Bed. 

Aatorit&t 

27 

8-1 

0^87-  l'OO 

-^0«20 

4-42*33 '26» 6 

-hVß 

Bonn. 

28 

7-7 

88  19 

•69 

-f-0-20 

45  31  17-4 

4-1-1 

n 

29 

4-5 

41  20 

•57 

40  14  20-5 

Taylor. 

20 

■28 

21-6 

Greenw.  40. 

• 

20-8 

n         45. 

20 

•32 

(4-0-20 

19-5 

(4-2-7 

Yamall. 

20 

•54 

^4-0-21 

21-0 

4-2-0 

Greenw.  72. 

41  20 

43 

(4-0-22 

14  20-7 

(4-1-6 

30 

8-6 

43  39' 

50 

4-0-24 

35  33  11-9 

4-2-4 

Lund. 

31 

6-2 

45    1 

•83 

4-0-24 

36  34  56-6 

4-2-4 

Yamall. 

32 

9-5 

45  20 

48 

34  53  42-3 

1  Wiener  Merid.  Beob. 

20 

•44 

4-0-24 

40-7 

4-2-5 

Micr.  AnBchl.  an  Nr.  36. 

45  20 

46 

53  42-0 

33 

8-5 

46  53 

24 

4-0-25 

32  31    0-9 

4-2-5 

Leiden. 

U 

8-5 

47    8 

84 

33  42  42-1 

Äi)4-33*»,  130. 

8 

90 

4-0-25 

41-3 

4-2-5 

Leiden. 

47    8 

86 

42  41-8 

35 

9-0 

47  14- 

52 

33  43    6-3 

Weisse. 

14' 

77 

4-0-25 

4-4 

4-2-5 

Micr.  Anschl.  an  Nr.  84. 

47  14 

65 

43    5-3 

36 

8  9 

47  20 

32 

4-0-25 

34  54  13-8 

4-2-5 

Leiden. 

37 

7-0 

47  49' 

18 

(4-0-25 
4-0-25 

34  23  34-4 

(4-2-6 
14-2-5 

» 

38 

6-7 

47  54' 

94 

4-0-22 

42    8  38-1 

4-1-9 

Bonn. 

39 

40 

48  13' 

51 

(4-0-24 
4-0-25 
4-0-25 

37  39  46-4 

(4-2-7 
14-2-0 
4-2-5 

Mittel  aus  7  Catal.  Posit 

40 

8-0 

48  28 

91 

34  33  24-6 

Leiden. 

41 

8-0 

48  44 

85 

4-0-25 

34    1  41-8 

4-2  5 

r» 

42 

6-5 

48  58 

15 

26    9  54-1 

Yarnall. 

58 

05 

53-7 

Greenw.  64. 

58 

12 

53-9 

Grant 

58 

15 

4-0-27 

53-9 

4-2-4 

Cambridge  £. 

48  58 

12 

9  53-9 

43 

50 

48  59 

80 

22  35    2-2 

Taylor. 

59 

51 

3-7 

Yamall. 

59 

•55 

4-7 

Greenw.  60. 

59 

50 

4-5 

.        72. 

59 

•52 

4-0-28 

4-1 

4-2-2 

Berlin. 

48  59 

•57 

35    3-9 

44 

8-3 

49  25 

•64 

4-0-25 

34  32    6-5 

4-2-5 

Leiden. 

45 

7-9 

0  49  29 

•34 

(4-0-25 
14-0-25 

4-34    9  10-7 

(4-2-6 
14-2-4 

II 
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Nr. 

Qrö-586 

«18460 

Bed. 

*  1846-0 

Red. 

Autorität 

46 

6-0 

0^49-31»00 

4-28*»  9'30'4 

Taylor. 

30 

82 

30 

1 

Greenw.  64. 

30 

90 

H-0»27 

31 

0 

4-2'5 

n          72. 

49  30 

91 

9  30 

5 

47 

8-8 

49  39 

Ol 

-4-0-27 

29  29    0 

7 

4-2-5 

Cambridge  E. 

48 

7-0 

49  48 

79 

-t-0-26 

33    7    9 

5 

4-2-6 

Taylor. 

49 

9-2 

49  49 

52 

-f-0-28 

26    5  19 

•0 

4^2-4 

Micr.An8chl.aQNr.42. 

50 

7-7 

50  12 

4S 

23  41  22 

1 

ÄD4-23",  134. 

12 

39 

4-0-28 

21 

4 

4-2-3 

Berlin. 

50  12 

43 

41  21 

8 

51 

8-3 

53  50 

59 

-4-0-28 

29  19  58 

5 

4-2-5 

Cambridge  E. 

52 

6-7 

54  14 

98 

-+-0-29 

26  55    3 

7 

4-2-4 

ji 

53 

5-5 

54  23 

62 

80  58  34 

0 

Taylor. 

23 

95 

33 

4 

Greenw.  72. 

23 

93 

-hO-28 

32 

5 

4-2-6 

Leiden. 

54  23 

83 

58  33 

"8 

54 

7-8 

54  30 

91 

4-0-29 

29    9  23 

•3 

4-2-5 

Cambridge  E. 

55 

8-9 

55  20 

37 

4-0-30 

22  56  26 

0 

4-2-2 

Beriin. 

56 

8-8 

55  27 

95 

4-0-29 

27     3    9 

7 

4-2-4 

Cambridge  E. 

57 

7-8 

55  40 

63 

4-0-29 

30  40  29 

9 

4-2-6 

Leiden. 

58 

6-0 

56  58 

•21 

14    6  59 

4 

Taylor. 

58 

Ol 

60 

0 

Greenw.  64. 

58 

04 

60 

9 

»        72. 

58 

05 

4-0-30 

59 

•2 

4-1-2 

Leipzig. 

56  58 

07 

6  59 

9 

59 

8-8 

57  33 

17 

4-0-31 

17    5  30 

•3 

4-1-6 

Micr.  Anschl.  an  ÄZ)-f.l7«, 

156. 

60 

9-0 

57  41 

35 

4-0-30 

14    9  21 

•1 

4-1-1 

n        n  Nr.  58. 

61 

8-0 

57  45 

12 

4-0-27 

3  22  24 

2 

-0  7 

Grant. 

62 

8-8 

58    2 

59 

21     9  47 

5 

Lamont. 

2 

13 

4-0-31 

41 

5 

4-2-0 

Micr.  Anschl.  an  Nr.  70. 

58    2 

"59 

9  47 

5 

63 

9-0 

58  17 

lil 

4-0-31 

18  34  55 

4 

4-1-8 

2  Wiener  Merid.  Beob. 

64 

9-0 

58  22 

38 

4-0-31 

22  24  35 

6 

-4-2-1 

Berlin. 

65 

8-0 

58  29 

54 

13    3  38 

9 

ÄZ)4-13%  165. 

29 

68 

4-0-31 

36 

3 

4-1-0 

Grant. 

58  29 

61 

3  37 

6 

66 

7-5 

58  40 

28 

4-0-30 

8    2  29 

0 

4-0-1 

Schjellerup. 

67 

8-7 

59    8 

06 

11  15  18 

5 

Grant. 

8 

16 

4-0-32 

17 

7 

4-0-7 

Leipzig. 

59    8 

11 

15  18 

1 

68 

9-2 

0  59  40 

00 

4-0-31 

4-12  51     1 

3 

4-0-9 

Micr.  Anschl.  an  Kam  233 

te. 
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Nr. 


6r?Me 


69 


70 


71 
72 
78 
74 
75 
76 


77 


78 


79 
80 

81 


82 
83 


84 
85 


6-9 


7-5 


8-7 
8-9 
7-5 
7-8 
6-7 
4-5 


8-8 


6-8 


7-0 
8-2 
4-6 


5-6 
6-7 


5-0 
7-0 


0*59-42 '21 


«1846-0 


42 
42 


59  42 

59  52 
52 
52 


59  52 

0  59  55 

0  58 

1  4 
1  9 
1  20 
3  11 

11 
11 


3  11 


23 


3  22 

3  25 
25 
25 


3  25 

5  2 

5  11 

5  23 

23 

24 


5  23 

5  41 

5  57 

57 

57 


5  57 

17  57 

20  18 

18 

18 

20  18 


Red. 


H-0'32 


4-0 -31 

4-0 -30 
4-0-32 
4-0-32 
-t-0-31 
H-0-31 


-^0-31 


4-0-32 


4-0-31 

4-0-24 
4-0-33 


(4-0-33 
|4-0-33 

4-0-31 


(4-0-33 
(4-0-33 

4-0-39 


4-0-37 


Ä 1846-0 


— 19*>55'  9^1 


21 


55  7 

9  15 
14 
15 


11 


9  15 

14  37 
23  38  8 
22  5  2 
11  12  25 
22  58  20 
29  16  13 
13 
12 


16  13 


21  54 


54  9 

9  28  17 
17 
15 


28  16 

—  7  36  7 

4-24  11  16 

23  45  61 

58 

57 


6 
15 


45  59 

45  33 

18  61 

59 

60 


19  0  4 

18  22  7-7 

-  7  9  40-9 

41-1 

40-5 

9  40  8 


Red. 


4-1^9 


4-2-0 

4-0-7 
4-2-2 
4-2-1 
4-0-6 
4-2-1 


4-2-7 


4-2  0 


4-3-0 

—3-3 
4-2-3 


(4-2-2 
H2-1 

—0-3 


(4-1-2 
Kl-1 

4-1-5 


—0-7 


Autorität 


Taylor 
Yarnall 
Greenw.  64 


p,n4-0«0060. 
*'^_0»080. 


Lamont  U^'^n-n^* 
Berlin    ■)  "  ^^• 


Leipzig. 

Berlin. 

Taylor. 

Leipzig. 

Berlin. 

Taylor. 

Greenw.  64. 


72. 


Taylor. 

Weisse. 


Taylor. 
Tamall. 
Grant. 


Greenw.  64. 
Berlin. 
Taylor. 
Greenw.  64. 
Berlin. 


Mittel  aus  7  Catal.  Posit. 


Taylor 
Greenw.  64. 
Grant 


Neweomb. 
Taylor. 
Yarnall. 
Grant. 


EB 


— 0»0035. 
— 0*013. 
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Nr. 


Grösse 


86 

87 


6-8 
8-0 


88 


60 


89 
90 
91 


10-0 
5-5 
7-5 


92 
93 
94 


95 


96 
97 
98 
99 
100 
101 


102 
103 


«1846-0 


1*26-41  »22 
21    4  21-13 
21-46 


4  21-24 

21  10  18-42 
18-64 
18-37 
18-13 


10  18-39 

21  10  57-65 
23  12  19-73 
19  7-38 
7-61 


7-4 
5-6 
7-0 


7-5 


8-7 
9-2 
9-3 
7-3 
7-8 
6-6 


9-5 
5-6 


Bed. 


19  7-50 

32  41  04 

40  35-21 

40  40-48 

40-66 


40  40-57 

42  55-12 
55-37 


42  55-25 

43  17  08 
46  46-25 
51  49-51 
53  32-54 
55  29-63 
57  0-20 

0-41 
0-2b 


57  0-30 

58  7-71 

23  58  28-75 
28-82 
28-62 


58  28  73 


^1846-0 


4-0»41 


H-2-48 


4-ll*»46'  4'6 

74  54  67-5 

58-2 


Red. 


Autorität 


54  57-8 

74  35  44-8 
44-4 
45-7 
44-3 


H-2- 

-f-2-44 
H-0-67 


-t-0-57 

4-0-44 
H-0-40 


-f.0-38 


-t-0-38 

+0-37 

-f-0-33 

+0-29 

-+-0- 

4-0-27 


4-0-25 
4-0- 


4-0-31 
4-0-35 
4-0-39 


35  44-8 

74  54  4-0 
67  16  10-2 
66    4  30-6 

28-2 


4  29-4 

63  58  27-5 

66  57    5-1 

62  57  44-0 

45-0 


57  44-5 

62  53  14-2 
16-0 


53  15  1 

62  24  35-0 

61     1  50-3 

59  57  37-1 

59  58  54-6 

58  13  15-9 

57  40  28-7 

31-7 

29-7 

29-0 


40  29-8 

57  58  520 

4-63  20  17-8 

19-9 

20-4 


20  19-4 


4-0»l 


-6-2 


—6-4 

—6-3 
—5-8 


—5-5 

—4-8 
—4-8 


—4-2 
—3-7 
—3-3 
—3-2 
—2-9 


—2-6 
-2-7 


-3-8 
—40 
—4 


Newcomb. 

Tarnall. 

Kasan. 


Badcliffe. 
Yaraall. 
Greenw.  72. 
Dorpat. 

Micr.  Anschl.  an  Nr.  87. 
Mittel  aus  7  CataL  Poait. 
Yamall. 
Christiania. 

Helsingfors. 
Auwers.  Fund.  Cat. 
Yarnall. 
Helsingfors. 

Yaraall. 
Helsingfors. 


Greenw.  45. 

n  50. 

Yaraall. 
Greenw.  72. 

Micr.  Anschl.  an  ÄJ94-58*',  2700. 

Taylor. 

Greenw.  72. 

Helsingfors. 
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Die  schlechte  Übereinstimmung  der  wenigen  Beobachtungen 
vom  18.  und  19.  Mai  lässt  deren  Zusammenfassung  in  einen 
Normalort  nicht  zu.  Von  vorneherein  lässt  sich  aber  auch  nicht 
mit  Bestimmtheit  entscheiden,  ob  die  Beobachtungen  von  Cam- 
bridge oder  jene  von  Washington  auszuschliessen  sind.  Es  schien 
mir  daher  am  zweckmässigsten  aus  der  Gesammtheit  der  übrigen 
Beobachtungen  eine  neue  Bahn  des  Kometen  abzuleiten  und  die 
Auswahl  unter  den  fraglichen  Beobachtungen  nach  Massgabe 
ihrer  Abweichungen  von  den  verbesserten  Ephemeridenorten  zu 
treffen. 

Bei  dem  massigen  Gange  der  Ephemeridencorrection  wttrde 
die  Annahme  von  vier  Normalorten  schon  genügen,  um  jeden 
derselben  durch  einfaches  Mittelnehmen  der  entsprechenden 
Beobachtungen  bilden  zu  können,  da  die  Variation  des  Ganges 
während  der  Zeit  von  circa  acht  Tagen  kaum  zu  beachten  wäre. 
Ein  derartiges  Verfahren  hat  aber  den  Nachtheil,  dass  hiedurch 
die  Normalorte  mit  Fehlem  behaftet  werden,  welche  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  von  der  Willkür  des  Rechners  abhängen, 
insofern  nämlich  das  Abtheilen  einer  Beobachtungsreihe  in  ein- 
zelne Gruppen  von  Beobachtungen  stets  ein  Act  der  Willkür 
bleibt.  Denn  selbst  in  dem  idealen  Falle,  dass  in  der  ganzen 
Beobachtungsreihe  ebenso  viele  und  ebenso  grosse  positive  wie 
negative  Fehler  vorkommen,  würde  bei  Zerstückelung  der  Reihe 
die  symmetrische  Fehlervertheilung  in  den  Unterabtheilungen  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  bestehen  können.  Bei  Eometenbeobach- 
tungen,  wo  der  durchschnittliche  Fehler  einer  Beobachtung  meist 
sehr  erheblich  ist,  kann,  besonders  bei  ungünstiger  Fehlerver- 
theilung die  Güte  eines  Normalortes  nicht  unwesentlich  von  der 
Abtheilung  der  Beobachtungen  abhängen.  Diese  willkürlichen 
Fehler  kann  man  beseitigen,  wenn  man  ein  Verfahren  einschlägt, 
.  wonach  jeder  Normalort  als  Function  sämmtlicher  Beobachtungen 
erscheint. 

Stellt  die  Ephemeride,  wie  es  im  vorliegenden  Falle 
zutrifft,  den  Lauf  des  Kometen  ziemlich  gut  dar,  so  wird  man  zur 
Berechnung  ihrer  Correction  (AE)  nicht  über  die  zweite  Potenz 
der  Zeit  hinausgehen  müssen  und  dementsprechend  die  Formel 
benutzen: 

AE  =  a?+y(^— g+<^— g«. 
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Die  Grösse  AE  lässt  sich  am  so  zuverlässiger  bestimmen,  je 
kleiner  (t — t^)  ist,  da  ein  Fehler  in  der  Bestimmung  von  y 
und  z  sowie  die  vernachlässigten,  höhere  Potenzen  der  Zeit  ent- 
haltenden Glieder  dann  auch  um  so  weniger  ins  Gewicht  fallen. 
Aus  diesem  Grunde  empfiehlt  es  sich,  die  Zeiten  für  die  äusser- 
sten  Normalorte  nicht  zu  nahe  den  Zeiten  der  äussersten  Beob- 
achtungen anzunehmen. 

Einen  sehr  delicaten  Punkt  der  Ausgleichsrechnung  bildet 
die  Gewichtsvertheilung.  Es  herrscht  die  Gepflogenheit,  den 
Beobachtungen  eines  und  desselben  Beobachters  gleiches  Gewicht 
zu  geben  und  zwar  ein  solches,  welches  dem  mittleren  Fehler 
der  Beobachtungen  näherungsweise  entspricht.  Diese  Massregel 
ist  in  dem  Falle,  dass  ausgedehnte  Beobachtungsreihen  ver- 
schiedener Beobachter  vorliegen,  gewiss  sehr  zutreffend,  lässt 
jedoch  der  Willktlr  einen  grossen  Spielraum,  wenn  die  einzelnen 
Beobachtungsreihen  bei  geringer  Ausdehnung  einige  verhältniss- 
mässig  stark  abweichende  Beobachtungen  einschliessen,  da  durch 
Ausschliessung  einer  oder  mehrerer  von  ihnen  das  Gewicht  der 
tlbrigen  oft  wesentlich  geändert  wird.  Von  diesem  Gesichtspunkte 
ausgehend,  habe  ich  allen  Beobachtungen,  welche  zur  Bestimmung 
der  Ephemeridencorrection  überhaupt  verwendet  wurden,  das 
gleiche  Gewicht  zuerkannt,  und  mich  darauf  beschränkt,  durch 
Ausschliessung  einiger  Beobachtungen  die  Vertheilung  der  übrig- 
bleibenden Fehler  den  Forderungen  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung thunlichst  anzupassen.  Zu  diesem  Behnfe  wurden  die 
Constanten  der  Ephemeridencorrection,  sowie  die  übrigbleiben- 
den Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  unter  Variirung  der 
Zahl  der  ausgeschlossenen  Beobachtungen  mehrmals  berechnet. 
Auf  Grund  der  so  gewonnenen  Erfahrungen  entschloss  ich  mich 
zur  Beibehaltung  folgender  Werthe: 

Für  Rect.:  ^E  =  +0?435— 0?00191(^— g+0?0003338(^— g* 
„    Decl.:  AE= +8'31+0'3678(^— /o)— 0'004744(^— g« 
^0  =  März  28-354. 

Die  ausgeschlossenen  Beobachtungen  sind  auf  S.  887 — 891 
dadurch  kenntlich  gemacht,  dass  ihre  Abweichungen  von  der 
Ephemeride  in  Klammem  gesetzt  sind.  Durch  Anbringen  der 
Ephemeridencorrection  werden  die  zur  weiteren  Rechnung 
benützten  Beobachtungen  folgendermassen  dargestellt: 
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Nummer 

Beob.- 

-Rechn. 

der 
Beob. 

COB  d  Aa 

Ad 

1 

-O'll 

2 
8 

4 

4-1 -O*? 

—  l'O 

—0-42 

—  6-7 

5 

—0-69 

4-  6-5 

6 

—0-02 

-f.  4-3 

7 

4-0-33 

4-12-9 

8 

—0-79 

— 

9 

-hO-36 

H-l-6 

10 

—0-42 

—  3-1 

11 

—0-23 

—  7-6 

12 

-h017 

-t-  1-8 

13 

— 0-43 



14 

—0-74 

4-  8-5 

15 



—12-3 

16 

—0-06 

—  5-0 

17 

H-0-39 

—  8-7 

18 

—0-19 

4-  9-6 

19 

-4-0-37 

-  0-4 

20 

-4-0-53 

-  0-4 

21 

4-0-07 

22 

-0-08 



23 

0-00 

—10-7 

24 

4-1-07 

4-  8-3 

25 

— 0  01 

4-  4-0 

26 

-4-0  02 

—  0-4 

27 

—0-17 

—  3-1 

28 

4-0-70 

—  50 

29 

—0-62 

4-  0-4 

30 

4-0-05 

4-  0  5 

31 

-0-38 

—  2-6 

32 

-0  04 

—  1-8 

33 

—0-06 

—  2-7 

b4 

—0-06 

—  6-1 

35 

—0-06 

00 

36 

4-0-09 

4-  4-1 

37 

4-0-23 

—  3-0 

38 

-hO-39 

—  4-2 

39 

4-0-34 

4-  6-7 

40 

—0-03 

4-14-0 

Nummer 

der 

Beob. 


41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 


51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 


61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 


71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 


Beob.— Bechn. 


cos  d  Aa 


— 0'20 
4-0  Ol 
4-0-11 
4-0-91 
4-0-42 
—0-48 
4-0-15 
4-0-46 
—0-44 
—0-20 


—0-23 
—0-47 
—0-32 
0-00 
—0-18 
—0-08 
4-0-68 
4-0-04 

4-0-48 


—0-12 

—0-45 
— 0  15 
4-0  12 
—0-71 
-t-0-09 
4-113 
—0-34 
4-0-76 


-0-70 
—0-06 
4-0-47 
—0-52 
4-0-08 
4-0-34 
4-0-46 
-0-19 
4-0-29 
— 0-78 


Ad 


4-  0»3 
4-  6-7 

—  6-6 

—  2-6 
4-  3-4 
—10-5 
4-  3-1 
4-  7-5 
4-  8-6 

—  2-2 


—  5 
4-12 
4-  0 

—  1 
4-  6 


4-  3-2 

—11-4 
4-  0-2 


0-0 
5-9 
3-0 
4-3 
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Nummer 

Beob.- 

-Rechn. 

der 
Beob. 

cos  d  ^a 

Ad 

81 

4-0'18 

+  9'0 

82 

-0-98 

—  4-7 

83 

—0-97 

—  3-9 

84 

H-0-88 

—  5-6 

R5 

H-0-42 

-  4-4 

86 

-1-08 

— 

87 

—0-49 

—  7-0 

88 

—0-02 

-4-  2-0 

89 

4-0-06 

-  5-1 

90 

-0-24 

-  2-8 

91 

92 

•4-0-33 

—  8-2 

93 

_ 

-4-10-5 

94 

-4-0-39 

-f-  6-9 

95 

—0-73 

-+-12-1 

96 



—  3-8 

97 

-1-02 

-+.  2-0 

98 

-0-07 

—  1-5 

99 

-4-0-81 

-4-  1-8 

100 

-+-0-48 

-4-  1-6 

Nummer 

der 
Beob. 


101 
102 
103 
104 
lOö 
106 
107 
108 
109 
110 


111 
112 
113 
114 


Beob.— Rechn. 


cos  d  Aa 


-^0»96 
-:0-08 
—004 
-+-0  06 
H-0-32 
-HO -54 
-^0-47 
—0-47 

-f-0-23 


-f-0-02 
—0-56 
—0-19 
—0-13 


Ad 


-3'5 
-+-0-4 
-4-0-3 

-+-5-0 
—5-4 
-^5-0 
-h3-5 

-9-8 
-hO-6 


-4-4-8 
—4-2 


Bei  der  Berechnung  der  Fehler  und  ihrer  Quadrate  wurde 
noch  eine  weitere  Decimalstelle  mitgenommen.  Eine  Ver- 
gleicbung  der  Resultate  der  Rechnung  mit  jenen  der  Beobachtung 
ergibt: 


Rectascension 

Declination 

Beob. 

Rechn. 

Beob. 

Rechn. 

Zahl  der  Beobachtungen 

„      y,    positiven  Fehler 

n      n     negativen     „       

Summe  der  Fehlerquadrate 

Mass  der  Präcision 

106 

51 

55 

23-72 

38*64 

23-72 
1-4948 
0'473 
40»01 

99 

47 

52 

3348-6 

470»  6 

3347-3 

0-12158 

5'82 

459»4 

mittlerer  Fehler 

numerische  Summe  der  Fehler  . . 
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Die  Anordnung  der  Fehler  nach  ihrer  absoluten  Grösse  ist 
aus  folgendem  Schema  ersichtlich^  in  welchem  die  Zahlen  der 
mit  Rechn.  Uberschriebenen  Golumnen  aus  dem  Masse  der  Prär 
eision  abgeleitet  sind. 

Rectascension  Declination 


Fehler- 
lenzen 


0?0— O'l 
0-1— 0-2 
0-2— 0-3 
0-3— 0-4 
0-4— 0-5 
0-5--0-6 
0-6— 0-7 
0-7— 0-8 
0-8— 0-9 
0-9— 1-0 
10— 1-1 
1-1— 1-2 
1-2— 1-3 


Beob. 


28 

15 

7 

13 

17 

4 

3 

8 

2 

4 

4 

1 

0 


Reclm. 


17-8 

17-0 

15-5 

13 

11 

9 

7 

5 

3 

2 

1 


0-9 
0-6 


Fehler- 
grenzen 


0*—  1* 

1  —  2 

2  —  3 

3  —  4 

4  —  5 

5  —  6 

6  —  7 

7  —  8 

8  —  9 

9  —10 

10  —11 

11  —12 

12  —13 

13  —14 

14  —15 


Beob. 


13 

11 

8 

11 

12 

13 

10 

4 

5 

3 

3 

1 

4 

0 

1 


Hechn. 


13-5 


13 
12' 
11 

10 
8 
7- 
5' 
4< 
3 
2 
1' 
1- 
0' 
0' 


Diese  Fehlervertheilung  wird  man  kaum  wesentlich  ver- 
bessern können,  ohne  den  Beobachtungen  Zwang  anzuthun, 
indem  die  Häufigkeit  von  Fehlem,  deren  Grösse  jener  des  mitt- 
leren Fehlers  nahezu  gleichkommt,  zu  beträchtlich  ist.  Auch  lässt 
sich  eine  viel  bessere  Übereinstimmung  angesichts  der  relativ 
geringen  Zahl  von  Beobachtungen  kaum  erwarten. 

Die  Ermittlung  der  Ephemeridencorrection  gestattet  die 
Zahl  der  Normalorte  auf  drei  zu  beschränken ;  als  Zeiten  hiefllr 
habe  ich  unter  Berücksichtigung  der  zeitlichen  Vertheilung  der 
Beobachtungen  die  Epochen  März  11-5,  März  30*5,  April  21-5 
(mittl.  Zeit  Paris)  gewählt. 

I.  März  11-5         n.  März  30-5 
RectascnachEph...     14^7*       Vll        8*'54'     42*46 


in.  April  21-5 
359«  4'     57*32 


Red.  auf  1846-0... 


-+.  9-12 
—23  17 


-  8-72 
-28-35 


-M6-72 
—34-26 


Normalort 

Declin.  nach  Eph. 
Eph.  Corr.  (aE)  . . 
Red.  auf  1846-0.. 


.     14*»  6' 
.+22  25 


47*12 


46-18  -f.42 
-h  0-76 
—  6-69 


8^54' 
0 


22*83      359«  4'     39*78 


0-21 
+  9-08 
—  8-03 


58  26  53-95 
-f-14-42 
—10-11 


Normalort.  .H-22«25'     40*25  4-42*»  0'       1*26 

Sltacb.  d.  mathcm.-natunr.  Cl.  XCV.  Bd.  IT.  Abth. 


-   58*»26' 
60 


58*26 
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In  der  Voraussetzung,  dass  eine  durch  diese  drei  Normalorte 
gehende  Bahn  nur  ganz  geringfügiger  Änderungen  bedUrfe,  um 
den  vierten,  noch  zu  bildenden,  Normalort  befriedigend  dar- 
zustellen, zog  ich  den  Betrag  der  Störungen  schon  zur  Herleitung 
dieser  provisorischen  Bahn  in  Betracht.  Der  Störungsrechnung, 
welche  auf  die  Planeten  Merkur,  Venus,  Erde,  Mars^  Jupiter  und 
Saturn  ausgedehnt  wurde,  liegen  folgende  Annahmen  über  die 
Massen  dieser  Himmelskörper  zu  Grunde : 

l:m 

Merkur 8563200 

Venus 401839 

Erde  und  Mond    355499 

Mars 2680337 

Jupiter 1047-88 

Saturn 3501-6 

Die  Berechnung  der  Störungen  wurde  unter  Anwendung 
eines  lOtägigen  Intervalls  nach  Encke's  Methode  durchgef&hrt 
und  die  Osculationsepoche  auf  März  6-5  festgesetzt,  da  der 
Komet  in  der  Nähe  dieser  Zeit  sich  im  Perihele  befand  und  seine 
Periheldistanz  ziemlich  klein  ist.  Die  Rechnung  ergab  ftir  die 
Störungen  in  den  heliocentrischen  Äquatorcoordinaten  folgende, 
in  Einheiten  der  siebenten  Decimalstelle  ausgedrückte  Werthe: 

5  ri  C 

Februar  19-5  +  37  +  94  —  0-2 

März    1-5  +  0-4  O'O  —  0-1 

11-5  -f   0-4  00  —  0-1 

21-5  -4-  3-5  +  0-9  —  1-4 

31-5  -4-  9-2  -4-  2-7  —  4-9 

April  10-5  -4-16-7  +57  —11-4 

20-5  -4-25-2  +10-4  —21-2 

30-5  +33-9  -4-17-1  —34-7 

Mai  10-5  +41-9  +25-9  —52-0 

20-5  -4-48-6  -4-36-8  —72-8 

Die  Interpolation  dieser  Reihen  gibt  für  die  Zeiten  der 
Normalorte: 
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März  11-5  +  0-4  0-0         —  0-1 

März  30-5  +8-5  +2-5         —4-4 

April  21-5  +26-0  +11-0         —22-4 

Unter  Berttcksichtigang  dieser  Werthe  erhielt  ich  auf  diffe- 
rentiellem  Wege  das  nachfolgende  Elementensystem: 

Oseulationsepoche  =  März  6*6 
2'=  1846  März  5-550684 
ft  =  77°33'20'15 
«0  =  12  53     2-56 
t  =  85     6  59-80 
losq  =  9-82205087 
e  -  0-96342360 

Ich  bemerke,  dass  die  Anführung  der  achten  Decimalstelle 
daher  rührt,  dass  ich  mit  den  Sc hrOn' sehen  Logarithmentafeln 
rechnete,  in  welchen  die  Erhöhung  der  siebenten  Stelle  kenntlich 
gemacht  ist.  Diese  Elemente  lassen  nach  Einbeziehung  der 
Stömngsbeträge  in  den  Normalorten  folgende  Fehler  übrig: 


I 

n 

in 

Aa. 

..+0'004 

— 0'021 

— 0'084 

A5. 

..+0-024 

+0-027 

+0-052 

und  ergeben  als  mittleren  Ort  fttr  die  Zeit  der  Washingtoner 
Beobachtnng 

Mai  ...19-668559    317m'41'67     -4- 74^55 '21 '05 

wobei  die  für  diese  Zeit  geltenden  Störungsbeträge 

C=+48-l,    17= +35-8,     C  =  — 70-9 

bereits  in  Rechnung  gebracht  worden  sind.  Bezogen  auf  dasselbe 
Aqninox  (1846-0)  lautet  die  Washingtoner  Beobachtung: 

317m  •2*40  +74^55'45'64 

Es  wird  sonach 
Aa  =  — 39'27     A5  =  +24'59     cos*.  A«  =  — 10'21. 

Da  die  Abweichung  de's  Ganges  einer  nach  diesen  Elementen 
berechneten  Ephemeride  von  jenem  der  früher  anfgeftlhrten 
Ephemeride  innerhalb  eines  Tages  wohl  vernachlässigt  werden 

60* 
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kann,  so  würde  die  Darstellnng  der  Cambridger  Beobachtnngen 
nach  den  neuen  Elementen  folgende  sein 

Mails.  ...Aazz— 123'3     AJ  =  — 77*5     cosff.Aa  =  — 32'7 
Mai  19.  ...Aa=:—  860     A*=:— 58-7     cosd.A«  =  — 224 

Unter  den  drei  Beobachtnngen  vom  18.  und  19.  Mai  ist  es 
sonach  die  Washingtoner  Beobachtung,  welche  das  meiste  Ver- 
trauen verdient,  indem  die  Abweichungen  derselben  in  beiden 
Coordinaten  auffällig  geringer  sind  als  jene  der  beiden  anderen 
Beobachtnngen.  Wären  die  Messungen  in  Cambridge  in  einer 
Weise  angestellt  worden,  welche  die  unabhängige  Bestimmung 
beider  Coordinaten  gestattet,  so  würde  ich  die  Rectascensionen 
nicht  völlig  ausgeschlossen  haben,  da  die  Darstellung  derselben 
in  Anbetracht  der  hohen  Declination  des  Kometen  und  seines 
vei*waschenen  Aussehens  noch  anginge.  Die  Messungen  sind 
jedoch  mit  einem  Kreismikrometer  ausgeführt  und  zum  Mindesten 
für  die  Beobachtung  vom  19.  Mai  auch  richtig  reducirt  worden. 
Nachdem  nun  die  Abweichung  der  Declinationen  zu  gross  ist,  um 
deren  Einbeziehung  in  die  Rechnung  zu  gestatten,  hielt  ich  es  für 
folgerichtig,  auch  auf  die  Benützung  der  Rectascensionen  zu  ver- 
zichten. Ich  nahm  daher  nur  die  Washingtoner  Beobachtung  als 
vierten  Kormalort  an  und  gab  ihm,  um  seinen  Einfluss  auf  die 
Bestimmung  der  definitiven  Elemente  nicht  allzusehr  zu  drücken, 
das  Gewicht  Vs?  während  die  übrigen  Normalorte  das  Gewicht  1 
erhielten.  Der  Umstand,  dass  die  Washingtoner  Beobachtung  aus 
drei  Reihen  von  einzelnen  Messungen  zusammengesetzt  ist,  recht- 
fertigt auch,  wie  mir  scheint,  ihre  Betheilung  mit  einem  grösseren 
Gewichte,  als  einer  gewöhnlichen  Beobachtung  zu  verleihen  wäre. 

Es  sind  demnach  die  vier  Normalorte  und  ihre  im  Sinne 
Beob.-Rechn.  genommene  Darstellung  durch  die  auf  Seite  905 
aufgeführten  Elemente  durch  folgende  Angaben  bestimmt: 

I  II  m  IV 

mittl.Zt.  Paris     März  11  -5        März  305         Apr.  21  -5       Mai  19-668559 

a 14»  6'47'12      8»54'22'83    359»  4'39»78    317»11*  2U0 

^ 22  25  40*25    42    0    126  .  58  26  58-26      74  55  45-64 

*^acos5 -^0•0ü4  —0-016  —0-044  —10-215 

A^ -^0•024  H-0-027  -4-0-052  +24-589 

Gewicht 1  i  1  i/^ 
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Fttr  die  ersten  drei  Normalorte  sind  die  Differentialqnotienten 
bereits  znr  Yerbessening  der  Peiree 'sehen  Elemente  abgeleitet, 
dann  aber  in  Gemeinschaft  mit  jenen  ftir  den  vierten  Normalort 
ans  den  verbesserten  Elementen  nochmals  berechnet  worden, 
wobei  sich  zeigte,  dass  die  Änderungen  wenige  Einheiten  der 
vierten  Decimalsteüe  nicht  ttberschritten. 

Die  Differentialqnotienten  sind,  logarithmisch  angesetzt, 
folgende: 

Mftrz  11-5       März  30  *  5       Apr.  21  -  6     Mai  19  •  6685S 
cos*8a:8r-...  8-17169      8-20900      8-17591      8-05053 

8J : 8r  . . . .  8 • 28259«     8 • 03592«     7  -  66603«     7 • 77309 

cos*  8a:  8^ 8-28216« 

8J:8^ 8-49675 

C08*8a:81ogy. .  0-00973 
8J:81ogy..  9-58093 

C08*8a:8n'....  958532« 
8J:8n'....  9-60356 

C08*8a:8ini'8A'  9-74073 
8*:8ini'8A  9-45098« 

cos*  8«  :8t'....  9-29971« 
8J:8f'....  9-17415« 

Um  die  in  die  Ansgleichsrechnnng  eingehenden  Go^fficienten 
homogen  zu  machen,  benützte  ich  die  Substitutionen: 

a?=:  8-28259  8r 
yiz:  0-21334  3  log j 
«  =  9-83825  Sn' 
^  =  9-79109  sin  t'8ft' 
w  =  9-77114  8i' 
11?  =  9-18424  3^ 
log  Fehlereinheit  =:  0-91362 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Differentiale  der  Bahnlage 
auf  die  Ebene  des  Äquators  bezogen,  und  die  Co^fficienten  loga- 
rithmisch gegeben. 


8- 80787« 

9-02871» 

9-22198» 

9-02110 

9-18424 

8-51639 

0-14264 

0-21334 

0-16379 

9-06494 

9-37726 

0-06817 

9-75770« 

9-83825» 

9-80722» 

9-19361 

8-72608» 

9-72727» 

9-76069 

9-79109 

0-00219 

9 -19809« 

9-38342» 

8-88724» 

9-36961» 

9-18166» 

9-55730 

9-58704» 

9-77114» 

9-79119» 
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Werden,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  die  Bedingnngs- 
gleichnngen  in  folgender  Form  angeschrieben: 

so  sind  die  entsprechenden  Go^fficienten  derNormalgleichangen: 


[aa] 

=  +a- 35256 

[bb]  =  +2-33970 

[cc]  =  +2-56171 

[ab] 

=  +1-75817 

[6c]  =  -2-06870 

[crf]  =  — 2-72326 

[ac] 

=  —2-69553 

[W]= +2-31907 

[ce]  =  +0-58399 

[ad] 

=  +3-05672 

[6e]  =  — 1-07983 

[</]  = +1-41058 

[ae] 

=  +0-07167 

[6^]  =  — 0-98312 

[c«]  =  — 0-12058 

H] 

=  —1-89864 

[6«]  =  +0-11022 

[an] 

=  +0-01019 

[dd] 

=  +3-38482 

[ee]  = +1-99336 

[ff]  =  +2-33225 

[de] 

=     0-12927 

[«/•]  =  — 1-21157 

[fn]  =  +0-23637 

[df] 

=  —2-06285 

[«?«]  =  — 0-44097 

[nn]= +1-17267 

[dn] 

=     0-27814 

Die  AnflOsang  der  Normalgleichangen  ergibt: 

Summe  der  Fehlerquadrate  =  35'36 

loga?  = 

0-84943   ^ 

logy  = 

0- 70286«  / 

log  z  = 
log  t  = 

0-69253    („.,.,.  ,^.    „                 . 
1  nnn,  o    /  Einheit  ist  die  Bogenaecande. 
1 -UUblo»  [ 

log  M  = 

1- 22374»  \ 

logw  = 

1-20915„  ; 

Dnrch  Bestimmang  der  Differentiale  der  Elemente  und  Über- 
tragung derselben  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  erhielt  ich  folgende 
Werthe: 

8r=  +  0-001788 
iSL  =  —  4'11 
8w=+2403 
8t  =  —32-50 
8  logq  —  —  0-00001497 
8«  =  -  0-00051343 
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welche  mit  den  anf  Seite  905  enthaltenen  Elementen  verbunden 
al8  definitives  Elementenaystem  *  ergebisn: 

Osculationsepoche  =  1846  März  6-6 

T  =  1846  März  5-552372  mittl.  Zeit  Paris. 

a  =  77'33'16'04) 

w  =  12  53  26-59  (  "'**'•  E^i^Wptik  und  Aquinox. 

»  =85    6  27-3o(  l?>A&-(i 

log  y  =  9-82203590 

e  =  0-96291017 
loga=  1-25278106 

ü—  75-71320  Jahre. 

Im  Wege  directer  Bechnung  aus  obigen  Elementen  gelangte 
ich  zn  folgender  Darstellung  der  Normalorte: 


I 

II 

m 

Vf 

Cos  JAa..+l'79 

— 1'58 

-1'07 

+  3'81 

AJ..— 0-16 

+0-85 

-1-63 

+  14-53 

Wenn  man  darauf  Rücksicht  nimmt,  dass  die  Abweichungen 
der  definitiven  Bahn  vom  vierten  Normalort  dem  angenommenen 
Gewichte  desselben  entsprechend  durch  3  zu  dividiren  sind,  so 
stimmen  sämmtliche  obige  Zahlen  mit  den  aus  den  Bedingungs- 
gleichnngen  resultirenden  innerhalb  des  Betrages  von  0'02  über- 
ein. Die  Summe  der  Quadrate  vorstehender,  anf  die  Gewichts- 
einheit bezogener  Abweichungen  ist  35  •  32,  welcher  Werth  mit 
dem  früher  angegebenen,  gelegentlich  der  Auflösung  der  Normal- 
gleichnngen  gefundenen  gut  harmonirt.  Die  Declinationsabwei- 
chong  des  vierten  Normalortes  ist  sehr  beträchtlich,  erscheint 
jedoch  immerhin  noch  zulässig, wenn  man  die  Schwierigkeiten  der 
Messung  ins  Auge  fasst,  welche,  wie  bei  Vergleichung  der  Resul- 
tate der  einzelnen  Beobachtungen  zu  ersehen  ist,  am  19.  Mai 
obgewaltet  haben  müssen. 

Die  kurze  Sichtbarkeitsdauer  und  die  geringe  Präcision  der 
Beobachtungen  des  Kometen  lassen  befürchten,  dass  auch  diese, 
vorläufig  definitiven  Elemente  noch   mit  erheblichen  Fehlern 


1  Das  von  Jelinek  berechnete  Eiern entensyatem  atimmt  mit  diesem 
besser  überein,  als  das  von  Pe  i  rce  gegebene. 
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behaftet  sind.  Insbesonders  erscheiDt  die  Umlaafszeit,  wie  ja  aach 
von  Torneberein  zn  erwarten  war,  sehr  unsicher  bestimmt.  Um 
über  die  Grenzen  dieser  Unsicherheit  eine  Orientimng  geben  zn 
können,  habe  ich  v^orerst  mit  Hilfe  der  Normalgleichnngen  die 
Variationen  der  Übrigen  Elemente  als  Functionen  der  Excentrici- 
tät  bestimmt  nnd  gefunden: 

arr=  2-74806  -4-0-25607   de 

8  logyi=  0-87225  -4-8-99788   2e 

an' z=  0-56890  -4-8-51206naff 

sini'8ft'==  1 -42785« -4-8 -99106«  de 

3i'zz  0-63985  +9-48986   de 

Vorstehende  Gleichungen,  deren  Zahlen  Logarithmen  sind, 
geben  die  Änderungen  der  Elemente  in  Bogenseennden^  wobei 
de  in  derselben  Masseinheit  auszudrucken  ist.  Diese  Änderungen 
beziehen  sich  auf  das  den  Normalgleichungen  zu  Grunde  liegende 
äquatoriale  Elementensystem: 

r=  März  5-550584 
n'=112^24'48-85 
il'=    76  39     8-62 
i'=    90  25  23-10 
^  =  0-9634236 
logj  =  9-8220509 
logazz  1-2588499 

Die  Grösse  de  wurde  nun  so  bestimmt,  dass  sie  der 
angenommenen  Umlaufszeit  entspricht.  Bezeichne  ich  die  zu  einer 
gewissen  ümlaufszeit  U^  gehörigen  Elemente  mit  «j,  y„  e^y  so  wird 

2 

Nun  ist  allgemein 

8  loga  z=  8  logjH-mod.: 


1—e 
oder 

8  log«  =  8  logy-h  —  mod.8tf 
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nnd  im  vorliegenden  Falle,  wenn  man  den  Radius  als  Einheit 
nimmt: 

8  \ogq  =  5 -55782-4-8 -99788  ie 

Durch  Elimination  von  8  log  q  aus  den  letzten  zwei  Glei- 
chungen erhält  man  sonach  die  einer  willkttrlichen  Änderung 
der  grossen  Halbaxe  entsprechende  Änderung  der  Excentricität, 
woraus  die  Variationen  der  übrigen  Elemente  nach  den  früher 
aufgeführten  Relationen  abgeleitet  werden  können.  Die  angedeu- 
tete Elimination  fUhrt  auf  die  Gleichung 

3  loga  =  0-000036126H-  (o -099512 -4-  —  mod.)  ie 

ans  welcher  ie  in  Theilen  des  Radius  erhalten  wird.  Ich  habe,  um 
die  Grösse  de  möglichst  sicher  bestimmen  zu  können,  die  Rech- 
nung indirect  geführt  und  für  log —  den  Mittelwerth 

9 

1-2588499-4-loga,— (9 -8220509  H-logy,) 
benutzt. 

Ausgehend  von  der  durch  die  definitiven  Elemente  gegebe- 
nen Umlaufszeit 

t^=:  75 -7132  Jahre 

erhielt  ich  unter  Abänderung  dieses  Werthes  bis  zum  Betrage 
von  drei  Jahren  folgende  Darstellung  der  auf  die  Gewichtseinheit 
bezogenen  Normalorte: 

üi  ....  72-7182  73-7132  74-7132  75-7132  76-7132  77-7132  78-7132 
8g —313^08  — 242'47  --173'43  >~105'9O  —39^83  +24'83  H-88'13 

I..  -h3-ll  4-2-66  4-2-22  4.1-79  -+-1-37  H-O-Bo  H-0-55 

III.  —3-06  —2-56  —207  -1-59  -1-13  —0-67  —0-22 
ni.  —1-55  -1-39  -1-23  —1-08  —0-93  -0-79  —0-65 
IV.  4-3-51  4-2-75  4-2-00  4-1-26  -+-0-55  —015  —084 
l..  4-0-52  4-0-30  -4-0-07  —0-14  —036  —0-56  —0-77 

|n.  -1-65  —0-80  4-0-04  4-0-85  4-1-64  4-2-42  4-318 
in.     4-0-69      —0-11      —0-88      —1-64    —2-38    -8-11    — 3-82  ' 

IV.  4-4-41      4-4-56      4-4-70      -^4-84    -^497    4-5  10    4-523 

Summe  d. 
Febler- 
quadrate    56-67        44-66        87-59        35-85      87-51      43-85      54-18 


OQ 

Q 


912  J.  V.  Hepperger,  Komet  1846 IV  (De-Vico). 

Als  Stichprobe  habe  ich  für  ü^  =  72-7132  die  Darstelliing 
des  ersten  Normalortes  direct  ans  den  Elementen  berechnet  nnd 
gefanden 

cosAa  —  -4-3 '11 
Aiziz  +0-51 

welche  Werthe  mit  obigen  sehr  gut  ttbereinstimmen.  Die  Unsicher- 
heit der  Umlanfszeit  dürfte  sonach  noch  merklich  grösser  sein 
als  ±3  Jahre. 


NACHTRAG. 

Nachdem  der  erste  Bürstenabzug  vorstehender  Abhandlung 
bereits  fertiggestellt  war,  erhielt  ich  durch  die  Güte  des  Herrn 
Directors  Prof.  Dr.  E.  Weiss  Einsicht  in  das  ihm  kürzlich  über- 
sandte Werk:  „Observations  des  Gomfetes  faites  k  TEquatorial  de 
Gambey  de  rObservatoire  de  Paris  de  1835  k  1855;  Redactions 
par  Mr.  J.  Bessert";  worin  auch  einige  Beobachtungen  des 
Kometen  1846  IV  aufgeführt  sind.  Dieselben  werden  durch  die 
auf  Seite  39  enthaltenen  Elemente  folgendermassen  dargestellt: 

Mittl.  Zeit  Paria  Rectasc.  Par.          Declin.  Par.  cos^Aoe    Ad 

März    2-31767  1^  0-28'86  +0*35  h-  9<>24'27»8  4-5-7  4-OUO  — 6'1 

5-32358  0  59  47*64  H-O-35      13  57  32-0  h-5-6  -M)-60  —31 

6-29325  0  59  24-93  h-0-34      15  22    4-9  4-5-2  —0-53  —2-4 

8-30323  0  58  28-78  -hO-35      18  11  46-4  -f-5-2  — O'll  4-4-7 

8-31159  0  58  28-50  4-0-35      18  12  19-9  4-5-3  —0-12  —3-1 

9-30038  0  57  55-73  4-0-35      19  32  56-8  4-5-1  4-0-56  -2-5 

10-33333  0  57  15-92  -f-0-35      20  55    8-6  4-5'4  —0-45  —9-8 

12-34924  0  55  52-33  4-0-34      28  30    0-2  -f-5-5  4-1-83  4-l'5 

April    3-35281  0  30  10-35  4-0-29  4-45    9  18-5  +5-6  —0-18  —0-6 

Die  ersten  drei  Beobachtungen  sind  den  von  mir  an- 
genommenen Positionen  der  Vergleichssteme  entsprechend 
corrigirt.  Die  Einbeziehung  der  Pariser  Beobachtungen  würde 
denmach  die  durch  die  definitiven  Elemente  gegebene  Darstellung 
der  Normalorte  nur  um  Beträge  ändern,  welche  im  Vergleich  zur 
Unsicherheit  der  Elemente  selbst  kaum  erheblich  sind. 


SITZUNGSBERICHTE 


D£B 


lATHEIATlSCH-lilTUBWlSSSHSCHArTLlCHKClASSI. 


XOV.  Band.  V.  Heft 


ZWEITE  ABTHEILUNG. 


EnthUt  die  Abhamdlangen  aus  dem  Gebiete  der  Haüiematik,  Physik,  Chemie, 
Mechanik,  Meteorologie  imd  Astronomie. 
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XL  SITZUNG  VOM  5.  MAI  1887. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  I.  bis  Y.  Heft  (Jnni  bis 
December  1886)  der  I.  Abtheilung,  ferner  das  IV.  und  V.  Heft 
(November  und  December  1886)  der  II.  Abtheilnng  und  das  III. 
bis  V.  Heft  (October  bis  December  1886)  der  III.  Abtheilung  des 
XCIV.  Bandes  der  Sitzungsberichte  vor. 

Die  Direction  des  k.  k.  militär-geographischen  Insti- 
tutes setzt  die  Akademie  in  Kenntniss,  dass  das  Mittags- 
zeiohen  der  Sternwarte  dieses  Institutes  vom  1.  Mai  d.  J.  an- 
gefangen nicht  mehr  nach  dem  Meridiane  des  St.  Stefans-Thur- 
mes,  sondern  nach  jenem  der  Wiener  Universitäts-Stemwarte  in 
Währing  (demnach  um  9  Secunden  später  als  bisher)  abgegeben 
wird. 

Das  Geschäfts- Comitö  der  deutschen  Naturforscherver- 
sammlung ttbermittelt  ein  Circularschreiben,  laut  welchem  die 
60.  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Ärzte 
vom  18.  bis  24.  September  1887  inWiesbaden  stattfinden  wird. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  E.  Mach  in  Prag 
tibersendet  eine  Arbeit  der  Herren  Dr.  0.  Tumlirz  und  A.  Krug: 
„Über  die  Änderung  des  Widerstandes  galvanisch 
glühender  Drähte  mit  der  Stromstärke.^ 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  L.  Boltzmann  in 
Oraz  Übersendet  eine  Mittheilung:  „Über  einen  von  Prof. 
Pebal  vermutheten  thermochemischen  Satz^  betref- 
fend nicht  umkehrbare  elektrolytische  Processe.^ 

Herr  Dr.  M.  Löwit  in  Prag  übersendet  die  zweite  Mittheilung 
seiner  Beiträge  zur  Leukämie:  „Über  die  Beschaffenheit  der 
weissen  Blutkörperchen  bei  der  Leukämie^'. 

Der  Secretär  legt  eine  eingesendete  Abhandlung  von 
Herrn  Prof.  Dr.  A.  Puchta  in  Prag:  „Über  einen  Satz  von 
Euler-Brioschi-Genocchi**  vor. 
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Herr  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine  Arbeit  von  Herrn  Dr. 
E.  Lecher:  „Nene  Versuche  über  den  galyanischen 
Lichtbogen.«* 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  v.  Barth  überreicht  eine  in  seinem 
Laboratorium  ausgeftlhrte  Arbeit  von  Herrn  Dr.  J.  Herzig, 
betitelt:  „Notiz  über  Isodulcit." 

Der  Vorsitzende  Herr  Hofrath  Prof.  Stefan  überreicht  eine 
für  die  Sitzungsberichte  bestimmte  Abhandlung:  „Über  ver- 
änderliche elektrische  Ströme  in  dicken  Leitungs- 
drähten." 

Herr  Dr.  Hans  Moli  seh,  Privatdocent  an  der  Wiener  Uni- 
versität, überreicht  eine  im  pflanzenphyBiologischen  Institute 
ausgeführte  Arbeit :  „Über  einige  Beziehungen  zwischen 
anorganischen  Stickstoffsalzen  und  der  Pflanze''. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht  zu- 
gekommene Feriodioa  sind  eingelangt: 

Goethe  H., Handbuch  der  Ampelographie.  Beschreibung  und 
Classification  der  bis  jetzt  cultivirten  Rebenarten  und 
Trauben- Varietäten  mit  Angabe  ihrer  Synonyme,  Cultur- 
verhältnisse  und  Verwendungsart.  Zweite,  neu  verbesserte 
Auflage,  Herausgegeben  mit  Unterstützung  des  k.  k.  Acker- 
bau-Ministeriums. (Mit  99  Lichtdrucktafeln).  Berlin,  1887 ;  4*. 

Voyage  of  H.  M.  S.  Challenger  1873—1876.  Report  ofthe 
scientific  results.  Zoology  —  Vol.  XVIII  in  two  Parts,  ¥rith 
a  Volume  of  Plates;  Vol.  XIX,  London,  1887;  4^ 
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Über  veränderliche  elektrische  Ströme  in  dicken 
Leitungsdrähten. 

Von  dem  w.  M.  J.  Stefan. 

Bei  der  Berechnnng  des  Verlaufes,  den  ein  veränderlicher 
elektrischer  Strom  in  einer  Drahtleitung  nimmt,  macht  man 
gewöhnlich  die  Annahme,  dass  derselbe  ebenso  wie  ein  constanter 
Strom  den  Querschnitt  des  Drahtes  in  gleichförmiger  Dichtigkeit 
erfüllt.  Wenn  nun  auch  die  Art  der  äusseren  elektromotorischen 
Kräfte  eine  solche  Annahme  rechtfertigt,  so  ist  diess  bezüglich 
der  Wirkungen  der  Selbstinduction  nicht  der  Fall.  Diese  haben 
auch  bei  gleichförmiger  Stromdichte  nicht  für  alle  elementaren 
Fäden,  in  welche  man  den  Draht  zerlegt  denken  kann,  denselben 
Werth,  es  kann  desshalb  die  Dichtigkeit  des  Stromes  nicht  in 
allen  Theilen  des  Querschnittes  dieselbe  sein. 

Die  Verschiedenheit  der  Selbstinduction  in  den  verschiede- 
nen Fasern  eines  Drahtes  lässt  sich  in  besonderen  Fällen  in 
Rechnung  ziehen.  Es  hat  schon  Maxwell^  eine  solche  Rechnung 
fttr  den  Fall  eines  sehr  langen  geradlinig  gespannten  Drahtes 
von  kreisförmigem  Querschnitt  ausgeftlhrt  und  ist  dieselbe  von 
Lord  Rayleigh'  insbesondere  mit  Rtlcksicht  auf  periodische 
elektrische  Ströme  vervollständigt  worden. 

Ich  behandle  im  Folgenden  dieselbe  Aufgabe,  jedoch  in 
einer  anderen  Weise.  Der  von  mir  gewählte  Gang  der  Rechnung 
scheint  mir  einen  zwe^achen  Vortheil  gegen  den  von  Maxwell 
und  Lord  Rayleigh  befolgten  zu  haben.  Erstens  lässt  er  erken- 
nen^ dass  die  gewonnenen  Resultate  nicht  auf  den  speciellen  Fall 
eines  geradlinig  gespannten  Drahtes  beschränkt  sind.  Zweitens 


1  Treatise  on  Electricity  II.  Nr.  689. 
s  Phil.  Mag.  XXI.  381. 1886. 
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ftthrt  er  zu  einem  leicht  yerständlichen  Bilde  der  zu  bestimmenden 

Vorgänge. 

Der  Leitungsdraht  habe  die  Länge  /  und  den  Querschnitt  q. 

Aus  demselben  heben  wir  zwei  parallele  unendlich  dünne  Fäden 

heranS;  die  Stromstärken  in  diesen  Fäden  seien  t  und  t\  Die 

inducirende  Wirkung  des  zweiten  Stromfadens  auf  den  ersten  ist 

di' 
durch  die  Grösse  M  -j-  bestimmt^  wenn 

if=2/(log^-l)  (1) 

gesetzt  wird,  p  bedeutet  die  Distanz  der  beiden  Stromfilden. 
Wirkt  in  dem  ersten  Faden  ausserdem  die  elektromotorische 
Kraft  p,  ist  sein  Widerstand  co,  so  dient  zur  Bestimmung  von  i 
die  Gleichung 

at 

Die  durch  2  angedeutete  Sammirung  erstreckt  sich  tlber  alle  ein- 
zelnen Fäden^  in  die  der  Draht  zerlegt  gedacht  wird. 

Ftlhrt  man  statt  i  die  Stromdichtigkeit  u  ein,  so  dass  iz=udq, 
wenn  dq  der  Querschnitt  des  Fadens  ist,  ersetzt  man  ferner  o 

durch  -j-,  worin  a  den  specifischen  Widerstand  des  Drahtmaterials 

bedeutet,  so  kann  man  vorstehende  Gleichung  auch  schreiben 

.du' 


=  /(7lH- j-flf 


rf,-^- 


Das  Integral  in  dieser  Gleichung  kann  in  zwei  Theile  zer- 
legt werden.  In  d6m  ersten  Theil 

du' 


2l(log2l-l)j^dg' 


kann  der  Integralausdruck  durch;  --z-  ersetzt  werden,  wenn  (7  den 

mittleren  Werth  der  Stromdichte  bedeutet.   Es  bleibt  also  die 
Formel 

p  =  lau-^2lq  (log  21^1)  ^-2ljlogp^dq^  (2) 
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Legt  man  m  den  Querschnitt  des  Drahtes  ein  System  recht- 
winkliger Coordinaten  y  nnd  %  nnd  charakterisirt  die  Lage  der 
Qnerschnittselemente  dq  nnd  d^  durch  y^  %  und  yf^  2/,  so  ist 

Das  Integral  in  dem  letzten  Oliede  der  vorigen  Gleichung 
hat  nun  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  seiner  zweiten  nach  y 
und  z  genommenen  Differentialquotienten  =z  Null  ist,  wenn  der 
Punkt  y^  %  ausserhalb  des  Querschnittes  liegt.  Diese  Summe  ist 

aber  =  27r  —  ^  wenn  der  Punkt  y,  %  dem  Querschnitte  angehört, 

wie  in  dem  Falle,  um  welchen  es  sich  hier  handelt. 

Werden  an  der  Gleichung  (2)  die  angegebenen  Differentia- 
tionen ausgeführt,  so  bleibt,  da  p  flir  alle  Stromf&den  gleich 
angenommen  wird  und  auch  V  von  y  und  %  unabhängig  ist,  die 
Gleichung 


oder 


du_G^(dhi       dhL\ 


Zur  vollständigen  Bestimmung  von  u  gehört  nun  noch  eine 
Gleichung,  welche  für  die  Oberfläche  des  Leitungsdrahtes  gilt 
Diese  kann  aus  (2)  abgeleitet  werden  Sie  gestaltet  sich  sehr 
einfach,  wenn  der  Querschnitt  des  Drahtes  ein  kreisförmiger  ist 
und  nur  dieser  Fall  soll  hier  betrachtet  werden.  Die  Stromdichte 
u  ist  dann  um  die  Axe  des  Drahtes  symmetrisch  vertheilt,  das 
Integral  im  letzten  Gliede  der  Gleichung  (2)  hat  dann  ftlr  den 
Fall,  dass  der  Punkt  y,  z  in  der  Peripherie  des  Kreises  liegt  und 
dieser  den  Radius  a  hat^  den  Werth 

logaj— rfy'^ylog«-^. 

Bezeichnet  man  noch  die  Stromdichte  in  der  Oberfläche  des 
Drahtes  mit  u^ ,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in 

p  =  /cr«,+2^(log^-l)^  (4) 
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Die  Gestalt,  welche  die  Gleichungen  (3)  and  (4)  erhalten 
haben,  ist  bedingt  durch  die  Formel  (1),  welche  den  Oo6{&cien- 
ten  der  gegenseitigen  Indnction  zweier  unendlich  dttnner  gerad- 
liniger und  paralleler  Stromfäden  ausdrtlckt  Dieser  Co6fficient 
hat  aber  auch  noch  für  andere  als  geradlinige  Stromleiter  die- 
selbe Form.  So  z.  B.  ist  fbr  zwei  sehr  nahe  liegende  Kreise, 
welche  in  zwei  parallelen  Ebenen  liegen  und  ihre  Mittelpunkte 
in  derselben  auf  den  beiden  Ebenen  senkrechten  Axe  haben, 

if=4;rÄ(log  — —  2), 

wenn  R  einen  Mittel werth  der  beiden  Badien  der  Kreise,  p  den 
Abstand  der  Kreislinien  bedeutet.  Bei  der  Ableitung  dieser  For- 
mel ist  vorausgesetzt,  dass  p  eine  sehr  kleine  Grösse  im  Ver- 
gleiche zu  R  ist.  Da  man  4nR  =  21  setzen  kann,  so  dass  21  die 
Länge  der  beiden  Kreislinien  bedeutet^  so  kann  man  auch 

M=2l(^og  —  —  2'4blbS) 

schreiben  und  dieser  Ausdruck  unterscheidet  sich  von  dem  unter 
(1)  nur  durch  den  Werth  der  in  der  Klammer  stehenden  nume- 
rischen Grösse. 

Die  Aufgabe,  die  Vertheilung  der  Dichte  eines  veränder- 
lichen Stromes  in  einem  kreisförmig  gebogenen  Leitungsdrahte 
zu  bestimmen,  wird  also  wieder  zur  Gleichung  (3)  und  zu  einer 
zweiten  Gleichung  führen,  welche  sich  von  der  unter  (4)  nur 
durch  einen  andern  Werth  einer  Zahlengrösse  unterscheidet. 

Die  Art  der  Berechnung  von  M  aus  seiner  elektrodynami- 
schen Definition  lässt  erkennen,  dass  M  auch  für  Leitungen  von 
anderer  Gestalt  durch  eine  der  Formel  (1)  analoge  dargestellt 
werden  kann,  sobald  der  Krümmungsradius  der  Leitungscurve 
in  jedem  Punkte  sehr  gross  ist  gegen  die  Dicke  des  Leitungs- 
drahtes. Die  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  abzuleitenden 
Folgerungen  können  also  nicht  blos  für  geradlinige  Drähte, 
sondern  auch  für  solche  Leitungen,  welche  in  krummen  Linien 
gefuhrt  sind,  angewendet  werden,  wenn  diese  krummen  Linien 
der  angeführten  Bedingung  entsprechen. 
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Der  Ansdruck  (1)  des  Indactionsco^fficienten  M  der  beiden 
Stromfäden  gilt  nur  unter  der  Voranssetzung,  dass  sowohl  die 
Substanz  des  Leitungsdrahtes,  dem  die  beiden  Fäden  angehören, 
als  auch  die  Umgebung  desselben  als  unmagnetisch  betrachtet 
werden  können.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  aber  noch  der 
Fall,  dass  der  Leitungsdraht  magnetisirbar,  z.  B.  ein  Eisendraht 
ist  Die  Rechnung  wird  nur  ftlr  einen  Draht  von  kreisförmigem 
Querschnitt  einfach,  weil  nur  in  diesem  Falle  seine  Magnetisirung 
so  beschaffen  ist,  dass  keine  freien  magnetischen  Hassen  auftreten. 

Die  Bewegungen  der  magnetischen  Massen  oder  nach  der 
von  Hertz  eingeführten  Bezeichnung,  die  magnetischen  Ströme, 
welche  beim  Durchgang  eines  veränderlichen  elektrischen  Stro- 
mes im  Drahte  entstehen,  haben  kreisförmige,  geschlossene 
Bahnen,  welche  solenoidartig  aneinander  gereiht  sind.  Sie  üben 
desshalb  Dach  aussen  und  auch  auf  einen  Punkt  in  der  Ober- 
fläche des  Drahtes  keine  elektrische  Kraft  aus,  wenn  der  Draht 
geschlossen  ist.  Dieselbe  kann  vernachlässigt  werden,  wenn  der 
Draht  offen,  aber  sehr  lang  ist  Die  Gleichung  (4)  bleibt  also 
bestehen  auch  für  den  Fall,  dass  es  sich  um  einen  Leitungsdraht 
aus  Eisen  handelt 

Ftlr  einen  Stromfaden  im  Innern  des  Drahtes  kann  die  In- 
dnction  aus  den  elektrischen  Kräften  der  magnetischen  Ströme 
berechnet  werden,  fttr  welche  Kräfte  dieselben  Formeln  gelten, 
wie  für  die  magnetischen  Kräfte  elektrischer  Ströme.  Die  Rech- 
nung kann  sowohl  unter  der  eiDfachsten  Voraussetzung,  dass  die 
Intensität  der  Magnetisirung  der  magnetisirenden  Kraft  propor- 
tional ist,  als  auch  unter  der  Annahme  eines  anderen  Gesetzes 
geführt  werden.  Nimmt  man  aber  das  bezeichnete  einfache 
Gesetz  an  und  das  soll  auch  zum  Behufe  der  leichten  Ausführ- 
barkeit der  folgenden  Untersuchungen  geschehen ,  so  kann  man 
den  Zuwachs,  welchen  dielndnction  durch  dieldagnetisinmg  des 
Drahtes  erfährt,  ohne  weitere  Rechnung  aus  dem  Ausdrucke  der- 
selben in  der  Formel  (2)  ableiten,  wenn  man  von  demselben 
jenen  Theil  abtrennt,  um  welchen  sich  dielndnction  in  einem 
inneren  Faden  von  jener  in  der  Oberfläche  unterscheidet  Es  ist 
dies  der  Theil 


2ZJ(log«_logp)^rf^. 
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Dieser  ist,  wenn  es  sich  um  einen  Eisendraht  handelt 
(l+4}rit)mal  grösser  zu  nehmen^  unter  k  die  constante  Hag&eti- 
sirnngSEahl  des  Eisens  verstanden.  Dies  ist  darin  begründet,  dass 
die  indacirenden  Wirkungen  elektrischer  Ströme  anch  aas  den 
Gesetzen  der  elektromagnetischen  Indaction  berechnet  werden 
können^  wenn  man  annimmt,  dass  auch  der  leere  oder  eine  als 
unmagnetiscb  bezeichnete  Substanz  enthaltende  Raum  magneti- 

sirbar  sei.  Die  Magnetisirungszahl  desselben  mass  =  j-  gesetzt 

werden,  damit  die  Formeln  den  festgestellten  absoluten  Einheiten 
entsprechen.  Enthält  der  Raum  eine  Substanz  von  der  Magneti- 
sirungszahl ky  so  ist  die  Magnetisirangszahl  des  so  erfüllten 

Raumes  j-  +  &  oder  (l+4;rA:)mal  grösser  als  die  des  leeren« 

Fttr  einen  Eisendraht  von  kreisförmigem  Qaerschnitt  tritt 
an  die  Stelle  der  Gleichung  (2)  die  Gleichung 

f  =  hu+2lq  (log  -^  - 1)  ^  +  2/(1 +47rJfc)  [log  -  ^V 

and  wendet  man  an  diese  die  gleiche  Operation  an  wie  an  (2), 
so  folgt,  wenn  man  zur  Abkürzung  der  FormeUi 

l-h4;r*r=:  fx 
setzt, 


du  _     (7    /rf*ii       d^u\ 


Diese  Gleichung  verwandelt  sich  in  (3),  wenn  man  jt  =  0 
setzt.  Sie  gilt  jedoch  nicht  wie  (3)  fttr  einen  beliebigen,  sondern 
nur  fUr  einen  kreisförmigen  Querschnitt  des  Drahtes  und  unter 
der  Bedingung,  dass  u  nur  eine  Function  von  r*  =  y*  -h  «*  ist. 
Dieser  Bedingung  entsprechend  ist  sie  also  in  der  spedelleren 
Form 

du ü    fd^u       1  du\  ._. 

'dt^^Kdi^'^Jdi^)  ^^ 

anzuwenden.  Da  übrigens  die  Grenzbedingung  (4)  auch  nur 
unter  Voraussetzung,  dass  der  Querschnitt  kreisförmig  und  u  nar 
Function  von  r  ist,  gilt,  so  kann  bei  den  weiteren  Rechnungen 
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flberhanpt  nnr  von  der  speciellen  Form,  welche  die  Gleichang  (5) 
besitzt,  Gebrauch  gemacht  werden. 

Zu  Gleichungen  ganz  derselben  Art,  wie  die  Gleichungen  (4) 
und  (5)  gelangt  man  auch,  wenn  man  eine  von  der  vorliegenden 
wesentlich  verschiedene  Aufgabe  sich  stellt,  nämlich  die  Auf- 
gabe: Es  ist  die  Temperaturvertheilung  in  einem  Cylinder  unter 
der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass  derselbe  nur  durch  seine 
Mantelfläche  Wärme  durch  Strahlung  an  den  umgebenden  Baum 
abgibt  oder  aus  demselben  empfängt  und  die  Wärmestrahlung 
der  Temperaturdifferenz  zwischen  der  Hantelfläche  des  Gylinders 
und  des  äusseren  Raumes  proportional  ist.  Bezeichnet  man  die 
Temperatur  einer  durch  die  Coordinaten  y  und  z  bestimmten 
Faser  des  Drahtes  mit  u,  so  liefert  die  Theorie  der  Wärmeleitung 
für  u  die  Gleichung 

du        fd^u       1  du\  ,^. 

'di^'^Kdirt^Tdi^}  (6) 

m  bedeutet  den  Coöfficienten  der  Temperaturleitung,  d.  L  den 
Quotienten  aus  dem  CoSfficienten  der  Wärmeleitung  und  der 
specifischen  Wärme  der  Volumseinheit  des  Cylinders.  Die  Glei- 
chung für  die  Oberfläche  kann  man  so  formuliren.  Ist  die  Tem- 
peratur der  Oberfläche  des  Cylinders  =  u^ ,  jene  der  Umgebung 
=  t7  und  H  der  Co^fficient  der  Strahlung,  so  ist  die  in  der  un- 
endlich kleinen  Zeit  r  vom  Cylinder  abgegebene  Wärme 

2nalH(u^—v)r, 

wenn  a  den  Radius,  /  die  Länge  des  Cylinders  bedeutet. 

Dieselbe  Wärmemenge  kann  aber  auch  durch  — na^lcs  -=-  r 

dt 

ausgedruckt  werden,  wenn  ü  die  mittlere  Temperatur  des  Cylin- 
ders und  C8  die  specifische  Wärme  der  Volumseinheit  desselben 
bedeutet. 

Es  ergibt  sich  demnach  fWv  die  Oberfläche  die  Bedingung 

ac8  ^  +  2H(u^—v)  =  0.  (7) 

Setzt  man  an  Stelle  der  Temperatur  v  des  äusseren  Baumes 
die  durch  h  dividirte  elektromotorische  Kraft  p,  so  sind  die 
Temperatur  im  Cylinder  und  die  Stromdichte  im  Leitungsdrabt 
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durch  analoge  Gleichnngen  gegeben  und  dieselbe  Analogie  mos» 
anch  zwischen  den  dnrch  diese  Gleichnngen  bestimmten  Vor- 
gängen bestehen. 

Wird  ein  in  allen  Theilen  gleich  warmer  Oylinder  plötzlich 
in  einen  Eanm  von  einer  constanten  aber  höheren  Temperatur 
gebracht^  so  steigt  znerst  die  Temperatur  der  an  der  Oberfläche 
und  ihr  zunächst  liegenden  Schiebten^  dann  die  der  inneren^bis 
endlich  der  ganze  Cylinder  gleichförmig  zur  Temperatur  des  um- 
gebenden Baumes  erwärmt  ist. 

Ahnlich  verhält  es  sich  mit  einem  Leitungsdraht,  in  den 
plötzlich  eine  constante  elektromotorische  Kraft  eingeschaltet 
wird.  Die  Wirkung  dieser  Kraft  gleicht  der  Einstrahlung  von 
Wärme.  Der  Strom  gelangt  zuerst  in  den  peripherischen  Schich- 
ten des  Drahtes  zu  seiner  definitiven  Dichtigkeit,  erst  später  in 
den  inneren  Schichten,  zuletzt  im  centralen  Faden. 

In  entgegengesetzter  Weise  verläuft  der  Extrastrom  nach 
Ausschaltung  der  elektromotorischen  Kraft.  Sein  Verlauf  ent- 
spricht der  Abkühlung  des  Drahtes,  wenn  derselbe  aus  dem 
Baume  von  höherer  in  einen  Baum  von  tieferer  Temperatur  ge- 
bracht wird. 

Wird  ein  Draht  in  einen  Baum  gebracht,  dessen  Temperatur 
mit  der  Zeit  periodisch  sich  verändert,  so  stellt  sich  ein  Bebar- 
rungszustand  in  der  Temperaturvertheilung  in  dem  Drahte  ein, 
der  Art,  dass  die  Temperatur  in  allen  Schichten  desselben  die 
periodischen  Schwankungen  mitmacht.  Die  Amplituden  der 
Schwankungen  nehmen  jedoch  gegen  die  Axe  hin  ab  und  zwar 
um  so  rascher,  je  kürzer  die  Periode  dieser  Schwankungen  ist. 
Zugleich  baben  diese  in  den  verschiedenen  Schichten  verschie- 
dene Phasen,  so  dass  die  Maxima  z.  B.  in  jeder  Schichte  um 
so  später  eintreten,  je  weiter  dieselbe  von  der  Oberfläche  ent- 
fernt ist. 

In  derselben  Weise  stellt  sich  der  periodische  Beharrungs- 
zustand der  elektrischen  Strömung  in  einer  Drahtleitung  her^ 
wenn  in  dieser  eine  periodisch  variirende  elektromotorische  E>aft 
tbätig  ist.  Die  Amplitude  der  Stromdichte  nimmt  gegen  die  Axe 
des  Drahtes  hin  ab,  zugleich  tritt  eine  Verschiebung  der  Strom- 
pbasen  ein,  so  dass  die  Strömung  in  den  inneren  Schichten  eine 
Verspätung  gegen  die  Strömung  in  den  oberflächlichen  Faaem 
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zeigt  Je  grösser  die  Schwingangszahl  der  elektromotorischen 
Kraft,  desto  stärker  ist  die  Abnahme  der  Amplituden ,  desto 
grösser  die  Differenz  der  Stromphasen,  und  es  kann  auch 
der  Fall  eintreten,  dass  die  elektrischen  Strömungen  in  den 
oberflächlichen  Schichten  und  in  den  axialen  Fasern  entgegen- 
gesetzte Richtungen  haben. 

Die  Ungleichförmigkeit  in  der  Vertheilnng  der  Temperatur 
oder  der  Stromdichte  ist  um  so  geringer,  je  grösser  der  Goöf- 
ficient  der  Temperaturleitung  m  in  der  Gleichung  (6)  oder  der 
analoge  Go^fficient  in  der  Gleichung  (5)  ist.    Der  thermische 

Coöfficient  m  ist  ftlr  Kupfer  =z  1-2,  der  Coöffident  -^zz  131, 

da  der  specifische  Widerstand  des  Kapfers  =:  1650  in  absoluten 
Einheiten  ist. 

Noch  grösser  ist  die  Divergenz  zwischen  den  Coßfficienten, 
welche  in  die  Gleichung  fttr  die  Oberfläche  eingehen.  Für  Tem- 
peraturen, welche  wenig  von  der  des  schmelzenden  Eises  abwei- 
chen, ist  fUr  eine  schwarze  Fläche  in  einer  schwarnen  Umgebung 
JI  =  O'OOOl  einer  Calorie  für  Quadratcentimeter  und  Secunde  als 
Einheiten.  Für  einen  Kupferdraht  von  4  Mm.  Durchmesser  wird 

2JJ 

also  —  =  0'0012.  Der  entsprechende  CoßfBcient  in  der  Glei- 
acit 

chung  fttr  den  elektrischen  Strom  ist  auch  noch  von  der  Länge 
des  Drahtes  abhängig.  Für  einen  Kupferdraht  von  1  Met.  Länge 
und  4  Mm.  Durchmesser  findet  man  diesen  Coßfficienten  =:  1111, 
fUr  denselben  Kupferdraht  von  300  Kim.  Länge  =  554.  Die 
thermischen  und  elektrischen  Vorgänge  verlaufen  wohl  ähnlich, 
aber  in  sehr  verschiedenen  Massverhältnijsen. 

Je  grösser  der  specifische  Leitungswiderstand  eines  Drahtes 
ist,  desto  geringer  werden  die  Abweichungen  von  der  Gleich- 
förmigkeit der  Stromvertheilung.  Diese  Abweichungen  werden 
aber  sehr  bedeutend  in  Eisendrähten.  Der  specifische  Wider- 
stand des  Eisens  ist  zwar  grösser  und  zwar  nahe  6mal  grösser 
als  jener  des  Kupfers.  Da  aber  in  dem  CoSfGcienten  der  Glei- 
chung (5)  nun  der  Divisor  1+4;:*  hinzutritt,  welcher  fttr  kleine 
magnetisirende  Kräfte  =  150  angenommen  werden  kann,  so  ist 
der  Coöfficient  der  Stromausgleicbung  fttr  einen  Eisendraht  nicht 
6mal  grösser,  sondern  25mal  kleiner  als  (ttr  einen  Kupferdraht 
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Welchen  Einflnss  die  Verschiedenheit  dieser  Co6f&cienten 
anf  die  quantitativen  Verhältnisse  der  Stromvertheiliing  hat, 
kann  man  nnr  ans  den  ftir  bestimmte  Fälle  angepassten  ÄHf- 
lösungen  der  Differentialgleichungen  erfahren. 

Eine  Auflösung  der  Gleichung  (5)  bildet  die  folgende  Reihe 

in  welcher  T  eine  von  der  Zeit  t  abhängige  Function  bedeutet 
und  die  Stromdichte  in  derAxe  des  Drahtes  darstellt  a^a^yO^.., 
sind  constante  CoSfScienten  und  zwar  ist 

«--^,  «2-:^,  «3-479;  «4- xgTie'"*  ^^ 

Aus  (8)  erhält  man  die  Stromdichte  u^  in  der  Oberfläche, 
wenn  man  r=:a  setzt.  Es  ist 

^       dT  d^T  d^T  ,,^. 

Aus  derselben  Gleichung  erhält  man  die  mittlere  Strom- 
dichte üy  wenn  man  sie  mit  2Krdr  multiplicirt,  nach  r  von  o  \m 
a  integrirt  und  hierauf  durch  na}  dividirt.  Es  ist 

Wirkt  in  der  Leitung  eine  periodische  elektromotorische 
Kraft,  so  ist  im  Zustande  der  Beharrung  auch  die  Stromdichte 
in  jedem  Faden,  also  auch  in  derAxe  des  Drahtes  eine  perio- 
dische Function  derselben  Art.  Es  sei  diese  gegeben  durch 

r=sin7^. 

Es  sollen  nun  u^  und  U  berechnet  werden.  Aus  (10)  und 
(11)  folgen 

tij  =  D  sin  yt-^EcoHyt 
üzii  Fsmyt-h  Geosyty 

worin  die  Zeichen  D,  E,  F,  G  folgende  vier  Reihen  bedeuten: 
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z>  =  i-^+  «*^* 


4.9.16 


^  =  «7  — T-oT  +  Ä-cTTroK  —   •  •  •  (12) 


F=l- 


4.9  ^4.9.16.25 
1  a«7*        1         «*7* 


<?  =  -ö-«7 


3     4^5     4.9.16 
1  «^7^        1         a*7* 


2     '       4   4-9^6  4.9.16.25 

Der  Leitungsdraht  soll  ein  Eisendraht  von  4  Mm.  Dnreh- 
messer  sein,  ftlr  welchen  <7  =  9900,  fx  =  150  gesetzt  werden 
kann.  Die  Intensität  des  Stromes  soll  250  ganze  Schwingungen 
in  der  Secunde  voUfllhren.  Da  a  =  0-2,  und  7  r=  500 rr,  so  ist 

«7  =  i^7  =  3. 
Man  findet 
fij  =  — M1088in7^+2-2668co87^  =  2-52438in(7/+116^20. 

Die  Stromschwingungen  haben  also  in  der  Oberfläche  des 
Drahtes  eine  mehr  als  2*5mal  so  grosse  Amplitude,  als  jene  in 
der  Aze  und  sind  den  letzteren  in  der  Phase  um  116'' 2^,  also 
nahe  um  ein  Drittel  der  ganzen  Schwingungsdauer  voraus. 
Fttr  die  mittlere  Stromdichte  erhält  man 

U=  0-2779  sin  7^+  1-3153  cos7^=  1-3443  sin(7^  +  78*4'). 

Fttr  einen  Strom  von  doppelt  so  hoher  Schwingungszahl, 
also  för  7  =:  1000  n  erhält  man 

iij  =  —5-839  sin  7/  +  0-529  cos  yt  =  5-863  sin  (7^+ 174**  5O0. 

Die  Schwingungen  in  der  Oberfläche  haben  eine  fast  6mal 
grössere  Amplitude  als  jene  in  der  Axe  und  sind  diesen  nahezu 
um  eine  halbe  Schwingungsdauer  voraus.  Die  mittlere  Strom- 
dichte ist 

ü  =  —1-563  sin  yt  +  1-589  cos  yt  =  2-229  sin  (7^  + 134**  32^. 

Ftthrt  man  dieselbe  Rechnung  ftir  einen  Eupferdraht  aus, 
so  findet  man  ftlr  den  Strom  von  250  Schwingungen 

ttj  =  1-0036  sin  (7^ +  6^*600, 
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woraxis  za  ersehen^  dass  in  diesem  Falle  die  Yertheilang  der 
Stromdichte  sehr  wenig  von  der  Gleichförmigkeit  abweicht.  Diese 
Abweichung  bleibt  auch  noch  fttr  den  Strom  yon  der  doppelten 
Schwingnngszahl  sehr  klein,  indem  man  fbr  diesen 

tij  =  1-0144  8in(7^+13MO0 
findet. 

Nimmt  man  den  Querschnitt  des  Kupferdrahtes  entspre- 
chend der  besseren  Leitungsfähigkeit  sechsmal  kleiner,  so  kommt 
die  Vertheilung  der  Stromdichte  der  Gleichförmigkeit  noch  viel 
näher  und  beträgt  z.  B.  die  Phasendifferenz  der  Strömungen  in 
der  Axe  und  in  der  Oberfläche  selbst  ftlr  den  Strom  von  der 
höheren  Schwingungszahl  nur  einen  Grad.  Hingegen  bietet  ein 
Kupferdraht  von  20  Mm.  Durchmesser  dieselben  Verhältnisse, 
wie  ein  Eisendraht  von  4  Mm.  Dicke. 

Es  soll  nun  noch  die  Beziehung  zwischen  elektromotorischer 
Kraft  und  Stromstärke  abgeleitet  werden,  und  zwar  nur  für  den 
speciellen  Fall,  dass  es  sich  um  eine  einfache  periodische  Bewe- 
gung handelt.  Zu  dieser  Ableitung  dient  die  Gleichung  (4),  in 
welche  die  Werthe  von  u^  und  CT  einzuführen  sind.  Es  ist  jedoch 
zweckmässig,  vorher  u^  durch  ü  auszudrücken. 

Es  sei  A^  die  Amplitude  der  Stromdichte  in  der  Oberfläche, 
A  jene  der  mittleren  Stromdichte,  so  kann  man 

ti,  =  A^  sin(7^H-y,),  U  =  i4sin(7^-h5p) 

setzen,  so  dass  (p^ — (p  die  Phasendifferenz  der  beiden  Strom- 
dichten darstellt.  Man  kann  also  auch 

_  A,  cos  (f^—f)  ^      A^  sin  (f,—f)  dll 
^i-  A  ^"^  ^A  It 

schreiben  und  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (4)  einstellen. 
Ferner  kann  man  ü  durch  die  Stromstärke  J  •=!  qU  ersetzen, 
unter  q  den  Querschnitt  des  Drahtes  verstanden.  Die  Gleiehnng 
(4)  nimmt  dann  die  Form  an: 

d.  h.  der  dicke  Draht  ist  äquivalent  einem  unendlich  dünnen 
Drahte,  dessen  Widerstand  =  «/  und  dessen  Coöffident  der 
Selbstinduction  =  V  ist. 
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Was  den  Werth  von  «/  anbetriflft;  so  ist,  wenn  man  den 
Quotienten  — ,  welcher  den  Widerstand  des  Leitungsdrahtes  in 
seiner  gewöhnlichen  Bedeutnng  gibt,  mit  w  bezeichnet 

,  ^,  C08(yj— y) 

In  dem  vorher  betrachteten  Beispiele,  welches  sich  anf 
einen  Eisendraht  von  4  Mm.  Durchmesser  und  einen  Strom  be- 
zieht, der  einem  Tone  von  250  Schwingungen  entspricht,  wur- 
den A^  =  2-5243,  Ä  =  1-3433,  y^  =  116^2',  y  =  78*4'  ge- 
funden. 

Es  sind  dies  Relativwerthe,  welche  sich  auf  die  axiale 
Stromdichte  als  jene  von  der  Amplitude  -=  1  und  der  Phase  =0 
beziehen.  Es  ist  dies  jedoch  ohne  Belang,  da  in  der  Formel  ftlr 
u/  nur  das  Yerhältniss  der  Amplituden  und  die  Differenz  der 
Phasen  vorkommt.  Die  Rechnung  gibt  w'  =  1*4815  to. 

Für  den  Strom,  welcher  dem  doppelt  so  hohen  Tone  von 
500  Schwingungen  entspricht,  findet  man  ti/  =  2*006  w. 

Die  im  Leitungsdrahte  entwickelte  Wärme  ist  durch  den 
Integralwerth  von  «/ J«  bestimmt.  Es  ist  daher  der  Verbrauch 
von  Energie  in  einer  Leitung,  welche  von  einem  periodischen 
Strome  durchflössen  wird,  immer  grösser,  als  die  gewöhnlichen 
Kegeln  ihn  angeben. 

Die  Erhöhung  des  Widerstandes  des  Drahtes  ist  dadurch 
bedingt,  dass  die  innerenSchichten  desselben  in  geringerem  Masse 
an  der  Stromleitung  sich  betheiligen  und  auch  in  Folge  der 
Phasenverschiebung  zur  selben  Zeit  die  Elektricität  in  einer 
Richtung  ftlhren,  welche  jener  in  den  der  Oberfläche  nahe  liegen- 
den Schichten  entgegengesetzt  ist. 

Dieselben  Umstände,  welche  den  Widerstand  im  Leitungs- 
drahte erhöhen,  haben  eine  Verminderung  der  Wirkungen  der 
Selbstinduction  zur  Folge.   Der  Co^fficient  V  besteht  aus  zwei 

Theilen.    Der  erste  Theil  ist  der  Factor  von  ^  -r~  =  -7- ,  der 

^  di         dt  ^ 

schon  von  Anfang  an  in  der  Gleichung  (4)  vorkommt,  der  zweite 

Theil  kommt  durch  die  Substitution  von  ti^  in  dieselbe.  Nach 
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Yornahme  einer  kleinen  Transformation  an  diesem  Theile  erhält 

Für  einen  sehr  dünnen  Draht,  für  welchen  a  sehr  klein  ist 
wird  AznA^^  nnd  der  Qnotient  von  sin(5p, — y)  und  «7,  wie 
leicht  zu  finden  ist,  =  7^.  Man  erhält  unter  dieser  Voraussetzung 
für  l!  denjenigen  Ausdruck,  welcher  nach  der  gewöhnlichen 
Rechnungsart  alsCo^fficientder  SelbstinductionZ  gefanden  wird, 
nämlich: 

L  =  2/(log^- 1  + 1,.)  =  2/(log|— i  +  «*). 

Um  die  Veränderung,  welche  dieser  Co^fficient  durch  die 
ungleichförmige  Vertheilung  der  Stromdichte  erleidet,  ersichtlich 
zu  machen,  kann  man  schreiben 

Für  die  zwei  behandelten  Beispiele  erhält  man  den  Schwin- 
gungszahlen 250  und  500  entsprechend  die  an  L  anzubringen- 
den Correctionen  =  —  0- 1149  fxi  und  —  0-2163  /x/. 

Hätte  die  üngleichförmigkeit  der  Stromdichte  nur  die  Ver- 
grOsserung  des  Widerstandes  allein  zur  Folge,  so  wäre  damit 
nothwendig  eine  Verkleinerung  der  Stromstärke  verbunden.  Da 
aber  gleichzeitig  die  Wirkung  der  Selbstinduction  kleiner  wird, 
so  kann  die  Stromstärke  auch  grösser  werden  und  wird  dies 
namentlich  ftlr  Ströme  von  hoher  h^chwingungszahl  So  findet  man 
für  eine  300  Elm.  lange  Leitung  aus  Eisendraht  von  4  Mm.  Durch- 
messer ftlr  die  Intensität  eines  Stromes  von  250  Schwingungen 
nahe  denselben  Werth,  wenn  man  die  Stromdichte  gleichförmig 
voraussetzt  oder  wenn  man  ihre  Üngleichförmigkeit  in  Rechnung 
bringt. 

Für  einen  Strom  von  500  Schwingungen  wird  das  mittlere 
Quadrat  der  Stromstärke  in  Folge  der  ungleichförmigen  Ver- 
theilung der  Stromdichte  l-5mal,  für  einen  Strom  von  1000 
Schwingungen  7'5mal  grösser.  Immer  aber  ist  die  Abschwäehnng 
der  Ströme  in  einem  Eisendrahte  bedeutender,  als  in  einem  nicht 
magnetischen  Drahte  von  denselben  Dimensionen  und  demselben 
specifisohen  Widerstände. 
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Die  Thatsache,  dass  für  die  telephonisehe  Correspondenz 
auf  grosse  Distanzen  Eisendrähte  sieb  nieht  eignen,  hat  man 
dnreh  diese  bedeutenden  Absehwäehnngen,  welehe  die  pe- 
riodiseben  Ströme  durch  die  grosse  Selbstinduction  im  Eisen 
erfahren,  erklärt  Nachdem  Lord  Ray  1  ei gb  zuerst  darauf  hin- 
gewiesen hat,  dass  die  ungleichförmige  Stromdichte  eine  schein- 
bare Erhöhung  des  Widerstandes  der  Drähte  zur  Folge  habe, 
bat  man  diesen  Umstand  als  einen  weiteren  Grund  mehr  für  die 
Unbrauchbarkeit  der  Eisendrähte  betrachtet 

Die  oben  gefundenen  Resultate  zeigen  jedoch,  dass  die  un- 
gleichförmige Yertbeilung  der  Stromdichte  im  Gegentheile  die 
Abschwächung  der  Ströme,  namentlich  der  Ströme  von  hoher 
Sch¥migungszahl  auf  ein  geringeres  Mass  reducirt.  Ebenso  wird 
die  Zeit,  welche  verfliesst,  bis  die  Ströme  die  der  elektromoto- 
rischen Kraft  entsprechende  Intensität  erreichen,  durch  die  un- 
gleichförmige Yertbeilung  der  Stromdichte  abgekttrzt  Sie  ist 
aber  nattlrlicb  für  Eisendrähte  yiel  grösser,  als  fbr  nicht 
magnetische. 

Die  Vorgänge  in  einem  Eisendrahte,  welcher  unter  dem 
Einflüsse  einer  veränderlichen  elektromotorischen  Kraft  steht, 
sind  übrigens  noch  complicirter,  als  die  bisherigen  Rechnungen 
sie  darstellen.  Die  Intensität  der  Magnetisirung  des  Eisen  steht 
zur  Grösse  der  magnetisirenden  Kraft  nicht  in  einem  constanten 
Verhältnisse. 

Von  diesem  Gesetz  weicht  das  Verhalten  des  Eisens  auch 
schon  bei  kleinen  magnetisirenden  Kräften  ab.  Dasselbe  ist  ver- 
änderlich und  tässt  sich  durch  eine  Formel  nicht  darstellen.  Gilt 
das  bezeichnete  einfache  Gesetz  nicht,  so  wird  der  Goöfficient 
der  Selbstinduction  eines  Drahtes  keine  constante,  sondern  eine 
Yon  der  Stromintensität  abhängige  Grösse.  Ist  z.  B.  die  Bezie- 
hung zwischen  dem  inducirten  Moment  m  und  der  magnetisiren- 
den Kraft  P  durch  die  Gleichung  m  z=z  hP""  gegeben,  so  erhält 
mau  für  den  Coöflicienten  der  Selbstinduction  eines  dttnnen  ge- 
raden Drahtes  von  der  Länge  l  und  dem  Radius  a  den  Ausdruck 

L  =  2/  log -7-  +  .  ^ox  ri*^      - 
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Ist  m  nicht  dnrch  eine  einzelne  Potenz  von  P,  sondern  durch 
eine  Reihe  von  solchen  bestimmt,  so  kommt  auch  in  L  eine  dem 
mit  h  mnltiplicirten  Oliede  entsprechende  Beihe  vor. 

Die  wesentliche  Veränderung,  welche  durch  ein  anderes 
Gesetz,  als  das  einfache  m  =  iP,  in  das  Problem  gebracht  wird, 
ist  die,  dass  die  znr  Bestimmung  der  Stromstärke  J  dienende 
Gleichung  aufhört,  eine  lineare  zn  sein.  Der  Einfluss  dieser  Ver- 
änderung auf  die  Lösungen  der  Gleichung  lässt  sich  nicht  all- 
gemein characterisiren.  Es  mag  hier  nur  auf  den  speciellen  Fall 
hingewiesen  werden,  dass  eine  elektromotorische  Kraft,  die 
einem  einfachen  Tone  entspricht,  nicht  mehr  einen  Strom  von 
derselben  Art  zur  Folge  hat,  sondern  dass  dieser  Strom  noch 
von  einer  unendlichenBeihe  von  Strömen  entsprechend  den  Ober- 
tönen eines  Grnndtoneä  begleitet  wird. 

Die  Werthe  von  w/  und  L'  sind  im  vorhergehenden  aus  den 
Amplituden  A,  A^  und  der  Phasendifferenz  y^  —  y  abgeleitet 
worden,  desshalb,  weil  diese  Grössen  schon  berechnet  waren. 
Will  man  dieselben  direct  mit  Hilfe  der  Reihen  (12)  bestimmen, 
so  hat  man  dazu  die  Formeln 

DF+EG 


v/  = 


w 


F^-hG^ 


wi      0,1      2Z      ,,        ^EF^DG 
L'  =  2ldos--l)^ia    ^^^,    ■ 

Es  gibt  übrigens  zur  Bestimmang  dieser  zwei  Grössen  noch 
einen  anderen  Weg.  Man  kann  aus  den  Formeln  (10)  und  (11)  T 
eliminiren,  auch  ohne  die  Voraussetzung,  dass  es  eine  einfache 
periodische  Function  ist,  machen  zu  mttssen. 

Man  findet 

Die  Coöfficienten  ß  sind  bestimmt  durch  die  Gleichungen 
1  2  1 

3  1  1 
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Fuhrt  man  den  Werth  von  u^  in  die  Gleichung  (4)  ein^  so 
yerwandelt  sie  sich;  wenn  man  noch  qU  dnrch  J  ersetzt,  in 

;,  =  «,(j+ft^  +  ^,^^..J+2/(log--lj^. 

Diese  Formel  hat  schon  Maxwell  abgeleitet,  er  hat  von 
ihr  jedoch  nicht  die  einzige  einfache  Anwendung,  welche  sie  zu- 
lässt,  gemacht,  nämlich  die  Anwendung  auf  den  Fall,  dass  p  und 
im  Zustande  derBeharrung  also  auch  Jeine  einfache  periodische 
Function  der  Zeit  ist.  Ist  dieser  Fall  vorhanden,  so  hat  man 

^^1-  — 7-/,    ^-  -  7   ^^,  .-.. 

und  es  ist  ersichtlich,  dass  sich  die  zweite  Seite  der  letzten  Glei- 
chung iin  zwei  Theile  zusammenfassen  lässt,  von   welchen  der 

erste  J,  der  zweite  -r-  als   Factor  enthält.  Die  mit  J  und  -=- 
dt  at 

multiplicirten  Grössen  sind  v/  und  V  und  ist 

tr'  =:  ti?(l  —  i3g7*+i3^7*4- . . .) 

Die  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Reihen  besitzen  nur 
einen  geringen  Grad  von  Convergenz,  wenn  es  sich  um  Fälle, 
wie  die  oben  berechneten  handelt.  Die  Beschränkung  auf  wenige 
Glieder  führt  zu  ganz  unrichtigen  Resultaten. 

Die  Werthe  der  Coßfficienten  ß  sind: 

P»—  —  Toi       P3=7g7      ^%  =  —TöT\y      ß5  = 


12 '     i's  —  46  7     i'»  —       180  '    ^* ""  2«.3^5 ' 

Pe  —        Q8  Q  p;  7 '     Pt  — 


2». 3.5.7'     ^'^  2«^3*.5.7  '    '" 

Im  Allgemeinen  reducirt  sich  die  Gleichung  für  /nicht  mehr 

auf  zwei  nur  J  und  -r-  als  Factoren  enthaltende  Theile.  Es  gibt 
at 

dann  keinen  unendlich  dttnnen  Draht,  der  an  die  Stelle  des  dicken 

gesetzt  die  Strombewegung  in  den  übrigen  Theilen  der  Leitung 
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unverändert  liesse;  die  Begriffe  Widerstand  and  IndactionBcoSf- 
ficient  können  nicht  mehr  zur  Anwendung  kommen.  Es  tritt  hier 
derselbe  Fall  ein,  wie  bei  der  Stromverzweigong  ttberhanpt 
Aach  eine  ans  dünnen  Drähten  bestehende  verasweigte  Leitung 
kann  im  Allgemeinen  nicht  durch  einen  einzigen  dünnen  Draht 
ersetzt  werden,  wohl  aber  dann,  wenn  der  verzweigte  Strom  con- 
stant  oder  durch  eine  einfache  periodische  Function  der  Zeit 
bestimmt  ist. 

Für  beliebig  veränderliche  Ströme  geben  die  Gesetze  der 
Stromverzweigung  zu  wenig  Gleichungen,  um  die  Intensitäten 
der  Partialströme  und  ihre  Differentialquotienten  durch  die  In- 
tensität des  Gesammtstromes  und  den  Differentialquotienten  der- 
selben auszudrücken.  Sind  aber  die  Ströme  einfach  periodisch, 
so  kann  man  durch  Differentiation  der  vorhandenen  Gleichungen 
neue  Gleichungen  gewinnen,  ohne  die  Zahl  der  zu  bestimmenden 
Grössen  zu  vermehren  und  dadurch  wird  die  Aufgabe  eine  be- 
stimmte. Dies  trifft  auch  dann  zu,  wenn  die  Periode  der  Function, 
durch  welche  die  Stromstärke  bestimmt  ist,  imaginär  oder  com- 
plex  ist,  denn  es  kommt  nur  darauf  an,  dass  die  Function  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  constanten 
Co^fiicienten  genügt. 
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Über  einen  von  Prof.  Pebal  vermutheten  thenno- 
chemisohen  Satz,  betreffend  nicht  umkehrbare  elektro- 
lytische Processe. 

Mitgetheilt  von  dem  w.  M.  Prof.  Lndwigr  Boltzmann  in  Graz. 

Prof.  Pebal  theilte  mir  wenige  Tage  vor  dem  schrecklichen 
Unglücke,  das  ihn  so  plötzlich  dahinraffte^  einige  Ideen  zu  einer 
Untersuchnng  mit;  welche  er  nach  Abschlnss  seiner  Versuche 
ttber  specifische  Wärme  sofort  in  Angriff  zn  nehmen  gedachte. 
Wiewohl  diese  Ideen,  weit  entfernt  ein  abgeschlossenes  Ganzes 
zn  bilden,  vielmehr  nnr  ein  flüchtig  skizzirter  Plan  einer  künftigen 
Arbeit  sind,  so  scheint  es  mir  doch  die  Wichtigkeit  derselben  zu 
gebieten,  sie  der  Vergessenheit  zu  entreissen;  vielleicht  wird  hie- 
durch  ein  anderer  Forscher  angeregt  werden,  den  betreffenden 
Gegenstand  weiter  zu  verfolgen.  Unter  den  nachgelassenen 
Papieren  fanden  sich  mit  Ausnahme  einer  Zahlentabelle  keine 
geordneten  Aufzeichnungen  hierüber.  Ich  bin  daher  ganz  auf 
jene  gesprächsweisen  Mittheilungen  angewiesen,  von  denen  wir 
damals  nicht  ahnten,  dass  sie  die  Grundlage  zu  einer  Publication 
werden  sollten  und  kann  daher,  wiewohl  ich  überzeugt  bin,  die 
Grundidee  Prof.  Pebal's  richtig  wiederzugeben,  doch  bezüglich 
der  Details  keine  Verantwortung  übernehmen. 


Die  auseinanderzusetzenden  Betrachtungen  schliessen  sich 
an  die  Anwendung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen 
Wärmelehre  auf  elektrolytische  Processe  durch  Helmholtz^an. 


1  V.  Helmholtz,  ges.  Abhandl.  2,  S.  958. 
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Dieser  betraclitete  die  sogenannten  umkehrbaren  elektrolytischen 
Vorgänge,  welche  folgendermassen  charakterisirt  sind:  Wird 
durch  eine  der  Polarisation  p  entgegengesetzte  nnr  unendlich 
wenig  grössere  Potential diflFerenz  Elektricität  durch  die  Zer- 
setzungszelle getrieben  (Fall  T),  so  findet  unendlich  langsame 
Abscheidung  der  Jonen  statt;  wird  dagegen  umgekehrt  ohne  An- 
wendung einer  primären  zersetzenden  Batterie  die  Zelle  durch 
einen  sehr  grossen  Widerstand  in  sich  geschlossen;  so  muss 
daselbst  genau  derselbe  Process  wie  früher  in  gerade  umge- 
kehrter Ordnung  erfolgen.  Die  Jonen  müssen  sich  in  derselben 
Weise,  wie  sie  früher  getrennt  wurden,  nun  wieder  vereinigen;  die 
Zelle  wird  dabei  von  einem  sehr  schwachen  Strom  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  durchflössen,  dessen  elektromotorische 
Kraft  nur  unendlich  wenig  von  p  verschieden  sein  darf.  Im 
letzteren  Falle  (dem  Falle  II)  spielt  die  Zelle  die  Bolle  eines 
gewöhnlichen  galvanischen  Elementes  (umkehrbares  Element). 
p  muss  in  beiden  Fällen  wenigstens  für  kleine  Stromintensität 
von  dieser  unabhängig  sein. 

Helmholtz  berechnete  nun  aus  dem  zweiten  Hauptsatze, 
dass  in  einem  derartigen  Elemente  allemal  keine  secundäre 
Wärme  entwickelt  wird,  sobald  p  von  der  absoluten  Temperatur 
^  unabhängig  ist.  Ist  dagegen  p  Function  von  ^,  so  muss  dem 
Elemente,  sobald  es  im  Falle  II  durch  die  Zeit  t  von  einem 
Strom  von  der  Intensität  I  durchflössen  wird,  die  Wärmemenge 

zugeführt  werden,  um  seine  Temperatur  constant  zu  erhalten.  Die 
gleiche  Wärmemenge  mtisste  natürlich  umgekehrt  im  Falle  I  der 
umkehrbaren  Zersetzungszelle  behufs  Constanterhaltung  ihrer 
Temperatur  entzogen  werden.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass 
obiger  Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  p  mit 
steigender  Temperatur  wächst  oder  abnimmt  a  ist  das  Wärme- 
äquivalent der  Arbeitseinheit. 

Da  die  Schlüsse  Helmholtz 's  nothwendige  Consequenzen 
des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmelehre  sind,  so 
konnte  nur  noch  die  Frage  sein,  inwieweit  die  von  Helmholtz 
gemachten  Voraussetzungen  an  galvanischen  Elementen  und  Zer- 
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fletznngszeUen  realisirt  werden  kOnnen.  Czapski^  nnd  Gokel* 
unternahmen  zuerst  dahin  abzielende  Experimente  und  fanden 
zwar  qualitative  Übereinstimmung,  ohne  jedoch  einen  quantita- 
tiven Nachweis  ftlr  die  Richtigkeit  des  He Imholtz 'sehen  Satzes 
liefern  zn  ktonen.  Diesen  erbrachte  erst  Jahn  '  auf  Veranlassung 
Prof.  Pebal's  f&r  mehrere  galvanisehe  Elemente.  Es  war  somit 
erwiesen,  dass  sich  wirklich  eine  ganze  Reihe  galvanischer  Ele- 
mente finden  lasse ,  fbr  welche  die  Voraussetzungen  Helm- 
holtz's  mit  genügender  Annäherung  realisirt  sind.  War  also  auch 
die  praktische  Anwendbarkeit  des  Helm  hol  tz'schen  Satzes  auf 
einige  Elemente  ausser  Zweifel  gesetzt,  so  war  diese  doch  noch 
immer  eine  beschränkte,  da  der  weitaus  gr()8Ste  Theil  der  gal- 
vanischen Elemente  nnd  Zersetzungszellen  die  Bedingung  der 
Umkehrbarkeit  nicht  erfallt.  Es  ist  z.  B.  nicht  m()glich,  durch 
Leitung  eines  entgegengesetzt  gerichteten  elektrischen  Stromes 
durch  ein  längere  Zeit  gebrauchtes  Bunsen'sches  Element,  das 
Stickoxyd  und  die  Untersalpetersäure,  wieder  zu  Salpetersäure  zu 
ozydiren.  Prof.  Pebal  schloss  nun  etwa  folgendermassen :  In 
den  meisten  Fällen,  auf  welche  der  zweite  Hauptsatz  der 
mechanischen  Wärmetheorie  angewendet  wurde,  wie  in  der 
Theorie  der  Dampfmaschine,  der  Änderung  des  Aggregatzu- 
standes durch  Wärme,  der  Gasdiffusion  etc.  sind  die  unmittel- 
bar sich  betenden  Vorgänge  nicht  umkehrbar;  sie  müssen, 
vielmehr  erst  durch  ideale  ersetzt  werden,  bei  denen  jede  plötz- 
liche Energieverwandlung,  jede  endliche  Temperaturdifferenz, 
jede  directe  Mischung  etc.  vermieden  werden.  In  ähnlicher  Weise 
kann  vielleicht  auch  der  Helmholtz'sche  Satz  für  alle  elekto- 
lytischen  Processe  nutzbar  gemacht  werden,  indem  man  die 
plötzlichen  Energieverwandlungen  daselbst  durch  umkehrbare  zu 
ersetzen  sucht. 

Im  Falle  der  Gasentwicklung  an  einer  Elektrode  ist  der  rein 
elektrolytische  Vorgang  umkehrbar;  dagegen  können  die  auf- 
steigenden Gasblasen  nicht  auf  umgekehrtem  Wege  wieder  zur 
Elektrode  zurückgebracht  und  so  ein  die  Zersetzungszelle  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  durchfliessender  Strom  unter  exacter  Um- 

1  Czapski,  Wied.  Ann.  21,  S.  209, 1884. 

2  Gokel,  Wied.  Ann.  24,  S.  618, 1885. 

8  Jahn,  Wied.  Ann.  28,  8.  22,  491  und  498, 1886. 
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kehniiig  aller  frttheren  Processe  continuirliclier  erhalten  werden. 
Dies  wäre  aber  ganz  wohl  möglich;  wenn  z.  B.  das  Gas  znnllehst 
in  der  elektrolysirten  Flüssigkeit  absorbirt  wtirde  und  erst  an 
deren  Oberfläche  langsam  entwiche.  Wäre  dann  der  Partialdmck 
des  Gases  ttber  der  Flüssigkeit  so  gross,  dass  die  Flüssigkeit 
immer  nahe  mit  Gas  gesättigt  wäre,  so  könnte  bei  der  einen 
Stromrichtnng  immer  Gas  entmckelt,  bei  der  anderen  in  voll- 
kommen umgekehrter  Weise  absorbirt  werden.  Dasselbe  wtirde 
anch  gelten,  wenn  das  entwickelte  Gas  fortwährend  an  der  Ober- 
fläche der  Elektrode  condensirt  und  längs  derselben  langsam  in 
einen  mit  demselben  Gase  erfüllten  Saum  wandern  würde,  was 
gewisse  Ähnlichkeit  mit  Grove's  Gasbatterie  hätte.  Ich  will  dies 
als  zwei  ideale  Fälle  der  Gasentwicklung,^  das  Aufsteigen  von 
Blasen  dagegen  als  den  realen  Fall  der  Gasentwicklung  be- 
zeichnen. In  den  ersten  Fällen  mttsste  in  der  Zersetzungszelle 
eine  secundäre  Wärme  entwickelt  werden,  welche  durch  die 
Formel  1)  gegeben  ist.  Die  in  der  realen  Zersetzungszelle,  in 
welcher  das  Gas  in  Blasenform  aufsteigt,  entwickelte  Wärme  ist 
offenbar  um  jene  Wärmemenge  kleiner,  welche  bei  der  Absorp- 
tion jener  Blasen  in  der  Flüssigkeit  oder  deren  Condensation  an 
der  Oberfläche  der  Elektrode  frei  wird,  da  jene  Wärmemenge 
durch  das  Lostrennen  der  Blasen  von  der  Oberfläche  und  ihr 
Aufsteigen  in  der  Flüssigkeit  aus  dem  Wärmevorrathe  der  Zelle 
verbraucht  wird.  Namentlich  im  Falle  der  Condensation  an  der 
Elektrodenoberfläche  sieht  man,  dass  jene  letztere  Wärmemenge 
nur  von  der  Natur  der  Elektrode  und  des  entwickelten  Gases, 
nicht  aber  vom  elektrolysirten  Salze  abhängt.  Mag  auch  Prof. 
Pebal  vielleicht  an  andere  Methoden  der  Einsetzung  der  realen 
elektrolytischen  Vorgänge  durch  umkehrbare  gedacht  haben, 
sicher  wurde  er  durch  Überlegungen  ähnlicher  Art  auf  die  Ver- 
muthung  gebracht,  dass  sobald  an  der  einen  Elektrode  ein  um- 
kehrbarer Vorgang,  an  der  anderen  dagegen  Oasentwicklung  statt- 
findet, die  in  der  Zelle  wirklich  entwickelte  Wärme  um  einen 
Betrag  x  kleiner  ist,  als  die  durch  Formel  1)  ausgedrückte,  welcher 
nur  von  der  Natur  des  freiwerdenden  Gases  abhängt.   Fände  an 


1  Streng  genommen  ist  natürlich  nur  ein  einziger  vollkommen  mn- 
kehrbarer  Modus  möglieb,  welcher  beide  F&lle  vereint. 
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beiden  Elektroden  Gasentwicklung  statt,  so  sollte  von  der  nach 
Formel  1)  berechneten  Wärme  die  Sranme  der  Beträge  x  und  W 
abzuziehen  sein,  welche  der  Entwicklung  jedes  Gases  ftlr  sich 
entsprächen. 

Da  die  Formel  1)  bloss  die  secundäre  Wärme  gibt,  so  muss 
man,  um  die  gesammte  WärmetOnung  des  in  der  idealen  Zelle 
Yor  sich  gehenden  Processes  zu  finden,  dazu  noch  die  elektrische 
Energie  alpt  der  Zelle  addiren  und  zwar  [nahm  Prof.  Pebal 
beide  Grössen  mit  gleichem  Zeichen,  was  er  damit  rechtfertigte, 
dass  man  es  mit  einer  Zersetzungszelle,  nicht  aber  mit  einem 
galvanischen  Elemente  zu  thun  hat.  Die  Summe 

verglich  er  dann  mit  der  Wärmetönung  Q  des  chemischen 
Processes  in  der  Zersetznngszelle  und  seine  Vermuthung  ging 
dahin,  dass  die  DiflFerenz  Q^ — Q  für  alle  Processe,  bei  welchen 
nur  ein  Gas  entwickelt  wird,  einen  bestimmten  diesem  Gase 
eigenthttmliehen  Werth  besitzen  mösse.  Treten  dagegen  zwei 
Gase  auf,  so  mttsste  Q^ — Q  gleich  der  Summe  der  Werthe  sein, 
welche  jedem  Gase  ftir  sich  eigenthtlmlich  sind.  In  der  folgen- 
den Tabelle  sind  die  Zahlenwerthe  für  einige  Substanzen  zu- 
sammengestellt; die  Tabelle  fand  sich  bis  auf  die  letzten  beiden 
(Eupfemitrat  und  Bleiacetat  betreffenden,  und  von  mir  nach- 
getragenen) Zeilen  im  Nachlasse  Prof.  Pebal's  vor.  Die  Werthe 
von  Q  sind  den  Beobachtungen  Thomsen's,  der  Werth  von 
dp:  da  für  H^SO^  denen  Raoult's,  alle  übrigen  denen  Jahn's 
(1.  c.)  entnommen.  Die  Wärmemengen  sind  in  Grammcalorien 
angegeben,  unter  It  ist  jene  Elektricitätsmenge  in  Coulomb  ver- 
standen, welche  zwei  Mgr.  Wasserstoff  abscheidet  und  auf  das 
elektrolytischc  Äquivalent  dieser  Wasserstoffimenge  bezieht  sich 
natürlich  auch  der  Werth  von  Q.  p  ist  in  Volt  ausgedrückt 
gedacht  und  demgemäss  a  das  thermische  Äquivalent  des  Voltam- 
pere. Die  Wärmemengen  müssten  daher  mit  500  multiplicirt 
werden,  wenn  man  jene  Wärmemenge  in  Grammcalorien  erhalten 
wollte,  welche  der  Entwicklung  oder  dem  Verbrauche  der  Sub- 
stanzmenge entsprechen,  die  einem  Gramme  Wasserstoff  elek- 
trolytisch äquivalent  ist,  z.  B.  acht  Grm.  Sauerstoff. 
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»Itp        «//^^  Qi  Q  Q,-Q 

HjSO^ 110-07  69-10  179-17  68-46  110-81 

2(AgN03) 56-23  20-36  76-59  16-78  59*81 

CnSO^ 76-51  4219  11870  55-96  6274 

Pb(NO^), 98-78  29-66  128-44  68-07  60-37 

ZnSO^ 12514  37-02  162-16  106-09  56-07 

Zn(C,H30.)3 120-95  40-35  161-30  100-71  60-59 

CuCNOg), 75-41  41-46  11687  52-41  64-46 

PKCjjHgOjj), 94-17  23-69  117-86  65-77  52-09 

Bedenkt  man  die  grosse  Unsicherheit,  welche  sowohl  den 
Thomson 'sehen,  als  auch  den  galvanischen  Beobachtungen 
nothwendig  anhaftet,  letzteren  namentlich  fUr  die  beiden  letzten 
Substanzen  wegen  ihrer  grossen  Neigung  zur  Bildung  basischer 
Salze,  so  kann  man  eine  bessere  Übereinstimmung  kaum  erwarten. 
Man  darf  also  aus  diesen  Zahlen  wohl  den  Schluss  ziehen,  dass 
Qj — Q  für  alle  Substanzen,  bei  denen  bloss  Sauerstoffentwick- 
lung auftritt,  einen  nahe  constanten  Werth  (im  Mittel  59-45),  fbr 
die  erste  Substanz  H^SO^  aber,  wo  sich  Sauerstoff  und  Wasserstoff 
entwickelt,  fast  den  doppelten  Werth  hat.  Dagegen  ist  die  Grösse 
Qi — Q  viel  zu  gross,  als  dass  daran  gedacht  werden  könnte, 
dass  sie  die  blosse  Condensationswärme  von  ]  6  Mgr.  Sauerstoff 
in  Grammcalorien  darstellen  könne.  Prof.  Pebal  dachte  daher, 
sie  stelle  vielleicht  die  Dissociationswärme  der  Moleküle  dieses 
Sanerstoffquantums  in  einzelne  Atome,  vielleicht  noch  vermehrt 
um  die  ÜberfUhrungswärme  des  Sauerstoffes  aus  dem  conden- 
sirten  in  den  gasförmigen  Aggregatzustand  dar,  indem  etwa 
durch  den  elektrolytischen  Vorgang  die  Sauerstoffatome  einzeln 
abgeschieden  würden  und  ihre  Vereinigung  zu  Molekülen  erst  ein 
secundärer  Process  sei,  welcher  bei  Aufstellung  der  Formel  fttr 
die  Wärmeentwicklung  nicht  mehr  einzubeziehen  sei.  Allein 
selbst  unter  dieser  Hypothese  schienen  ihm  die  Werthe  für  Q^ — Q 
zu  hoch.  Er  wollte  daher  vor  allem  Versuche  anstellen,  um  die 
Werthe  dieser  Grösse  für  andere  Gase  und  deren  Abhängigkeit 
von  der  Lösungsflüssigkeit  und  dem  Elektrodenmateriale  zu 
bestimmen,  sowohl,  wenn  nur  an  einer,  als  auch,  wenn  an  beiden 
Elektroden  Gasentwicklung  stattfände.  Auch  sollte  die  Abhängig- 
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keit  der  galvanischen  Polarisation  und  besonders  ihres  Tempe- 
ratnrcoSfficienten  dp: da  von  absorbirten  und  an  der  Elektrode 
condensirten  Gasen  untersucht  werden.  Wie  eingreifend  auch  die 
Veränderungen  sein  mögen,  welche  die  hier  skizzirte  Betrach- 
tungsweise wird  erfahren  müssen,  so  glaube  ich  doch,  dass  die 
Grundidee  Prof.  Pebal's  einer  derartigen  Zurückftthrung  nicht 
umkehrbarer  elektrolytischer  Processe  auf  umkehrbare  eine 
glttckliche  ist,  und  dass  deren  Yeröfifentlichung  willkommene  An- 
regung zu  weiteren  Experimenten  und  Speculationen  geben  wird. 
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Über  invariante  Gebilde  temärer  Fonnen. 

Von  F.  Hertens. 
(VorQ«l«ot  in  der  Sitzung  am  31.  Hin  1887.) 

1. 

In  der  Theorie  der  inyarianten  Gebilde  ternärer  Formen 
spielen  gewisse  Operationen  eine  wesentliche  Rolle,  welche  mit 
den  anf  dieselben  Bezug  habenden  Formeln  zunächst  ertfrtert 
werden  sollen. 
Die  Operation 

8  8  8 

»^8^-*-»»  8^ -^»3  3^ 

soll  mit  f  ^  ]  bezeichnet  und  Polaren bildung,  das  Besultat  (    j  (>> 

der  Vollziehung  derselben  an  einer  Function  o»  eine  Polare  der 
letzteren  genannt  werden.  Eine  Polare  kann  wieder  der  Opera- 
tion der  Polarenbildung  unterworfen  werden;  das  Resultat  meh- 
rerer auf  einander  folgenden  Polarenbildungen  wird  ebenfalls 
eine  Polare  und  zwar,  wenn  eine  genauere  Bezeichnung  wfln- 
schenswerth  ist,  eine  zwei-,  drei-,  n-fache  genannt 

Wenn  verschiedene  Gruppen  von  je  drei  Veränderlichen 

x[')     41)     4^) 
42)     4a)     42) 

x^)     a?^)     o?^) 

durch  obere  Stellenzeiger  unterschieden  werden,  so  soll  die 
Polarenbildung 

durch  das  Symbol  [  .]  bezeichnet  werden. 
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Vertauscht  man  in  einer  zweifachen  Polare  einer  ganzen 
Function  y  der  Veränderlichen  (1),  welche  in  Bezug  auf  die  Ver- 
änderlichen jeder  der  p  Gruppen  homogen  ist;  die  Reihenfolge 
der  Operationen,  so  ändert  sich  dieselbe  entweder  gar  nicht  oder 
nur  um  einen  Ausdruck,  welcher,  von  einem  ZahlencoSf&cienteu 
abgesehen,  die  Function  y  selbst  oder  eine  einfache  Polare  der- 
selben ist.  Es  bedarf  nur  eines  Beweises,  wenn  die  beiden  vor- 
zunehmenden Polarenbildungen  nicht  identisch  sind.  Derselbe  ist 
in  den  Formeln 

enthalten,  in  welchen  v  und  p,  jm  und  ff  verschiedene  Stellenzeiger 
und  nii  den  Grad  von  y  in  Bezug  auf  a:^^,  or^^,  af§  bezeichnen. 

Es  sei  w  eine  ganze  Function  der  Veränderlichen  (1),  welche 
in  Bezug  auf  jede  [der  'p  Gruppen  homogen  ist  und  nach  Er- 
setzung von 


ar(i),x<2)...     a^'^ 

jed 

en  der  Werthe  1,  2,  3  von  »  dnrch  die  Polynome 

^„*</)+/„ar(«)  +  ...      +^,,0^) 

f„4i)+^„a.f)+...      +t^aff) 

tpi  a/fi + ipiii^^'>  +  . . .      +tsp(iY' 

in  CD®  übergehen  möge,  und  man  bezeichne  die  Coeffidenten  in 
der  Entwickelung  von  o)®  nach  den  Elementen 

^\\y  ^\t>  •  •  •      ^VP 
allgemein  mit  T.  Es  gelten  dann  folgende  Sätze. 
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1.  Jeder  der  Ausdrucke  r  wird  dnrch  eine  Polarenbildang 
in  eine  lineare  Function  derselben  Ausdrücke  mit  Zahlen- 


ö 


coefiicienten  verwandelt.  Denn  es  ist 


2.  Wenn  p  >  3  und  F  diejenigen  Co6fficienten  von  w*  be- 
zeichnen; welche  nur  die  ersten  drei  Gruppen  der  Veränderlichen 
(1)  enthalten,  welche  also  aus  der  Entwickelung  von  e»  hervor- 
gehen, nachdem  man  jrj*)  für  t  =  1,  2,  3  und  i  =  1,  2,  3,  . .  ./i 
durch 

ersetzt  hat,  so  lässt  sich  o),  wenn  es  nicht  in  Bezug  auf  alle  p — 3 
letzten  Gruppen  der  Veränderlichen  (1)  vom  Grade  0  ist,  in  der 
Form 

a)=:jP+j'P'.4"...  2) 

darstellen,  wo  j,  iV  •  •>  ^i®  tiberall  im  Folgenden,  ZahlencoSf- 
ficienten  bezeichnen  und  P,  P',  . . .   Polaren  der  Ausdrücke  F 

sind,  die  nur  Polarenbildungen  f    j  enthalten,  in  welchen  v  >  3 

und  jüL<:4  ist. 

Ich  habe  an  einem  anderen  Orte  ^  gezeigt,  dass  w,  wenn  es 
in  Bezug  auf 

<^<^'<^  3) 

nicht  vom  Grade  0  und  r>»3  ist,  immer  linear  durch  Polaren  von 
Functionen  ausgedrtickt  werden  kann,  welche  selbst  wieder  Po- 
laren von  o)  sind,  jedoch  die  Veränderlichen  (3)  nicht  mehr  ent- 
halten. Die  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  lehrt,  dass  cü 
immer  linear  durch  Polaren  von  Ausdrücken  darstellbar  ist; 
welche  selbst  Polaren  von  cü  sind  und  nur  die  ersten  drei  Gruppen 
der  Veränderlichen  (1)  enthalten.  Nach  1)  folgt  hieraus,  dass  «  in 
der  Form (2)  darstellbar  ist,  wenn  P,  P', . . .  Polaren  der  Ansdrttcke 


1  Ober  eine  Formel  der  DetermiDantentheorie  F.  (5).  Sitzb.  d.  kius. 
Akad.  d.  Wissensch.  U.  Abth.  Bd.  XGI,  Jahrg.  1885. 
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r'  bezeichnen,  nnd  es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  man  die  in 

Pj  P',. . .  auftretenden  Polarenbildungen  f    j  immer  so  annehmen 

darf,  dass  ]ük:4  und  v>-3  ist.  Hätte  etwa  P  nicht  diese  ge- 
wünschte Form,  so  kommt  unter  den  zu  P  führenden  Polaren- 

bildungen  f  j  wenigstens  eine  vor,  in  welcher  entweder  fx  <c  4 
und  v<  4  oder  aber  jül>- 3  ist.  Im  ersten  Falle  kann  man,  wenn 
(  j  die  erste  auszuführende  Operation  ist,  f  jT'  linear  durch 
Coöfficienten  T'  ausdrücken  und  demgemäss  P  auf  niedrigere  Po- 
laren zurückführen;  ist  dagegen  f    j  eine  spätere  Operation,  so 

kann  man  durch  Yertauschung  derselben  mit  allen  vorhergehen- 
den, wodurch  sie  an  die  erste  Stelle  gelangt,  P  wieder  auf  niedri- 
gere Polaren  zurückführen.  Im  zweiten  Falle  hat  man,  wenn  f    ) 

die  erste  Operation  ist,  r  ]  F  =  0  und  daher  auch  P  =  0,  da  T' 

die  Elemente  a!^\.  .  .  nicht  enthält;  ist  dagegen  (  j  eine  spä- 
tere Operation,  so  kann  man  durch  Yertauschung  derselben  mit 
allen  vorhergehenden  P  auf  niedrigere  Polaren  zurückführen,  da 
das  Resultat  der  letzten  Yertauschung  identisch  verschwindet 
Dieses  Yerfahren  lässt  sich,  wenn  nöthig,  an  den  Gliedern  des 
für  P  erhaltenen  Aggregats  wiederholen,  bis  man  zu  Ausdrücken 
gelangt,  welche  nur  noch  Polarenbildungen  der  gewünschten  Art 
erheischen.  Ebeuso  kann,  wenn  nöthig,  mit  P^,  . . .  verfahren 
werden. 

2. 
Die  Operation 

8*  8«  8* 


8a?j  8tit       8a?j  8fij       8a?g  81/3 

soll  mit  □,„,  ihre  Wiederholungen  mit  □?„,  nS«v  •  •  bezeichnet 
werden. 

Ist  w  eine  ganze  homogene  Function  mten  Grades  von  x^ , 
x^f  x^  nnd  zugleich  eine  ganze  homogene  Function  nten  Grades 
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von  «1,  ttj,  M3  und  bezeichnet  man  den  Ausdruck 

tt,a?j-4-ttjarj+W3a?3 
in  üblicher  Weise  mit  m«,,  so  wird 

Unter  derselben  Voraussetzung  ist: 


Hieraus  folgt 


5) 


z=:(m+p)(m+p  -  1)  . . .  (m+1)  ( ')  D: 
and  ans  ähnlichen  Gründen 

n;:+x«-  =  («+p)(«-+-p  - 1)  •..(«+ 1)  (*j  üi.«- 

Femer  wird,  wenn  w  auch  die  Veränderlichen  «j,  «», «» 
enthält, 
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Hierans  folgt 

D-+'  Q'«  =  {fn+p)(m^p  _  1) . . .  (m+ 1)  n?„  Dj;.  cü.         7) 

3. 
Die  Operation 

/     3»  3«     \  /     8«  3'     \        /     8'      :    8     3'     \ 

"*  W,  3y,      3*3  3y,/  "^"»  W,  8y,      3*,  3y,r  "»Wj  3y,  7  •  3a^,  Sy»  / 

und  ihre  Wiederholungen  sollen  mitf  **  j ,  f     ),...,  die  Deter- 
minanten 

mit 

(*»),  (a?»)t  (jry\ 

nnd  die  Operation 

mitf    ^j  bezeichnet  werden.  Das  Resultat^  in  welches  eine  Func- 
tion f(u)  von  U|;  tij,  lig  für  die  Substitution 

^1  =  (^)l  «I  =  (^»)t  «8  =  (^)8 

ttbergehty  kann  bequem  durch  f{ary)  ausgedrückt  werden. 
Man  hat: 
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a-(7)=(;)-(«)°- 

Ist  daher  oj  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  s^j  s^,  s^y  so  wird 


Ist  die  Fnnction  f  homogen  nnd  vom  Orade  {i  in  Bezug  auf 
^17  ^t»  ^39  homogen  nnd  vom  Grade  v  in  Bezng  anf  yj,  y^,  y, 
nnd  von  u^fU^^  113  unabhängig^  so  genttgt  die  Function 


cr(;)''=« 

der  Gleichung 

D~ö  =  0. 

Setzt  man  nämlich 

0'"»'  =  ^- 

so  wird 

-<h 

D 

f  uV 

11} 


4. 
Wenn  ci)(d7^  y,  ti)  eine  ganze  homogene  Function  sowohl  von 
^\y^t}  ^3  ^^^  ^^^^  Vi)  Vty  Vz  ^^d  t/p  u^y  11,  mit  den  Grad- 
zahlen Hl;  m'y  n  ist  und  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  so  findet  man 
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die  doppelten  Klammem  sollen  andeuten,  dass  bei  der  Operation 
von  den  Determinanten  w^yW^,  ir,  abzusehen  ist.  Diese  Formel 
zeigty  dass  der  Grad  in  Bezug  auf  die  genannten  Determinanten 

durch  die  Operation  (     )  höchstens  um  eine  Einheit  verringert 


wird. 

Ist  cü  von  jfDyjtyVz  unabhängig  oder  fn'  =  Oy   so  folgt 
aus  (12) 

^^jco(a?,ir)  =  (m+n+l)^^jw(a:,ii?)— ti,n^ 
und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel 

^^j  w(a?,ir)  =  (»i-hw+l)(»H-ii). .  .(»1+2)^^  j  ^(x,w) 

+  C4ii,(^y""'nx«^(^,tr)  +  C,f/l(^)""  nLK^,tr)-4-  . . .  (18) 

(»l+W+l)!?l!      ...  m        /        \  .  »n»       /        \ 

"^       (m+1)! — K^>^)+Si"*n'«K^^^)+it«**ü*«n^^«*) 

wo  Cj^  (7,,. . .  )i^  )27  *  -  *  Zahlenco^fficienten  und  p  die  kleinere 
der  Zahlen  m,  n  oder  auch  eine  derselben  (wenn  m  =  n)  be- 
zeichnen. Oentlgt  0)  insbesondere  der  Oleichung  (11)^  so  wird 

fuY    .       .       (mH-nH-l)lw!     .       .  . 

Eine  Function  ^{XyU)^  welche  der  Oleichung  (11)  genügt 
und  für  die  Substitution 

verschwindet y  wo  y,,  y,,  ^3  beliebige  Veränderliche  bezeichnen, 
ist  identisch  =  0;  es  ist  dann  nämlich  auch 

^  w(a?,  x'y)  =  0 


Uy/ 


und  demzufolge  nach  (14) 


(»i+?i-4-l)!nl    .      .       ^ 
(m+1)!         ^  '   '^ 
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Die  nothwendige  and  hinreichende  Bedingung  fUr  die  Theil- 
barkeit  eines  ganzen  bihomogenen  Ansdrackes  od(^,ii)  der  Ver- 
änderlichen x^j  x^,  x^  and  u^jU^jU^  darch  tt«  besteht  in  dem 
identischen  Verschwinden  desselben  fttr  die  Sabstitntion  (15). 
Ist  nämlich 

so  hat  man 

w(a?,ary)  =  0; 

findet  amgekehrt  diese  Identität  statt,  so  ist  aach 


vry/ 


^  eü(a?,  cry)  =  0 


and  daher  nach  (13) 

(m-Ml+l)!nl  /  r-i  r-i2  \ 

Herr  Oordan  hat  gezeigt,^  dass  jedem  ganzen  bihomo- 
genen Ansdracke  ^(x,v)  der  Veränderlichen  x^^  x^^  x^  nnd 
tif ,  tf^  y  fi3  and  zwar  nar  aaf  eine  Weise  die  Gestalt 

6  =  ot)0+ti«eij^  +tijw,+ . . .  (16) 

gegeben  werden  kann,  wo  w^j,  w^,  w^,. . .  der  Gleichang  (11) 
genügende  bihomogene  Functionen  der  genannten  Veränderlichen 
bezeichnen.  Diese  Entwicklung  ergibt  sich  folgendermassen  ans 
dem  Vorhergehenden. 

Findet  die  gewünschte  Identität  statt,  so  hat  man 

e(a?,ary)=:  w^,(a?,ar-y) 

und  demzufolge  nach  (14),  wenn  »i,  n  die  Gradzahlen  von  ©  sind, 

Hieraus  folgt,  wenn 


gesetzt  wird. 


I Ixu  * 


1  über  Combinanten.  Mathem.  Annalen.  Bd.  V. 
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_        (wt+1)!    (u 


Ferner  ergibt  sich  nach  (4)  aas  (16) 
*!(»H-n— *+2)! 

*      (m+„_2*+l) !(«_*)!    kl{m+n—k+2)\\jpyj        *^  '    *''' 

^  C  ©4  +  C,  «j:  0*^.1 . . . ; 
*  =  1,2,.... 

Legt  man  umgekehrt  diese  Wertbe  ron  b>g,u,,.  .  .  zu 
Grunde,  so  ergibt  sich  die  Identität  (16)  durch  Elimination  von 
Bj ,  8, , . . .  zwischen  den  Gleichungen 

(m+«+\^)l.n!C^)"^^^>^'y)  =  ®+i.«.Ö.+S««Je,+  -  • . 

(^^■„_i)i(«-i).ij    «.(^,-y)=ö.+j{«.ö,H-j;,4e,+  ... 


Die  Operation 
83  88  8«  8^  8*  8^ 

8^ H »^3  ~  K  KK  "^  8ft 3>?38Ci  ~ KH  K  "*"  8f3  8>?i  K  ~  KH  K 

soll  mit  Veijc  bezeichnet  werden.  Dieselbe  ist  mit  jeder  der  Po- 
larenbildnngen 

{])■  C).  (I).  (D-  (^).  (<)       (") 

vertansehbar. 

Bezeichnet  c»  eine  sowohl  in  Bezug  auf  ^i ,  ^ ,  I3  als  auch 
^1;  "^B'  ^3  ^"^  Ci9  Ct9  C3  homogene  ganze  Function ,  Jf  eine  ganze 

Sitsb.  d.  mathem.-natQnr.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  63 
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positive  Zahl^  (co)  eine  Polare  von  oj^  in  welcher  die  erste  der 
zu  vollziehenden  Polarenbildungen  entweder  f  j  oder  f  j  oder 
[     )  isty  so  hat  man 

V5T,c(C^C)w  =  Mio  +  2j(w),  (18) 

wo 

Diese  Identität  ergibt  sieh  aus  der  Formel  (14)  meines  oben 
citirten  Aufsatzes  ^  wenn  man  dieselbe  auf  die  Function  (Cy/C)cü 
anwendet;  es  wird  dann,  da 

(^)(?'»c>-o=(C>,o([)^--. 

ist, 

und  hieraus  nach  Forthebung  von  (fyjC) 

VgijcCf'^O^  =  ^w  — 2j(w). 

6. 
Es  seien 


und 


^1     ^t    ^3  (19) 

u^     M,     Mg  (20) 

Veränderliche,  welche  in  Anlehnung  an  die  analytische  Geo- 
metrie Punkt-  beziehungsweise  Strahlencoordinaten  genannt 
werden  sollen.  Eine  bihomogene  Form  f  dieser  Veränderlichen, 
welche  in  Bezug  auf  x^,  ac^y  x^  vom  Grade  m  und  in  Bezug  auf 
t/|,  %i^j  ii,  vom  Grade  n  ist,  werde-  ich  vom  Grade  m  und  der 
Classe  n,  die  Zahlen  m,  n  kurz  die  Gradzahlen  von  ^  nennen. 

Macht  man  in  einer  Form  y  der  Veränderlichen  (19),  (20) 
die  Substitution 

x^  =  ^X,-^-rj^X,-hZtX^  li,  =  (7iZ\U,+ii^^ü^'h{in\ü^  (21) 
80  geht  dieselbe  in  eine  Form  der  neuen  Veränderlichen 
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-^17  ^7  ^Z  ^17    ^17    ^8 

mit  denselben  Oradzahlen  ttber,  deren  Co^'ffieienten  allgemein 
mit  (^)  bezeichnet  werden  sollen  und  die  Co^ffiäenten  von  ^ 
linear-homogen;  die  Elemente 

C.     ^     ^a 

u,     13,     n,  22) 

«.     C.     C, 
im  Orade  m+2?i  und  überdies  sowohl  ^^  4,,  ^3  als  auch  17^  193,193 
und  Ci ;  Ct  9  Ca  homogen   enthalten.    Eine  ganze  Function   der 
Co^fficienten  (y),  ...  einer  oder  mehrerer  dnrch  die  Substitu- 
tion (21)  aus  den  Formen 

y,  ...  (23) 

hervorgehenden  Formen,  welche  ausserhalb  dieser  Co^f&cienten 
weder  die  Elemente  (22)  noch  die  CoSfficienten  der  Formen  (23) 
enthält,  soll  allgemein  mit  ®  bezeichnet  werden. 

Durch  die  Polarenbildungen  (17)  werden  die  Coöfficienten 
(f>)  in  lineare  Functionen  derselben  Co6fficienten  —  mit  Zahlen- 
co^fficienten  —  verwandelt.  Ist  nämlich  ^  die  aus  ^  durch  die 
Substitution  (21)  hervorgehende  Form,  so  wird  etwa 


(1) 


lj^  =  ^'»^-^«8l7, 


Es  ist  daher  aach 

(1)®  =  ®  (D®=®---  ^24) 

Nach  (18)  ist 

v,.,,i^-^^y®  =  i^-^^y-'^-  (25) 

Ein  invariantes  Gebilde  6(ar,  u)  einer  oder  mehrerer  ter- 
nären  Formen  kann  als  ein  Ausdruck  definirt  werden,  welcher 
in  Bezug  auf  die  CoßfBcienten  jeder  dieser  Formen  und  jede  der 
Coordinatengruppen  (19),  (20)  ganz  und  homogen  ist,  und  einer 
Identität  von  der  Form 

{K-n^y^i^xX.+n.X^+Z.X^, . .,  {yi^\U,'^m,U^H^n\l\, . .)  =  ®  (26) 

63» 
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genügt.  Die  ganze  Zahl  r  boU  der  Exponent  des  invarianten  Ge- 
bildes genannt  werden. 

Ein    invariantes   Gebilde   mit    negativem  Exponenten    ist 
immer  durch  ti»  theilbar;  ans  einer  Identität  von  der  Form 

folgt  nämlich;  wenn  man 

X,  =  U,  =  1        JK,  =  X3  =  t7j  =  ^,  =  Ct  =  C,  =  ?3  =  0 

setzt : 

Da,  wenn  nnter  a?^,  . .,  ti^,. .  die  Polynome  (21)  verstanden 
werden,  aus  (26) 


a*®        a*@ 


also  auch 


folgt,  so  sind  □,„6,  QL®.  • .  zugleich  mit  0  invariante  Ge- 
bilde. Hieraus  und  aus  (16)  ergibt  sich,  dass  alle  invarianten 
Gebilde  eines  Formensystems  sich  linear  durch  invariante  Ge- 
bilde darstellen  lassen,  welche  der  Gleichung  (11)  genügen  und 
zu  welchen  Potenzen  von  Ug  als  Factoren  hinzutreten. 

Wenn  es  sich  demnach  um  Aufstellung  eines  allgemeinen 
Bildungsgesetzes  ftir  invariante  Gebilde  handelt,  so  kann  man 
sich  auf  solche  Gebilde  beschränken,  welche  der  Gleichung  (11) 
genügen  und  keinen  negativen  Exponenten  haben  können.  Ist  0 
ein  solches  Gebilde  und  setzt  man  in  (26) 

X,  =  l\=l     X^  =  X^=ü,  =  ü^  =  0, 

80  ergiebt  sich 

(?>3C)^e(?,C->?)  =  ®,  (27) 

und  hieraus,  wenn  m,  n  die  Gradzahlen  von  B  bezeichnen,  nach 

(18),  (14) 
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Ist  umgekehrt  ®  in  Bezug  auf  die  CoSfficienten  der  einzel- 
nen Formen  des  Formensystems  (23)  homogen,  in  Bezug  auf  die 
Elemente  der  drei  Zeilen  des  Elementensystems  (22)  homogen 
und  vom  Grade  p,  q^  r  und  p  ^  q  ^  ry  so  ist  der  Ausdruck 


-(r'GT'f^ 


wenn  er  nicht  identisch  verschwindet,  ein  invariantes  Gebilde 
des  Formensystems  (23)  mit  dem  Exponenten  r  und  den  Orad- 
zablen  p  —  q^  q  —  r.  Es  sei,  um  dies  darzuthun 

b,  =  i>7(H->?,>5i  +  C.>?^  (29) 

und  es  gehe  ®  in  ®o  über,  wenn  man  ?,,  >j„  Zi  Air  jeden  Werth 
von  I  durch  a»,  b»,  c.  ersetzt.  Es  ist  dann  ®^  eine  ganze  Function 
(p+y+Oten  Grades  der  Elemente  Cj,  f^,. . .  C3  und  enthält  die 
Co^fficienten  der  Formen  (23)  sowie  die  Elemente  (22)  nur  in 
den  Verbindungen  (y),  . . . ;  denn  die  Formen  (23)  werden  durch 
die  Substitution 

Xi  =  a.-3Ei  +b,X,+c.-3E3        w.-  =  (bc).Ui +(ca),U2+(ab),U, 

in  dieselben  Formen  verwandelt,  wie  durch  die  nach  einander 
zu  bewerkstelligenden  Substitutionen 

Versteht  man  nun  unter  a?j ,  . .,  m^  , . .  die  Polynome  (21),  so 
hat  man  nach  bekannten  Hegeln  für  eine  Function  der  Poly- 
nome (29) 

(Ä)  =  [ai] 


(f) = ©• 
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Demzufolge  wird 


{nT^-^^'=MTcr^'^-' 


und  da  einerseits 


cr'c;)'"'v».»-=e(^,.) 


ist  und  andererseits  der  Ausdruck 

die  Gestalt  ®  hat,  so  hat  man  die  Identität  (26). 

Vermehrt  man  das  System  (23)  um  die  Formen  Sgy  Ug^  so 
fallen  die  Invarianten  des  neuen  Formensystems  mit  allen  inva- 
rianten Gebilden  des  ursprünglichen  Formensystems  und  um- 
gekehrt zusammen,  wenn  man  in  letzteren  die  Punkt-  und 
Strahlencoordinaten  mit  ^i,  ^t^  ^39  «i,  «t;  ^3  bezeichnet. 

7. 
Jede  gegebene  ganze  Function  ®j  der  Coßfficienten  (y),. . . 
welche  in  Bezug  auf  die  Co€fficienten  jeder  der  Formen  (23)  und 
in  Bezug  auf  die  Elemente  jeder  Zeile  des£lementeDsystems(22) 
homogen  ist,  lässt  sich  in  der  Form 

®,  =  2j(r„)+(C>!05:ii(r,)H-(C»jO*2:j,(r.)+ ...        (30) 

darstellen,  wo  j,  jj,. . .  Zahlencoßfficienten  und  Fo,  F,,  ...  der 
Gleichung  (11)  genügende  invariante  Gebilde  des  Formensystems 
(23)  mit  den  Exponenten  0,  1, . . .  bezeichnen. 

I.  Wenn  ®,  die  Elemente  Ci,  C«,  Cj  nicht  enthält  und  in 
Bezug  auf  ?j,  f^,  Ca  und  >3j,  >?|j,  yjj  vom  Grade  fx  und  v  ist,  ß<f 
hat  man  nach  Formel  (20)  meines  citirten  Aufsatzes 

®.=ä(ro)+iW)+s"(iTO+--, 

WO 


^MTÜXh 


und 
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(ri*))  =  (^J"V(*)(C,  ?•„).• 

n.  Enthält®^  die  Elemente   C^   ^%)   Cj;  so  hat  man  nach 
Formel  (6)  des  citirten  Anfsatzes 

wo  P^  linear  zusammengesetzt  ist  aus 

^1  =  Ve,c(®i) 

und  Polaren  dieses  Ausdrucks  und  [P]  Polaren  von  Ausdrücken 
P  bezeichnen,  welche  selbst  wieder  Polaren  von  &^  sind,  aber 
^17  Ct»  Cs  nicht  enthalten.  Alle  diese  Ausdrücke  P  haben  wieder 
die  Form  &  und  können  nach  I  entwickelt  werden,  so  dass  man 

®,  =  5:j(r„)+(|.,o^.  (31) 

setzen  kann.  Mit  der  Function  oj^  kann  ebenso  wie  mit  ®j  ver- 
fahren und 

o),  =  sj[e]+(ivjOA 

gesetzt  werden,  wo  P^  aus 

and  Polaren  dieses  Ausdruckes  linear  zusammengesetzt  ist  und 
[Q]  Polaren  von  Ausdrücken  Q  bezeichnen,  welche  selbst  Polaren 
von  cii^  sind  aber  d^  Ct?  C3  nicht  enthalten.  Alle  diese  Ausdrücke 
haben  die  Form  y  ®,  weil  die  Operation  y  mit  allen  Po- 
larenbildungen (17)  vertauschbar  ist,  und  man  kann,  indem 
man  die  Formel  ,(20)  des  citirten  Aufsat/.es  auf  dieselben  an- 
wendet, 

Q  =  SiCr.) 

setzen,  wo  F^  invariante  Gebilde  des  Formensystems  (23)  mit 
dem  Exponenten  1  bezeichnen.  Da  aber  P^  aus  cü^  und  Polaren 
von  coj  linear  zusammengesetzt  ist,  so  hat  man  auch 


Vergl.  Glebsch-Liudemann,  Vorlesungen  über  Geometrie.  S.  926. 
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und  demgemäss 

®,  =  Si(r,)+(C>,02:«.(r,)+(?>!0*i1. 

coj^  kann  wieder  wie  oj^  behandelt  werden  n.  s.  f. 

8, 
Lineare  Formen.* 
Es  sei  ein  System  linearer  Formen  der  Veränderlichen  (19)^ 
(20) 

a,,  b,,  ...  (32) 

tt«,  wp,  ...  (33) 

gegeben  und  es  soll  die  allgemeine  Gestalt  aller  Inyarianten  ^ 
dieses  Systems  bestimmt  werden. 

Man  hat  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Alle  Invarianten,  welche  nur  die  Co^fficienten  der  Formen 
(32)  enthalten,  entstehen  aus  einer  ganzen  homogenen  Function 
@  Sften  Grades  der  Coöfficienten 

«5»  «Ti,  a^yhy  ...  (34) 

der  transformirten  Formen  durch  rmalige  Ausfllhrung  der  Ope- 
ration V^^c' 
Nun  ist 

83®      __      8^®  83® 

8Cx8^H^8Cv  "•  8fl^8a,8ac''''''^''^'^  8ag8a,86c «^^»^^^"^  ••' 


-8a,86,8c"c"^*^'^"*"--- 
und  demzufolge 

wenn  die  Anzahl  der  Formen  (32)  <  3  ist,  dagegen 

V5^c®  =  («6<?)®'-h..., 
wenn  diese  Anzahl  ^  3  ist.  Nach  rmaliger  Ausftlhrung  der  Ope- 


^  C  leb  seh,  Ober  symbolische  Darstellung  algebraischer  Formen^ 
Grelle,  Bd.  LIX. 
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ration  y  ^  ^  erhält  man  daher  in  letzterem  Falle  eine  ganze  ho- 
mogene Function  rten  Grades  der  Determinanten 

{abc\  .  . .  (35) 

n.  Alle  Invarianten  vom  Exponenten  r,  welche  nur  dieCo6f- 
ficienten  der  Formen  (33)  enthalten,  entstehen  aus  einer  ganzen 
homogenen  Fanction  (&  der  Co^fficienten 

(«>jC),  («CO,  («?>?),...  (36) 

3r 
vom  Grade  -^  durch  rmalige  Ausftthrung  der  Operation  Ve  c> 

woraus  zugleich  erhellt,  dass  r  gerade  sein  muss.  Die  Function 
@  lässt  sich  nach  1  durch  die  Polarenbildungen 

©.(:)■© (^') 

aus  Ausdrücken  ableiten,  welche  selbst  Polaren  von  ®  sind,  aber 
die  Coöfficienten  a^,  • .,  i^iy*  •  ^^^^^  ™^^^  enthalten  und   daher 

nur  die  Form  C(|>3C)*  haben  können.  Vollzieht  man  die  Operation 

r 

y  j  ^,  80  ergibt  sich  ein  Resultat  von  der  Form  MC(^riZ) «  und 
die  Ausftthrung  der  Polarenbildungen  (37)  liefert,  wenn  die  An- 
zahl der  Formen  (33)2l3  ist,  eine  ganze  Function— rten  Grades 
der  Determinanten 

(«i37),  .-.  (38) 

und  im  Gegenfalle  ein  identisch  verschwindendes  Resultat. 

III.  Enthält  eine  Invariante  0  sowohl  Co6flicienten  der  For- 
men (32)  als  auch  Coßfficienten  der  Formen  (33)  und  zwar  letz- 
tere im  Grade  ?i,  so  hat  man 

WO  &  eine  ganze  Function  der  Coöfficienten  (34),  (36)  bezeichnet 
und  durch  die  Polarenbildungen  (37)  aus  Ausdrucken  abgeleitet 
werden  kann,  welche  die  Elemente  a^,  a^,  «3,  /3j,  ...  nicht 
mehr  enthalten  und  daher  die  Form  (fioC)**^  haben,  wenn  unter 
G  eine  ganze  Function  der  Co^'fficienten  (34)  verstanden  wfard. 
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Ist  nun  r  <c:  it;  80  hat  man 

und  nach  Ausführung  der  Operationen  (37)  eine  ganze  Fanclion 
der  Determinanten  (38)  nnd  der  Airsdrilcke 

fl«,  «ß;.  •  •     *a,  Aß,  ...  (39) 

Ist  insbesondere  die  Anzahl  der  Formen  (33)  <  3^  so  ist 
e  =  0. 

Ist  r  =:  n  so  hat  man 

nnd  erhält  für  %  eine  ganze  Function  der  Ausdrucke  (39). 
Ist  r>it,  so  wird 

und  man  erhält  nach  r  —  nfacher  Ausftthrung  der  Operation 
y  ^^^  eine  ganze  homogene  Function  r  —  nten  Grades  der  Deter- 
minanten (35)  und  nten  Grades  der  Ausdrücke  (34),  welch'  letz- 
tere durch  die  Polarenbildungen  (37)  in  (39)  übergehen.  Ist  ins- 
besondere die  Anzahl  der  Formen  (32)  <  3,  so  ist  6=0. 

Alle  Invarianten  der  Formen  (32),  (33)  sind  demnach  ganze 
Functionen  der  einfachsten  Invarianten  (35),  (38),  (39). 

9. 
Invariante  Gebilde  einer  quadratischen  Form.* 

Es  sei  eine  quadratische  Form 

gegeben,  und  es  werde 

n^%  y)  =  i  {l)n^)  =  2«.par.»p 


1  Clebsch-Lindemann,  Vorl.  über  Geom.  JS.  287. 
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/•(^=cii      /■(«)  = ''i 


n 


m 


f{r>,a)=c„     m,K)  =  e^,      rii,ri)=c,. 
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(40) 


"!1 
"81 


»U       »18 
«M       'S» 


»St 


«11  > 

«tu 

«81  > 


»88 


=  «11  «tt«88+2o,803,a„— a„«Jj— a„a»,— o,,«! 


=  D 


1  > 


"it> 
«tt> 

«8t  > 

«t  y 


»18» 


«ts» 


»SS» 


»s  > 


0 


=  («t»«8a  — «£•)«?+•  • 
+2(ai,a,3  -  a„o„)«,M,. 


gesetzt  Nennt  man  F  kurz  die  Gegenform  von  /)  so  ist  Df(ai)  die 
Gegenfonn  von  F(u)  nnd  man  hat  die  Identitäten: 


(41) 


F(M,tiO  F(i7,t/)  — F(M,rO  F(ü,w')  =  Df{u'v,u''v^. 

Die  Form /"geht  durch  die  Substitution  (21)  in 
c,,X,*+^„X/+c,3X3*+2c„X,X3-4-2c,3X3X,+2c,,X,I, 

ttber  und  wenn  %  eine  ganze  homogene  Function  der  Ausdrücke 
(40)  bezeichnet,  so  lassen  sich  alle  invarianten  Gebilde  von  f 
linear  durch  die  Gebilde 


«=(c)"(;)"v;.». 


42) 


multiplicirt  mit  Potenzen  von  u^  ausdrucken. 

Um  die  allgemeine  Gestalt  der  Gebilde  (42)  zu  ermitteln, 
sind  die  Fälle  r  =  0  und  r  >  0  zu  unterscheiden. 
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I.  Ist  r  =  0,  so  kann  ®  nur  e,|;  c^,'  ^tt  ^i^thalteD,  weil  Ciy 
C  Ca  darin  nicht  vorkommen  dürfen. 

Ist  anch  noch  n  =  0,  so  kann  ®  nur  die  Form  Cc^^  haben 
und  man  hat 


e 


={ffcrm 


es  kann  also  m  nur  =  2p  und 

sein. 

Ist  n  >  0,  so  hat  man  nach  bekannten  Regeln 

8W-^^P = v^^ä;  -  R:)  (f^p'^rM-rMf«',^)) 

und  hieraus: 

Nach  (12)  folgt  dann 

(^J®  =  ^ii,C->,)(^J®+F(«).® 
1       r8F(«)8®  1        1       r8F(tt)8®  1 

es  ist  aber 


8F 

8« 


^•8®           _8®/^8c^  \       8C/^8tfy  \ 

;  8C,  "^ 8c„  V8tt,  ,8?,  +  •  -y  -^  8c„  l8«i  8C,  "*" '  7 


8®  8® 

=  4/>«,gf +  2/)«,^ 


8ii,  8>3i  "^  ■ '  ""  8ci^  Väüj^  8>?|  "^  •  7  "^  8c„  Wi  8>}4       *   / 


und,  wie  so  eben  gefunden  wurde, 
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{l)&=P{u,^'^)®' 


Hienach  bat  man  also 


(  ^y&  =  F{u) .  ®  +  F(tt,  €-r,)«® 


und  wenn  man  noch  F(u,  ?•>?)«  nach  (41)  durch 

F{u)  F(^'ri)-D{f(^ui,-2f{i,ri)f^u,^n'n)u\) 
=  ^WO'ii  ^n  —  c\t)  —  X>(Cn «?  —  2c,,ti^ttg+c„tt|) 
ersetzt,  so  wird  allgemein 

(^]®  =  F(tt).®-^Du|®-hDugll^®4■Dtt^®. 

Aus  dieser  Formel  folgt  nun  leicht  nach  (8) 

l^^j®z=:Fi.®'hDu\FT-^®^Dti^nr^FT-''®-^Dyi^'^(S 

+  2>«ttti?V-^®+...,  (43) 

wenn  n  gerade ,  und 

=  i^(ti,^>?)[FT^®+...], 
wenn  n  ungerade  ist. 

Hieraus  schliesst  man  zunächst,  dass  die  Gebilde  der  be- 
trachteten Art  nur  von  gerader  Classe  sein  können.  Femer  dür- 
fen >3j ;  T9t ,  173  in  der  Formel  (43)  nicht  mehr  vorkonmien  und  es 
müssen  daher  alle  Glieder  mit  Uy^  fortfallen  und  die  Ausdrücke  ® 
sich  auf  Potenzen  von  c^  —  von  constanten  CoSfficienten  abge- 
sehen —  rednciren.  Man  hat  daher  nach  Ausführung  der  Polaren- 
bildungen f  ^  j: 

e  =  C^f>F^'hC^Dvlf*''FT-''^C^D^uifP'-^F^~^'i-....{U) 

IL  Wenn  r>»0  ist,  so  hat  man  zunächst  die  Wirkung  der 
Operation  V  ^i}C  A^f  ^i^^  ganze  Function  ®  zu  ermitteln.  Man 
findet,  wenn  a,  ß,  7  irgend  eine  Permutation  von  1,  2,  3  bilden, 
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8»®  8»®  8»® 

Y        8»®  8£|^    8c^    8^ 

■^Zu8c,p8c,,8c,/  8?a  "  8^{i  '  8C/ 

wo  das  Summenzeichen  sich  aaf  alle  Werthe  1,  2,  3  von  py  a,  r 
bezieht.  Setzt  man  statt  a,  ß,  7  alle  sechs  Permatationen  der 
Stellenzeiger  1;  2,  3  und  addirt  alle  anf  diese  Weise  ans  der  vor- 
stehenden Identität  hervorgehenden  Gleichungen  ^  nachdem  man 
sie  mit  dem  Vorzeichen  der  Permutationsdasse  versehen  hat,  so 
ergibt  sich  ftlr  Vgiic®  ein  Aggregat  von  Gliedern ,  welche  alle 
die  Gtestalt 

SCjp   8Cjja   8^3^ 


K  K  K 

haben;  in  dem  besonderen  Falle,  wo  0  in  Bezug  auf  die  Co^f- 
ficienten  von  /'  die  dritte  Ordnung  nicht  erreicht,  erhält  man  ein 
identisch  verschwindendes  Resultat.  Die  Determinante 


L- 


8C|p  8C|9  8^3^ 


ist  aber,  wenn  unter  den  Stellenzeigem  p,  <j,  t  gleiche  vorkom- 
men, identisch  =0,  und  wenn  p,  o,t  verschieden  sind  oder  ohne 
Rücksicht  auf  die  Reihenfolge  mit  1,  2,  3  zusammenfallen,  von 
einem  Zahlenfactor  abgesehen 

Es  ist  sonach 

Nach  (25)  folgt  hierans 

Bezeichnet  daher  v  die  grösste  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl, 
so  wird,  je  nachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist 
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oder 

Im  zweiten  Falle  müsste  B  identisch  verschwinden  und  es 
gibt  daher  nur  invariante  Gebilde  mit  geradem  Exponenten» 
welche  der  Gleichung  (11)  genttgen. 

Ist  nun  0  eine  Invariante;  so  hat  man 

e  =  c.ip. 

Ist  dagegen  0  vom  Grade  m  und  der  Glasse  Uy  so  hat  man 


«=''-(i)'(;j^='''«- 


wo  Oq  ein  invariantes  Gebilde  vom  Exponenten  0  bezeichnet  und 
die  Form  (44)  hat. 

Alle  invarianten  Gebilde  von  f  sind  demnach  ganze  Func- 
tionen der  Ausdrucke 

10. 

Es  seien  oiXyu),  tJ{x,u)  zwei  der  Gleichung  (11)  genügende 
ternäre  Formen  mit  den  Gradzahlen  m,  n  und  m'j  n!.  Man  denke 
sich  diese  Formen  durch  die  Substitution  (21)  transformirt  und 
es  handle  sich  um  die  Entwickelung  des  Ausdruckes 


wo 


Da 


»=(i)'G:)'^»w^^'), 

p-^2q-\-%r=zm+2n+Tn!-\-2n'. 


"  =  p^i  ür.  d:„  ^i3t, «')  t: «: 
"•' = c^TiW*  °"''  °"'"'  '''^'  '^*''  "•' ' 
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SO  bat  man 

(o))=CD»nj^w(y,  r).  0 


wo 


ff  =  ^Yj;Y^'(^>?C)P'(^CO''(^?>?)^' 
und 

nnd  demzufolge 


Nach  8  ist 


(ir(;jvE.oe' 


eine  ganze  Function  der  AnsdrOcke 

(tfu)  {x%ßf) 

tx,  U,  t,f,  ti,  ti,  ^»,  U,,  M„  tt,., 

und  zerfällt  demgemäss  in  Glieder,  welche  alle  die  Form 

p  =  IM*  ^.  ^*  ^»  ^»i  ^«  e^'  u^  u^;  Muy 

0   X   »'     »    9     M     X     X     a     a'  \         / 

oder  die  Form 

p'  =  itt*  f « ^*  ^«  f'«;  f'  ^<^'  M^  ti**;  (a:zzr)^ 

0    X    a'     a    a     a'    X     X     a      a'  \  / 

haben.  Ftthrt  man  nun  die  Operationen  Q|y< ,  ...  an 

mit  Hilfe  der  Formeln  in  2;  3  aus,  so  ergeben  sich  Ausdrücke 
von  der  Form 
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»' «K JTy  K^)t  )ü  D^' °^  D^  d;- 

welche  der  Gleichung  (11)  zafolge  in  allen  Fällen,  wo  e  >  0 
oder  tf  >  Of  identisch  verschwinden,  und  man  hat 

«=ZK(;,)-(;r(^-(:)'(:rG;..DN»c..)^(^,^, 

wo  mit  Rücksicht  anf  die  Oradverhältnisse 

a-f-c4-«  =  wi         b+dz=:n         6+^/+^  =  m'         a-hrf' =  n', 
oder 

WO 

a-\-c-=zm  b-hd+e  -=.71        b'^cf-=zrn!         a-f-rf'-i-tf  =  n'. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  p-=.qz=iQ  ist,  muss,  wenn 
kein  identisch  verschwindendes  Resultat  sich  ergeben  soll, 

az=.m-=.n'  b  zun  zu  w! 

sein. 

Zwei  Formen  von  der  Art,  dass  die  Classe  jeder  derselben 
dem  Grade  der  anderen  gleich  ist,  sollen  Formen  mit  complemen- 
tären  Gradzahlen  heissen.  Sind  f,g  solche  Formen  mit  den  Grad- 
zahlen Uly  n  und  n,  m  und 

die  Co^fScienten  des  Productes 

af[  a^  x\  u\  u\  u\ 

SlUb.  d.  mathtm.-naturw.  CI.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  64 
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in  denselben,  wo  unter  f   ^  1  der   Coßfficient  von  j?«  a^  jrj  in 
(a?j+ar,+a?j)'"  zu  verstehen  ist,  so  werde  ich  den  Ausdruck 

in  welchem  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  aus  nicht  negativen 
ganzen  Zahlen  bestehenden  Lösungen  der  Gleichungen 

«-4-^+7  =  m  X-4-jUL-f-v  ==  n 

bezieht,  mit  [f,  f]  bezeichnen.  Wie  leicht  zu  sehen,  ist 

\f>  f]  =  J^^  D;.  D;.  /-(y,  ")  9i3f,  «0  •  (45) 

Auch  für  den  Fall,  wo  /*,  g  die  Gradzahlen  0,  0  haben,  soll 
diese  Bezeichnung  und  zwar  fttr  das  Product  f.g  beibehalten 
werden.  In  dem  vorliegenden  Falle  ist  demnach 

a=  V?,c(")("0  =  <^K'-T 

r  =  m-4-n 
oder 

=  0, 
je  nachdem  u,  «>'  complementäre  Gradzahlen  besitzen  oder  nicht 

11. 
Mit  Hilfe  der  Formeln  (45),  (5),  (7)  findet  man 

Wenn  w,  w'  zwei  Formen  mit  complementMren  Gradzahlen 
sind  und,  nach  (16)  entwickelt,  die  Gestalt 

Cd'  m  WjJ-M£x  w,'-4-t/J  cdj-4-  . .  . 
annehmen,  so  ist 

[CO,  CO']  =  [CO,,  CO,']  +  C,  [CO, ,  co;]  +  C,  [CO, ,  co;]+  .  . .         (47) 


Inyariante  Gebilde  ternärer  Formen.  969 

Denn  es  ist  einerseits 

und  andererseits  nach  (46) 

oder 

=  0, 
je  nachdem  a  =  6  oder  a  ^  b  ist. 

12. 

Wenn 

g    g'    h    h'  (48) 

Formen  mit  den  Gradzahlen 

niy  n        Uy  m        w',  nf        nf,  rvl 

sind,  80  ist  die  Differenz 

in  der  Form 

j[^,^']+j'[l»,B']+.  .  .  ~  (49) 

darstellbar;  wo  il,  £, . . .  invariante  Gebilde  des  Formensystemes 
{g^  A);  Ä^  B'j. . .  solche  des  System^  (/;  A')  bezeichnen,  deren 
Gradzahlsnmmen  -<  m-f-n+m'+n'  sind. 

Denkt  man  sich  die  Formen  (48)  dnrch  die  Substitution  (21) 
transformirt  und  die  CoSfficienten  der  transformirten  Formen  mit 

bezeichnet,  so  wird 

64* 
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und  demzufolge 


cc,o— ■b,^[», »') = iLDix'JifM^'- 


WO 


Es  sei  nan,  wenn  man  gh,  (/h'  nach  (16)  entwickelt^ 
gh  •=.  w+Ma-Wj -h  . .  .  g'h'  =  w'+MxWj'+  • .  . 


und 


der  Coßfficient  von  JTj  JT/  Jj  ü}  üjj  17^  in  der  durch  die  Sub- 
stitution (21)  transformirten  Form  co.  Entwickelt  man  die  Differenz 

nach  (30)  in 

Si(ro)+(C'j02j,cr.)+..., 

60  kann  man  zunächst  darthnn,  dass  unter  den  Gebilden  T^ 
keine  von  geringerer  als  der  n+n'+lte»  Classe  vorkommen. 

Diese  Gebilde  gehen  durch  die  Operationen  (f^)^  \^r  \n) 

aus  Polaren  von  A  hervor,  welche  Ci;  Cj,  Ca  nicht  mehr  enthal- 
ten und  in  Folge  dessen  lineare  Functionen  der  CoSfficienten  des 
Ausdruckes  A®  sind,  in  welchen  A  nach  Ersetzung  von  4«,  ^*  C 
durch  X4  ff  -^ 3E, >?. ,  8^ ?.  +  ©^ >?.,  ß,  ?. +8^ >3.  ttbergeht.  Denkt  man 
sich  eine  Form  f(a;,u)  nur  durch  die  Substitution 

Xi  =  ?,  X,  -h  yj.JT,  4-  C.  X3 
transformirt  und  den  CoöfficJenten  von  X^X^X^  in  der  transformir- 
ten Form  mit  (     ^    )fa?-ri^)  bezeichnet,  wo  unter  m  der  Grad  von 
f  zu  verstehen  ist,  und  setzt  man 
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80  wird 

und  es  ist  klar,  dass  alle  Co^fficienten  von  A^  linear  ans  den 
CoSfficienten  des  Ausdrackes 

^(«iCi  +X,>3,,. .,  Si?i  +9,^1,. .,  8i?i  +St^w  •;  ^*^) 
zusammengesetzt  sind,  welche  allgemein  mit  ^  (?,>?,?'>?)  bezeich 
net  werden  sollen.  Nach  (12)  enthält  nun  ( ^  j  tf/,  wenn  pKn-i-n'y 
die  Determinanten  (C>?),,. .  wenigstens  im  ersten  Orade  und  ver- 
schwindet somit  identisch  nach  Ausführung  der  Operationen  (  ^  l 
f  1.  Femer  ist  nach  derselben  Formel,  von  Gliedern  abgesehen, 
welche  u^  oder  ti^  oder  die  Determinanten  (|v;)^ , . .  enthalten, 

und  die  Gebilde  r^,  (w-hn')ter  Classe  sind  demgemäss  alle  linear 
aus  Ausdrücken  von  der  Form 

zusammengesetzt;  ^{x^x^u)  ist  aber  ein  Goefficient  von 

^{x,  (X,+X,), . . ,  .r,(9,  +g,), . . ,  x,{^,  +8t),  •  M  ti) 

und  daher  durch  u^  theilbar.  Alle  Gebilde  V^  (n^f^iet  Classe 
müssen  sonach  verschwinden  weil  sie  durch  u^  theilbar  sind  und 
der  Gleichung  (11)  genügen. 
Ebenso  ergibt  sich 

=  2a'(n)  +  (?>,C)2:a;(ro+..., 

wo  unter  den   Gebilden    Tj    keine    von    geringerer    als    der 
m+m'-hlten  Classe  vorkommen. 
Ersetzt  man  die  Producte 
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darch 

so  ergibt  sich 

p-rl  ^+^''  '"*-('''  '-^"'^   r//'*-*-«''  ^+^''  ^+^ 
^  -  '"V  «+af,  ß+ß',  7+//       VX+V,  IJL+IJ.',  v+^J 

+sj(r,)(eü0+2ä'(rj)(co)  +  V(r.)(n)  +  (e>jC)2i,(r,)(«0+  •  •  •• 

Die  Vollziehung  der  Operation  ^  m-^m'+n-^n' ^  j^^q}^  welcher 
alle  Glieder  fortfallen,  welche  Gebilden  mit  nicht  complemen- 
tären  Gradzahlen  entsprechen,  also  namentlich  die  Glieder 
a(ro)(wO;ä'TO(w),j"(ro)(ri).  zeigt  nun,  dass  die  Differenz 

die  Form  (49)  hat.  Dieselbe  Form  bleibt  erhalten,  wenn  man 
mit 


VaiByyWiSY/WvJVXV'vV 


multiplicirt  und  in  Bezug  auf  alle  Werthe  von  «,  i3,7,  o/,  j3', /, 
X,  jx,  V,  i',  (x',  v'  summirt,  welche  den  Gleichungen 

genügen.  Es  wird  dann 


^aßyJUßY/UfiivJvXVV  j  "^ 


m+M'+M-ffi'  p 
5lC 


und,  wenn  zunächst  die  Glieder  zusammengefasst  werden,  in 
welchen 
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«-+-«',  ß  +  ß'y  7-h/,     X+X',  |üH-/,  v+v' 
dieselben  den  Gleichungen 

a+b-hc  =  m-hm'  b+c-hf  =w4-n' 

genügenden  Werthe  a,  b,  c,  b,  c,  f  haben: 

=  y  »•+"'+«+»'  (f,j;)"'+'»'+»+»'  [w,  w']. 
Es  hat  Bonach 

=  M([g,g'][h,h]-\<^,'^']) 
uod  daher  auch 

die  gewünschte  Form  und  da  nach  (47)  dasselbe  von  [gh,g'h'] 
— [co;  0}']  güiy  so  ist  der  obige  Satz  bewiesen. 

13. 

Es  seien  S,  S'  zwei  Systeme  temärer  Grundformen  und  0 
eine  gemeinschaftliche  Invariante  derselben.  Bezeichnen  Py  P' 
Prodncte  von  CoWficienten  der  Formen,  welche  durch  die  Sub- 
stitution (21)  aus  den  Formen  von  S,  beziehungsweise  S',  hervor- 
gehen^ so  hat  man 

©.(CyjO'-^scp.k 

Nach  (30)  können  nun  P,  P'  in  die  Form 

^=2J(^).^(€^C)2äl(^t)^-.. 
/^=:2:a'(ro  +  (?>?C)Si'(ro+... 

gesetzt  werden,  wo  r,  Tj,. . .  invariante  Gebilde  von  5,  T',  r{. . 
solche  von  S'  bezeichnen,  und  es  wird 

e.d^jc)"  =  2C(^;C)'+p(r«)(rg 
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Vollzieht  man  beiderseits   die  Operation  V^^j;  so  ergibt  sich 

nnd  man  hat  den  Satz: 

Alle  gemeinsamen  Invarianten  der  Systeme  S,  S'  lassen 
sich  linear  zusammensetzen  aus  Invarianten  von  der  Form  [cu,  o)^, 
wo  b),  oi'  invariante  Gebilde  der  Systeme  S,  S'  mit  complemen- 
tären  Gradzahlen  bezeichnen. 

14. 

Die  invarianten  Gebilde  0  eines  Systems  Sy  welche  zwei 
Reihen 

von  Punktcoordinaten  und  zwei  Reihen 

von  Strahlencoordinaten  enthalten,  entstehen  aus  den  Gebilden 
desselben  Systems  mit  nur  einer  Reihe  von  Punkt-  und  Strahlen- 
coordinaten a^^yXj^jX^,  ^i9^i9^z  durch  die  Polarenbildnngen 

\xj'    [x]'    [xj'    dj'    \uj'    Vuj' 

zu  diesen  Polaren  treten  noch  s^,  s,^  t^,  tg  und  die  Invarianten 
von  S  in  ganzen  Verbindungen  hinzu. 

Die  genannten  Gebilde  sind  nämlich  Invarianten  des  Sy- 
stems S  und  des  Systems  (wy,  u„  ««:,  ^*).  Die  invarianten  Gebilde 
des  letzteren  sind  ganze  Verbindungen  von 

«y;  ^M,  iy,  Uy         Uj„  n,,  {Stu),         «ar,  ^x,   (^«),  «x 

und  demzufolge  ist  jede  Invariante  9  linear  zusammengesetzt 
aus  Ausdrücken  von  der  Form 

y*nz\_'yzxx\        /J 

»y/A  [r,«»:<:(^^>]. 

wo  r  ein  invariantes  Gebilde  von  S  bezeichnet 


Inyai'iHnte  Gebilde  teiiiärer  Fonnen.  975 

15. 

Wenn  man  für  jedes  von  zwei  gegebenen  Systemen  5,  5^ 
ternärer  Formen  einen  geschlossenen  Bestand  invarianter  Gebilde 
angeben  kann^  darcb  welche  sich  alle  invarianten  Gebilde  des  be- 
treffenden Systems  in  ganzer  Weise  ansdrtlcken  lassen,  so  kann 
man  auch  flir  das  zusammengesetzte  System  {S,  S')  einen  solchen 
Bestand  angeben. 

Es  seien  nach  Ansschliessnng  von  u^ 

A,A,,...         B,B,,,..  (50) 

C,  C,  ...         D,  A,...  (51) 

die  invarianten  Gebilde,  durch  welche  sich  alle  solche  Gebilde 
des  Systems  S  beziehungsweise  {S',  a^cj  u«)  in  ganzer  Weise  aus- 
drücken lassen;  A^  ii^. . .  C,  Cj,  seien  Invarianten  und  By  B^,. . . 
D,  D^y. . .  invariante  Gebilde  mit  den  Gradzahlen 

m,  n,     iMj,  Wj  . . .  mfy  n\     mj,  n[. , , 

Man  bilde  alle  möglichen  Producte 

P—B^B\.,.         P  =  D^'  D\'...y 

welche  complementäre  Gradzahlen  besitzen  und  nicht  weiter  in 
ähnliche  Producte  zerfällbar  sind,  so  dass  nicht  gesetzt  werden 
kann 

P=Q,N  P^=Q'.N'j 

wo  einerseits  Q  und  ffy  anderseits  N  und  N'  complementäre 
Gradzahlen  hätten  und  ß,  N  Producte  der  Ausdrücke  B,B^y,  . ., 
Ö',  N'  Producte  der  Ausdrücke  D,  D^y. . .  wären.  Die  Anzahl 
solcher  Product6paare  ist  immer  endlich  und  fällt  mit  der  Anzahl 
der  (additiv)  unzerlegbaren  aus  ganzen  nicht  negativen  Zahlen 
bestehenden  Lösungen  der  Gleichungen 

««+  n,  ß  +  . . .  =  mV  -h  fn[ß'  -h . . . 

zusammen.  Alle  Lösungen  ^  der  einen  dieser  Gleichungen  lassen 
sich  durch  Gleichungen  von  der  Form 


1  Crelle's  Journal  Bd.  C,  S.  225.  Gordan,  Math.  Ann.  Bd.  VI,  S. 
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darstellen,  wo 

a,  b,  - . .  o',  . . .  Qj ,  6p  . . .  aj, 

besondere  Lösungen  und  X;  X'^  ...  beliebige  nicht  negative 
ganze  Zahlen  bezeichnen.  Setzt  man  diese  Werthe  von  a^  j3^ . . . 
in  die  zweite  Gleichung  ein ,  so  ergibt  sich  eine  Gleichung  von 
der  Form 

p J-hp'X'+ . . .  =  0, 

worin  p,j/,...  bekannte  ganze  Zahlen  bezeichnen  und  welche 
ebenso  wie  die  erste  Gleichung  behandelt  werden  kann. 

Dies  vorausgeschickt,  sind  alle  Invarianten  des  Systems 
(5,  S',  Äx,  u,)  oder  die  invarianten  Gebilde  des  Systems  (S,  S^ 
mit  den  Punktcoordinaten  ^i,  ^^  z^  und  den  Strahlencoordinaten 
•"'t  ^  hf  H  &a^®  Verbindungen  der  Invarianten 

A,  A,,...     C,  C,,...  (52) 

und  der  Invarianten  [P,  P']. 

Nach  (13)  ist  jede  Invariante  ö  des  Systems  (5,  S\  ««,  «,) 
linear  zusammensetzbar  aus  Invarianten  [oj,  oj'],  wo  ta,  tu'  in- 
variante Gebilde  von  S  und  (i?, «,,  ii,)  mit  complementären  Grad- 
zahlen bezeichnen.  Nach  der  Annahme  ist  oj  eine  ganze  Ver- 
bindung der  Ausdrücke  (50)  und  der  Form  u»,  w'  eine  solche  der 
Ausdrücke  (51)  und  der  Form  ti^*  Hienach  erscheint  S,  wenn 

Producte  der  Gebilde  By  B^,  . . .  beziehungsweise  jD,  Dj,  . . . 
bezeichnen,  als  lineare  Function  von  Ausdrücken  der  Form 

[<r,  u'r\  (53) 

mit  Coöfficienten,  welche  die  Invarianten  (52)  in  ganzer  Weise 
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enthalten;  da  aber,  wenn  a  oder  6>0,  der  Ausdruck  (53)  sich 
nach  (46)  anf  An^drOcke  [co,  co^  zurückführen  lässt,  welche  ans 
Gebilden  co,  a/  mit  geringerer  Gradzahlsnmme  hervorgehen,  so 
darf  man  unbeschadet  der  Allgemeinheit  /i  r=  6  =  0  und  7,  T' 
mit  complementären  Gradzahlen  annehmen.  Sind  nun  die  in  der 
Darstellung  von  0  auftretenden  Productepaare  7,  T'  alle  un- 
zerfHUbar,  so  ist  die  obige  Behauptung  bewiesen.  Im  Gegenfalle 
setze  man 

TzuP.Q  r^P'.Q', 

wo  P,  P'  complementäre  Gradzahlen  besitzen  und  unzerfällbar 
sind.  Alsdann  zerfWlt  [7,  T'\  linear  in  [P,  P^]  [ß,  Q^  und  in 
Ausdrücke  [w,  w'],  welche  aus  Gebilden  w,  w'  mit  geringerer 
Gradzahlsumme  hervorgehen  und  wieder  linear  auf  Ausdiücke 
[7,  T']  zurückftthrbar  sind.  Sind  jß,  Q'  wieder  zerlegbar,  so  kann 
man  mit  [ö,  Q']  ebenso  verfahren  u.  s.  f. 

16. 
Die  Grundform  ersten  Grades  und  erster  Glasse. 
Es  sei  eine  ternäre  Form  mit  den  Gradzahlen  1,  1 
f{x,  u)  =  a^^x^  t/j  -h  a„ j?,  u,  -+-  a^^x^  u^ 

4-   ffti^t «1  -+■  «M ^t  **«  "+"  "»3^1  ^Z 

-+■   «31^3*^1  -*-  «3»^3^  -*-«33^3^8 
=   2  aap  Xa  tlß 

gegeben  und  es  handle  sich  um  die  Ermittelung  der  allgemeinen 
Gestalt  ihrer  invarianten  Gebilde. 
Man  setze 

}L^^^}L^  }LK.  ^  lb,,x,u,  =  q(x,u)        (54) 
8a?,  8tt,       8ar,  8i/,  ^  80:3  81/3  ^"^    '  ^       ^^  '  ^        ^  ^ 

S  3 

«11  +««»  +  "»8  =  ^ 


978 
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«11    «1»    «13 


*ti   «'«« 


=  C 


2±Mj 


df  89 


Cu,       (55) 


8^,  8  jTj       ^ 
Es  sind  dann  A^  B,  C  Invarianten  von  f,  da 

ih{x,y^z)if  ^2  +  ?&^  8Ay;^)  8A^,»^)  =  Cixvz^ 

8a?j       8mj       ■  '  —     8wj         8f/j^         3,«^  ^  ^  ^ 

also  ancb 

8A(dr,u)    y^       8A(ar,ti)   8/*       ih{x,u)  if 
80?!       dU|  8^7,       811,  8^73      8ti3 

ist 

Die  Form  h  lässt  sich  auf  g  zurückfahren.  Ans  der  Identität 

A^;«*)  f(j!f^^)—f{^7^)  f{y>^)  =  h(u'v,x'y) 

folgt  nämlich  nach  Vollziehung  der  Operation  Q^^^  und  hierauf  Q,,. 

Af'—g  =  (A,i-+-A„+Ä3,K— A 

^*-*  =  2(A,,+A„+A33), 

aus 

A  =  g-Af+  %{A^-B)u,.  (56) 

Aus  dieser  Identität  folgt 


woraus 


=l;ft-—^-v.(^'-«)^ 


und  nach  (55) 


Kll  +  fpL  ^  lLpL=Ag-y,(A^^B)f^Cu.',  (57) 


desgleichen 


%  ^*^^:r*.^^  =  A,-V.(A'-B,f^Cu.  (68, 


8ar^  8tt, 


8ar^  8i/j^ 


8073  8M3 
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Ferner  wird 


&r,  8h, 

^y^_8_/_8^_y    .        \  (59) 

^  8Mp  8jrj)  VSar,  8«,         "/ 

Alle  inyarianten  Gebilde  von  f  sind  ganze  Yerbindangen 
der  Ausdrucke 

wie  die  nachfolgenden  Erörtemngen  zeigen.  ^ 

I.  Es  sei  zunächst  0  ein  der  Gleichung  (11)  genügendes  in- 
yariantes  Gebilde  vom  Exponenten  0,  von  der  Classe  n  und  der 
Ordnung  p  in  Bezug  auf  die  CoSfficienten  von  f.  Man  bat 

und  da  (8  nur  Glieder  von  der  Form  Kf^{^y  ?•>?)  />(>?,  ?>?)  ent- 
halten kann,  weiche  sich,  vom  Co^fficienten  abgesehen,  als  Po- 
laren von  /^(C,  ^^fi)  darstellen  lassen,  so  ist 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  n>0  sein  muss.  Vollzieht  man 
die  Operation  f     j,  so  wird 

©(e,«)  =  jr,Q)'(^"jV-(C,C->j) 

und  man  scbliesst,  dass  n  =  ;?,  jui  =  0  und 

1  Vergl  Math.  Annalen  Bd.  I.  Über  bitemare  Formen  mit  contragre- 
dienten  Yariabeln  von  Clebsch  und  Gordan. 


980  P.  Hertens. 

«='.(?)"(i;)>-«f-') 

sein  mnss.  Nach  (13)  folgt  hieraus 

die  Function  6^  ist  der  Oleichnng  (11)  gemäss  zu  bestimmen 
nnd  ergibt  sich  den  Oleichangen  (54),  (57),  (58),  (59)  zufolge 
als  ganze  Function  von 

A,  B,  C,  ^  g,  u,.  •       (60) 

Ebenso  hat  jedes  invariante  Gebilde  der  Form  g  mit  dem 
Exponenten  0  die  Gestalt 

wo  6|  so  zn  bestimmen  ist;  dass  der  Gleichung  (11)  genttgt  wird, 
and  ebenfalls  eine  ganze  Verbindung  der  Ausdrücke  (60)  ist. 

n.  Man  kann  irgend  einer  ganzen  Function  %  der  CoSfS- 
cienten  {f)  immer  die  Gestalt  l^{f)(&  geben  und  da  {f)  aus  einem 
Producte  /'(y,  v)  (t)  (z)  durch  die  Operationen  Qy,,  [Jn  hervor- 
geht, so  kann  man 

®  =  Dy.D..A»,tj)2(0(«)® 

setzen.  Die  Summe  2  {t){z)(&  lässt  sich  nach  1  durch  die  Polaren- 
bildungen 

ans  Ansdrttcken  von  der  Form  {^r,Q^(t)&  ableiten  und  man  hat 


®  =  D.v.D"/"(y,  r) 


(^)(^''02W®- 


Vollzieht  man  nnn  die  Operation  y .    ,  so  ergibt  sich 


Ve,c®  =  üv.D»/'(».*') 


{>^ 


®+ 
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Vollzieht  man  ferner  die  Polarenbildungen  (61),  so  können 
ans  den  Summen  2(^)(8  nur  lineare  Verbindungen  von  Aus- 
drücken entstehen,  welche  die  Gestalt 

haben,  wo  die  Determinanten(v7C)u  -«yC^^);-  •  &nch  durch  andere 
von  demselben  Bau  sowie  fp  l^,  I3  durch  19,,. .  oder  Ci, .  •  ersetzt 
werden  können.  Die  Ausführung  der  Operation  □„  gibt  dann 
Ausdrücke  von  der  Form 

welche  durch  die  letzte  Operation  Qy,  in 

übergehen.  Nach  (56)  ist  aber 

=  ^i(ß)^Aim 

und  man  hat  daher  allgemein 

V5,,®  =  207)en-^.®.  (62) 

Ebenso  erhält  man,  wenn  ^  eine  ganze  homogene  Function 
der  Coöfficienten  (g)  bezeichnet 

Ve.c«  =  2  (^  {Ä''^B)(jg)+{C-lA'^lABXn+iAC{^riZ))^ 
-hl»©  =  A*^+B^'^Cl{r)^'hABl{f)^^A^^(f)^.     (63) 

in.  Bezeichnen 

der  Gleichung  (11)  genügende  invariante  Gebilde  von  f  be- 
ziehungsweise g  mit  dem  Exponenten  0,  Pk  ein  Product  von  k 
Coöfficienten  (/),  Qk  ein  Product  von  *  Coöfficienten  (g),  wobei 
r^=:A^=P^=:ö^  =  l  gedacht  wird,  so  kann  man  jedem  Pro- 
ducte  Pj,  Qq  eine  solche  Gestalt  geben,  dass  es  nur  aus  Gliedern 
von  der  Form 

iJ-53Cr(?>3C)Hrx)(A,)  (64) 

besteht. 
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Wenn  p=  1,  q=0  ist,  so  hat  man  r^  =/* — ^An^  nnd 

Desgleichen  für  j»  =  0;  y  =  l 

Die  Behauptung  gilt  also  ftlr  die  Fälle,  wo  p-f-y  =  l.  Gilt 
dieselbe  aber  ftlr  alle  Fälle,  wo  p+q^rij  so  kann  man  sie  auch 
für  den  Fall  p+ 9  =  11+1  beweisen.  Beachtet  man,  dass  nach  (62) 

ist,  so  ergibt  sich  aus  (31) 

p^  =2j(r^)+(Ci3C)2sP,-20i-+.^(?>j02i/'i^-i- 

Hienach  wird 

P^Q,  =  (?,2j(r^)-+.(Ci?C)2jP^-aÖ,+i+AI>^C)2jP,-i0r  (65) 
Femer  wird  aus  denselben  Gründen 

Q,  =  S5(A,)+(eT3C)[^*2sO,_,+i»2ie,_,] 

+(?.2C)[C2:p,e,^2+...]. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  Q^  in  (65)  ein  und  erwägt,  dass 
(Fp)  =  2jP^  ist,  so  ergibt  sich 

p^e,=2j(r^)(A,)+^*(f>jc)2iPpe,_i+i»(c>202i/5-öi-i 

+  0(?TjC)5:äP^+i  0,-2-+- . . .  H^nO^hPp-^Q^+i-^A^^^O^iPp-iQr 

Da  nun /^jPg_i,.  .  . P^_ 2 ög+i  bereits  die  gewünschte  Form 
haben,  so  ist  auch  Pp  Qq  auf  dieselbe  gebracht. 

IV.  Es  sei  nun  B  irgend  ein  der  Gleichung  (11)  genügendes 
invariantes  Gebilde  von  f  mit  den  Gradzahlen  m,  n  und  dem  Ex- 
ponenten r.  Da 


-(i)"(i:)"v 


i-TiV 


ist  und  ®  nach  III  als  Summe  von  Ausdrücken  darstellbar  ist, 
welche  alle  die  Form  (64)  haben,  so  erscheint  6  als  lineare 
Function  von  invarianten  Gebilden  von  der  Form 
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mit  Co^fficienten^  welche  ganze  Verbindungen  von  Ay  5,  C  sind, 
nnd  es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Ermittelung  dieser  Gebilde. 
Wennp  oder  y  =  0  ist,  so  muss  —  wenn  kein  verschwin- 
dendes Kesultat  entstehen  soll  —  auch  p  =  0  sein  und  man  er- 
hält die  Gebilde 

Jstp>0  und  9  > 0;  so  hat  man,  um  G  zu  ermitteln,  an  dem 
Product 

r,(j,,  v)\{z, «)  (66) 

eine  Reihe  von  Operationen 


D. 


n  D.n,        [yJy        [^}        [j,        ( j,       y  ,       [^j 


auszufahren,  aus  deren  Resultaten,  multiplicirt  mit  Potenzen  von 
Uxy  sich  G  nach  10  linear  zusammensetzt.  Das  Product  (66)  zer- 
fUUt  nach  I  in  lauter  Glieder  von  der  Form 

iÄ-mC^vlwlf-(y,  v)g'(y,  v)r(z,  w)ff^{z,  w) 

und  es  erhellt  unmittelbar  aus  den  Formeln  (54),  (57),  (58),  (59) 
dass  sich  nach  Vollziehung  der  Operationen  Qj^,  □»p  eine 
ganze  Function  von 

Af     Bj     C,     Vyy     Vgy     Wyy     Wg 

ergibt.  Die  Ausführung  der  Polarenbildungen  f    j,  f    j,  f    j,  f    j, 

nach  welchen  entweder  j/i,.  •,  z^^' .  oder  v^,. .,  t&|,.  .  aus  dem 
Resultate  verschwinden  müssen,  ergibt  eine  ganze  Function  der 
Gebilde  (60)  und  der  Ausdrücke 

f{x,  v),        f{x,  w\        gix,  v\        g{x,  w)  (67) 

Sltcb.  d.  matbem.-naturwr.  Ol.  XCY.  Bd.  II.  Abth.  65 
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beziehnnggweise 

fd/^ti),        r{z,u\        g(f,,u),        g{z,u).  (68) 

Ist  keine  der  Operationen  (      \\     )  ansznftthren,so  mttssen 

yiy''y»iy  nndV|;..,  ^iv  •  zugleich  aus  dem  Resaltate  ver- 
schwinden und  man  bat  eine  ganze  Function  der  Gebilde  (60). 

Ist  dagegen  die  Operation  (      j  ein-  oder  mehreremale  zu 

YoUziehen,  so  fallen  (8)  die  mit  v^  y  Wx  behafteten  Bestandtheile 
fort  und  man  hat  nur  eine  ganze  Function  jF*  der  Ausdrücke  (67) 
zu  behandeln.  Es  ist 

f^V=f  3«F 8»F         \    y  .^    V3flL 

Nach  Erschöpfung  der  Veränderlichen  i?^,. .,  itj,.  ,  .  ergibt 
sich  sonach  c,f^  als  Resultat. 

Die  Ausführung  der  Operationen  f     j  an  einer  ganzenFunc- 

tion  der  Ausdrücke  (68)  führt  analog  zu  einem  Ausdrucke  c^K 

17. 
Zwei  quadratische  Formen.* 

Nach  15  lässt  sich  für  zwei  quadratische  Formen  ein  ge- 
schlossener Bestand  invarianter  Gebilde  angeben,  durch  welche 
alle  möglichen  invarianten  Gebilde  dieser  Formen  in  ganzer 
Weise  ausdrtickbar  sind.  Derselbe  ergibt  sich  folgendennassen. 

Es  seien 

die  beiden  Grundformen  und  man  setze 


1  Glebsch-Lindemanny  Vorl.  über  Geom.  S.288. 
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«I««33  — «W  =  ^ll  «33«1|— «31=^«»  «11««  — «l»  =  ^33 

«U«13— «ll««3  =  ^13     «U«13— «»»«»t=^»l      «18«»3— «»8«l»  =  ^l» 

#  »  #•  j/  II  19  AI  II  '2  ^_     ^' 

«8»  «33— «23=^11  «33  «11  — «31  =^««  «11«««  — «1»  =  ^33 

«««la  — «li«i3  =  ^     «'it«i:i— «i««ii  =  ^i     «l3«i3— «i3«'i«=^i» 

««««^-♦■«33«i«— 2«i3«i3  =  *ll  «lt«i3  +  «13«lt— «ll«i3  — «t8«'ll=*t8 
«83«11+«11«33  — 2«31«31=*«t  «l««i3-*-««8«l«  — «8t«31  — «81«M=*81 
«ll«M-+-«tt«ll— 2«l«««  =  *38       «18«i3-*-«88«13  — «88«'l«  — «18«33=*lt 

'^«-^33"'" -^88-^2«  2^4^3-4,3=:  Ä,j  Ay^A^^-h A^^A^^  ^11^23  -^8-^11^^  ^«8 
•^88-" U"*"-^!  1^33  ^-^13-^13^^  ^22  ^12-^23"^ -^23-^12  -^22-^31  -^81-^22^^  *8t 
.•^11-^22"'" -^22-^11       ^A2-^12  ^^  ^83    -^18-^23*^^23^13       -^83-^12        Al-^33^^  "U 

2  ^aßttaWp  =  F{U) 

2Xptlallp  =  F'(u) 

2Ä«piiBttp  =  G(u) 
2  ba^Xj^x^  z=  g{x) 

2=fcan«22«88  =  ^ 

2it«;i«u«33  =  ^ 

Ai«n+^i2«i2+^88«^+2il„a;3+2^,ai,+2.1j,a;,  =  £ 
^ii«ii+^;2«22+^ij«88+2^tt«t8+24i«8t+2i<«a,,  =  E'. 

Der  Yollständige  Bestand  invarianter  Gebilde  für  die  Form/* 
ist  dann: 

D,     f(x\    F(u),     u. 

und  ffir  das  System  (/*,  «,,  ä,): 

/•'(or,  «),  i?"(«,  orz).  «. 

Um   ans   den  invarianten  Gebilden    der  Systeme  f  nnd 
{Tf  tt*i  «x)  alle  unzerlegbaren  Producte  P  und  P'  mit  complemen* 

66* 
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tären  Gradzahlen  zn  bilden^  kann  man  für  P  nnr  eine  der  An- 
nahmen 

P  =  f        P=F        P  =  fF  (69) 

machen.  Bezeichnet  nämlich  (/>,  q)  zar  Abkürzung  eine  Form 
mit  den  Gradzahlen  p,  g,  so  mttsste,  wenn  f  in  P  mehr  als  ein- 
mal vorkäme^  P'  wenigstens  von  der  Classe  4  sein,  also  entweder 
einen  Factor  (0,  2)  oder  zwei  Factoren  (0,  1)  oder  zwei  Factoren 
(1,1)  enthalten,  welche  Annahmen  alle  zn  zerßlllbaren  Prodncten 
fuhren.  Dasselbe  gilt,  wenn  jF*  in  P  öfter  als  einmal  vorkäme. 

Die  fttr  P'  zu  machenden  Annahmen  werden  dadurch 
wesentlich  redncirt,  dass  man  von  den  Fällen  absehen  darf,  in 
welchen  P'  die  Quadrate  und  Producte  je  zweier  der  Ausdrücke 

r(s,z),    r(^,*-u),    r{x,s'u) 

oder  auch  der  Ausdrücke 

F'(«,tt),         F'{8,  x'z),        F'{u,x'z) 
enthält.  Es  ist  nämlich  nach  (41) 

f{z,  ru)*  =  f'(z)  f{s'u)—F'{H)  uW2F'{8,u)  u,s.—F'{u)8l 
fix,  s-uf  =  fix)  f'{H'u)—F'{s)  i4+2F'(«,  u)  u,s,—F'{u)8l 

f\x,z)  f{x,8'u)  =  f{x)  f{z,8'u)'hF'(u,X-z)8^  —  F'(8,X'Z)u^ 

r(x,z)f'(z,8'u)  =  f'{z)f'{x,8'u)^F'{8,X'z)u,—F'{u:X^z)8,  ' 

f'{x,8'u)f{z,8'u).=  f'{x,z)f'(8'H)—F'{8)u,U,—  F\u)8„8,^ 

F'(8y  m)(«xU,-^*,1I,) 

F\8yuy  =  F'{8)  F'  [u)—D'f\8'xi) 

F\8,x'zf  =  F\8)  F\x'z)-D\r{z)8l-2r{x,z)8.8,^r{x)8\) 
F\u^'zy  =  F\u)FXx'z)--iy(/'(z)ul—2f'[x,z)u,u.^f*(x)ul) 
F\8,u)F'{8,x'z)  =  F'{8)F'(u,x'z)^D'(f{z,8'u)8.-r(x,8'u)8.) 
F'(8,u)F\u,x'z)  =  F\u)F'{8,x'z)  +  iy(f(x,ru)u.—f(z,8'u)u,) 

F\8,X'Z)F\U,X'Z)=F\8,U)F'{X'Z)  —  D'{f{x)u.8.^f{z)8,u,^ 

f'(x,z)(8^U,-h8,  M,)). 

In  allen  diesen  Fällen  ist  der  Ausdruck  [P,P^  linear  in 
mehrere  eventuell  mit  invarianten  Gebilden  von  /^  multiplicirte 
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AnsdrOcke  [P^P']  zerlegbar,  welche  den  übrigen  Annahmen  für 
P'  oder  aber  zerfallenden  Producten  P,  P'  entsprechen  oder  end- 
lich wegen  des  Vorkommens  von  Ux  in  P'  nach  (46)  in  D  nnd 
ein  invariantes  Gebilde  Ton  f  zerfallen. 

Dies  vorausgeschickt,  bedingen  die  Annahmen  (69)  für  P' 
beziehungsweise  die  Gestalten  (0,  2)  oder  (0,1)- (0,1),  (2,0)  oder 
(1,0) -(1,0),  (1,1) -(1,1)  oder  (1,1) '(0,  1)-(1,0)  und  man  hat 
die  Combinationen 

j  P  =  F{u) 

\  P'=f'i^),  F'iarz),r{x,z)  F\s,x-z),f'{x,z)B„  F'{s,x-z)s,,  4 

lP=f{x)F{u) 

{p'=zf(s,»'u)F'(8,u)s^,  f{x,ru)s,u.,  F'{u,ar%)f{x,z)u^ 

'  F'{u,x'z)s,u^ 

Der  vollständige  Bestand  invarianter  Gebilde  zweier  quadra- 
tischen Formen  enthält  daher  folgende  Ausdrucke: 

1.  Die  vier  Invarianten 

D,  D' 

2.  Die  vier  zugehörigen  Formen 

F{b),  F'is) 

[rF,f{x,  s-u)F'{s,u)s.]  =  :^±F(l,s)F'i2,s)G(3,s). 

3.  Die  vier  Covarianten 

[F,F'{x'z]=g(z) 

[fF,r{x,z)F'{u,x-z)n,]  =  l±f(l,z)ri2,z)gi3,z) 

4.  Die  neun  Zvnschenformen 

8. 

[f,F'  («,u)«.]  =  AI,«)  F'{\,,)+f(2,z)  F'(2,8)+r(.^,z)  F'(3,«) 
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[F,r'(x,z)*.]  =  AI.«)  Fil,.)+r{2,z)  F{2,,)  +r(8,z)F(3,,) 

[r,r{z,»'u)u,]  =  2±«./(2,«)A,(3,«) 

[F,r{x,z)  F'{s,x-z)]  =  5:±«/(2,t)</(3,*) 

[/•F,F'(tt,:r-«)»,«J  =  -2d=«/(2,«)^(3,ä;) 

[F,  F'{»,x'z)8,]  =  -2±«,F(2,«)  F'(3,«) 

[A  r  («,«•«)  J^'  (»,«)]  =  -  2±^.F'(2, «)  C(3») 

[/•F,/'(a?, »•«)».«.]  =  S±2,F(2,«)  C(3,»). 

Setzt  man 

r(i,^)F(i,«)+r(2,ar)F(2,«)+m^)^(3,«) =ivr 

/•(l,ar)F'(l,«)+/'(2,ar)F'(2,«)+A3,a;)F'(3,«)=JV'         ' 
2±F(l,«)F'(2,tt)C(3,tt)  =  A, 
2d=a:,F(2,«)F'(3,M)  =  A, 

'Z±x^F{2,u)  G{S,u)  =  A, 

2±:r,F'(2,tt)  G{3,u)         =  A, 

2±Ai,^)r(2,^)K3,*)    =a; 

l±uj{2,x)fi3,x)  =Ai 

2±tt,/-(2,ar)«7(3,ar)  =  AJ 

l±uj'{2,s)g(3,x)  =^, 

80' lassen  sich  die  Quadrate  undProdncte  je  zweier  der  Ausdrücke 

A,,A.,...Ai,A;... 

sowie  anch  N*,  NN',  N'*  als  ganze  Functionen  der  Gebilde 

Z>,  E,  E',  jy,  F,  F'.  G,  f,  r,  g,  N,  N',  u,  (72) 

darstellen,  welche  in  Bezug  auf  N,  N'  linear  sind. 
Man  hat 

=  v»G^  [/"  (^)  r  (»)-^'  iFv)\  [n«)  F{v)-Df{u-T)\ 

=  Ef  F—Df  G—gF+DfF'—2DN'u,+DEful  (73) 

Ebenso  ergibt  sich 
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jfft  -  E'fF'  —  D'fG  —  gF'-hiyfF  —  2B'Nu.+D'Eul    (74) 

Das  Prodact  NN'  erhält  man  ans  N*  mit  Hilfe  der  Operation 

-•'  8-^.  -^''"  8-^  -^'•»  k;  •^"»  8-^  ^<  8^  -^-'«  8^. 
mid  es  wird 

NN'  =  \  {p'F—EF')f^\  {DF'—E'F)f-¥\  Gg^ 

+{E'  N+EN')u,—\{pD'^EE')v:^.  ^    ^ 

Behufs  Bestimmang  der  Producte  je  zweier  der  Ausdrücke 
(71)  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  y,  tp  irgend  zwei  von  den  Co- 
varianten  f^  f{  g^  ^,  "^  irgend  zwei  von  den  zugehörigen  Formen 
f  ,  F/  G  bezeichnen,  die  invarianten  Gebilde 

y(l,  a:)*(l,  ii)+y(2,  ar)*(2,  M)+y(3,  ar)*(3,  u) 

flieh  in  Anbetracht  ihrer  Gradzahlen  linear  durch  JV,  JV',  u^^  die 
Gebilde 

S  ^py(«,  o;) ^(ß,  or),  2  <3?(«,  ^)  ^(ß.  or), 

aus  demselben  Grunde  linear  durch  f,  F',  G  beziehungsweise 
/;  fl  g  ausdrücken  lassen  müssen.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass 
das  Product  A,  A^  nach  der  Multiplicationsregel  fttr  Determinanten 
in  eine  ganze  Function  der  Ausdrücke  (72)  übergeht.  Um  A,  A«, 
A^  Ai  zu  erhalten,  denke  man  sich  nach  derselbeuBegel  die  Pro- 
ducte 

2  ±  /i^.a^ßjj.A,  A*  =  D^i^t       2  ±  a;,a;,a^3.A,A,  =  /)' A,  A* 

2  ±  ^„  At^33  ^i ^i  =  J>^^'Ai      2  ±  ^Ji^; A  ^'  ^*  =  /)'*A{ Ai 

entwickelt;  es  ergeben  sich  dann  ganze  Functionen  der  Ausdrücke 
(72),  von  welchen  sich  der  Factor  D  oder  ff,  beziehungsweise/)* 
oder  /y*  (bei  Z)*A'J  unter  Zuhilfenahme  der  Gleichung  (73))  ab- 
lösen lässt. 

18. 
Invarianten  dreier  quadratischen  Formen. 

Es  seien  f^f,'  f  drei  quadratische  Grundformen  und  es 
werde  unter. Beibehaltung  der  in  17  gebrauchten  Bezeichnungen 
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r=<t^+<^«-4-. 

.    H 

/>"  =  2:±«t< 

<        <       <3 

"i 

F"  =  — 

<  <  <. 

<  <  < 

«3 

«1         «»         «8 

0 

=<,« 

.j+4; «»+... 

+! 

+2aJ',j?jj?, 


24,«,«, 

gesetzt. 

Um  alle  selbstständigen  Invarianten  des  Systems  (/;  f ',  Z^') 
zu  ermitteln^  hat  man  zunächst  ans  den  invarianten  Gebilden 

von  f"  einerseits  und  den  in  17  aufgestellten  invarianten  Ge- 
bilden des  Systems  (/*,  f^  andererseits  alle  möglichen  nnzerfall- 
baren  Producte  P,  P'  mit  complementären  Gradzahlen  zu  bilden. 
Die  Producte  P  haben  alle  gerade  Gradzahlen.  Dasselbe 
muss  daher  auch  mit  P'  der  Fall  sein.  Hieraus  folgt,  dass  man 
bei  der  Bildung  von  P'  von  den  Ausdrücken  (70),  (71)  absehen 
darf.  Da  nämlich  die  Ausdrücke  (71)  eine  ungerade  Gradzahlen- 
summe  besitzen,  so  mUssten  sie  in  P'  in  gerader  Anzahl  als  Fac- 
toren  vorkommen  und  ihr  Product  könnte  durch  eine  ganze 
Function  der  Gebilde  (72)  ersetzt  werden,  weil  das  Product  je 
zweier  dieser  Ausdrücke  sich  in  ganzer  Weise  durch  die  genann- 
ten Gebilde  darstellen  lässt.  Da  ferner  Ny  N'  ungerade  Grad- 
zahlen besitzen,  so  könnten  sie  in  P'  ebenfalls  nur  in  gerader 
Anzahl  als  Factoren  auftreten  und  man  könnte  ihr  Product  nach 
(73),  (74)  (75)  duich  eine  ganze  Function  der  Gebilde  (72)  er- 
setzen, in  welcher  N,N'  nur  linear  und  demzufolge  in  Verbindung 
mit  Ux  vorkommen;  Bestandtheile  mit  u^  können  aber  nach  (46) 
übergangen  werden.  Man  braucht  somit  P'  nur  aus  den  Gebilden 

zusammenzusetzen  und  erhält  folgende  Combinationen: 


P-¥" 


P'  =  F,  F',  G 
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Die  Formen  /*,  /^,  f"  haben  demnach  folgende  11  Invarianten, 
'durch  welche  alle  möglichen  Invarianten  in  ganzer  Weise  dar- 
stellbar sind: 

D,  V,  ry,  E,  E' 

[r,c]  =  25.3023 

[F",/-]  =  2^Jf3«r,3 
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Neue  Versuche  über  den  galvanischen  Lichtbogen. 


(tili  3  Holuchnitten.) 

Von  Dr.  £•  Lecher^ 

Doeent  an  der  k.  k.  Univeraität  Wien. 


Die  Thaisache^  dass  der  scheinbare  Widerstand  des  elek- 
trischen Lichtbogens  sehr  gross  ist  and  sich  mit  der  Länge 
kanm  ändert,  ist  lange  bekannt,  nnd  wurde  in  Terschiedener 
Weise  erklärt.  Edlnnd^  und  in  neuerer  Zeit  v.  Lang'  und 
Arons'  nehmen  eine  elektromotorische  Gegenkraft  an, 
welche  dem  Hauptstrome  entgegenwirkt  und  dadurch  die  grosse 
Potentialdifferenz  an  den  beiden  Elektroden  erzeugt  Ebenso 
Fröhlich*  und  Peukert,*  welche  jedoch  vor  der  grossen  Zahl 
von  etlichen  40  Volt  zurttckscheuen  und  theilweise  auch  einen 
Übergangswiderstand  annehmen.  G.  Wiedemann 
hingegen  spricht  in  seinem  Lehrbuche  der  Elektricität  ^  die 
Vermuthung  aus,  dass  der  galvanische  Lichtbogen  möglicher- 
weise eine  discontinuirliche  Entladung  der  Elektricität 
sei,  wodurch  man  gleichfalls  zu  einer  Erklärung  der  thatsäch- 
liehen  Verhältnisse  geengt  Schliesslich  möchte  ich  noch  einen 
vierten  Punkt  erwähnen,  welchem  vielleicht  auch  ein  gewisser, 
wenn  auch  kleiner  Antheil    an    der  Constanz  der  Potential- 


1  Pogg.  Ann.  Bd.  131  (1867),  S.  536.  —  Bd.  133  (1868),  S.  353.  — 
Bd.  134  (1868),  S.  250,  337.  —  Bd.  139  (1870),  S.  353.  —  Bd.  140  (1870), 
S.  552.  —  Wied.  Ann.  Bd.  15. 

2  Sitzber.  d.  Wr.  Akad.  Bd.  91/n  (1885),  S.  844.  —  Ibidem  Bd.  95/11 
(1887),  S.  84. 

8  Wied.  Ann.  Bd.  23  (1887). 

*  Elektrot.  Zeitachrift.  Berlin  (1883).  S.  150. 

5  Zeitschrift  für  Elektrotechnik.  Wien  (1885).  S.  111. 

«  Elektricität  (1885).  Bd.  IV,  S.  835  u.  S.  855. 
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differenz  gebtthrt,  Bämlich  den  UmstaBd,  dass  die  Elekricität 
zwischen  den  zwei  Spitzen  sich  ränmlich  ausbreitet 

Es  sind  somit  vier  verschiedene  Gründe  fttr  die  beobachtete, 
fast  constante  Grösse  der  Potentialdifferenz  anzuführen,  welche 
entweder  einzeln  oder  vielleicht  auch  in  Combination  auftreten 
können: 

1.  Elektromotorische  Gegenkraft, 

2.  Übergangswiderstand, 

3.  Discontinuirliche  Entladung, 

4.  Bäumliche  Ausbreitung. 

Die  Erscheinungen  am  galvanischen  Lichtbogen  sind  so 
complicirt,  dass  ich  trotz  der  folgenden  Versuche  nicht  wage, 
mich  definitiv  fttr  eine  oder  einige  der  obigen  Hypothesen  zu  ent- 
scheiden. Zudem  liessen  meine  experimentellen  Hilfsmittel  oft 
zu  wünschen,  so  vor  Allem  die  Gramme'sche  Maschine,  welche 
mir  in  den  meisten  Fällen  als  Stromquelle  diente  und  welche  in 
Verbindung  mit  einem  Gasmotor  von  1  Pferdekraft  oft  recht  in- 
constant  vnrkte.  Die  Versuche  dttrfen  aber  gleichwohl  die  Ver- 
muthung  G.  Wiedemann's  noch  wahrscheinlicher  und  die  elek- 
tromotorische Gegenkraft  Edlund's  noch  unwahrscheinlicher 
machen,  als  sie  es  von  Haus  aus  waren. 

Ein  Tersach  fiber  die  elektromotorische  Gegenkraft 

Der  Begriff  einer  elektromotorischen  Gegenkraft  im  Licht- 
bogen vmrde  1867  von  Edlund  eingeführt.  Ich  habe  bereits  an 
anderer  Stelle  ausgesprochen,  dass  a  priori  das  Auftreten  einer 
derartigen  Gegenkraft  nicht  zu  vermuthen  sei.  Edlund  meint, 
dass  die  mechanische  Arbeit,  die  im  Lichtbogen  durch  das  Auf- 
reissen  der  Pole  geleistet  wird,  eine  elektromotorische  Kraft 
erzeuge.  Diese  Zerreibung  der  Pole  ist  eine  mechanische  Arbeit, 
die  der  Strom  im  Lichtbogen  verrichtet.  In  der  Volta'schen  Zer- 
setzungszelle leistet  der  Strom  allerdings  gleichfalls  Arbeit  durch 
Zerlegung  der  elektroljrtischen  Bestandtheile.  Das  bedingt  aber 
noch  keineswegs  eine  elektromotorische  Gegenkraft;  dieselbe 
entsteht  vielmehr  erst  dadurch,  dass  die  zersetzten  Bestandtheile 
wieder  in  ihren  unzersetzten  Zustand  zurttckstreben  und  durch 
diesen  Btickprocess  elektromotorisch  wirken. 
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Im  Jahre  1868  yeröffentlichte  Edlund  einen  Versnch, 
welcher  direct  die  Wirkung  der  elektromotorischen  Gegenkraft 
zeigen  soll. 

Es  wurde  durch  eine  passend  constrnirte  Wippe  die  Batterie^ 
welche  den  Lichtbogen  speist,  räch  ausgeschaltet  und  anderer- 
seits ein  empfindliches  Galvanometer  in  eine  Leitung  mit  den 
Elektroden  eingeschaltet.  Dieses  Umwerfen  der  Wippe  bean- 
sprucht YgQ  Secunde  und  dann  soll  nach  Edlund  der  Widerstand 
des  erlöschten  Lichtbogens  circa  10  Ohm  sein  und  es  soll  das 
Galvanometer  auch  stets  einen  dem  ursprünglichen  entgegen- 
gesetzten Strom  anzeigen,  welcher  durch  die  elektromotorische 
Gegenkraft  des  Lichtbogens  erzeugt  sein  soll. 

Ich  glaube  jedoch,  dass  dieser  Versuch  Edlund 's  über- 
flüssig complioirt  ist  und  dass  man  nach  folgender  Methode  viel 
leichter  und  rascher  diesen  Gegenstrom  müsste  finden  können. 
In  untenstehender  Figur  bedeutet  D  die  Dynamomaschine^  von 


L 


i£ 


welcher  die  Leitung  über  a  zum  Lichtbogen  L  (Kohlenelektroden) 
führt,  von  da  über  a'  durch  einen  Gommutator  cd  zum  Galvano- 
meter G  und  andererseits  wieder  von  hier  durch  den  Gommutator 
ccf  über  V  und  b  zurück  zur  Maschine.  Die  Galvanometernadel 
ist  mit  einer  passenden  Hemmung  versehen,  so  dass  sie  nur  nach 
einer  Seite  ausschlagen  kann.  Die  Ablesung  erfolgte  mit  Spiegel 
und  Fernrohr;  da  jedoch  der  volle  Strom  der  Maschine  die  Nadel 
weit  über  die  Scala  hinausgetrieben  hätte,  war  dem  Galvano- 
meter ein  passender  Widerstand  d  vorgeschaltet.  Zunächst  wurde 
der  Gommutator  so  gestellt,  dass  bei  brennendem  Lichte  die 
Nadel  sich  frei  bewegen  konnte  und  eine  genau  bestimmte  Ab- 
lenkung zeigte;  hierauf  wurde  zuerst  der  Gommutator  umgelegt; 
wurde  jetzt  das  elektrische  Licht  wieder  angezündet,  so  wäre 
der  Ausschlag  eben  so  gross  wie  früher,  aber  in  entgegenge- 
setzter Richtung  erfolgt,  wenn  die  Nadel  nicht  durch  die  Hem- 
mung genau  am  Nullpunkte  zurückgehalten  wäre.  Überdies  wird 
jetzt  noch  der  Nebenschluss  d  entfernt  und  es  liess  sich  jetzt  nun 
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leicht  berechnen^  dass  der  Ansschlag  der  Nadel  ohne  Hemmang 
circa  das  5 — 7fache  der  ganzen  Scala  betragen  hätte.  Wir  haben 
somit  in  diesem  Momente  des  Versnches  in  der  Leitung  einer 
Dynamomaschine  nur  eingeschaltet  ein  elektrisches  Licht  and 
ein  Oalvanometer^  welches  ohne  Hemmung  einen  sehr  bedeuten- 
den Ansschlag  geben  wttrde.  Jetzt  bringe  ich  die  beiden  Punkte  a 
und  b  durch  einen  kurzen  metallischen  Contact  in  Verbindung; 
die  Maschine  ist  ganz  knrz  geschlossen  und  wirkt  gar  nicht  mehr 
auf  die  übrige  Leitung^  die  wir  auch  als  ein  ganz  geschlossenes 
System  betrachten  können.  Wäre  nun  in  L  eine  elektromotorische 
Gegenkraft  thätig,  so  wtlrde  der  dadurch  erzeugte  Gegenstrom, 
unbeeinflusst  von  der  Hemmung,  einen  Ausschlag  des  Galvano- 
meters in  entgegengesetzter  Richtung  erzeugen  müssen.  Leider 
wird  eine  derartige  Hemmung  ebenso  wie  die  anliegende  Gal- 
vanometernadel  ein  wenig  federn;  es  wird  somit  bei  diesem 
plötzlichen  Kurzschlüsse  ein  kleiner  Ausschlag  erfolgen,  der 
aber,  selbst  wenn  wir  ihn  auf  Rechnung  einer  Gegenkraft  setzen 
würden,  höchstens  zu  einem  Werthe  von  2  Volt  führen  würde. 
Aber  seiht  gegen  diesen  kleinen  Werth  spricht  ein  weiterer  Ver- 
such, dass  der  Ausschlag  gleich  bleibt,  wenn  der  Enrzschluss 
statt  bei  a  b  bei  a'  V  erfolgt. 

Ich  halte  diesen  Versuch  nicht  ftlr  einen  absoluten  Gegen- 
beweis gegen  die  elektromotorische  Kraft  des  Lichtes,  denn  man 
könnte  ja  immerhin  sagen,  dass  der  Widerstand  des  erlöschenden 
Lichtbogens  ein  sehr  grosser  sei.  Jedenfalls  aber  ist  obiger  Ver- 
such im  directen  Widerspruche  mit  dem  Resultate  Edlund's, 
well  dieser  zwischen  dem  Erlöschen  des  Lichtbogens  und  der 
Constatirung  des  Gegenstromes  eine  unvergleichlich  grössere 
Zeit  verstreichen  lassen  muss,  als  dies  bei  meiner  Methode 
geschieht. 

Dass  bei  Erlöschen  des  Lichtes  der  Widerstand  nur  sehr 
allmälig  steigt,  kann  man  aus  folgendem  einfachen  Experimente 
ersehen.  Wenn  man  nämlich  in  eine  Leitung,  die  ein  elektrisches 
Lieht  speist,  die  primäre  Spule  eines  RhumkorfP  so  einschaltet, 
dass  das  Licht  dort  brennt,  wo  im  Interruptor  beim  gewöhn- 
lichen Gebrauche  des  Apparates  die  Unterbrechung  stattfindet, 
80  erhält  man  in  der  secnndären  Spirale  dadurch,  dass  man  die 
Kohlen  langsam  abbrennen  und  auslöschen  lässt,  keinen  Funken, 
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wohl  aber  bei  einem  sehr  raschen  Aaseinanderziehen  derselben. 
Der  Widerstand  steigt  im  ersteren  Falle  zu  langsam. 

Mit  Bticksicht  auf  diese  eben  geschilderte  Erscheinnng 
dürfte  obigem  Yersnche  vielleicht  doch  eine  grössere  Bedentang 
zakommen,  als  es  aof  den  ersten  Blick  scheint. 

Bereits  in  der  im  Jahre  1867  veröffentlichten  Arbeit  zeigte 
Edland  dadurch,  dass  er  (Üi  den  galvanischen  Lichtbogen  ent- 
sprechende Widerstände  substitairte,  in  indirecter  Weise,  dass 
die  Potentlaidifferenz  an  den  beiden  Elektroden  sich  ansdrttcken 
lässt  durch  eine  Formel 

a-hblf 

wo  a  und  b  zwei  Constanten,  /  die  Länge  des  Lichtbogens 
bedeutet. 

Wenn  bl  als  die  gewöhnliche,  dem  Widerstände  ent- 
sprechende Potentialdifferenz  aufgefasst  wird,  so  kann  die  Con- 
stante  a  nicht  nur  durch  eine  elektromotorische  Kraft;,  sondern 
auch  durch  eine  Arbeitsleistung  erklärt  werden,  welche  der  elek- 
trische Strom  im  Bogen  leistet.  Ebenso  können,  wie  ich  glanbe, 
die  neueren  Versuche  V.  L an g's  und  Aren 's  aach  so  gedeutet 
werden,  dass  eine  bestimmte  Energiemenge  ein  für  allemal  zur 
Überbrttckung  der  Elektroden  verbraucht  wird.  * 

Ist  die  Potentialdifferenz  der  Elektroden  von  der  Tempe- 
ratur abhängig? 

V.  Lang  hat  die  Potentialdifferenz  verschiedener  Elektro- 
den mittelst  eines  Voltmeters  (Galvanometers  von  grossem  Wider- 
staade) bestimmt  und  glaubt,  dass  diese  Potentialdifferenz  oder, 
wie  er  sich  ausdrückt,  die  elektromotorische  Gegenkraft  eine 
Übereinstimmung  mit  dem  Schmelzpunkte  des  Elektrodenmate- 
rials zeige.  Nun  kann  man  aber  ebenso  behaupten,  dass  die 
Metalle  im  Lichtbogen  bis  fast  zu  ihrem  Schmelzpunkte,  jeden- 
falls aber  nie  weit  darüber  hinaus  erhitzt  werden,  und  dass 
daher  die  Potentialdifferenz  der  Elektroden  direet  durch  ihre 
Temperatur  bestimmt  werde.  Dabei  fällt  auch  die  Ausnahms- 
stellung, welche  Silber  zeigt,  weg. 


1  Ober  eine  Anordnang,  welche  auch  in  Bezug  auf  obige  Verhältnisse 
grosses  Interesse  bietet,  siehe  Hertz,  Wie d.  Ann.  Bd.  XTX,  S.  797. 
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In  der  That  fand  ich^  dass  künstliche  Temperatnränderungen 
die  Potentialdifferenz  oft  ziemlieh  bedeutend  ändern  können. 
Ich  habe  zu  dem  Zwecke  drei  yerschiedene  Metboden  ange- 
wendet. 

Methode  1.  Die  beiden  Elektroden  steben  sieb  horizontal  in 
einer  Linie  gegentlber  nnd  können  mit  Hilfe  passender  Schraaben 
einander  beliebig  genähert  werden.  Die  eine  Elektrode  ist  znr 
Erde  abgeleitet  und  die  andere  ftihrt  zur  Lemniscate  eines  Thom- 
son'schen  Elektrometers,  dessen  zwei  Quadrantenpaare  mit  Hilfe 
einer  kleinen  Batterie  auf  +25  Volt.,  resp.  —-25  Volt,  geladen 
waren.  Der  Ausscblag  des  Elektrometers  hat  so  die  passende 
Grösse  und  ist  überdies  dem  Potentiale  der  Lemniscate  propor- 
tional. Geaicht  wurde  das  Elektrometer  vor  und  nach  jedem  Ver- 
suche mit  50  kleinen  Elementen ,  deren  Werth  nach  einem 
Clarkeelement  bestimmt  war.  Es  wird  somit  die  Potentialdiffe- 
renz der  Elektroden  direct  elektrometriseh  abgelesen. 

Die  zur  Erde  abgeleitete  Elektrode  kann  mittelst  eines  Gas- 
gebläses erwärmt  werden. 

Methode  2.  Wie  früher;  nur  sind  beide  Elektroden  bis 
knapp  an  ihre  Spitze  sehr  dick  mit  dünnem  Kupferdraht  um- 
wickelt, um  durch  die  Leitung  desselben  eine  Abkühlung  hervor- 
zubringen. 

Methode  3.  Die  Elektroden  steben  senkrecht  übereinander 
und  die  untere  taucht  bis  auf  ihre  Spitze  in  ein  grosses  Qneck- 
Silberbad,  wodurch  sie  beträchtlich  gekühlt  wird.  Das  Queck- 
silber selbst  ist  mit  einer  dünnen  Wasserschichte  bedeckt,  um 
die  schädliche  Wirkung  aufsteigender  Quecksilberdämpfe  zu 
mindern. 

Kohlen elektroden  (5-5  Mm.  Durchmesser).  Die  nach 
diesen  drei  Methoden  erreichten  Resultate  sind  bei  Kohle  am 
auffallendsten. 

Ich  werde  die  einzelnen  Messungen  nicht  in  Tabellen  mit- 
theilen, sondern  der  grösseren  Übersichtlichkeit  wegen  nur  die 
wichtigsten  Resultate  im  Mittel  angeben.  Ebenso  sei  ein  für  alle- 
mal erwähnt,  dass  die  Stromstärke,  die  ausgiebig  zu  ändern  ich 
nicht  im  Stande  war,  immer  auch  bei  andern  Versuchen  auf 
circa  5  Ampere  erhalten  wurde. 
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Stehen  die  Kohlen  einander  in  einer  Entfernung  von  2  Mm. 
horizontal  gegenüber,  so  ist  die  Potentialdifferenz  circa  42  Volt, 
beim  Erwärmen  der  negativen  kälteren  Elektrode  steigt  diese 
Potentialdifferenz  bis  anf  52  Volt;  beim  Erwärmen  hingegen 
der  positiven  Elektrode  anf  48  Volt  Diese  letzteren  Zahlen  sind 
die  änssersten  erreichten  Grenzwerthe  und  sind  sehr  abhängig 
von  dem  Grade  der  Erwärmung,  d.  h.  von  der  Regulirung  des 
Gasznflusses  beim  Gasgebläse. 

Stellt  man  die  Kohlen  senkrecht  übereinander,  so  ist,  da 
jetzt  die  untere  Kohle  stets  die  obere  erwärmt,  die  Potential- 
differenz von  vornherein  eine  grössere,  und  zwar  wenn  die  posi- 
tivere Kohle  oben  ist,  etwa  47  Volt^  wenn  sie  unten  ist,  46  Volt; 
wird  die  untere  Kohle  durch  Quecksilber  gekühlt,  so  ist  die 
Potentialdifferenz  43,  wenn  es  die  negative  und,  sehr  angenähert 
41,  wenn  es  die  positive  ist.  Letztere  Zahl  gilt  ebenso  wie  alle 
übrigen  für  eine  Elektrodendistanz  von  2  Mm.,  ist  aber  nicht 
direct,  sondern  durch  Extrapoliren  bestimmt,  da  im  letzteren 
Falle,  d.  h.  bei  Kühlung  der  positiven  (heissen)  Kohle  der  Licht- 
bogen in  dieser  Distanz  nicht  mehr  ruhig  brennt.  Zu  erwähnen 
wäre  hier  noch,  dass  die  durch  Quecksilber  gekühlte  Kohle  nicht 
wie  gewöhnlich  spitzig  und  kegelförmig  znbrennt,  sondern  sich 
ziemlich  flach  abstumpft,  während  die  obere  Kohle  eine  Spitze 
bildet,  die  mit  einem  kleinen  blätterförmigen  Schirm  sich  um- 
kränzt. Letzte  Erscheinung  dürfte  vielleicht  auf  eine  Wirkung 
der  Wasserdämpfe  sich  zurückführen. 

Am  auffallendsten  zeigt  sich  die  Wirkung  der  Abkühlung, 
wenn  man  beide  Elektroden  dick  mit  Kupferdraht  umwickelt, 
so  dass  nur  die  brennenden  Spitzen  hervorsehen;  die  Potential- 
differenz sinkt  dann  bis  auf  35  herunter. 

Wollte  man  für  die  untersuchten  Fälle  die  Resultate  durch 
die  Formel  a+bl  ausdrücken,  so  hätte  man  (/  in  Millimetern): 
für  horizontale  Elektroden  )    ^     ^„^,  33 -0+4 -5/ Volt 

„   verticale  „  J  ohne  Kühlung         35.5^5.7,     ^ 

„  horizontale         „  mit  Kupferkühlung  25 'O-f-ö-O/     „ 

als  Potentialdifferenz  der  Elektroden.  Diese  Formel  gibt  im 
ersten  und  zweiten  Falle  Abweichungen  von  der  Beobachtung 
bis  zn  ±1-5  Volt.,  im  dritten  bis  zu  ±3  Volt.  Es  ist  somit  expe- 
rimentell  zweifellos  gemacht,   dass   die  Potentialdifferenz  bei 
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Kohlen  von  der  Temperatur  derselben  abhängt.  Damit  stimmt 
aueh  die  Thatsache  ttberein^  dass  dickere  Kohlenstäbe,  welche 
sich  weniger  stark  erwärmen,  als  dünne,  eine  geringere  Potential- 
differenz zeigen. 

Platinelektroden  (5  Mm.  Durchmesser).  Horizontale 
Platinelektroden  zeigen  bei  der  Distanz  von  2  Mm.  circa  35  Volt; 
sind  sie  beide  sorgfältig  mit  Kupferdraht  umwickelt,  welcher 
zwar  in  der  Nähe  der  Spitzen  mit  den  Elektroden  zusammen- 
schmilzt, dieselben  aber  doch  einige  Millimeter  frei  vorstehen 
lässt,  so  sinkt  die  Potentialdifferenz  auf  26. 

Mit  Quecksilberktthlung  gelang  es  mir  leider  nicht,  brauch- 
bare Resultate  zu  erzielen.  Ebenso  habe  ich  der  Kostbarkeit  des 
Materials  wegen,  weil  beim  gleichzeitigen  Erhitzen  durch  ein 
Gasgebläse  das  Platin  ziemlich  rasch  abtropfte,  auf  die  Unter- 
suchung des  Einflusses  der  Erwärmung  verzichten  müssen,  doch 
halte  ich  es  nach  den  von  mir  gemachten  Erfahrungen  für  kaum 
zweifelhaft,  dass  die  Resultate  analoge  sein  werden,  wie  bei 
Kohle. 

Für  horizontale  Platineelektroden  ergibt  sich 

280+4-H±  1-8  Volt 

Mit  Kapferktthlung  werden  die  Resultate  sehr  unsicher. 

Eisenelektroden  (5*5  Mm.  Durchmesser).  Bei  diesem 
Materiale  war  es  mir  unmöglich,  brauchbare  Resultate  zu  erzielen . 
Es  schien  mir  zwar  beim  Erwärmen  die  Potentialdifferenz  zu 
steigen  und  beim  Kühlen  durch  Kupferdrahtleitung  zu  sinken, 
doch  liegen  diese  Differenzen  innerhalb  der  Beobachtungsfehler. 
Ganz  unmöglich  war  es.  Eisen  mittelst  des  Quecksilberbades  zu 
kühlen,  denn  dann  wuchsen  aus  der  oberen  ungektthlten  Elek- 
trode, sowohl  während  des  Versuches,  als  ganz  besonders  nach 
Öffnen  des  Stromes  ganze  Knorpeln  und  Knollen  hervor.  Die 
Potentialdifferenz  horizontaler  Elektroden  ist 

20 +  5/ ±3  Volt. 

Kupferelektroden  (4*4  Mm.  Durchmesser).  Die  Tempe- 
ratur ist  hier  schon  eine  so  tiefe,  dass  nur  der  Einfluss  der  Er- 
wärmung untersucht  wurde.  Die  Potentialdifferenz  bei  2  Mm. 
Distanz  ist  circa  26  und  steigt  beim  Erwärmen  der  einen  Elek- 
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trode  anf  etwa  28  Volt,  und  zwar  wahrscheiDÜch  etwa«  mehr 
beim  Erwärmen  der  negativen,  als  wie  beim  Erwärmen  der  posi- 
tiven Elektrode. 

Ich  habe  die  Erwärmung  auch  dadarch  zu  erreichen  gesucht, 
dass  ich  an  eine  gewöhnliche  Kohlenelektrode  vorne  ein  1  Ctm. 
langes,  gleich  dickes  Eupferstück  anschraubte;  doch  ist  mit 
dieser  Anordnung  nichts  zu  erreichen,  da  der  grossen  Hitze  wegen 
(die  Wärme  der  Eupferelektroden  bleibt  der  schlechten  Ableitung 
wegen  concentrirt)  das  Kupfer  rasch  abtropft. 

Silberelektroden  (4*9  Mm.  Darchmesser).  Bei  2  Mm. 
Entfernung  ist  die  Potential differenz  zweier  horizontal  gegen- 
überstehender Silberstäbe  ungefähr  20  Yolt  und  steigt  beim 
Erhitzen  der  positiven  auf  23,  beim  Erhitzen  des  negativen  Poles 
auf  28  Volt. 

Bei  Silber  sowohl  als  bei  Kupfer  erscheint  das  constante 
Glied  sehr  klein,  es  ist  z.  B.  für  Silber  a  =  8  und  A=6;  doch 
sind  gerade  bei  diesen  zwei  Metallen  meine  Messungen  weniger 
zahlreich. 

Es  wird  noch  eine  grosse  Beihe  von  Methoden  geben,  um 
den  Einfluss  der  Temperatur  zu  studiren,  so  kann  man  z.  B.  die 
eine  Koble  horizontal  stellen  und  die  andere  senkrecht  darüber, 
je  nachdem  die  untere  Spitze  der  senkrechten  Elektrode  über 
dem  Anfange  oder  über  der  Mitte  der  Horizontalelektrode  stehen, 
müssten  die  Werthe  sich  ändern.  Es  zeigt  sich  hier  aber  eine 
grosse  Schwierigkeit  in  der  Bestimmung  der  Entfernung  der 
Elektroden.  Überdies  habe  ich  noch  die  untere  Uorizontalelek- 
trode  langsam  unter  der  Senkrechten  hin-  und  hergeschoben  oder 
auch  um  ihre  Längsachse  rotiren  lassen;  doch  sind  auch  hier  die 
Resultate  sehr  schwankende,  weil  der  Lichtbogen  durch  das 
Bewegen  der  Elektroden  mechanisch  sehr  alterirt  wird. 

Letztere;^  Versuch  machte  ich,  um  ein  Analogen  f&r  das 
Zischen  des  Bogens  zu  schaffen.  Dieses  Zischen  des  Bogens 
erklärt  sich  nämlich,  wie  ich  glaube,  durch  folgende  Hypothese, 
in  Ermanglung  einer  besseren  (mir  wenigstens  ist  überhaupt 
keine  andere  bekannt),  ziemlich  ungezwungen;  wird  der  Strom 
zu  stark  (näiiert  man  die  Elektroden  einander  zu  sehr),  so 
geht  die  Entladung,  wenn  eine  Stelle  zu  warm  geworden,  fort- 
während sprungweise  an  anderen  kälteren  Stellen  über,  durch 
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welches  Hin-  und  Herspringen  ein  Ton  entsteht  und  zugleich 
durch  Inansprachnahme  der  kältern  Partien  die  Potential- 
differenz fällt. 

Weil  die  in  diesem  Gapitel  beschriebenen  Versuche  ohne 
Ausnahme  eine  Abhängigkeit  der  Potentialdifferenz  von  der 
Temperatur  anzeigen,  so  glaube  ich  zum  Aussprechen  folgender 
Vermuthung  berechtigt  zu  sein :  Es  hängt  auch  bei  verschiedenen 
Elektroden  die  Potentialdifferenz  nicht  so  sehr  von  der  Substanz 
dieser  Elektroden,  als  wie  von  der  allerdings  durch  die  Substanz 
bedingten  Temperatur  ab.  Ich  selbst  war  nicht  in  der  Lage, 
Temperaturbestimmungen  der  Elektroden  direct  vorzunehmen. 
Es  wäre  aber  eine  diesbezügliche  Untersuchung  gewiss  von 
grossem  Interesse. 

Einige  Tersuche  über  das  Innere  des  Lichtbogens. 

Über  den  Potentialverlauf  im  Innern  des  Bogens  existiren 
bis  jetzt,  so  weit  mir  bekannt,  keine  Versuche.  Ich  will  daher 
einige  allerdings  vielleicht  nicht  ganz  einwurfsfreie  Zahlen  mit- 
theilen. Ich  steckte  nämlich  direct  in  den  Lichtbogen  hinein 
einen  kleinen  Eohlenstift,  IV5  Mm.  dick,  welcher  senkrecht  so 
gegen  die  Elektroden  stand,  dass  sein  Ende  genau  in  der  Mitte 
des  Lichtbogens  sich  befand.  Das  Ende  dieses  Stiftes  spitzte  sich 
in  der  Hitze  von  selbst  zu.  Dieser  Stift  stand  in  Verbindung  mit 
dem  Elektrometer.  Die  eine  Elektrode  war  zur  Erde  abgeleitet, 
so  dass  das  Elektrometer  direct  das  Potential  des  Ortes  des 
Kohlenstiftes  annehmen  muss. 

Durch  Vorversuche  überzeugte  ich  mich  zuerst  (an  Eisen, 
Platin  und  Kohle),  dass  das  Einführen  des  Stiftes  die  Potential- 
differenz der  Elektroden  nicht  bedeutend  ändert. 

Bei  Kohlenelektroden  zeigte  sich,  wenn  der  Stift  in 
Berührung  mit  der  nicht  abgeleiteten  negativen  Elektrode  war, 
ein  Potential  von  etwa  46  Volt,  welcher  Werth  der  Potential- 
differenz der  Elektroden  entspricht.  War  die  Spitze  des  Stiftes 
aber  nicht  in  Berührung  mit  der  positiven  Elektrode,  so  konnte 
man  dieselbe  längs  dem  ganzen  Lichtbogen  entlang  führen,  ohne 
dass  das  Potential  von  etwa  36  Volt  sich  stark  änderte.  Es  macht 
somit  das  Potential  im  Kohlenlichtbogen  einen  doppelten  Sprung; 
der    Widerstand    des  Lichtbogens  erscheint  sehr    klein,  viel 
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kleiner,  als  er  nach  der  gewöhnlicheB  Deutung  der  Constante  b 
(in  der  früheren  Formel  a  +  bl)  hätte  erseheinen  müssen.  Der 
Lichtbogen  hatte  bei  diesen  Yersnchen  mindestens  eine  Länge 
von  2*5  Mm.  und  das  entspräche  einem  Potentialgefölle  von 
10  Volt;  welches  innerhalb  des  Lichtbogens  selbst  sich  hätte 
zeigen  müssen  nnd  welches  bei  seiner  Grösse  gewiss  nicht  hätte 
tibersehen  werden  können.  Des  fernem  ergibt  sich  die  interessante 
Thatsache,  dass  die  gesammte  Potenzialdifferenz  sich  zoBammen- 
setzt  aus  zwei  Theilen;  es  findet  nämlich  unmittelbar  an  der 
positiven  heisseren  Elektrode  ein  Potentialsprung  von  36,  an  der 
negativen  kälteren  ein  solcher  von  10  Volt  statt 

Bei  umgekehrter  Stromrichtung  zeigt  dem  entsprechend  der 
Stift  nur  ein  Potential  von  10  Volt;  es  ist  somit  auch  hier  die 
Potentialdifferenz  einer  einzelnen  Elektrode  gegen  den  Licht- 
bogen von  der  Temperatur  abhängig. 

Die  Resultate  bleiben  die  gleichen,  wenn  man  statt  des 
Eohlenstiftes  einen  kleinen  Platinstift  in  den  Bogen  einsenkt,  nur 
zeigt  sich  hier  der  Missstand,  das  das  Platin  rasch  abschmilzt. 

Ein  fernerer  Übelstand,  welcher  mir  das  gewonnene  Resultat 
nur  als  ein  provisorisches  erscheinen  lässt,  liegt  darin,  dass  man 
die  eingesenkte  Spitze  eine  ziemlich  grosse  Strecke  senkrecht 
aus  dem  Lichtbogen  heraus  ziehen  kann,  ohne  dass  das  Potential 
dieser  Spitze  sich  wesentlich  ändert.  Wir  haben  somit  durch 
Einsenken  eines  derartigen  PrUfstiftes  nicht  einen  Punkt,  sondern 
den  Mittelwerth  einer  senkrecht  zur  Stromesrichtung  liegenden 
Linie  elektrometrisch  gemessen.  Gleichwohl  aber  deutet  die  eben 
geschilderte  Erscheinung  darauf  hin,  dass  die  räumliche  Aus- 
breitung des  Lichtbogens  eine  ziemlich  beträchtliche  ist. 

Diese  bei  Kohle  beobachtete  einseitige  Potentialdifferenz 
fand  ich  aber  nicht  bei  Platin,  Eisen,  Silber  oder  Kupfer.  Das 
Potential  des  innern  Lichtbogens  liegt  ziemlich  in  der  Mitte 
zwisciien  den  Potentialen  der  beiden  Elektroden;  vielleicht  liegt 
der  Grund  darin,  dass  die  Temperaturen  der  Elektroden  weniger 
sich  von  einander  unterscheiden,  als  bei  Kohle,  vielleicht  auch 
darin,  dass  sonstige  noch  nicht  studirte  Erscheinungen  des 
Überganges  von  Elektricität  oder  Erscheinungen  von  Influenz 
stark  glühender  Körper  hindernd  sich  geltend  machen.  Wäre  ein 
Übergangswiderstand  an  den  Elektroden  vorhanden,  so  müsste 
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derselbe  sich  in  Zusammenhang  bringen  lassen  mit  Erscheinungen^ 
welche  Guthrie^  auf  einem  allerdings  andern  Gebiete  studirte 
und  welche  neuerdings  von  verschiedenen  Forschern  weiter 
ausgearbeitet  worden^  ohne  dass  sie  jedoch  ihre  Arbeiten  in 
gegenseitigen  Zusammenhang  gebracht  hätten. 

Noch  eine  Bemerkung  möchte  ich  hier  anschliesseU;  welche 
sich  mir  bei  Betrachtung  des  Lichtbogens  aufdrängte. 

In  den  meisten  Fällen^  besonders  auffallend  aber  bei  Silber- 
und  Kupfer-Elektroden,  scheint  die  Hanptrichtung  der  Convection 
von  der  negativen  zu  der  positiven  Elektrode  zu  führen.  Die 
Lichterscheinung  pfnaust  so  heftig  aus  der  negativen  Elektrode 
herauS;  dass  z.  B.  ebensowohl  die  Metalldämpfe  als  auch  von 
unten  aufsteigenden  Rauch  heftig  in  dieser  Richtung  fort- 
geschleudert werden.  Bei  Platin,  Eisen  und  Kohle  ist  die 
Erscheinung  weniger  ausgeprägt,  dass  aber  auch  hier  ein 
Strömen  der  Materie  von  der  negativen  zur  positiven  Elektrode 
stattfindet,  beweisen,  wie  ich  glaube,  wenigstens  fUr  Kohle  die 
Versuche  von  Dewar,*  welche  direct  manometrische  Druck- 
unterschiede nachweisen. 

Ich  will  von  meinen  vielen  Notizen  über  das  Aussehen  des 
Bogens  bei  verschiedenen  Elektroden  keine  mittheilen,  da  bei  der 
Mannigfaltigkeit  der  Erscheinung  ein  einheitlicher  Gesichtspunkt 
noch  mangelt;  ich  will  nur  noch  eine,  wie  ich  glaube,  wichtige 
Thatsache  erwähnen;  wenn  man  nämlich  das  von  den 
Elektroden  ausgestrahlte  Licht  abblendet,  um  den  Lichtbogen 
selbst  besser  sehen  zu  können,  so  zeigt  sich,  dass  die  Breite 
desselben  in  der  Mitte  eine  verhältnismässig  sehr  grosse  ist.  Es 
strömt  somit  die  Elektricität  nicht  nur  direct  von  einer  Elektrode 
zur  andern  ttber,  sondern  auch  in  immer  mehr  sich  ausbauchenden 
Stromlimen.  Wäre  diese  Ausbreitung  eine  vollkommen  räumliche, 
so  wtlrde  der  Widerstand  nur  an  beiden  Elektrodenflächen 
liegen  und  die  Potentialdifferenz  derselben  unabhängig  sein  von 
ihrer  Entfernung.  Auf  jeden  Fall  wird  die  räumliche  Ausbreitung 
des  Lichtbogens  bei  einer  Erklärung  seines  Widerstandes  einmal 
mit  in  Rechnung  gezogen  werden  müssen,  wenn  dieser  Einfluss 
vielleicht  auch  als  nicht  bedeutend  sich  herausstellt. 

1  Phil.  Mag.  [4]  46,  p.  257, 1873. 

2  Chem.  NewB  45,  p.  37,  1882,  Beibl.  6,  p.  512. 
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Über  die  Discontinuität  des  Lichtbogens. 

Diese,  wie  ich  glaube,  zuerst  von  G.  Wiedemann^  ver- 
mnthete  Anschauang,  dass  das  Überfliessen  der  Elektricität  im 
Lichtbogen  ein  stossweises  sei,  hat  von  vornherein  etwas 
ungemein  Bestechendes  und  ein  weiteres  Eingehen  in  die  that- 
sächlichen  Verhältnisse  lässt  diesen  Gedanken  noch  wahrschein- 
licher werden.  Jedenfalls  mttssen,  da  der  rotirende  Spiegel  den 
Lichtbogen  nicht  in  Theilbilder  zerlegen  kann,  die  einzelnen 
Entladungen  sehr  rasch  aufeinander  folgen.  Auch  die  sonstigen 
ersten  Versuche,  die  ich  anfänglich  anstellte,  liessen  eine 
Discontinuität  der  Erscheinung  nicht  erkennen.  Weder  Dynamo- 
meter noch  Telephon  gaben  in  den  verschiedensten  Schaltungen 
positive  Resultate.  Allerdings  kann  die  Anwendung  des  Telephons 
sehr  leicht  zu  Täuschungen  Anlass  geben,  da  im  Strom  einer 
Dynamomaschine  Töne  von  sehr  hohen  Schwingungen  vorkommen, 
welche  aus  der  Bollenanzahl,  Bewicklungsart  und  Umdrehnngs- 
geschwindigkeit  dieser  Maschinen  schwer  erklärlich  sind. 

Diese  Fehlerquelle  wurde  durch  Anwendung  einer  Bunsen- 
batterie  eliminirt  und  dann  blieben  die  Versuche  bei  Kohlen- 
elektroden und  nicht  zischenden  Lichtbogen  stets  negativ. 

Auch  folgende  Versuchsanordnung,  welche  ich  gleichfalls 
leider  nur  mit  Kohlenelektroden  anstellte,  liess  ein  Stossen  des 
Stromes  nicht  erkennen.  Es  ist  in  nebenstehender  Figur  der 
Draht,  welcher  den  Strom  von  der  Dynamomaschine  D  zum 
Lichtbogen  L  führt,  in  zwei  Theile  getheilt.  Jeder  dieser  Theile 
enthält  eine  Galvanometerrolle  r  r',  welche  in  entgegengesetztem 


Sinne  auf  die  Galvanometernadel  ns  wirken.  Durch  Aufheben 
es  Schltlssels  ab  kann  eine  (Rhumkorff)  Solle  von  sehr  grosser 
Selbstinduction  und  geringem  Widerstände  eingeschaltet  weiden, 
während  a'b'  einen  eben  so  grossen  geraden  Widerstand  öfihet. 


1  Elektricität  1885,  Bd.  IV,  S.  835  u.  S.  856. 


Galvanischer  Lichtbogen.  1005 

Zunächst  sind  ab  und  afV  zu  und  es  werden  die  Rollen  r  und  r^ 
80  gestellt^  dass  die  Galyanometemadel  (fllr  Spiegelablesnng)  in 
Ruhe  bleibt.  Die  Stromvertheiinng  zwischen  diesen  beiden 
Zweigen  würde  bei  Aufheben  von  ab  und  a'Vj  wenn  der  Strom 
continnirlich  ist,  nicht  geändert,  hingegen  müsste  bei  rasch 
aufeinander  folgenden  Stössen  wegen  der  grossen  Selbstinduction 
in  R  ein  grösserer  Theil  durch  die  andere  Zweigleitung  fliessen. 
Die  Nadel  zeigte  aber  keinen  sicheren  Aussclilag.  Entweder  weil 
der  Strom  continnirlich  ist  oder  weil  die  einzelnen  Entladungen 
zu  rasch  aufeinander  folgten.  Da  jedoch  die  Galvanometernadel 
bei  diesem  Versuche  sehr  unruhig  war  und  überdies  vielleicht  die 
Selbstinduction  der  Galvanometerrollen  das  Resultat  stören 
konnten,  probirte  ich  noch  zwei  andere  Methoden,  welche  der 
schönen  Arbeit  von  H.  Hertz:  „Versuche  über  Glimmentladung"  * 
die  eine  der  Idee  nach,  die  andere  direct  entnommen  waren. 

Der  eine  Pol  des  elektrischen  Lichtes  war  zur  Erde 
abgeleitet  und  vom  andern  Pole  führten  zwei  kurze  metallische 
Leitungen  direct  zur  Lemniscate  und  zum  einen  Quadrantenpaar 
eines  Thomson'schen  Elektrometers,  während  eben  dieselbe 
Elektrode  überdies  noch  mittelst  der  secundären  Rolle  eines  sehr 
grossen  Rhumkorff-Apparates  mit  dem  zweitem  Quadrantenpaar 
in  Verbindung  stand.  Wenn  das  Potential  an  der  Elektrode  sich 
sehr  rasch  ändert,  so  wird  in  Folge  der  grossen  Selbstinduction 
das  eine  Quadrantenpaar  mit  einem  constanten  Mittelwerth  dieses 
Potentials  geladen;  das  andere  Qnadrantenpaar  aber  und  die 
Lemniscate  werden  in  Übereinstimmung  mit  der  Elektrode  stets 
gleichzeitig  dasselbe  Potential  haben,  welches  sehr  rasch  um 
diesen  Mittelwerth  herumschwankt.  Da  sie  somit  stets  mit  gleich- 
namiger Elektricität,  wenn  auch  in  wechselndem  Betrage  geföllt 
sind,  so  müsste  stets  ein  Ausschlag  nach  ein  und  derselben 
Richtung  erfolgen.  Trotzdem  die  Scala  in  fünf  Meter  Entfernung 
von  dem  Elektrometer  aufgestellt  war,  zeigte  sich  weder  bei 
Elektroden  von  Kupfer,  Silber,  Eisen,  Kohle  oder  Platin  irgend 
ein  Ausschlag.  Der  Grund  hievon  dürfte  mit  Berücksichtigung 
des  sogleich  zu  schildernden  Versuches  wahrscheinlich  darin 
gelegen  sein,  dass  die  Amplituden  der  Potential-Schwankungen 
zu  geringe  sind. 

1  Wied.  Ann.  1883,  Bd.  XIX,  S.  782. 
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Folgende  Methode  hingegen  ist  überans  empfindlich  und  gab 
dem  entsprechend  anch  ein  in  gewisser  Beziehung  positives 
Resultat.  Ich  bediente  mich  dabei  eines  Apparates,  welchen  ich 
entsprechend  den  Angaben  von  Hertz  construirte;  ein  sehr 
dttnner  Messingdrabt,  7,^^  Mm.  Durchmesser  und  von  50  Ctm. 
Länge  war  horizontal  ausgespannt,  wobei  das  eine  Ende  fix  an 
einer  Mikrometerschranbe  sass,  während  das  andere  Ende  mit 
einer  Kupferspirale  verbunden  war.  Knapp  am  letzteren  Ende 


f      £' 


war  der  Messingdraht  um  eine  verticale  Stahlaxe  (Durchmesser 
1-5  Mm)  einmal  herumgewickelt  Die  Stahlaxe,  welche  oben 
and  unten  in  gut  gearbeiteten  Messinglagem  ruhte,  trag  einen 
kleinen  Ablesespiegel.  Wenn  durch  den  horizontalen  Messing- 
draht ein  schwacher  Strom  hindurchfloss,  so  verlängerte  sich  der 
Draht  in  Folge  der  Erwärmung  und  die  Spiegelrotation  zeigte  an 
der  fünf  Meter  entfernten  Scala  eine  entsprechende  Ablenkung. 
Während  die  eine  Elektrode  «',  wie  in  obenstehender  Figur 
ersichtlich,  direct  mit  der  einen  Platte  eines  Condensators  d 
(ein  Mikroforad)  verbunden  wurde,  war  in  die  Leitung,  welche 
die  Elektrode  e  mit  der  andern  Gondensatorplatte  c  verband, 
einmal  das  eben  geschilderte  Apparatchen  A  und  überdies  noch 
die    primäre    Spule    eines    grossen    Rhumkorff  •  Apparates   R 
(Widerstand  =  0-02  ß)  eingeschaltet;  ab  ist  ein  dicker  Metall- 
draht, welcher  den  Rhumkorff  rasch  aus-  oder  einschalten  lässt. 
Es  sei  zunächst  a  b  metallisch  geschlossen,  dann  wird,  wenn 
das  Potential  an  e  und  ef  rasch  vibrirt,  der  Condensator  rasch 
hintereinander  so  geladen  und  entladen,  dass  die  den  dünnen 
Messingdraht  durchzuckenden  Ströme  einen  Ausschlag  geben 
müssen. 
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Silber-  und  Kupfer-Elektroden  geben  bei  keiner  Länge  de& 
Lichtbogens  einen  Ausschlag. 

Kohlenelektroden  geben  einen  Ausschlag  von  etlichen 
40  Mm.  und  mehr;  wenn  der  Lichtbogen  zischt;  sowie  aber  die 
Distanz  etwas  grösser  wird  und  der  Lichtbogen  zu  zischen 
aufhört,  verschwindet  der  Ausschlag  sofort.  Wenn  selbst  bei 
grösserer  Distanz  der  Lichtbogen  plötzlich  zu  zischen  anfängt, 
erscheint  plötzlich  ein  Ausschlag.  Wenn  ich  neben  den  ersten 
Condensator  c  d  einen  zweiten  ff  parallel  schaltete,  stieg  der 
Ausschlag  auf  das  Doppelte.  Durch  Einschalten  des  RhumkorfPs 
(Aufheben  von  aV)  verschwand  jeder  Ausschlag  sogleich.  Es 
folgen  somit,  was  auch  aus  dem  Misslingen  sämmtlicher  früher 
geschilderten  Methoden  hervorgeht,  die  Potentialschwankungen 
so  rasch  auf  einander,  dass  die  Selbstinduction  der  Bolle  R  die 
einzelnen  Stromwellen  vollkommen  glättet. 

Bei  Eisenelektroden  tritt  schon  bei  grosser  Distanz  ein 
Ausschlag  ein  und  wenn  man  die  Elektroden  einander  langsam 
nähert,  geht  die  Scala  rasch  aus  dem  Gesichtsfelde  hinaus.  Es 
ist  gewöhnlich  auch  nicht  möglich,  die  beiden  Eisenspitzen  im 
Lichtbogen  bis  zur  Berührung  zu  bringen,  da  bereits  vorher  das 
Licht  mit  einem  leisen  Knall  verlöscht.  Bei  Einschaltung  des 
RhumkorflF  erfolgt  weder  ein  Ausschlag  noch  verlöscht  das  Licht, 
wenn  man  auch  die  Eisenspitzen  bis  zur  Berührung  bringt. 

Noch  auffälliger  werden  die  Versuche  bei  Anwendung  von 
Platinelektroden.  Die  Erwärmung  des  dünnen  Messingdrahtes 
ist  hier  so  gross,  dass  er  gewöhnlich  an  irgend  einer  Stelle 
abschmilzt.  Ich  habe  daher  die  beiden  Elektroden  direet  durch 
einen  dicken  Draht  mit  den  beiden  Condensatorflächen  verbunden. 
In  einer  Entfernung  von  3  Mm.  brennt  der  Lichtbogen  ganz  ruhig, 
nähert  man  nun  die  beiden  Platinelektroden  einander  noch  so 
allmählig,  so  verlöscht  das  Licht  bei  einer  Elektrodendistanz 
von  etwa  1  %  Mm.  mit  einem  lauten  Knall,  und  es  ist  unmöglich^ 
die  beiden  Platinelektroden  durch  einen  Lichtbogen  zu  entzünden. 
Doch  geht  das  natürlich  ganz  leicht,  wenn  man  die  Condensatoren 
entfernt,  es  gelingt  aber  eben  so  leicht,  wenn  man  in  die  zum 
Condensator  ftihrende  Leitung  die  primäre  Spule  des  Rhumkorff- 
Apparates  einschaltet.  Wenn  im  letzteren  Falle  die  Platin- 
elektroden in   einer    Entfernung  von   1 — 2  Mm.    ganz   ruhig 
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leuchten,  so  gentigt  ein  einfaches  Ausschalten  des  Rhumkorffs 
(durch  Überbrücken  von  a  b),  um  den  Lichtbogen  momentan  mit 
einem  lauten  Knall  zu  verlöschen. 

Aus  dem  Vorangehenden  scheint  somit  hervorzugehen,  dass 
mindest  bei  Eisen-  und  Platinelektroden  der  Strom  stossweise 
durch  den  Lichtbogen  hindurchgeht;  durch  das  Einschalten  des 
Oondensators  muss  nach  jeder  Entladung  dieser  Oondensator 
frisch  gefüllt  werden  und  es  scheint,  als  ob  dadurch  das 
Entladungstempo  soweit  verzögert  wird,  dass  der  Lichtbogen 
verlöschen  muss.  Diese  Wirkung  dürfte  wahrscheinlich  durch  die 
Oscillationen,  wie  sie  bei  Condensatorentladungen  auftreten, 
wesentlich  verstärkt  werden.  Eine  weitere  Verstärkung  scheint 
auch  durch  die  Wirkung  der  Extraströme  der  Dynamomaschine 
erzeugt  zu  werden,  denn,  wenn  auch  bei  Anwendung  einer  ent- 
sprechenden Bunsenbatterie  alle  die  geschilderten  Erscheinungen 
in  gleicher  Weise  stattfanden,  so  schien  mir  doch  in  letzterem 
Falle  der  Knall  beim  Aufhören  des  Lichtbogens  minder  intensi?. 

Wenn  mau  zwischen  Condensator  und  Elektrode  die  primäre 
Spule  eines  Bhumkor£f  einschaltet  und  durch  die  Selbstinduction 
dieser  Rolle  das  stossweise  Laden  und  Entladen  des  Oondensators 
verhindern  kann,  so  müssen  auch  in  der  secundären  Rhumkorff- 
Spirale  Inductionswirkungen  sich  nachweisen  lassen  und  in  der 
That  springen  zwischen  den  Enden  derselben,  wenn  man 
dieselben  gehörig  (bis  auf  Bruchtheile  eines  Millimeters)  nähert, 
bei  brennendem  Lichtbogen  ganz  kleine  Funken  continuirlich 
über. 

Eine  weitere  Anwendung  dieser  Methode  gestattet  schliess- 
lich noch  zu  entscheiden,  welcher  der  beiden  Pole  an  dieser 
discontinuirlichen  Entladung  den  Hauptantheil  hat  und  da 
ergeben  sich  folgende  Resultate. 

Bei  der  zischenden  Kohle  ist  es  der  positive  Pol,  denn  man 
kann  einer  positiven  Kohle  als  negativen  Pol  wieder  eine  Kohle 
oder  auch  Kupfer  oder  Silber  gegenüberstellen,  es  bleibt  die 
frühere  geschilderte  Erscheinung  sichtbar.  Wenn  man  bei  diesen 
Combinationen  und  einer  Anordnung,  wie  sie  in  Fig.  auf  S.  1O06 
geschildert  ist,  die  Elektroden  so  weit  nähert,  dass  Zischen  eintritt, 
so  zeigt  in  eben  demselben  Momente  auch  der  Spiegel  des  früher 
geschilderten  Apparatchens  einen  Ausschlag  an.  Derselbe  bleibt 
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jedoch  bei  grösseren  Elektrodendistanzen  ans.  Ebenso  ist^  wenn 
man  den  Strom  umkehrt^  d.  fa.  die  Kohle  in  den  eben  geschil- 
derten Combinationen  znm  negativen  Pole  macht;  absolut  kein 
Ausschlag  zn  sehen,  selbst  wenn  man  die  Elektroden  bis  znm 
Verlöschen  des  Lichtbogens  zusammenschiebt. 

Interessant  ist  die  analoge  Untersuchung  von  Eisen  und 
Platin;    dieselbe   ergibt  nämlioh  genau  das  entgegengesetzte 
Resultat;  nur  kann  man  hier,  besonders  bei  Platin,  das  frtlher 
benutzte  Apparateben  weglassen.  Wenn  man  einer  positiven 
Platinelektrode  eine  solche  von  Kohle,  Kupfer  oder  Silber  gegen- 
überstellt,  und  die  beiden  Elektroden  je  mit  den  Condensator- 
platten    direct  kurz  verbindet,  so   brennt  der  Lichtbogen   bei 
Distanzen  von  einigen  Millimetern  fast  ebenso,  wie  bei  ganz  kleinen 
Entfernungen;  man  kann  die  Elektroden  oft  bis  zur  Berührung 
zusammenschieben,  ohne  etwas  Auffälliges  zu  bemerken.  Kehrt 
man  jedoch  die  Stromrichtung  um,  d.  h.  macht  man  in  obigen 
Combinationen  und  bei  sonst  ganz  gleicher  Anordnung  Platin 
zum  negativen  Pole,  so   verlöscht  das  Licht,   wenn   man  die 
Elektroden  langsam  gegeneinander  schraubt,  plötzlich  mit  einem 
Knalle,  es  ist  unmöglich,  bei  etwa  1  Mm.  Elektrodendistanz  den 
Lichtbogen  zu  entzünden.    Das    Einschalten    des   Rhumkorffs 
vernichtet  diese  Erscheinung,  dafür  zeigt  aber  ein  kleiner  Funke 
das  Auftreten  der  Inductionswirkung  in  der  secundären  Spirale 
an;  ebenso  wie  Platin,  nur  minder  auffallig,  verhält  sich  Eisen. 
Die  in  diesem  Capitel  geschilderten  Entdeckungen  bedürfen 
noch  weiterer,  vor  allem  quantitativer  Untersuchungen,  bevor  sie 
ein  sicheres  Fundament  zur  Aufstellung  einer  neuen  Hypothese 
werden  könnten.  Gleichwohl  glaube  ich  jetzt  schon  folgende 
Vermuthung  als  ziemlich  wahrscheinlich  hinstellen  zu  können. 
Der  Übergang  der  Elektricität  im  galvanischen  Lichtbögen  ist 
ein  discontinuirlicher,  bei  Kupfer  und  Silberelektroden  erfolgen 
die  einzelnen  Stösse  wahrscheinlich  so  schnell,   dass  sie  sich 
factisch  nicht  mehr  nachweisen  lassen.  Die  Anzahl  der  einzelnen 
Stösse  ist  bei  Eisen  und  vor  Allem  bei  Platin  eine  bedeutend 
kleinere  und  man  kann  daher  mit  den  bis  jetzt  angewandten 
Hilfsmitteln  die  Erscheinung  hier  bereits  constatiren.  Die  Ent- 
ladungen gehen  vom  negativen  Pole  aus.  Eine  weitere  Muth- 
massung,  warum  diese  Intermittenz  bei  den  schwerer  schmelz- 
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baren  oder  vielleicht  besser  ansgedrttckty  bei  den  schwerer 
flüchtigen  Metallen  eine  langsamere  ist,  scheint  mir  einstweilen 
noch  verfrüht.  Nach  den  bis  jetzt  gemachten  Versnehen  scheint 
die  Kohle  trotz  der  hohen  Potentialdifferenz  von  Eohlenelektroden 
in  Bezug  auf  die  Discontinaität  des  Lichtes  dem  Kupfer  und 
Silber  näher  zu  stehen,  als  dem  Eisen  und  Platin,  denn  ich 
glaube  mit  einiger  Berechtigung,  die  früher  nachgewiesene 
Intermittenz  beim  Zischen,  da  dieselbe  am  positiven  Pole  ihren 
Sitz  hat,  nicht  mit  den  Erscheinungen  bei  Eisen  und  Platin 
identificiren  zu  sollen. 

Die  positiven  Ergebnisse  dieser  Arbeit  sind: 

1.  Eine  elektromotorische  Gegenkraft  ist  direct  durch  einen 
Rückstrom  noch  nicht  nachgewiesen. 

2.  Die  Potentialdifferenz  der  Elektroden  ist  abhängig  von 
ihrer  Temperatur. 

3.  Ist  die  negative  Elektrode  Eisen  oder  Platin,  so  ist  die 
Entladung  discontinuirlich. 

Universität  Wien,  Phys.  Cabinet. 
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Notiz  über  Isodulcit. 

Von  Dr.  J,  Herzig. 

(Ans  dem  ehem.  Uniy.-Laboratorimn  des  Prof.  v.  Barth.) 

Seit  einiger  Zeit  mit  der  Untersuchung  der  Farbstoffe  des 
Qaercitrons  und  der  RhamnusArten  beschäftigt^  habe  ich  auch 
auf  den  Isodulcit  meine  Aufmerksamkeit  gerichtet.  Auf  das 
Studium  desselben  konnte  ich  aber  nur  sehr  wenig  Zeit  ver- 
wenden und  so  kommt  es^  dass  meine  Versuche  in  dieser 
Richtung  nicht  sehr  weit  vorgeschritten  sind.  Immerhin  halte  ich 
aber  die  geringen  positiven  Resultate  fUr  wichtig  genüge  um  sie 
hier  mit  Rücksicht  auf  die  Arbeiten  von  Fischer*  und  Will*  in 
Kürze  mitzutheilen. 

Phenylhydrazinverbindnng. 

Fischer*  und  Will*  beschreiben  beide  die Phenylhydrazin- 
verbindung  ziemlich  übereinstimmend  und  geben  den  Schmelz- 
punkt bei  180"*  an.  Ich  hatte  diese  Verbindung  auch  dargestellt^ 
konnte  aber  keinen  absolut  constanten  Schmelzpunkt  erhalten. 
Derselbe  schwankte  zwischen  173  und  179  und  scheint  ausser- 
dem von  der  Art  des  Erhitzens  abzuhängen. 

Oxydation  mittelst  Silberoxyd. 

Ein  positives  und^  wie  mir  scheint^  nicht  unwichtiges 
Resultat  lieferte  die  Oxydation  mit  Silberoxyd.  Behandelt  man 
eine  wässerige  Lösung  von  Isodulcit  mit  Silberoxyd  im  Über- 
schüsse so  erhält  man  Essigsäure^  und  zwar  in  ganz  guter 
Ausbeute. 

Bei  einem  Versuch  im  Kleinen  erhielt  ich  zwei  Fractionen 
eines  Silbersalzes,  welche  beide  das  charakteristische  Aussehen 


1  Berl.  Ber.  XX.  1088. 
s  Berl.  Ber.  XX.  1186. 
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des  Silberacetatß  zeigten.  Dabei  lieferte  aber  die  zweite  Praction 
(nur  0*1  Grm.)  einen  niedrigeren  Gehalt  an  Silber,  als  es  dem 
Acetat  entspricht.  (Fraction  I  gab  64-657o  Ag,  Fraction  II 
62-177o  Ag,  während  Silberacetat  64-677^^  Ag  verlangt)  Auf 
6mnd  dieses  Versuches  konnte  man  noch  andere  Säuren  im 
Reactionsproduct  vermuthen. 

Um  in  dieser  Beziehung  ganz  sicher  zu  gehen,  habe  ich  die 
Oxydation  mit  10  Grm.  vorgenommen  und  habe  vier  verschiedene 
Fractionen  eines  Silbersalzes  dargestellt  und  untersucht  Das 
Ergebniss  war  die  Thatsache,  dass,  wenn  überhaupt,  so  doch 
nur  geringe  Mengen  einer  anderen  Säure  im  löslichen  Theil 
vorhanden  sein  könnten. 

Fraction  I   0*4957  Grm.    des   im  Vacuum   getrockneten    Salzes    gaben 
0-3200  Grm.  Silber. 

Fraction  II   0*4237  Grm.   des   im   Vacnum    getrockneten    Salzes   gaben 
0*2734  Grm.  Silber. 

Fraction  III  0*6042  Grm.   des  im   Vacunm   getrockneten   Salzes   gaben 
0*3882  Grm.  Silber. 

Fraction  IV   0*1540  Grm.  des  im   Vacuum   getrockneten   Salzes   gaben 
0*0986  Grm.  Silber. 


In  100  Theilen 

Gefunden 

Berecbnet  för 

I             n            m 

IV 

^^HjOaAg^ 

.64*55          64*52          64*25 

64*03 

64*67 

Ag. 

Quantitativ  habe  ich  die  Reaction  bisher  nicht  verfolgt,  doch 
glaube  ich  aus  der  Menge  der  Silbersalze  schliessen  zu  können^ 
dass  sich  aus  einem  Molekül  Isodulcit  nur  ein  Molekül  Essigsäure 
bildet. 

Behandelt  man  eine  Lösung  von  Isodulcit  mit  einer  un- 
genügenden Menge  von  Silberoxyd,  so  kann  man  ganz  deutlich 
den  Geruch  nach  Acetaldehyd  wahrnehmen.  Bei  dem  charak- 
teristischen Geruch  und  mit  Rttcksicht  darauf,  dass  ich  die  Essig- 
säure ganz  exact  nachgewiesen  habe,  glaubte  ich  auf  den  genauen 
Nachweis  des  Aldehyds  verzichten  zu  können. 

Das  Resultat  der  Oxydation  ist  deshalb  von  Wichtigkeit, 
weil  dadurch  die  Anwesenheit  einer  CHj-Grnppe  im  Isodulcit 
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nachgewiesen  ist.  In  ihrer  weiteren  Consequenz  bildet  diese  An- 
nahme einen  Wahrscheinlichkeitsbeweis  fUr  die  Formel  des 
Isodalcits,  welche  Fischer  mit  Bücksicht  auf  die  Zusammen- 
setzung der  Phenylhydrazinverbindung  aufgestellt  hat.  Diese 
beiden  Thatsachen  ergänzen  sich  so  gut^  dass  man  versucht  ist, 
mit  dem  nöthigen  Vorbehalte  eine  vorläufige  Gonstitutionsformel 
des  Isodulcits  aufzustellen. 

CH, .  CO .  CH  OH .  CH  OH .  CH  OH .  CH,  0H=CeH,,05  Isodulcit 

CH,.CO.CHOH.CHOH.CH  OH.CH,  OH  +  H,0  =  C^H^^Oe 
Hydrat  des  Isodulcit. 

Ich  bemerke  übrigens^  dass  die  Oxydation  in  demselben 
Sinne  auch  mit  Chromsäure  zu  verlaufen  scheint.  Jedenfalls  kann 
man  bei  ungenügendem  Zusatz  den  charakteristischen  Aldehyd- 
geruch wahrnehmen. 

Von  anderen  Verbindungen  habe  ich  das  Acetylderivat  dar- 
gestellty  welches  in  Äther  löslich  ist.  Ich  erhielt  es  amorph  ohne 
jede  Spur  von  Erystallisation  und  von  schwach  bräunlicher 
Farbe.  Ohne  jede  weitere  Reinigung  wollte  ich  es  nicht  analy- 
siren  und  eine  gute  rationelle  Reinigungsmethode  konnte  ich 
bisher  nicht  finden. 

Ich  will  mich  weiter  auf  eine  Aufzählung  aller  theils 
negativer^  theils  unvollständiger  Versuche  nicht  einlassen  und 
bemerke  nur  zum  SchlusSi  dass  ich  mit  Rücksicht  auf  die 
Arbeiten  der  bereits  oben  genannten  Forscher  das  Studium  des 
Isodalcits  bis  auf  die  Ausarbeitung  der  Oxydation  mit  Silberoxyd 
vorläufig  nicht  weiter  fortsetzen  werde. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  erwähnen,  dass  ich  meine 
Arbeiten  über  Quercetin  und  Rhamnetin  weiter  gefördert  habe. 
Für  die  Molekulargrösse  und  Formel  des  Quercetins  sind  sichere 
Anhaltspunkte  gewonnen  und  das  Verhältniss  des  Rhamnetins 
zum  Quercetin  ist  aufgeklärt  worden.  Über  diese  Verbindungen 
hoffe  ich  in  nicht  ferner  Zeit  ausführlich  berichten  zu  können  und 
möchte  ich  hiemit  den  Wunsch  aussprechen^  mir  dieses  Arbeits- 
gebiet noch  einige  Zeit  zu  überlassen. 
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Über  die  Ändening  des  Widerstandes  galvanisch 
glühender  Drahte  mit  der  Stromstärke. 

(Mit  2  Tafel.) 

Von  Dr.  0.  Tamlin  und  A.  Krag. 

Wird  ein  Draht  Yon  einem  galvanischen  Strom  darchflossen, 
dann  gibt  dieser  beständig  zn  einer  Wärmeentwicklang  Änlass, 
deren  Grösse  nach  Joule  durch  das  Prodact  ans  dem  Quadrat  der 
Stromstärke  (•/*)  und  dem  Widerstand  ( W)  bestimmt  ist.  Die  er- 
reichbare Wärmeentwicklung  ist  wesentlich  beeinflusst  durch  die, 
wir  möchten  sagen,  calorischen  Bedingungen,  unter  denen  der 
Draht  steht.  Indem  nämlich  durch  die  auftretende  Wärme  die 
Temperatur  des  Drahtes  erhöht  wird,  ändert  sich  dessen  Wärme- 
gleichgewicht  und  es  entsteht  auf  dem  Wege  der  inneren  Leitung, 
der  Ableitung  an  das  umgebene  Medium  und  der  Strahlung  ein 
Wärmeabfluss,  der,  vom  Moment  des  Stromschlusses  an  beständig 
wachsend,  schliesslich  —  allerdings  in  einer  sehr  kurzen  Zeit  — 
der  Wärmezufuhr  gleich  wird,  und  so  den  Zustand  stationär  macht. 

Ist  der  Wärmeverlust  dem  Wärmegewinn  gleich  geworden, 
dann  ist  er  ebenfalls  dem  Product  J*  TT  proportional.  Nun  ist  aber 
der  Wärmeverlust  in  erster  Linie  bedingt  durch  die  Temperatur- 
verhältnisse des  Drahtes,  die  wiederum  zu  den  Widerstands 
Verhältnissen  in  Beziehung  stehen.  Denn  da  der  specifische 
Widerstand  eine  Function  der  Temperatur  ist,  so  ist  auch  umge- 
kehrt die  Temperatur  eine  Function  des  specifischenWiderstandeSr 
ähnlich  wie  bei  der  gewöhnlichen  thermometrischen  Methode,  wo 
wir  auf  Grund  der  Volumzunahme  eines  Körpers  mit  dessen  Er- 
wärmung sagen,  dass  das  Volumen  eine  Function  der  Temperatur 
ist  und  umgekehrt  die  Temperatur  aus  der  Volum  Veränderung 
bestimmen.  Es  wird  also  die  Grösse  J^fT  und  somit  auch  die 
Stromstärke  J  eine  Function  des  Widerstandes  sein,  so  dass 
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einem  bestimmten  Werth  des  Widerstandes  ein  bestimmter  Werth 
von  J^W  und  ebenso  ein  bestimmter  Werth  von  J  entspricht. 

Wir  können  dies  noch  besser  auf  folgende  Weise  einsehen. 
Wir  betrachten  einen  Draht,  der  von  einem  Strom  durchflössen 
wird;  in  den  einzelnen  Punkten  herrschen  verschiedene  Tempera* 
turen,  dieselben  sind  nach  einem  bestimmten  Gesetz,  nach  einer 
bestimmten  Curve  vertheilt.  Wenn  wir  uns  dieses  Gesetz  ermittelt 
denken,  dann  wird  die  Temperatur  eines  jeden  Punktes  als  eine 
Function  der  Stromstärke  erscheinen,  und  da  nun  der  specifische 
Widerstand  eines  jeden  Drahtelementes  eine  mit  der  Temperatur 
veränderliche  Grösse  und  der  Widerstand  des  ganzen  Drahtes  die 
Summe  der  Widerstände  der  einzelnen  Drahtelemente  ist,  so  wird 
auch  der  Widerstand  des  ganzen  Drahtes  eine  Function  der 
Stromstärke  sein,  d.  h.  eine  Grösse  haben,  welche  sich  mit  der 
Stromstärke  so  ändert,  dass  er  bei  einer  bestimmten  Stromstärke 
einen  bestimmten  Werth  annimmt. 

Ist  der  Draht  unendlich  lang  und  tiberall  gleich  dick  und 
von  derselben  Beschaffenheit,  dann  lässt  sich  dieses  Resultat  sehr 
einfach  in  Zeichen  wiedergeben.  Es  sei  J  die  Stromstärke  und  t 
die  Temperatur,  welche  wir  in  allen  Punkten  als  gleich  annehmen 
können.  Fassen  wir  irgend  ein  Sttick  dieses  Drahtes  ins  Auge, 
so  besteht  fttr  den  stationären  Zustand  die  Bedingung 

J'W,  =  Q,(t)+Q,{t),  1) 

wo  Wt  den  Widerstand  dieses  Drahtstückes  bei  der  Temperatur 
t,Qi(t)  die  Wärmeabgabe  an  das  umgebende  Medium  durch 
Leitung  und  Q^{t)  die  Wärmeabgabe  durch  Strahlung  bezeichnet. 
Der  Wärmeverlust  durch  innere  Leitung  ist  hier  ausgefallen,  weil 
die  Temperatur  nach  der  Voraussetzung  in  allen  Punkten  des 
Drahtstttckes  die  gleiche  ist.  Nun  ist  aber 

W,=  W,.f(t),  2) 

d.  h.  gleich  dem  Widerstand  bei  0®  C,  multiplicirt  mit  einer 
Function  der  Temperatur,  und  umgekehrt 

t  =  F(W,).  3) 

Es  muss  demnach  aus  der  Gleichung  1),  wenn  wir  die 
Gleichung  3)  substituiren, 
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oder 

j*w,  =  QMW.))  +  Qtinw.)) 

oder  auch 

J=fiW,) 

4) 

W,  =  f,iJ) 

5) 

hervorgehen.  Diese  Beziehungeu  gelten  fbr  jede  beliebige  Stärke 
des  Stromes. 

Eine  Ausnahme  von  dem  Gesagten  tritt  nur  dann  ein,  wenn 
die  calorischen  Bedingungen  solcher  Art  sind,  dass  sie  eine 
Änderung  der  Temperatur  des  Drahtes  und  damit  eine  Änderung 
seines  Widerstandes  vollständig  ausschliessen.  In  diesem  Falle  ist 
der  Widerstand  bei  jeder  Stromstärke  derselbe,  also  von  dieser 
nicht  abhängig. 

Die  durchgeführten  Betrachtungen  führen  zu  einem  be- 
merkenswerthen  Resultat,  sobald  man  bei  einer  beliebigen  Draht- 
länge annimmt^  dass  der  Strom  nicht  besonders  stark,  also  die 
Temperaturerhöhung  gering  ist;  es  ist  dann  nämlich,  wie  wir 
später  sehen  werden,  die  Temperaturcurve  eine  Gewölblinie.^ 


1  Mit  Hilfe  dieser  Betrachtuugeu  lässt  sich  auch  in  einfacher  Weise 
entecheiden,  welcher  Werth  dem  von  Zöllner  (Baseler  Verhandinngen  (3) 
2.  p.  311,  1859;  G.  Wiedemann,  Lehre  von  der  Elektricitat  IL  p.  392) 
aufgestellten  Gesetz,  dass,  wenn  verschieden  dicke  Platindrfthte  gleiche 
Gesammtlichtmengen  aussenden,  die  Intensitäten  der  durch  sie  hindurch- 
gehenden Ströme  ihren  Durchmessern  annähernd  proportional  sind,  zu- 
kommt. Da  die  Ableitung,  welche  man  hie  und  da  für  dieses  Gesetz  findet, 
mehr  oder  weniger  Unrichtigkeiten  enthalten,  so  dürfte  es  wohl  nicht  über- 
flüssig sein,  das  Gesetz  von  Neuem  zu  prüfen.  Wir  werden  dahei  sehen,  dass 
dieses  Gesetz  eine  allgemeine  Giltigkeit  nicht  besitzt 

Zöllner  schickt  durch  seine  Platindrfihte  starke  StrOme,  welche  die- 
selben bis  zur  Weissglut  erhitzen,  und  untersucht  die  Mitte  (in  einem  Aus- 
mass  von  15  Mm.)  photometrisch.  Wegen  der  starken  Ableitung  an  den 
Drahtenden  müssen  wir  annehmen,  dass  die  Temperatur  nicht  flberaU  gleich, 
sondern  jedenfalls  nach  dem  Gesetz  einer  gegen  den  Draht  concaven  Cnrve 
vortheilt  ist,  welche  ihr  Maximum  in  der  Mitte  hat  und  hier  desto  flacher 
verläuft,  je  länger  der  Draht  ist.  Da  nun  Zöllner  gerade  die  Mitte  unter- 
sucht und  hier  wegen  des  Maximums  die  Temperaturdifferenzen  äusserst 
klein  sind,  so  können  wir  hier  wohl  von  dem  Wärmeaustausch  der  einzelnen 
Theile  durch  innere  Leitung  absehen  und  die  durch  den  Strom  erzeugte 
Wärme  der  nach  aussen  durch  Leitung  und  Sti'ahlung  abgegebenen  Wärme 
gleichsetzen. 


Widerstand  galvanisch  glühender  Drähte.  1017 

Für  geringe  Temperatarerböhungen  lässt  sieb  eben  die  Reebniing 
ganz  gut  durchführen;  denn  wir  wissen,  dass  bei  solcben  Tern- 


Sowohl  die  durch  Leitung,  als  auch  die  durch  Strahlung  nach  auBsen 
abgegebene  Wärmemenge  ist  der  Oberfl&che  ndil  proportional,  wo  /  die 
Länge  des  nntersuchten  Stückes  und  di  den  Durohmesser  bedeutet.  Was 
ihre  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  betrifft,  so  wollen  wir  dieselbe  all- 
gemein durch  zwei  Functionen  F^^ti)  und  ^2(^1)  ausdrücken.  Man  setzt 
gewöhnlich  bei  der  Ableitung  des  Zöllner'schen  Gesetzes  die  Strahlung 
proportional  der  Temperatur;  diese  Proportionalität  ist  aber  nur  für  sehr 
geringe  Temperaturerhöhungen  zulässig,  für  die  Temperatur  der  Weissglut 
ist  die  Annahme  derselben  geradezu  falsch. 

Dass  der  Widerstand  bei  starker  Weissglut  mehr  als  dreimal  grösser 
ist,  als  bei  0®  C,  ist  bekannt;  wir  wollen  ihn  gleich 

H,  =  «,</(,,). -I 

setzen  und  erbalten  somit  für  die  Bedingung  des  stationären  Zustandes  die 
Gleichung: 

yh^oHh).  4^;=  ndJ\FM  +  F^(t,)\  ...aj 

und  für  einen  zweiten  Platindraht  von  derselben  Länge,  aber  von  der  Dicke 
d^,  wenn  wir  den  entsprechenden  Grössen  den  Index  2  anhängen, 

Sind  nun  die  ausgehenden  Gesammtlichtmengen  gleich,  dann  wollen  wir, 
obgleich  wir  dazu  eigentlich  nicht  ohne  Weiteres  berechtigt  sind,  annehmen, 
dass  aueh  dieGtosammtstrahlung  die  gleiche  ist,  und  wollen  demgemäss  setzen 

Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  den  beiden  Torhergehenden  liefert  die 
keineswegs  einfache  Beziehung 

^-  ^'>)  -  -^  ^'«) = '■*('»)  -  '■»('«>••  •  '^^ 

Ist  einmal  die  Bedingung  _L  =  _1  . . .  e^ 
dl        d^ 

streng  erfüllt,  dann  können  wir  mit  Hilfe  dieser  Bedingnngsgleiehung  aus 
den  Gleichungen  a^  und  6^  die  Grössen  J^  und  Jg  eliminiren  und  erhalten 
so  bei  gegebenen  d^  und  d^  eine  Gleichung  zwischen  ty  und  t^,  welche  in 
Verbindung  mit  c)  für  die  Temperaturen  t^  und  /g  und  zufolge  aJ  und  bj 
auch  für  J^  und  J^  gan  z  bestimmte  Werthe  liefert,  mit  anderen  Worten 
die  Gleichung  ej  hat,  wenn  die  Bedingung  c^  erfüllt  ist,  keine  all- 
gemeine Giltigkeit. 
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peratarerhöhnngen  der  elektrische  Leitangswiderstand  der  ein- 
fachen^  festen  Metalle  zur  absoluten  Temperatur  in  einem  nahezu 
Constanten  Verhältnisse  steht;  und  dass  die  gesammte  Wärme- 
abgabe eines  Drahtelementes  nach  aussen  der  herrschenden 
Temperatur  nahezu  proportional  ist.  Die  Verhältnisse  liegen 
ähnlich  wie  bei  der  Temperaturvertheilnng  in  einem  Stabe,  der 
zwei  Wärmequellen  von  verschiedenen  Temperaturen  verbindet 
Sind  diese  Wärmequellen  siedendes  Wasser  und  schmelzendes 
Eis,  dann  zeigt  eine  Vergleichung  zwischen  der  Theorie  und  der 
Erfahrung,  dass  in  diesem  Fall  zwischen  der  Wärmeabgabe  nach 
aussen  und  der  herrschenden  Temperatur  ohne  Weiteres  das 
Verhältniss  der  Proportionalität  angenommen  werden  kann. 

Berechnet  man  für  so  kleineTemperatnrerhöhungendieBezie- 
hung  des  Widerstands  zur  Stromstärke,  so  nünmt  diese  ftir  einen 
unendlich  langen  Draht  eine  besonders  einfache  Form  an,  nämlich 

W 

wo  Wq  den  Widerstand  bei  0**  C.  und  k  eine  Constante  bezeichnet. 
Anders  sind  die  Verhältnisse  bei  hohen  Temperaturen.  Eine 
theoretische  Entwicklung  der  Beziehung  zwischen  Widerstand 
und  Stromstärke  ist  in  diesem  Fall  schon  deshalb  nicht  möglich, 
weil  ihr  die  natürliche  Grundlage,  nämlich  die  genaue  Kenntnis 
der  diesbezüglichen  Gesetze  fehlt.  Es  ist  das  Gesetz,  nach  welchem 
der  Widerstand  bei  hoher  Temperatur  von  dieser  abhängt,  nicht 
bekannt,  es  ist  ferner  auch  fraglich,  ob  die  Strahlung  bei  sehr 
hohen  Temperaturen  noch  das  Stef an'sche  Gesetz  befolgt  und 
es  kommt  schliesslich  noch  die  Frage  nach  der  Abhängigkeit  der 
Wärmeleitungsf^higkeit  der  Drähte  von  der  Temperatur  in  Be- 
tracht. Ja,  wären  diese  Gesetze  alle  genau  bekannt,  so  wäre  es 
dann  immer  noch  fraglich,  ob  nicht  ihre  Form  der  Integration  der 
Differentialgleichung  unüberwindliche  Schwierigkeiten  in  den 
Weg  legt  Wir  haben  daher  mit  Rücksicht  darauf,  um  wo  möglich 
auf  experimentalem  Wege  etwas  über  die  Art  und  Weise,  wie  der 
Widerstand  durch  die  Stromstärke  geändert  wird,  erfahren  zu 
können,  durch  dünne  Platindrähte  von  verschiedener  Länge  Ströme 
hindurchgeschickt,  welche  die  Temperatur  allmälig  bis  zur  Weiss- 
glut steigerten,  und  Widerstand    und  Stromstärke  gemessen. 
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Werden  die  Widerstände  als  Abscissen  and  die  Stromstärken  als 
Ordinaten  aufgetragen,  dann  ergibt  sich  eine  Carre,  welche 
zunächst  von  der  Abscissenachse  in  senkrechter 
Richtung  aufsteigt,  sich  dann  concav  gegen  diese 
krttmmt  und  schliesslich  durch  einen  mit  dem  Beginn 
der  Rothglut  nahezu  zusammenfallenden  Wendepunkt 
hindurch  in  einen  gegen  die  Abscissenachse  schwach 
convex  gekrümmten  Ast  ttbergeht  Die  convexe  Krümmung 
ist  so  schwach,  dass  wir  annäherungsweise  sagen  können: 
Der  Widerstand  ist  für  die  Zustände  der  Glut  eine 
lineare  Function  der  Stromstärke. 

Im  Gegensatz  zu  dieser  Curve  gibt  der  Energieverlust, 
nach  dem  Joule'schen  Gesetz  berechnet,  eine  gegen  die 
Widerstandsachse  gleichmässig  convexe  Curve  ohne 
jeden  Wendepunkt. 

Wir  haben  es  auch  ftir  die  zwei  längsten  Drähte  versucht, 
die  Resultate  der  Beobachtung  durch  eine  empirische  Formel 
auszudrücken,  und  haben  eine  Beziehung  von  der  Form 

^  =  1  —  A,J«  +  V*  — *3-^  +  •  •  • 

erbalten,  in  der  die  Oonstanten  k  sämmtlich  positiv  sind  und  sehr 
stark  abnehmen.  Sie  unterscheidet  sich  von  der  oben  fttr  unendlich 
lange  Drähte  und  geringe  Temperaturerhöhungen  angegebenen 
Beziehung  nur  dadurch,  dass  zu  dem  Gliede  kJ^  noch  höhere 
Potenzen  von  J*  hinzutreten. 

Dass  die  Beschaffenheit  des  umgebenden  Mediums  von 
wesentlichem  Einfluss  auf  den  Verlauf  der  Curve  ist,  liegt  wohl 
auf  der  Hand.  Wir  haben  für  eine  bestimmte  Länge  die  Strom- 
stärke und  den  Widerstand  einmal  bei  dem  Druck  einer  Atmo- 
sphäre und  das  andere  Mal  bei  einem  Druck  von  30*1  Mm. 
gemessen  und  gefanden,  dass  derselben  Stromstärke  im  Inftver- 
dttnnten  Raum  ein  weit  höherer  Widerstand  entspricht  als  bei 
dem  Druck  einer  Atmosphäre.  ^  Selbstverständlich  ist  der  dem- 


1  De  la  Rive  (Traitö  d'Electricitö,  2.  p.  186,  1856.  G.  Wiedemann, 
Elektr.  IL  396)  sah  einen  Platindraht,  den  er  in  einer  Glasröhre  zwischen 
zwei  luftdicht  aufgekitteten  Messingfassungen  ausgespannt  und  durch  einen 
hindurchgeleiteten  Strom  zum  schwachen  Glühen  gebracht  hat,  beim  Aus- 
pumpen der  Luft  viel  lebhafter  glilhen. 
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selben  Widerstandsverliältniss  entsprechende  Energieverlnst  im 
zweiten  Fall  kleiner  als  im  ersten^  weshalb  denn  auch  glühende 
Körper  in  der  Luft  desto  rascher  auskühlen,  je  höher  der  Druck  ist. 
Bevor  wir  zur  näheren  Auseinandersetzung  unserer  Betrach. 
tungen  und  Versuche  übergehen,  erfttllen  wir  noch  die  angenehme 
Pflicht,  Herrn  Prof.  Mach  für  dessen  Anregung  und  Unterstützung 
unseren  verbindlichsten  Dank  auszusprechen. 


Wir  betrachten  einen  geraden,  cylindrischen  Draht  von  der 
Länge  21  und  dem  Querschnitt  nr^  .  k  sei  sein  Wärmeleitungs- 
vermögen  und  u  die  Temperatur  irgend  eines  Querschnitts;  an 
den  Enden  soll  stets  dieselbe  Temperatur  herrschen  und  zwar  0^  C. 

Der  Wärmegewinn,  den  ein  Drahtelement  in  der  Zeit  Eins 
erhält,  setzt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammen,  und  zwar  aus  einer 
durch  Leitung  zugeftthrten  und  einer  durch  den  Strom  erzeugten 
Wärmemenge.  Wird  der  Mittelpunkt  der  Drahtachse  zum  Co- 
ordinatenursprung  und  die  Drahtachse  selbst  zur  jt- Achse  ge- 
nommen, und  ist  femer  das  Element  von  zwei  Querschnitten 
eingeschlossen,  welche  von  einander  um  dx  entfernt  sind,  so  ist 
der  erste  Theil  jenes  Wärmegewinnes  gegeben  durch 

und  der  zweite  Theil  durch 

ditt 

Hierin  bedeutet  A  eine  Constante,  w^  den  specifischen 
Widerstand  des  Drahtes  fllr  0**  C.  und  a  die  Grösse  ä^ö""* 


1  Von  den  vielen  über  die  Abhängigkeit  des  Widerstandes  von  der 
Temperatur  angestellten  Versuchen  wollen  wir  diejenigen  vonMatthi  essen 
und  von  B  o  se  (Po  gg.  Ann.  115, 1862)  hervorheben,  welche  mit  sehr  grosser 
Sorgfalt  zwischen  den  Grenzen  11®  und  101®  ausgeführt  worden  sind.  Setit 
man  die  Leitungsföhigkeit  X  ==  a -h  bt  -\-  cfi  (t  bedeutet  hier  die  Temperatur 
in  Celsiusgraden),  so  stimmen  die  Coöfficienten  a,  b,  c  fftr  die  von  ihnen 
untersuchten  festen  Metalle  so  nahe  Gberein,  dass  Matthi essen  und  von 
Böse  aus  denselben  das  Mittel  nehmen  und  so  die  Formel 
X  =  100  (1—0  ■  0037647  r  +  0  •  000008340  fi 
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Der  stationäre  Zustand  ist  gekennzeichnet  durch  die  Gleich- 
heit yon  Wärmegewinn  und  Wärmeverlust.  Der  Wärmeverlust 
des  betrachteten  Elementes  besteht  ebenfalls  aus  zwei  Theilen; 
der  eine  Theil  betrifft  die  Leitung  an  das  umgebende  Medium^ 
der  andere  die  Strahlung.  Was  die  Wärmeabgabe  durch  Leitung 
anbelangt,  so  ist  diese  wesentlich  durch  die  Wärmeleitungs- 
fähigkeit des  Mediums  bedingt,  und  wollten  wir  sie  genau  be- 
stimmen, dann  mttssten  wir  zunächst  bei  Festhaltung  einer 
Constanten  Temperatarvertheilung  im  Draht  jene  Gesetze  auf- 
stellen, nach  welchen  die  stationäre  Wärmeströmung  im  Medium 
vor  sich  geht.  Diese  Aufgabe  ist  keineswegs  einfach,  man  kommt 
aber  der  Wirklichkeit  gewiss  sehr  nahe,  wenn  man  diesen  Theil 
des  Wärmeverlustes  der  entsprechenden  Temperatur  proportional 
oder  gleich 

setzt. 

Der  Verlust  durch  Strahlung  *  bestimmt   sich   dureh   das 
Stefan'sche  Gesetz,  nachdem  die  Strahlung  der  vierten  Potenz 
der  absoluten  Temperatur  proportional  ist,  also  durch 
2;rrrfa?.  q(273  +  ii)*  —  273»]. 

Da  wir,  wie  gesagt,  bloss  kleine  Temperaturerhöhungen 
betrachten,  so  können  wir  hieftlr 

27rrrfa?.C.273V4«tt 

schreiben  und  erhalten  somit  ftir  den  ganzen  Wärmeverlust  des 
Drahtelementes,  wenn  wir  noch 

5  +  C.273*.4a  =  »i 
setzen,  den  Ausdruck 

2nrmudx. 

Fttr  den  stationären  Zustand  giltdemnach  die  Bedingungsgleichung 


als  Ansdrack  davon,  dass  „alle  reinen  Metalle  im  festen  Zustand  ihre 
Leitangsf&higkeit  zwischen  0^  and  100^  in  demselben  Masse  verändern^, 
erhalten. 

Wie  man  flieht,  ist  es  bei  geringen  Temperaturerhöhungen  immer  zu- 
lässig, mit  Glausius 

«^s=Wo(H- 0-003668  0 
zu  setzen. 
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welche^  durch  die  Substitutionen 

2m      AJ^w^a 

kr  kn^r^ 

"kizh^" 
in 


verwandelt,  die  Integralgleichung 

0      ,  «v/o"    .  —  xv/ö" 

a         *  ' 

liefert  Die  Conetanten  c^  und  c^  bestimmen  sich  sehr  einfach  aiUF 
der  Bedingung,  dass  an  den  Enden  des  Drahtes  (o;  z=  +  2  und 
o?  =  —  Q  die  Temperatur  beständig  den  Werth  Null  hat,  so  das» 
wir  schliesslich  für  die  Temperaturvertheilnng  die  Gleichung 

••  * 

erhalten. 

Wie  wir  sehen,  ist  die  Temperaturcurve  eine  Gewölblinie» 
Die  höchste  Temperatur  herrscht  in  der  Mitte  {x  =  0),  und  zwar 

wobei  wir  in  Erinnerung  bringen  wollen,  dass 

b  _  AJ^w^ 

a       27r*mr^  —  AJ^w^a 

ist.  Aus  diesem  Ausdruck  folgt,  dass  u^nax  wächst,  wenn 
ceteris  paribus  J'und  w^  grösser  und  »i,  r,  k  kleiner 
werden.  Femer  wird  diese  Temperatur  bei  denselben  Werthen 
von  J\  w^y  niy  r  und  k  desto  grösser  ausfallen,  je  grösser  die 
Länge  ist,  und  zwar  in  einer  einfachen  Weise.  Ujnax  ist  nämlich 

eine  Function  von      .^ ;  wird  demnach  die  Länge  doppelt  so 

gross,  so  ist  das  dasselbe,  als  wenn  die  Wärmeleitungsfähigkeit  k 
viermal  kleiner  geworden  wäre. 
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Fttr  /  =  oo  wird 


Umax   = 


und  die  entsprechende  absolute  Temperatur 

273 


273  (1  -h  auma.)  = 


ÄJ^w^a 


2;r*mr» 
Dieselbe  ist  bei  zwei  verschieden  starken,  unendlich  langen 
Drähten  (r^,  r^)  gleich,  wenn  das  umgebende  Medium  dasselbe 
ist  und  die  Beziehung 

besteht.  Unter  diesen  Verhältnissen  gibt  dann  auch  die  Einheit 
der  Oberfläche  gleiche  Wärmemengen  durch  Strahlung  ab. 

Sind  die  beiden  Drähte  von  gleicher  Stärke,  ist  aber  das 
umgebende  Mittel  verschieden  (m^  m^j  dann  verlangt  die 
-Gleichheit  der  absoluten  Temperatur  die  Bedingung 

oder  da  A^  und  A^  nahezu  gleich  sind, 

Je  grösser  die  WärmeleitungsfUhigkeit  des  umgebenden 
Mediums  ist,  desto  grösser  muss  J^  sein,  um  dieselbe  Temperatur 
TJX  erzielen. 

Fttr  einen  unendlich  grossen  Werth  von  m  wird  a  =  oo  und 
damit  zufolge  der  Gleichung  6),  welche  wir  auch  in  der  Form 

schreiben  können,  die  Temperatur  in  allen  Punkten  des  Drahtes 
bei  jeder  beliebigen  (endlichen)  Stromstärke  gleich  Null. 

Die  mittlere  Temperatur  des  Drahtes  ist  gegeben  durch 

g=ir'.^=i(i- ■  ■' — "'^i), 
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wofür  wir,  wenn  l  sehr  gross  ist,  immer 

(7=1(1-     ') 
«  V         l\/a  / 

schreiben  können. 

Und  was  nun  den  Widerstand  betrifft,  so  ist  derselbe 
offenbar  gleich 

oder  wenn  wir 

setzen,  gleich 

Wird  für  ü  der  fUr  diese  Grösse  soeben  gewonnene  Ausdrack 
snbstitnirt,  dann  gestaltet  sieh  die  Beziehung  zu 

l\/c 
oder  nach  einer  kleinen  Umformung  zu 

W  _        1 ft«_    1  — g-g^y/« 

TFo  ""  1  -  MJ^       is/1?  '  1  +  ^-^'^^ 

Hierin  bedeutet  M  die  Qrüsse 

Awoa 
27:hnr^ ' 
Wir  sehen  also,  dass  der  Widerstand  W  als  eine  Function 
der  Stromstärke  erseheint,  so  dass  bei  einem  gegebenen  Draht 
(2/,  r,  Ar,  w^  und  bei  einem  gegebenen  Medium  jedem  Werthe 
von  Jein  bestimmter  Werth  von  TTentspricht 
Ist  der  Draht  sehr  lang,  dann  wird  aus  Oleichung  7) 

W^__± ha_ 

oder 

J»:_ L«         sjkr  MJ^ 


7) 
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Und  ist  Z  =  oo,  daun  wird 

W  _        1 


oder 

^=l-JUJ^  9) 

n. 

Um  die  Art  und  Weise,  wie  der  Widerstand  eines  Drahtes, 
der  dureh  einen  Strom  bis  zur  Weissglut  erhitzt  wird,  mit  der 
Stromstärke  wächst,  näher  kennen  zu  lernen,  haben  wir,  wie 
«chon  erwähnt,  durch  dünne  Platindrähte  StrOme  von  stufenweise 
zunehmender  Stärke  hindurchgeschickt,  Stromstärke  und  Wider- 
etand gemessen  und  ihr  Verhältnis  sowohl  durch  Construction 
als  auch  (in  den  beiden  letzten  Fällen)  durch  eine  empirische 
Formel  wiedergegeben.  Die  Methode  der  Widerstandsmessung 
ist  eine  sehr  einfache.  Wir  bilden  aus  dem  Platindraht  und  einem 
sehr  grossen  und  bekannten  Widerstand  (dünner  Eupferdraht) 
eine  Verzweigung,  messen  den  unverzweigten  Strom  mit  einer 
Helmholz-Gaugain'schen  Tangentenbussole  vom  Reductionsfactor 
fi'664  Ampöre  und  den  durch  den  grossen  Widerstand  gehenden 
Strom  mit  einer  W  i  e  d  m  an  n'schen  Bussole,  deren  Reductionsfactor 
ebenfalls  bekannt  ist.  Auf  diese  Weise  kennen  wir  den  Strom, 
der  durch  den  Platindraht  geht,  und  aus  dem  Verhältniss  der 
Zweigströme  und  dem  bekannten  Widerstände  des  einen  Zweiges 
den  Widerstand  des  Platindrahtes.  Eine  Änderung  des  bekannten 
Zweigwiderstandes  durch  den  hindurchfliessenden  Strom  ist  bei 
der  verschwindendenKleinheit  der  Stromstärke  nicht  anzunehmen. 

Bedeutet  J  den  durch  den  Platindraht  gehenden  Strom 
(Ampfere),  i  den  Zweigstrom  (Ampfere)  und  W  den  Widerstand 
(Ohm)  des  Platindrahtes,  dann  ergibt  sich 

JW=  964 -621  (Ampöre,  Ohm) 
und 


1  =  1-932  X  10-*wfl ip)  Ampire, 

wo  n  den  Scalenausschlag  in  Doppelmillimeter  und  r  den  in 
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Millimeter  (r  =  1707  Mm.)  gemessenen  Scalenabstand  bedeatet. 
Und  zeigt  die  Tangentenbassole  den  Ansschlag  tfy  dann  ist 

Tr=3-291  X  IQ-^X-r^ — fl  —  ^  Ohm. 
tang  5p  \         r*/ 

Was  die  Versuehsanordnung  selbst  anbelangt,  so  wurde  der 
Platindraht  unter  dem  Becipienten  einer  Luftpumpe  horisontal 
ausgespannt  und  mit  den  Verzweigungspunkten  durch  3  Mm. 
dicke  Eupferdrähte  verbunden.  Der  Widerstand  dieser  Zuleitungs- 
drahte  wurde  fttr  jede  Versuchsreihe  bestimmt  und  von  W  abge- 
zogen^ wobei  von  einer  Änderung  des  Widerstands  der  Znleitungs- 
drahte  darch  den  Strom  vollständig  abgesehen  wurde,  da  eine 
angenäherte  Rechnung  ergeben  hat,  dass  bei  einer  Stromstärke, 
welche  einen  0*27  Mm.  starken  Platindraht  —  und  diese  Stärke 
hatten  unsere  Platindrähte  —  auf  eine  Temperatur  von  1000"*  C. 
hebt,  die  Zuleitung  noch  lange  nicht  um  1**  G.  erwärmt  werden 
kann.  W^j  der  Widerstand  des  Platindrahtes  bei  O**  C,  wurde 
zunächst  bei  der  Zimmertemperatur  mit  äusserst  schwachen 
Strömen,  welche  eine  Temperaturerhöhung  nicht  znliessen,. 
gemessen  und  die  Reduction  auf  0""  C.  nach  der  Siemens'schen 
Formel  ^  vorgenommen. 

Die  Aufstellung  unter  dem  Recipienten  der  Luftpumpe  hatte 
zunächst  den  Zweck,  den  Einfluss  der  Lnftdichtigkeit  auf  die 
Erscheinung  zu  untersuchen.  Sie  wurde  aber  auch  bei  den  anderen 
Versuchsreihen,  obgleich  dieselben  bei  dem  Druck  einer  Atmo- 
sphäre ausgeführt  wurden,  beibehalten,  weil  der  Recipient  blos 
jene  Luftströmungen  zulässt,  welche  durch  die  Erwärmung  dea 
Drahtes  entstehen,  dagegen  die  im  Beobachtungslocal  herrschen- 
den Luftströmungen  voUständigt  ausscbliesst. 

Als  Stromquelle  dienten  Bnnsen'sche  Elemente.  Ein  im 
Hauptschliessungsbogen  eingeschalteter  Rheostat  gestattete  jede 
beliebige  Änderung  der  Stromstärke. 

Bei  den  Versuchen  hatten  wir  zunächst  mit  einer  grossen 
Schwierigkeit  zu  kämpfen,  nämlich  mit  bleibenden  Änderungen 
von  Wq  nach  dem  Durchgang  starker  Ströme.  Schon  von 
Quintus   Icilius'  hat   die  Beobachtung  gemacht,   dass  der 


1  Po  gg.  Ann.  Bd.  149.  S.  228. 

8  Pogg.  Ann.  101. 1857  und  G.  Wiedemanu,  Elektr.  IL  404. 
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Widerstand  von  Drähten,  welche  längere  Zeit  znr  Stromleitung 
gedient  haben^  sich  allmälig  vermehrt,  so  z.  B.  bei  Enpferdrähten 
im  Verhältniss  von  0*9293:0*9584  nnd  bei  Platindrähten  im 
Yerhältniss  von  0-8967  :  0*9175.  Wir  haben  gefnnden,  dass,  wenn 
ein  Platindraht  durch  den  galvanischen  Strom  bis  zur  Weissglut 
erhitzt  wurde,  die  Grösse  Wq  in  vielen  Fällen  eine  Vergrösserung, 
in  manchen  dagegen  eine  Verminderung  erfuhr.  Das  Letztere  ist 
namentlich  dann  eingetreten^  wenn  der  Draht  wiederholt  bis  zur 
Weissglut  erhitzt  worden  war.  Werden,  wie  wir  es  Anfangs 
machten,  durch  den  Draht  stufenweise  aufsteigende  Ströme  hin- 
durch geschickt,  welche  ihn  schliesslich  bis  zur  höchsten  Weissglut 
erhitzen,  dann  erfährt  der  Widerstand  Wq  eine  allmälige  Ände- 
rung, welche  fttr  diese  Versuche  nicht  nur  deshalb  von  Be- 
deutung ist,  weil  durch  eine  bleibende  Änderung  des  specifischen 
Widerstandes  die  Wärmeentwicklung  eine  andere  wird,  sondern 
auch  deshalb,  weil,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  die 
Constitution  des  Drahtes  sich  ändert.  Er  wird  weicher,  sein 
Elasticitätscoöfficient  also  ein  anderer,  und  wie  einige  später 
anzufahrende  Versuchsreihen  es  wahrscheinlich  machen,  wird 
auch  das  Wärmeleitungsvermögen  und  das  Emissionsvermögen 
ein  anderes. 

Es  zeigt  sich  aber  auch  noch  eine  andere  Erscheinung.  Wird 
nämlich  durch  den  Draht  einige  Mal  ein  so  starker  Strom 
geschickt,  dass  er  zu  einer  starken  Weissglnt  erhitzt  wird,  dann 
geht  jene  seitliche  Verbiegung,  welche  der  an  seinen  Enden  fest 
eingeklemmte  Draht  in  der  Weissglut  zufolge  der  Ausdehnung 
erfährt,  nicht  mehr  zurück.  Der  Ausdehnungscoöfficient  ist,  wie 
es  scheint,  ein  anderer  geworden. 

Arbeiten  wir  also  mit  stufenweise  aufsteigenden  Strömen, 
dann  haben  wir  mit  zwei  Übelständen  zu  kämpfen,  einmal  mit 
der  allmähligen  Änderung  der  Grösse  TT^,,  und  dann  mit  der 
allmälig  sich  ändernden  Länge  des  Drahtes.  Man  entgeht  aber, 
wie  wir  uns  überzeugt  haben,  beiden  Übelständen  in  einer  sehr 
einfachen  Weise,  wenn  man  nicht  aufsteigende,  sondern  ab- 
steigende Ströme  benützt.  Wir  haben  gefunden,  dass,  wenn 
die  Grösse  W^  gleich  nach  dem  Durchgang  des  stärksten  der  zur 
Anwendung  kommenden  Ströme  gemessen  wird  (natürlich  muss 
der  Draht  vollständig  auf  die  Temperatur  der  Umgebung  abge- 
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ktthlt  sein)  und  hierauf  zum  Schluss^  nachdem  alle  stufenweise 
abnehmenden  Ströme  hindurchgegangen  sind,  nochmals  be- 
stimmt wird,  die  sich  ergebenden  Werthe  nahezu  gleich  sind.  Es 
wird  also  die  bleibende  Änderung  von  H'^,  welche  eine  starke 
Weissglut  hervorbringt,  durch  den  darauffolgenden  geringeren 
Grad  der  Glut  fast  gar  nicht  geändert.  Femer  wird  auch  die 
durch  die  erste  Weissglut  zu  Stande  kommende  Längenänderung 
durch  die  darauffolgenden  schwächeren  Ströme  nicht  mehr  be- 
einflusst,  so  dass  der  Platindraht  für  alle  Ströme,  welche  wir 
benutzen,  die  gleiche  Länge  hat. 

m. 

Wir  untersuchten  nun  zunächst  nach  den  angedeuteten 
Grundsätzen  einen  0-27  Mm.  starken,  und  19  Mm.  langen  Platin- 
draht. Auf  die  genaue  Messung  der  Länge  wurde  keine  besondere 
Sorgfalt  verwendet,  erstens  wegen  der  erwähnten  seitlichen 
Verbiegung  und  zweitens,  weil  es  bei  unseren  Versuchen  blos 

W 

auf  das  Widerstandsverhältniss,  nämlich  -^=- ,  ankommt. 

Der  Widerstand  W^  (für  0**  C),  nach  dem  ersten  und  letzten 
Versuche  bestimmt,  blieb  sich  gleich  und  betrug  TFi  =  0*0449 
Ohm,  wobei  die  Reduction  auf  0*  C,  wie  gesagt,  mit  der 
Sie  mens 'sehen  Tabelle  ausgeführt  wurde.  Die  Luft  stand  unter 
dem  Druck  einer  Atmosphäre  und  hatte  die  Temperatur  19*  C. 

In  der  ersten  Columne  der  folgenden,  die  Versuche  wieder- 
gebenden Tabelle  steht  die  Stromstärke,  in  Ampere  ausgedrückt, 

die  zweite  Columne  enthält  die  Grösse  J.  /2^,   und  zwar   aus 

folgendem  Grunde.  Wenn  wir  diese  Versuchsreihe  mit  allen  übrigen 
vergleichen  wollen,  so  müssen  wir  zunächst  diejenigen  Wider- 
standsverhältnisse miteinander  vergleichen,  welche  unter  den 
gleichen  Umständen  erhalten  wurden. Wir  dürfen  nicht  sagen, 
es  herrscht  in  zwei  Punkten  dieselbe  Temperatur,  wenn  der 
specifische  Widerstand  w  in  beiden  der  gleiche  ist,  sondern  wir 
können  auf  die  Gleichheit  der  Temperatur  dieser  Punkte  nur 

dann  schliessen,  wenn  das  Widerstandsverhältniss  —  das  gleiche 

ist.  Nun  ist  aber  der  specifische  Widerstand  w^  der  untersuchten 
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Drähte  etwas  verschieden^  und  zwar  hauptsächlich  deshalb^  weil 
er  durch  die  Weissglut  eine  bei  den  verschiedenen  Drähten  ver- 
schieden grosse  bleibende  Änderung  erfuhr.  Femer  kommt  in  der 
Differentialgleichung  der  Temperaturvertheilnng,  wenn  wir  in 
derselben  die  Abhängigkeit  des  Widerstandes  von  der  Temperatur 
auch  noch  so  allgemein  fassen,  die  Stromstärke  nnr  in  der  Ver- 
bindung J^Wq  vor,  wo  Wq  =     ^      den  specifischen  Widerstand 

für  0**  C.  bedeutet.  Wir  können  also  unter  der  Voraussetzung, 
dass  alle  Drähte  dieselbe  Stärke  haben,  die  Versuchsreihen  nur 
in  der  Weise  mit  einander  vergleichen,  dass  wir  die  Widerstands- 

Verhältnisse  -=jp  fllr  denselben  Werth  von  —^  oder  für  densel- 
ben  Werth  von  J.  / ILo  mit  einander  vergleichen. 


V  21 


Aber  auch  die  Stärke  der  nntersuchten  Drähte,  welche  wir 
theils  mit  dem  Sphärometer  theils  durch  Wägung  bestimmten, 
zeigte  sich  etwas  verschieden.  Wollen  wir  mit  Bttcksicht  auf  diese 
Ungleichheiten  die  gleichen  Umstände  herstellen,  dann  kOnnen 
wir  es  nicht  mehr  so  correct  durchführen,  wie  in  Betreff  des 
specifischen  Widerstandes,  weil  der  Einfluss  der  Drahtstärke 
keineswegs  so  einfach  ist.  Die  Annäherung  ist  aber  eine  ziemlich 
grosse,  wenn  wir  den  Einfluss  der  Verschiedenheit  der  Dicke  in 
der  Weise  berücksichtigen,  dass  wir  von  der  für  unendlich  lange 
Drähte  und  für  geringe  Temperaturerhöhungen  gegebenen  Formel 

W^_ 1 

IFo  ""  1  —  MJ^ 

W 

ausgehen  und  die  Widerstandsverhältnisse  —     für    denselben 

Werth  von  MJ^  oder  denselben  Werth  von 


J\/M  =  J    1 


oder  für  denselben  Werth  von 


vergleichen. 
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21  =  19  Mm.,  2r  =  0-27  Mm.,   W^  =  00449  Ohm,  Druck 
eioer  Atmosphäre,  Lufttemperatur  19**, 


'Vi^- 


w 


w 

Wo 


J^W 


7-404 
7-125 
6-449 
6-039 
5-612 

5-097 
4-960 
4-778 
4-634 
4-432 

4-217 
4-001 
3-890 
3-699 
3-451 

3-254 
3  153 
2-949 
2-768 
2-448 

1-936 
1-611 
1-351 


0-6927 
0-6666 
0-6033 
0-5650 
0-5250 

0-4768 
0-4640 
0-4470 
0-4335 
0-4146 

0-3945 
0-3743 
0-3639 
0-3461 
0-3229 

0-3044 
0-2950 
0  2759 
0-2590 
0-2290 

0-1811 
0-1507 
0  1264 


•1755 

8- 

•1702 

3- 

-1532 

3- 

-1429 

3- 

-1318 

2- 

1176 

2- 

1126 

2- 

•1077 

2- 

•1036 

2- 

•0986 

2- 

•0917 

2- 

-0870 

1- 

-0882 

1- 

•0801 

•0759 

1* 

-0708 

1- 

•0691 

1- 

-0663 

1- 

•0632 

1- 

•0593 

1- 

•0550 

1- 

-0523 

1- 

-0510 

1« 

•909 
-791 
-411 
•182 
-936 

-619 
-507 
-398 
•308 
-197 

•043 
-937 

-852 
•785 
-690 

-576 
-539 
-478 
-408 
•320 

-224 
-164 
•135 


9-620 
8  640 
6-370 
5^209 
4  151 

3  054 
2-770 
2-458 
2-226 
1-937 

1-681 
1-392 
1-258 
1-097 
0-904 


749 
687 
577 
484 
355 


0-206 
0-136 
0  093 


stark  weiss 

weiss 

weiss 

fast  weiss 

hellroth 

roth 

roth 

schwachrotli 

sehr  Schwachroth 

dunkel 

n 
n 

n 


w 

Tragen  wir  als  Abscissen  die  Widerstandsverhältnisse  -=r 

und  als  Ordinaten  die  Grössen  J  .  /^   auf,    so    erhalten    wir 

V4/r         ' 

W 

(Taf.,  Fig.  I)  die  Curve  L  Dieselbe  verläuft  für  =r  =  1  senkrecht 

*% 

zur  Abscissenaehse,  ist  zunächst  bei  zunehmendem  Widerstands- 
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yerhältniss  concav  nach  unten,  um  dann  durch  einen  Wende - 
punkty  der  ungefähr  d»m  WiderstandsTerhältniss  2*367  ent- 
spricht, in  einen  zur  Abscissenachse  convesen  Theil  überzugehen. 
Der  Wendepunkt  liegt  etwas  höher  als  der  Anfang  der 
Glut  Dabei  müssen  wir  berücksichtigen,  dass  der  Draht  zuerst  in 
der  Mitte  zu  glühen  beginnt,  weil  dort  die  Temperatur  am 
höchsten  ist.  Der  höchsten  Temperatur  entspricht  auch  das 
höchste  specifische  Widerstandsverhältniss,  und  dieses  ist  selbst- 
verständlich grösser  als  das  WiderstandsTcrhältniss  des  ganzen 

W  W 

Drahtes  -=r ,  das  wir  messen.  Ist  -^^  jenem  Werthe  des  speci- 

fischen  Widerstandsverhältnisses  gleich  geworden,  bei  dem  das 
Glühen  beginnt,  so  wird  der  Zustand  in  der  Mitte  des  Drahtes 
den  Beginn  der  Rothglut  bereits  überschritten  haben.  Wir  können 
also  sagen,  der  Wendepunkt  fällt  in  die  Nähe  des  Be- 
ginnes der  Rothglut. 

Die  conyexe  Krümmung,  welche  der  dem  glühenden  Zu- 
stand entsprechende  Theil  der  Curve  gegen  die  Abscissenachse 
zeigt,  ist  so  gering,  dass  man  annäherungsweise  sagen  kann, 
es  ist  für  diese  Zustände  die  Stromstärke  eine  lineare 
Function  des  Widerstandsverhältnisses,  oder  umgekehrt, 
das  Widerstandsverhältniss  eine  lineare  Function 
der  Stromstärke. 

Tragen  wir  als  Abscissen  die  Widerstandsverhältnisse  und 
als  Ordinaten  den  Energieverlnst  J^W  auf,  dann  erhalten  wir 
(Taf.,  Fig.  I)  die  Gurve  Ja,  welche  beständig  convex  gegen  die 
Abscissenachse  verläuft  und  bei  der  mit  dem  Beginn  der  Rotbglut 
keine  besonderen  Eigenthümlichkeiten  zusammenfallen. 

IT. 

Bei  dem  soeben  beschriebenen  Versuch  wird  das  Wärme- 
gleichgewicht irgend  eines  Drahtelementes  in  der  Weise  erhalten, 
dass  der  Wärmegewinn  durch  den  galvanischen  Strom  und  durch 
innere  Leitung*  vollständig  aufgewogen  wird  durch  den  Wärme- 
verlust, den  das  Element  durch  die  Ableitung  an  das  umgebende 
Medium  und  durch  die  Strahlung  erleidet.  Was  die  Wärmeabgabe 

1  Der  Wfirmegewiüü  durch  innere  Leitung  ist  hier  negativ,  also  auch 
ein  W&rmeverlust. 

Sitab.  d.  mAthem.-nAturw.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  ^^ 
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an  das  umgebende  Medium  betrifft,  so  können  wir  uns  dieselbe 
in  zwei  Elemente  zerlegt  denken,  nämlich  in  die  Wärmeabgabe 
durch  Leitung  und  in  die  Wärmeabgabe  durch  Strömung. 

Wird  aus  dem  Recipienten  die  Luft  ausgepumpt,  dann 
ändert  dies  offenbar  die  Bedingungen  des  Wärmegleichgewichts, 
weil  vor  Allem  die  Strömung  verringert  wird.  Die  Wärme- 
leitungsfähigkeit  der  Luft  ändert  sich,  wie  Versuche  von  Stefan, 
Eundt,  Warburg  und  Winkelmann  gezeigt  haben,  mit  der 
Dichte  gar  nicht  und  auch  die  Strahlung  wird  nahezu  dieselbe 
bleiben,  weil  das  Quadrat  des  Brechungsexponenten,  welches 
von  Einfluss  ist,  in  einem  Grade  geändert  wird,  der  gar  nicht  in 
Betracht  kommt.  Ziehen  wir  unsere  früheren  Betrachtungen, 
welche  sich  auf  geringe  Temperaturerhöhungen  beziehen,  heran, 
so  sehen  wir,  dass  eine  Verminderung  der  Strömung  eine  Ver- 
minderung der  Grösse  B  und  mithin  auch  der  Grösse  m  zur  Folge 
hat,  so  dass  wir  schon  auf  Grund  dessen  im  vorhinein  sagen 
können,  dass  im  luftverdttnnten  Kaum  bei  derselben  Stromstärke 

W 

J  die  Werthe  t/n,a*  nnd  ^=7^  grösser  ausfallen  mttssen.  Es 

verhält  sich  eben  die  Sache  beiläufig  so,  als  wäre  bei  einem 
grösseren  Druck  die  Leitungsfähigkeit  grösser. 
2.  Versuchsreihe. 
Derselbe  Draht  W^  =  0-04449  Ohm,  Luftdruck  =  IS'//' 
=  30-1  Mm.  Quecksilber,  Lufttemperatur  18- 6*"  C. 


V 


W 


W 

Wo 


J^W 


6-834 
6-232 
5-764 
5-425 
5-328 

4-967 
4-628 
4-349 
4-063 
3-847 


0-6364 
0-5804 
0-5368 
0-5052 
0-4962 

0-4626 
0-4310 
0-4050 
0-3784 
0-3583 


0  1789 
0-1639 
0-1528 
0-1439 
0-1401 

0-1289 
0-1197 
0-1106 
0-1015 
0  0949 


4-012 
3-685 
3-435 
3-235 
3150 

2-897 
2-691 
2-485 
2-281 
2-133 


8-355 
6-366 
5  075 
4  236 
3-978 

3-180 
2-564 
2-091 
1-675 
1-404 


sehr  stark  weiss 
stark  weiss 

weiss 

fast  weiss 

heUroth 

roth 

Schwachroth 

beginnt  za  gltthen 

dunkel 
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J 

wr 

W 

W 

^0 

J^W 

3-881 

0-8149 

0-0808 

1-816 

0-924 

dunkel 

3-194 

0-2974 

00762 

1-712 

0-777 

1» 

3  027 

0-2819 

0-0723 

1-624 

0-662 

» 

2-888 

0-2689 

0-0696 

1-565 

0-581 

n 

2-791 

0-2599 

0  0676 

1-519 

0-526 

» 

2-527 

0-2353 

0-0633 

1-425 

0-404 

» 

2-409 

0-2243 

0  0613 

1-377 

0-356 

n 

2-184 

0-2179 

0-0578 

1-298 

0-275 

» 

1-961 

0-1826 

0-0562 

1-264 

0-216 

n 

1-811 

0-1687 

0-0541 

1-217 

0-178 

1) 

Der  Widerstand  W^  wurde  nach  dem  ersten  und  letzten 
Versuch  bestimmt  und  ergab  in  beiden  Fällen  den  Werth 
0-04449  Ohm.  Er  ist  etwas  kleiner  als  der  Widerstand  TFo  der 
ersten  Versuchsreihe,  weil  das  höchste  Widerstandsverhältniss 
in  dieser  Versuchsreihe,  nämlich  4-012,  grösser  als  das  grösste 
Widerstandsverhältnis  der  ersten  Versuchsreihe,  d.  i.  3-909  aus- 
gefallen, mithin  die  Weissglut  eine  viel  stärkere  gewesen  ist. 

Gonstruirt  man  (Tafel,  Fig.  I)  die  Curve  II,  indem  man  die 

Widerstandsverhältnisse  als  Abscissen  und  die  Werthe  J .    Iio 

\  4lr 

als  Ordinaten  aufträgt,  so  erhält  man  eine  Linie  von  ganz 
demselben  Aussehen  wie  die  Curve  I,  nur  liegt  jetzt  die  Curve 
viel  tiefer  oder  es  entspricht  in  diesem  Fall  demsel- 
ben Widerstandsverhältniss  ein  kleinerer  Werth  von 


\  4lf 


0-, 

4/r 


Auch  hier  ist  ein  Wendepunkt  zu  verzeichnen,   der 


ungefähr  bei  dem  Widerstandsverhältniss  2' 779  liegt  und  mit 
dem  Beginn  der  Rotbglut  nahezu  zusammenfällt.  Da  jener  Theil 
der  Curve,  welcher  den  Zuständen  der  Glut  entspricht,  eine 
ebenso  geringe  Erttmmung  hat  wie  früher,  so  können  wir  wieder 
annäherungsweise  sagen,  es  ist  im  Zustande  der  Glut 
die  Stromstärke  eine  lineare  Function  des  Wider- 
standsverhältnisses, oder  umgekehrt,  der  Widerstand 
eine  lineare  Function  der  Stromstärke. 

68* 
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Nimmt  man  die  Grösse  J^W  als  Ordinate  und  das  Wider- 

Stands verhältniss  -zr^  als  Abscisse,  dann  erhält  man  (Tafel,  Fig.  I) 

die  Car^e  II a^  welche  dasselbe  Anssehen  hat  wie  die  Cnrve  In. 
Sie  ist  überall  convex  nach  nnten,  zeigt  nicht  die  geringste 
Eigenthttmlichkeit,  welche  den  Beginn  der  Rothglat  kennzeichnen 
würde  und  liegt  viel  tiefer  als  die  frühere  Cnrve  la.  Der  letzte 
Umstand  sagt  ans^  dass  in  diesem  Fall  der  Energiever- 
Inst  bei  dem  gleichen  Widerstandsverhältniss  ein  viel 
geringerer  ist.  Der  Unterschied  im  Wärmeverlnst  ist  ein  sehr 
bedentender^  er  beträgt  nahezu  ein  Viertel  des  gesammten 
Wärmeverlustes  im  zweiten  Fall. 

Dem  gleichen  Widerstandsverhältniss  entspricht  offenbar 
die  gleiche  mittlere  Temperatur  des  Drahtes.  Ist  aber  die  mittlere 
Temperatur  die  gleiche,  dann  wird  der  Wärmeverlust  durch 
innere  Leitung  und  durch  Strahlung  nahezu  der  gleiche  sein.  Er 
ist  nicht  absolut  gleich,  weil  die  Änderung  der  Wärmeabgabe 
nach  aussen  eine  andere  Temperaturvertlieilnng  im  Drahte  zur 
Folge  hat.  Denn  wie  wir  gesehen  haben,  ist  die  Temperatur- 
curve  bei  kleinen  Temperaturerhöhungen  eine  Gewölblinie, 
welche  desto  flacher  verläuft,  je  geringer  die  Wärmeabgabe  nach 
aussen  ist.  Und  was  für  die  kleineren  Temperaturen  gilt,  gilt 
aller  Wahrscheinlichkeit  nach  auch  fttr  hohe  Temperaturen.  Der 
Wärmeverlast  durch  innere  Leitung  und  Strahlung  ist  also  nicht 
absolut  derselbe,  aber  der  Unterschied  gegen  früher  ist  so  gering, 
dass  wir  die  bedeutende  Differenz  im  gesammten  Wärmeverlnst 
des  Drahtes  fast  ganz  auf  Bechnung  der  Wärmeabgabe  an  das 
umgebende  Medium  setzen  müssen. 

Diese  Wärmeabgabe  setzt  sich  aus  der  Leitung  und  Strö- 
mung zusammen.  Was  die  erstere  anbelangt,  so  hat  Stefan  die 
Abkühlungsgeschwindigkeit  in  der  Luft  bei  einem  Drucke  von 
750  Mm.  und  428  Mm.  Quecksilber  gleich  gefunden,  aber  es 
muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  grösste  Temperaturdifferenz, 
die  dabei  zur  Anwendung  kam,  die  Zimmertemperatur  und  der 
Eispunkt  war.  Auch  bei  den  andern  Beobachtern,  A.  Kundt, 
E.  Warburg  und  A.  Winkelmann  war  die  Temperaturdifferenz 
gering,  und  zwar  bei  den  ersteren  59-3**  und  19*6°  C,  bei  dem 
letzteren  Zimmertemperatur  und  Eispunkt.  Hier  haben  wir  es 
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aber  mit  ausserordentlich  hoben  Temperaturen  zn  than^  und  es 
ist  nicht  so  ganz  ausgeschlossen^  dass  die  Wärmeleitungsfähigkeit 
in  diesem  Fall  eine  andere  ist. 

Dass  der  Vorgang  der  Strömung  ein  wesentlich  anderer  ist, 
liegt  auf  der  Hand.  Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  die  Art  und 
Weise,  wie  der  Einfluss  der  Strömung  mit  der  Dichtigkeit  sich 
ändert,  etwas  näher  zu  betrachten. 

T. 

Um  den  Einfluss  der  Strömung  bei  den  yerschiedenen 
Graden  der  Verdünnung  kennen  zu  lernen,  wollen  wir  ein  sehr 
einfaches  Beispiel  betrachten.  Wir  nehmen  an,  es  sei  in  der  Luft 
bei  der  Dichtigkeit  p  zur  Zeit  t  z=z  o  durch  irgend  eine  Erwärmung 
eine  Verdünnung  entstanden,  welche,  —  wir  nehmen  es  so  der 
Einfachheit  halber  an,  —  in  dem  Volumen  r,  welches  sie  ein- 
nimmt, überall  die  gleiche  Dichtigkeit  p'  haben  möge.  Der 
Dichtigkeit  p  entspreche  die  absolute  Temperatur  T,  der  Dichtig- 
keit p'  die  absolute  Temperatur  T.  Der  Druck  p  sei  in  beiden 
derselbe. 

Beziehen  wir  die  Bewegung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem,  dessen  z- Achse  vertical  nach  abwärts  gerichtet  ist, 
und  bezeichnen  wir  mit  ti,  v,  w  die  Componenten  der  Qeschwin- 
digkeit,  mit  t  die  Zeit  und  mit  fx  den  Reibungsco^fficienten,  so 
lautet  fttr  den  Fall,  dass  die  Schwerkraft  die  einzige  äussere 
Kraft  ist,  die  fttr  die  z-Achse  geltende  Difl'erentialgleichung: 

^  "^  y  8^  V8i  "^  8»  "^"äz"/ "*"  y  \8^  "*"  8p"  "^  "8^^ 
1  8p  _  8«?  8«?  8w  8io 

-7  8^- -87^"^*' 8^"^''^"^*^  "8^- 
Wir  wenden  nun  diese  Gleichung  auf  jenen  Theil  der  Luft 
an,  welcher  in  dem  Volumen  v  eingeschlossen  ist,  multipliciren 
die  ganze   Gleichung  mit  dxdydz   und  integriren  über   das 
Volumen  r.  Es  ergibt  sich  dann  zunächst 


gv 
und 


y  M  /  dxdydz 


— -p  jjTgf-   ^/^^'y^'«  =   —  J  jj  P  ^08  (»,  z)  rfco, 
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wo  (ka  ein  Element  der  Oberfläche  0  des  VolamenB  v  and  n  die 
nach  aussen  gerichtete  Normale  in  einem  Oberflächenpunkte  von 
d(ßi  bedeutet. 

Dieses  über  0  erstreckte  Fläcbenintegral  ist  nichts  Anderes 
als  vpg.  Denn  wäre  pf  =:  p  nnd  die  Lnft  in  Ruhe,  so  wäre  kein 
O^rund  zur  Bewegung  vorhanden;  und  es  würde  aus  der  obigen 
Gleichung,  wenn  wir  hierin  m  =  i?  =  ic  =  o  setzen  würden,  jene 
Relation  ohne  Weiteres  hervorgehen.  Die  Differentialgleichung 
erhält  mit  Rücksicht  darauf  die  Gestalt 

g^  PjZil  +  yfjji^  dxdydz  -h  ^JJJ  Awdxdydz 


^III^  ^^^y^*> 


dt 


wonn 


und 


bd  —  I     I     _____ 

A— ^    il    Ü. 


«{8888 
Ä=¥-^"8^-^''8^-^"'87 


bedeutet,  oder  wenn  wir  damit  die  Voraussetzung 

p  =  const.  pr=  const.  p'T' 
also 

p'~  T 
verbinden, 

-gv      ~      +  ^  /TT  g-  ^^dydx  +  ^  uf  Lwdxdydz 


-IIJ 


dw 

-T-  dxdydz. 


Die  Dichtigkeit  p'  kommt  jetzt  nur  in  der  Verbindung  mit  jul 
vor.  Haben  wir  also  zwei  verschiedene  Dichtigkeiten  der  Luft 
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von  derselben  Temperatur  T  und  tritt  in  beiden  Fällen  in  dem- 
selben Yolnmen  v  eine  gleicbmässige  Erwärmung  ein,  welche 
dieselbe  Temperatur  T  zur  Folge  hat^  und  wenden  wir  auf  beide 
Fälle  unsere  Gleichung  an,  dann  ist  Alles  gleich  bis  auf  die 
Coöfficienten  jener  Glieder,  welche  von  der  Reibung  herrühren^ 
d.  b.  hätte  das  Medium  keine  Reibung,  dann  wäre  die  Strömung 
die  nämliche.  Der  Unterschied  liegt  nur  darin,  dass  der  Einfluss 
der  Reibung  vergrössert  wird. 

Nach  Versuchen  von  0.  E.  Meyer  und  Maxwell  ist  der 
Reibungsco6fficient  der  Gase  vom  Druck  unabhängig.  Wird  also 
die  Luft  tausendfach  verdünnt,  dann  wird  in  Bezug  auf  die 
StrOmung  der  Einfluss  der  Reibung  so  vergrössert,  als  wenn  bei 
der  ursprtlnglichen  Dichtigkeit  derReibungscoSfficient  tausendmal 
grösser  geworden  wäre. 

Die  Strömungen  haben  eine  Verschiebung  der  isothermischen 
Flächen  zur  Folge.  Wäre  in  einem  Moment  der  stationäre  Zustand 
eingetreten,  sowie  er  sich  beim  vollständigen  Fehlen  der 
Strömungen  bilden  würde,  dann  würden  diesen  Zustand  die 
Strömungen  schon  im  nächsten  Augenblick  durch  Verschiebung 
der  isothermen  Flächen  ändern,  also  nichtstationär  machen.  Und 
nun  kommt  es  wesentlich  darauf  an,  ob  der  stationäre  Zustand 
sich  früher  oder  später  wieder  einstellen  kann.  Der  stationäre 
Zustand  tritt  theoretisch  erst  in  einer  unendlich  langen  Zeit  ein, 
praktisch  stellt  sich  aber  schon  in  einer  endlichen  Zeit  i^  ein 
Znstand  her,  der  vom  stationären  Zustand  so  wenig  verschieden 
ist,  dass  man  den  Unterschied  auch  mit  den  feinsten  Hilfsmitteln 
nicht  eonstatiren  kann.  Je  kürzer  diese  Zeit  i^  ist,  desto  kleiner 
ist  der  Einfluss  der  Strömung  und  umgekehrt. 

Wir  können  hier  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  beim  Kräfte- 
parallelogramm durchführen,  indem  wir  uns  die  Wirkungen 
snccessive  vorstellen.  Der  stationäre  Zustand  stellt  sich,  wenn 
die  Strömungen  fehlen,  praktisch  genommen,  in  einer  gewissen 
Zeit  f|  ein.  Nun  lassen  wir  durch  die  nächste  Zeitstrecke  i^  die 
Strömungen  vnrken,  wobei  wir  wieder  von  der  Wärmeleitung  ab- 
sehen wollen.  Indem  die  Strömungen  die  isothermen  Flächen  ver- 
schieben, machen  sie  den  Zustand  nichtstationär.  Es  ist  klar, 
dass  die  Verschiebung  desto  grösser  ist,  je  stärker  die  Strömungen 
sind,  und  je  grösser  die  Zeit  t^  ist. 
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Der  Draht  hatte  die  Gestalt  eines  geraden  Cylinders.  Wäre 
derselbe  unendlich  lang  gewesen^  dann  wttrde  in  dem  umgebenden 
Medium  der  Wärmevorgang  durch  die  Differentialgleichung 


8^  ""  cp  \8r*  "*"  r  8r/ 


bestimmt  sein,  wo  u  die  Temperatur,  k  das  Leitungsvermögen, 
c  die  specifische  Wärme  (bei  constantem  Druck),  p  die  Dichtigkeit, 
bezogen  auf  Wasser  als  Einheit,  und  r  den  Abstand  von  der 
Cylinderachse  bedeuten. 

Ist  nun  in  zwei  verschiedenen  Mitteln  zu  einer  gewissen  Zeit 
für  denselben  Abstand  r  die  Vertheilung  der  Temperatur  eine 

solche,  dass  r-y  h —  -r-  denselben  Werth  hat,  dann  ist  die  zeit- 
or         r  or 

du 
liehe  Änderung  der  Temperatur  oder  -r-  durch  das  Product  aus 

et 

k 
diesem  Werth  und  — gegeben.  Sie  ist  desto  grösser,  je  grösser  * 

cp 

und  je  kleiner  p  ist.  Wird  die  Luft  tausendfach  verdtlnnt,  dann 
erfolgt  der  Temperaturausgleich  so  rasch,  als  ob  im  ersten  Fall 
unter  den  gleichen  Umständen  die  Leitungsfähigkeit  tausendmal 
grösser  geworden  wäre. 

Wir  können  nun  das  Ergebniss  unserer  Betrachtungen 
folgendermassen  zusammenfassen:  Der  Einfinss  der  Strömung, 
nämlich  die  Verschiebung  der  isothermen  Flächen,  ist  desto 
grösser,  je  stärker  die  Strömung  und  je  grösser  die  Zeit  ist,  in 
welcher  ein  nicht  stationärer  Wärmezustand  (praktisch  genommen) 
in  den  stationären  Zustand  übergeht.  Wird  die  Luft  tausendfach 
verdünnt,  dann  wird  einerseits  die  Stärke  der  Strömung  so 
herabgesetzt,  als  wenn  bei  der  früheren  Dichtigkeit  ceteris 
paribus  der  Reibungscoöfficient  tausendmal  grösser  geworden 
wäre,  und  es  wird  anderseits  die  Zeit,  in  welcher  der  stationäre 
Zustand  sich  wieder  herstellt,  tausendmal  kleiner. 

Bei  unseren  Versuchen  war  das  Verhältniss  der  Dichtigkeit 
ungefähr  25 : 1.  Ob  die  dadurch  bewirkte  Verminderung  des 
Einflusses  der  Strömung  allein  im  Stande  ist,  jene  Differenz  in  der 
Wärmeabgabe  an  das  umgebende  Mittel  hervorzubringen,  kann 
leider  nicht  festgestellt  werden.  Sehr  deutlich  siebt  man  die  Ver- 
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mindernng  der  Zeit,  in  der  sieb  der  stationäre  Znstand  herstellt. 
Es  vergeht  nämlich  zwischen  dem  Stromschlnss  nnd  dem  Auf- 
treten der  Weissglnt  eine  gewisse  Zeit ;  dieselbe  ist  im  Falle  der 
Verdünnung  merklich  kleiner. 

VI. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den   Versuchen  mit  den  anderen 
Drähten.  Aus  den  im  Cap.  I  gegebenen  Betrachtungen  geht  her- 

W 

vor,  dass  das  Widerstandsverhältniss  r=|^ceteris  paribus  desto 

grösser  ausfallen  muss,  je  grösser  die  Länge  ist.  In  Taf.,  Fig.  2 
sind  nun  sechs  Curven  verzeichnet,  welche  die  Beziehung  zwischen 


w.„„,w 


-r-^  und  r==7-  bei  verschiedener  Länge   der  Drähte  wieder - 
4rZ  iTn 


^0 


geben.  Diese  Curven  haben  im  Grossen  und  Ganzen  dasselbe 
Aussehen;  sie  verlaufen  alle  ftlr  J=  0  senkrecht  zur  Abscissen- 
achse,  sind  Anfangs  concav  nach  unten,  dann  aber  schwach  con- 
cav  nach  oben.  Der  Wendepunkt  fällt  bei  allen  mit  dem 
Beginn  der  Rothglut  nahezu  zusammen. 

Da  die  Krümmung  jenes  Curventheils,  welcher  den  Zustän- 
den der  Gluth  entspricht,  bei  allen  Curven  sehr  gering  ist,  so 
können  wir  mit  Bezug  auf  alle  Curven  annäherungsweise 
sagen,  es  ist  für  die  Zustände  der  Glut  die  Stromstärke 
eine  lineare  Function  des  Widerstandsverhältnisses 
oder  umgekehrt,  der  Widerstand  eine  lineareFunction 
der  Stromstärke.  Die  höchste  Curve  entspricht  der  kürzesten 
Länge,  nämlich  19  Mm.,  dann  kommt  die  der  Länge  21  Mm.  und 
dann  die  der  Länge  23  Mm.  entsprechende  Curve.  Die  ferneren 
drei  Curven  entsprechen  grösseren  Längen  und  liegen  auch  tiefer 
als  die  erwähnten  drei  Curven,  aber  sie  zeigen  untereinander 
eine  relative  Lage,  welche  gerade  entgegengesetzt  zu  der  ist,  die 
man  erwarten  sollte.  Worin  der  Grund  davon  liegt,  wissen  wir 
nicht  genau,  aber  so  viel  ist  sicher,  dass  die  Drähte  nicht  ganz 
gleichmässig  behandelt  wurden.  Es  wurde  der  längste  Draht 
(99-4  Mm.),  nachdem  er  die  entsprechende  Versuchsreihe  durch- 
gemacht hatte,  auf  die  Länge  von  79  •  8  Mm.  verkürzt  und  dann 
der  Versuch  in  derselben  Weise  durchgeführt,  d.  h.  der  79  •  8  Mm. 
lange  Draht  hat  den  Zustand  der  Weissgluth  öfter  durchgemacht 
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als  der  99  *  4  Mm.  lange  Draht.  Und  was  den  56  Mm.  langen  Draht 
betrifft,  so  wurde  derselbe  noeh  öfter  als  der  79*8  Mm.  lange 
Draht  einer  starken  Weissglut  ausgesetzt.  Da  öfteres  Weiss- 
gltthen  eines  Drahtes  viele  physikalische  Gonstanten  desselben 
ändert,  so  ist  es  nicht  ausgeschlossen^  dass  durch  dasselbe 
sowohl  die  Wärmeleitangsftlhigkeit  als  auch  das  Emissions- 
vermögen geändert  wird.  Eine  Änderung  dieser  Eigenschaftien 
muss  sich  —  und  dies  entspricht  auch  den  Versuchen  —  desto 
mehr  geltend  machen,  je  mehr  bei  längeren  Drähten  der  Einfiuss 
der  Länge  zurücktritt. 

Ausser  der  relativen  Lage  der  zuletzt  genannten  Curven  ist 
noch  eine  andere  Eigenthümlichkeit  hervorzuheben;  es  kreuzt 
nämlich  jene  Curve  (Taf.,  Fig.  2),  welche  der  Drahtlänge  23  Mm. 
entspricht,  die  vorhergehende  in  ihrem  obersten  Verlauf.  Dabei 
müssen  wir  nun  aber  wieder  betonen,  dass  wir  die  Versuchsreihe 
mit  dieser  Drahtlänge  früher  als  die  Versuchsreihe  mit  dem 
21  Mm.  langen  Draht  durchgeführt  haben,  indem  wir  aus  der 
Länge  23  Mm.  die  Länge  21  Mm.  in  der  Weise  herstellten,  dass 
wir  auf  beiden  Seiten  je  1  Mm.  ausschalteten.  Der  Verlauf  im 
oberen  Theil  der  Curve  lässt  sich  vrieder  durch  die  Annahme 
zurechtlegen,  dass  durch  das  öftere  Ausglühen  sowohl  die  Wärme- 
leitungsfähigkeit als  auch  das  Emissionsvermögen  des  21  Mm. 
langen  Drahtes  kleiner  geworden  ist. 

Wir  gedenken  in  einer  ferneren  Arbeit  noch  einmal  auf  diese 
Eigenthümlichkeiten  zurückzukommen. 


3.  Versuchsreihe. 


2/=21Mm.,  2r=0-27Mm.,  W^ 
einer  Atmosphäre,  Lufttemperatur  17- 6** 


0-05211  Ohm,  Druck 


a 


6-720 
6-861 
5-828 
5-478 
5-152 

'sl^i 

W 

W 

^0 

0-6442 
0-6098 
0-5587 
0-5252 
0-4939 

0-1960 
0-1785 
0-1691 
0-1581 
0-1472 

8-761 

3-426 
3-245 
3  034 
2-825 

stark  weiss 

weiss 

schwach  weiss 

bis  blau  incl. 

bis  grün  inol. 
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J 

WS 

W 

W 

^0 

4-927 

0-4723 

0-1401 

2-689 

bis  grün  ind.  (schwach) 

4-628 

0-4437 

0-1296 

2-487 

Beginn  der  Rothglnt 

4-362 

0-4182 

01172 

2-249 

dunkel 

4-100 

0-3931 

0-1118 

2-145 

11 

3-866 

0-3706 

01052 

2-019 

n 

3-657 

0-3506 

0-0992 

1-904 

I» 

3-305 

0-3168 

0-0882 

1-693 

n 

2-926 

0-2805 

0  0814 

1-562 

n 

2-619 

0-2511 

0-0745 

1-430 

n 

2-344 

0-2247 

0-0713 

1-368 

n 

2  137 

0-2049 

0-0675 

1-295 

19 

1-849 

0-1773 

0-0642 

1-232 

9 

1-624 

0-1557 

0-0625 

1-199 

» 

1-425 

0-1366 

0-0599 

1-149 

n 

4.  Versuchsreihe. 

21  =  23  Mm.,  2r  =  0-27  Mm.,  W^  =  0-05915  Ohm,  Druck 
einer  Atmosphäre,  Lufttemperatur  18-1''  C. 


J 

6-636 

W 

W 

»^0 

0-6476 

0-2213 

3-741 

sehr  stark  weiss 

6060 

0-5914 

0-2060 

3-483 

stark  weiss 

5-590 

0-5456 

0-1903 

3-217 

weiss 

5-172 

0-5048 

0-1766 

2-986 

bis  blau  incl 

4-849 

0-4732 

0-1630 

2-756 

bis  grün  incL 

4-576 

0-4466 

0-1519 

2-568 

bis  grttn  incl.  (schwach) 

4-279 

0-4176 

0-1416 

2-394 

n     n       n  (äusserst  schw.) 

4-050 

0-3953 

0-1318 

2-228 

Beginn  der  ftotbglnt 

3-820 

0-3729 

0-1251 

2-115 

dunkel 

3-629 

0-3542 

0-1166 

1-971 

» 

8-221 

0*3143 

0-1046 

1-767 

n 

2-818 

0-2750 

0-0939 

1-587 

ff 

2-504 

0-2444 

0-0865 

1-462 

» 
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J 

W4r/ 

W 

W 

2-260 
1-992 

1-809 
1-597 
1-491 
1*336 

0-2205 
0-1944 

0-1765 
0  1559 
0-1455 
0-1304 

0-0806 
0-0787 

0  0733 
0-0711 
0-0698 
0-0697 

1-363 
1-330 

1-239 
1-202 
1-180 
1-179 

dunkel 

n 
ti 

» 

n 

5.  Versuchsreihe. 
2Z  =  56  Mm.,  2r  =  0-29  Mm.,  TT^  =  0-12268  Ohm,Dnick 
einer  Atmosphäre,  Lufttemperatur  15-6**  C. 


J 

WS 

W 

W 

Wo 

6-030 

0-5241 

0-5019 

4-091 

stark  weiss 

5-764 

0-5010 

0-4829 

3-936 

weiss 

5-372 

0-4669 

0-4547 

3-706 

schwach  weiss 

5-145 

0-4472 

0-4347 

3-543 

bis  blau  incl. 

4-916 

0  4273 

0-4167 

3-397 

bis  grün  incl 

4-611 

0-4008 

0-3911 

3-188 

bis  grttn  incl.  (schwach) 

4-068 

0-3536 

0-3373 

2-749 

schwach  roth 

3-814 

0-3315 

0-3119 

2-542 

Beginn  der  Rothglnt 

3-511 

0-3052 

0-2867 

2-337 

dunkel 

3-207 

0-2787 

0-2622 

2-137 

9 

2-965 

0-2577 

0-2416 

1-968 

n 

2-653 

0-2306 

0-2214 

1-805 

n 

2-332 

0  2027 

0-2013 

1-641 

» 

2-032 

0  1766 

0-1896 

1-545 

91 

1  815 

0-1578 

0-1749 

1-426 

11 

1-584 

0-1377 

0  1655 

1-349 

ff 

1-283 

0-1115 

0-1579 

1-287 

» 

Der  Gnriosität  halber  haben  wir  nach  dieser  Versuchsreihe 
die  Stromstärke  so  gesteigert,  dass  der  Draht  schliesBlich  in  der 
Mitte  schmolz.   Er  schmolz  bei  einer  Stromstärke  von  7-359 
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Amp&re.  Wenden  wir  das  oben  als  annäherungsweise  giltig  aus- 
gesprochene Gesetz  an,  dass  fUr  die  Zustände  der  Glut  der 
Widerstand  eine  lineare  Function  der  Stromstärke  ist,  so  finden 
wir  für  den  Widerstand  des  Drahtes  beim  Schmelzen 

Ws  =  0-5965  Ohm, 
also  fbr  das  Wiederstandsverhältniss 

^  =  4862, 

welchem  nach  der  Siemens'schen  Tabelle  die  Temperatur 
1350''  G.  entspricht  Das  ist  aber  blos  die  mittlere  Temperatur. 

Da  der  Draht  in  der  Mitte  schmolz,  so  mnss  als  Schmelztem- 
peratur die  Temperatur  in  der  Mitte  des  Drahtes  (timo»)  an- 
gesehen werden,  welche,  wie  schon  erwähnt,  grösser  als  die 
mittlere  Temperatur,  also  grösser  als  1350''  0.  ist. 

Worden  wir  die  Vertheilung  der  Temperatur  in  einem  weiss- 
glühenden  Drahte  kennen,  dann  wäre  auch  das  Verhältniss  von 
Umax  ZU  Ü  nnd  damit  der  Schmelzpunkt  bekannt.  Leider  ist  das 
aber  nicht  der  Fall.  In  vollständiger  Ermangelung  jedweder 
Eenntniss  dieses  Verhältnisses  für  die  Weissglut  wollen  wir  — 
die  Rechnung  gilt  ja  ohnedies  nnr  annäherungsweise  —  jenes 
Verhältniss  einführen,  welches  für  geringe  Temperaturerhöhun- 
gen gilt. 

Wir  haben  fUr  diesen  Fall 

oder  bei  sehr  grossem  l 

_  b 

Umax  — 

a 


nnd  femer 

oder  bei  sehr  grosBem  l 

gefanden.  Für  eine  grössere  Drahtlänge  kann  also  immer 
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"=-"- ('-TV'^) 
gesetzt  werden,  wo 

TT  VA    ■■7rr»Jfc.2Z 

ist.  r  und  /  werden  in  Millimeter  gemessen. 

Nun  ist  eine  Grammcalorie  gleich  0*424  Eilogrammmeter 
oder  gleich  0-424  X  10^  X  9-81  (Cm«  gr  sec-»).  Femer  gehen 
im  Platin  in  einer  Secnnde  dnrch  1  Qaadratmillimeter  bei  einem 

1*  C 
TemperatargefUle  von     ^ 

76*8 
*  =  ^?uu{  =  0'0126  Grammcalorien. 

DÜÜÜ 

Es  ist  mithin 

*  =  0-424  X  9-81  X  nr*  X  21  X  00126  =  ^'^^  {nm-^). 
Schreiben  wir 

ü 


1 


1        /«ww 

TVT 


80  erhalten  wir  für  Um>  in  erster  Annähening  den  Werth 

ü 


^max  — 


-i\Jt- 


Und  setzen  wir  wieder  diesen  Werth  in  die  vorhergehende 
Gleichung  rechter  Hand  ein,  so  erhalten  wir  den  Werth  für  Um^ 
in  zweiter  Annäherung.  Auf  diese  Weise  ergab  sich  in  erster 
Annäherung  1740''  G.  und  in  zweiter  Annäherung 

u^  =  1810**  C. 
VioUe^  fand  den  Schmelzpunkt  des  Platins  gleich  1779*"  C. 


1  CR.  LXXXY.  p.  548—546.  Poggend.  Beiblätter  L  1877  &  657. 
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21  =  79-8  Mm.,  2r  =  0264  Mm.,  W^  =  0-21734  Ohm. 
Druck  einer  Atmosphäre,  Lufttemperatur  15*3^  C. 


WS 


w 


w 

Wn 


5-612 
5 -414 
5-152 
4-798 
4-562 

4-166 
3-719 
3-412 
3-084 
2-734 

2-480 
2-260 
1-923 
1-653 
1-393 

1-192 


0-5700 
0-5499 
0-5233 
0-4873 
0-4634 

0-4231 
0-3777 
0*3466 
0-3132 
0-2777 

0-2519 
0-2295 
-1953 
-1679 
•1415 


0- 

0- 
0- 


0-1211 


0-8243 
0-8030 
0-7726 
0-7335 
0-6918 

0-6317 
0-5599 
0-5122 
0-4635 
0-4179 

0-3814 
0-3580 
0-3203 
0-3001 
0-2808 

0-2708 


3-793 
3-695 
3-555 
3-375 
3-183 

2-907 
2-576 
2-357 
2-133 
1-923 

1-755 
1-647 
1-474 
1-381 
1-292 

1-246 


stark  weiss 
weiss 


bis  blau  incl. 

bis  grün  incl. 

roth 

beginnt  zu  glühen 

dankel 


Bei  dieser  und  bei  der  nächsten  (und  letzten)  Versuchsreihe 
haben  wir  es  versucht,  die  Widerstandsverhältnisse  und  die 
Stromstärken  durch  eine  empirische  Formel  zu  verbinden,  und 
haben  fUr  diese  Reihe  gefunden 


w 


=  1  —  0- 18395  J*  +  004131  7»  —  0006387  J« 


+  00003455  J«  —  000001032  J»  ■+■  0-0000001097  J". 

Diese  Formel  aohliesst  sich  den  Beobachtungen  in  ihrem  ganzen 
Umfang  sehr  genan  an. 
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0.  Tumlirz  u.  A«  Krug, 
7.  Versuchsreihe. 


21  =  99-4  Mm.,   2r  =  0-264  Mm.,    W^  =  0-2790  Ohm 
Druck  einer  Atmosphäre.  Lufttemperatur  17''  C. 


5-023 
4-795 
4-546 
4-401 
4-115 

3-917 
3-672 
3-406 
3-210 
3-007 

2  737 
2-520 
2-327 
2-125 

1-888 

1-534 
1-257 
1-088 


Jsjllo 


0-5179 
0-4944 
0-4687 
0-4538 
0-4243 

0-4039 
0-3786 
0-3512 
0-3310 
0-3100 

0-2822 
0-2598 
0-2399 
0-2191 
0-1947 

0-1582 
0-1296 
0  1122 


W 


0-9458 
0-9022 
0-8604 
0-8378 
0-7859 

0-7659 
0-6992 
0-6594 
0-6141 
0-5745 

0-5283 
0-4910 
0-4643 
0-4334 
0-4027 

0-3713 
0-3484 
0-3326 


^0 


3-390 
3-234 
8-084 
3-003 
2-817 

2-746 
2-506 
2-364 
2-201 
2  059 

1-894 
1-760 
1-664 
1-554 
1-444 

1  331 
1-249 
1-192 


Temperatur 

in  Celsius 

Grraden 


807 
751 
697 
667 
602 

577 
493 
444 
388 
339-5 

284-2 
240-2 
208-3 
172-6 
137-3 

101-5 
75-9 
58-1 


his  hlau  ind. 

his  grün  incL 

» 

roth 

schwach  roth 

dunkel 

n 
n 


Die  Temperatur  wurde  aus  dem  Widerstandsverhältniss  nach 
der  Siemens'schen  Tafel  berechnet.  Natürlich  ist  damit  wieder 
nur  die  mittlere  Temperatur  gemeint.  Dem  Zustand  ,,schwach 
roth"  entspricht  eine  mittlere  Temperatur  des  Drahtes  von  493*  C* 


1  Wenn  wir  filr  aUe  Drähte  diejenigen  Widerstandsverhältnisse  zu- 
sammensteUen,  bei  welchen  der  Beginn  der  Rothglat  verzeichnet  ist,  dann 
finden  wir  Werthe,  welche  von  einander  einigermassen  abweichen.  Diese 
Werthe  können  selbstredend  nicht  vollständig  übereinstimmen,  weil  zufolge 
der  sprnngweisen  Änderung  der  Stromstärke  der  wahre  Beginn  der  Botfa- 
glat  mit  den  betreffenden  Widerstandsverhältnissen  im  Allgemeinen  nieht 
zusammenfaUen  kann.  Auch  haben  wir,  weil  wir  auf  die  genaue  Bestunmuiig 
des  Glutgrades  kein  besonderes  Gewicht  legten,  bei  voUem  Tageslicht 
gearbeitet,  dessen  veränderliche  Intensität  das  Urtheil  bekanntUch  stark 
beeinflusst. 


O.Tuinlii 


Hi.;..in,v,iti 
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Da  aber  die  Rothglnt  zuerst  in  der  Mitte,  wo  die  höchste  Tempe- 
ratur ist,  auftritt,  so  wird  die  dem  Zustaud  ,,schwaehroth^ 
wirklich  entsprechende  Temperatur  grösser  sein  als  493**  C. 

Wir  können  auch  diese  Temperatur  mit  ziemlicher  An- 
näherung bestimmen,  wenn  wir  zwischen  u^^  und  Ü  jenes  Ver- 
hältniss  annehmen,  das  bei  geringen  Temperaturerhöhungen 
besteht,  also  mit  Rücksicht  auf  die  schon  beträchtliche  Drahtlänge 

Ü 
«««.  = p^- 

^       i\    b 
setzen.  Substituiren   wir  rechter  Hand  im  Nenner  fUr  n^ax  die 
Temperatur  t?=493**,  so  erhalten  wir  in  erster  Annäherung 
Untax  =  562' 1"  C-,  und  substituiren  wir  jetzt  zum  zweiten  Mal 
diesen  Werth,  so  erhalten  wir  in  zweiter  Annäherung: 

11^=567-6^0. 
Der  Zustand    „schwach   roth"    hat  jedenfalls   den  Beginn   der 
Kothglut  Überschritten,   so   dass   die   dem  Beginn   der  Kothglut 
entsprechende  Temperatur  niedriger  ist  als  r)G7-6**  C. 

Auch  diese  Versuchsreihe  haben  wir  durch  eine  Formel 
wiedergegeben,  welche  sich  den  Beobachtungen  in  ihrem  ganzen 
Umfang  sehr  genau  anschliesst;  dieselbe  lautet: 

^«=:  1—0- 17166  J«  +  003721J*  —  0004856  J«-+- 
+  00003132  J«  —  0- 000009293  J^^  +  00000001009  J'\ 


SiUb.  d.  matham.naturw.  Cl.  XCV.  Bd.  lt.  AbtL.  69 
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XU.  SITZUNG  VOM  12.  MAI  1887. 


Se.  Exccllenz  der  Herr  Curator-Stellvertreter  setzt 
die  Akademie  mit  hohem  Erlasse  vom  10.  Mai  in  Kenntniss, 
dass  Seine  kaiserliche  Hoheit  der  dnrchlanchtigste 
Herr  Erzherzog -Cnrator  in  der  diesjährigen  feierlichen 
Sitzung  am  26.  Mai  erscheinen  und  dieselbe  mit  einer  An- 
sprache eröffnen  werde. 

Das  Curatoriuni  der  Schwestern  Fröhlich -Stiftung 
in  Wien  übermittelt  die  diesjährige  Kundmachung  über  die  Ver- 
leihung von  Stipendien  und  Pensionen  aus  der  bezeichneten 
Stiftung. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  ?.  Barth  tibersendet  eine  Arbeit 
aus  dem  Laboratorium  ftir  allgem.  und  analyt.  Chemie  der  k.  k. 
technischen  Hochschule  in  Wien:  „Über  trocknende  Ölsäu- 
ren" (IV.  Abhandlung),  von  Herrn  K.  Hazura. 

Das  c  M.  Herr  Prof.  C.  Senhofer  übersendet  eine  im  che- 
mischen Institute  der  Universität  Innsbruck  von  dem  Assistenten 
Herrn  Josef  Zehcnter  ausgeführte  Arbeit:  „Über  Brom- 
derivate des  Resorcins." 

Der  Sccretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandhmgen 
vor: 

1.  „Über  einige  Anwendungen  der  periodischen  Rei- 
hen", von  Herrn  Prof.  R.  Mildner  in  Römerstadt. 

2.  „Über  die   Mechanik  des  Muskels,^   von  Herrn  A. 
Jarolimek  in  Hainburg. 

Das  w.  M.  Herr  Intendant  Hofrath  F.  Ritter  von  Hauer 
tiberreicht  eine  für  die  Denkschriften  bestimmte  Abhandlung 
unter  dem  Titel:  „Die  Cephalopoden  des  bosnischen 
Muschelkalkes  von  Han  Bulog  bei  Sarajewo". 
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Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  Überreicht  einein  seinem 
Lnboratorium  ausgeführte  Arbeit  des  Hen-n  Dr.  W.  Fossek: 
,;Über  Bestimmung  des  Kohlensäuregehaltes  der  Luft 
in  Schulzimmern^. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht  zuge- 
kommene Feriodica  sind  eingelangt: 

Auwers,  A.,  Die  Venus -Durchgänge  1874  und  1882.  Bericht 
über  die  deutschen  Beobachtungen.  Herausgegeben  im  Auf- 
trage der  Commission  für  die  Beobachtung  des  Venus- 
Durchganges.  IV.  Bd.  Berlin,  1887;  4«. 

Ganser,  A.,  Die  Entstehung  der  Bewegung.  Eine  Kosmogonie. 
Graz,  1887;  8«. 

Vogl,  A.  E.,  Anatomischer  Atlas  zur  Pharmakognosie.  60  Tafeln 
in  Holzschnitt.  Heft  I— IV  (Schluss).  Wien  u.  Leipzig,  1887; 
gr.  8^ 
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Über  trocknende  Ölsäuren. 

IV.  Abhandlung. 

Von  K.  Haznra. 

(Ana  dem  Laboratorium  fUr  allgemeine  und  analytiache  Chemie  an  der 
k.  k.  technischen  Hochachule  zu  Wien.) 

Auf  6i*nnd  der  bei  der  Analyse  erhaltenen  Zahlen  und  des 
Ergebnisses  der  Reduction  mit  Jodwasserstoff  stellte  Peters^ 
für  die  Leinölsäare  die  Formel:  C^^Hj^O,  auf.  Seine  Angaben 
wurden  anch  von  Dieff  nnd  Reformatzky'  bestätigt,  da  diese 
Forscher  in  einer  vorläaiigen  Mittheiinng,  welche  vom  2.  April 
1887  datii-t  ist,  angeben,  dass  sie  bei  Behandlung  der  Leinöl- 
sänre  mit  Jodwasserstoff  Stearinsäure  und  bei  Oxydation  der- 
selben in  alkalischer  Lösung  mit  Kaliumhypermanganat  eine 
Tetraoxystearinsäure  erhalten  haben. 

In  meiner  mit  A.  Friedreich  der  kais.  Akademie  der 
Wissenschafken  am  17.  März  1887  vorgelegten  Abhandlung, 
etwa  V/^  Monate  vor  dem  Bekanntwerden  der  vorlnu6gen  Mit- 
theilung der  Herren  Dieff  und  Reform atzky,  berichtete  ich, 
dass  ich  bei  der  Oxydation  der  Leinölsäure  Sativin säure  and 
Linusinsäure  erhalten  habe.  Die  Zusammensetzung  der  Sati- 
vinsäure  wurde  als  die  einer  Tetraoxystearinsäure,  jene 
der  Linusinsäure  als  die  einer  Hexaoxyfettsäure  vom  Kern 
C|g,  wahrscheinlich  der  Hexaoxystearinsäure  erkannt. 

Bei  der  Bromirung  der  Leinölsäure  in  eisessigsaurer  Lösung 
erhielt  ich  das  bei  177*"  C.  schmelzende  BromproduetCigUjoBr^O,. 

Um  diese  Thatsachen  mit  der  Formel  GjgH,,0,  für  Leinöl- 
säure in  Einklang  zu  bringen,  müssfe  angenommen  werden,  dass 


1  Monatshefte  für  Chemie  1886,  S.  554. 

2  Berl.  Berichte  1887,  S.  1211.  (V.  M.) 
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die  Satiyinsäure  CjgH3jOj(OH)j^  bei  weiterer  Oxydation  die  Linu- 
fiinsäure  C|gH3oO,(OH)g  gibt  und  das  Bromproduet  C^gHjoBr^O, 
dadurch  entstanden  sei^  dass  sich  an  die  Säare  GigEj^O^  vier 
Atome  Brom  durch  Addition,  zwei  Atome  Brom  durch  Substi- 
tution anlagern.  Es  mUssten  daher  bei  der  Bromirung  der  Leinöl- 
fiäure  bedeutende  Mengen  von  Bromwasserstoff  gebildet  werden, 
und  ferner  möglich  sein,  aus  dem  bei  114 — 115*"  C.  schmelzenden 
Bromproduet  CjgHjjBr^O,  durch  weitere  Behandlung  mit  Brom 
das  bei  177*  C.  schmelzende  Bromproduet  CjgHj^^Br^O,  zu  er- 
halten, da  ja  beide  bei  der  Bromirung  der  Hanfblsäure  erhalten 
worden  waren. 

Um  mir  über  diese  Punkte  Aufklärung  zu  verschaffen,  habe 
ich  die  drei  folgenden  Versuche  durchgeführt. 

Oxydation  der  SatiYinsänre    in  alkalischer  Lösung    mit 
Ealiumhypermanganat. 

10  6rm.  aus  Wasser  umkrystallisirter  Sativinsäure  wurden 
mit  30  CC.  Kalilauge  von  der  Dichte  1-27  verseift,  die  Kaliseife 
in  einem  Liter  Wasser  gelöst  und  mit  einer  Lösung  von  9  Grm. 
Kaliumhjrpermanganat  in  einem  Liter  Wasser  in  üblicher  Weise 
oxydirt. 

Die  vom  Manganhyperoxyd  abfiltrirte  alkalische  Flüssigkeit 
wurde  mit  Salzsäure  angesäuert,  wobei  ein  Niederschlag  A  her- 
ausfiel. Derselbe  wurde  auf  einem  Filter  gesammelt,  nach  dem 
Trocknen  auf  einer  Thonplatte  gewogen  (4  Grm.),  und  dann  aus 
Wasser  umkrystallisirt  Die  geringe  Löslichkeit  der  KrystaUe, 
der  zu  162°  G.  gefundene  Schmelzpunkt,  die  Unlöslichkeit  des 
Barytsalzes  in  Wasser  zeigten^  dass  der  Niederschlag  A  nur 
Sativinsäure  enthielt,  welche  der  Oxydation  entgangen  war. 

Das  Filtrat  von  dem  Niederschlage  A  wurde  mit  Ätzkali 
neutralisirt,  auf  etwa  300  CO.  eingeengt  und  abermals  mit  Salz- 
säure angesäuert,  wobei  sich  eine  feste  Säure  B  ausschied,  welche 
durch  Schütteln  mit  Äther  der  Flüssigkeit  entzogen  werden 
konnte.  Nach  dem  Abdestilliren  des  Äthers  hinterblieben  etwa 
IV2  Grm.  der  festen  Säure  By  welche  in  Folge  ihrer  leichten 
Löslichkeit  in  kochendem  Wasser  und  des  zu  107°  C.  gefun- 
denen Schmelzpunktes  der  aus  der  heissen,  wässerigen  Lösung 
herausfallenden  Blättchen  als  AzelaYnsäure  erkannt  wurde. 
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Die  mit  Äther  ansgeschttttelte  saure  Flüssigkeit  wurde 
abermals  mit  Ätzkali  neutralisirt,  auf  dem  Wasserbade  bis  zur 
Troekene  eingedampft  und  die  trockene  Salzmasse  am  RUckfinss* 
kttbler  mit  salzsänrehältigem  Alkohol  extrahirt.  Die  Tom  unlös- 
lichen Salzrttckstande  abfiltrirte  alkoholische  Lösung  hinterliess 
nach  dem  Verdunsten  des  Alkohols  eine  geringe  Menge  eines 
festen  Körpers  Cy  welcher  nach  dem  Umkrystallisiren  aus  Wasser 
bei  105*"  C.  schmelzende  Blättchen  darstellte^  also  noch  Azelain- 
säure war,  welche  beim  Ausschütteln  mit  Äther  der  Flüssigkeit 
nicht  entzogen  wurde. 

Wie  dieser  Versuch  lehrt,  bleiben  bei  der  Oxydation  der 
Sativinsäure  unter  den  obigen  Verhältnissen  40%  derselben 
unverändert,  607o  ^ber  unterliegen  einer  tiefgreifenden  Oxydation. 
Das  Molekül  der  Sativinsäure  wird  gespalten  und  neben  niederen 
Fettsäuren,  als  festes  Product  nur  Azelainsäure  erhalten. 

Bildung  von  Linusinsänre  (Schmelzpunkt  203**  C.)  findet 
nicht  statt. 

Bestimmung  des  bei  der  Brominmg  der  Leinölsänre  gebil- 
deten Bromwasserstoffs. 

In  die  Lösung  von  10  Grm.  Leinölsäure  in  100  CO.  Chloro- 
form wurden  4  CO.  Brom  tropfenweise  einfliessen  gelassen,  das 
herausfallende  ßromproduct  (4  Grm.)  abgesaugt  und  die  Mutter- 
lauge zweimal  mit  je  300  CC.  Wasser  geschüttelt.  Die  wässerigen 
Ausschüttlungen  wurden  vereinigt,  mit  salpetersaurem  Silber 
gefällt  und  der  entstandene  Niederschlag  von  Bromsilber  gewogen. 

Bei  zwei  Versuchen  wurde  erhalten: 

1.  BrAg:  0*2624  Grm. 

2.  BrAg:  0-1958      ^ 

während  der  Bildung  von  4  Grm.  des  bei  177**  C,  schmelzenden 
Bromproductes  CigEj^Br^O,,  aus  der  Säure  CjgH„Oj  etwa  3  Grm. 
Bromsilber  entsprechen  würden. 

Der  gebildete  Bromwasserstoff  dürfte  daher  nur  von  einer 
Nebenreaction  herrühren  und  es  kann  wohl  aus  diesem  Versuche 
gefolgert  werden^  dass  das  Bromproduct  Ci^Hj^Br^Oi  durch 
Addition  von  sechs  Atomen  Brom  an  eine  im  Leinöl  ent- 
haltene Säure  CigEfg^O,  entstanden  sei 
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Einwirkung  von  Brom  auf  das  HanfSlsäuretetrabromid. 

In  die  Lösung  von  5  Grm.  Hanfölsäuretetrabromid  in  10  CC. 
Eisessig  wurden  2  CC.  Brom  einfliessen  gelassen  und  das 
Gemenge  auf  dem  Wasserbade  durch  eine  lialbe  Stunde  erhitzt. 
Nach  dem  Abkühlen  der  Lösung  scheidet  sich  ein  fester  Körper 
aus^  der  nach  einmaligem  Umkrystallisiren  aus  Eisessig  den 
Schmelzpunkt  von  114"*  C.  zeigt  und  als  unverändertes  Hanf- 
ölsäuretetrabromid anzusehen  ist. 

Ferner  wurde  eine  Lösung  von  10  Grm.  Hanfölsäuretetra- 
bromid in  100  CC.  Äther,  welcher  4  CC.  Brom  zugesetzt  worden 
waren,  einen  Monat  lang  bei  Zimmertemperatur  in  einem  ver- 
schlossenen Kolben  stehen  gelassen.  Behufs  Entfernung  des 
überschüssigen  Brom  wurde  die  ätherische  Lösung  mit  unter- 
schwefligsaures  Natron  haltigem  Wasser  geschüttelt.  Nach  dem 
Abdestilliren  des  Äthers  hinterblieb  ein  fester  Körper,  welcher 
nach  mehrmaligem  Umkrystallisiren  aus  Alkohol  und  Eisessig 
alle  Eigenschaften  des  Hanfölsäuretetrabromids  hatte,  und  unter 
der  Luftpumpe  über  Schwefelsäure  getrocknet  bei  der  Analyse 
ergab : 

0-3920  Grm.  Substanz  gaben  0-4888  Grm.  Bromsilber  ent- 
sprechend 0-2080  Grm.  Brom. 

In  100  Theilen: 

Berechnet  für 
Gefunden  Ci8H32Br402 

Br ^5?^  "^-33 

Wie  diese  Versuche  lehren  ist  das  Hanfölsäuretetrabromid 
sehr  widerstandsfähig  gegen  Brom  und  kann  nicht  angenommen 
werden,  dass  das  bei  177°  C.  schmelzende  Bromproduct 
CigHj^BrgOj  durch  dessen  weitere  Bromirung  entstanden  sei. 

Zusammensetzmig  der  Leinölsäure. 

10  Gramm  Leinöl  mit  der  Jodzahl  179-9  *  wurden  mit  alko- 
holischem Kali  verseift,  die  alkoholische  Kaliseife  mit  Wasser 
verdünnt  und  durch  Zusatz  von  Chlorbaryum  das  Barytsalz  der 
Leinölsäuren  dargestellt.  Dasselbe  wurde  filtrirt  und  sogleich* 

1  Benedikt.  Zeitschrift  f.  ehem.  Industrie,  Heft  8. 
3  Peters.  Monatshefte  f.  Chemie.  1886.  S.  554. 
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mit  Äther  geschüttelt,  der  ia  Lösung  gegangene  Antheil  mit 
Salzfiänre  zersetzt,  die  ätherische  Lösung  mit  Wasser  gewaschen 
und  der  Äther  im  Waaserstoffstrome  abdestillirt. 

Die  zurückbleibende  Leinölsäure  wurde  unter  der  Luftpumpe 
ttber  Schwefelsäure  durch  24  Stunden  getrocknet  und  der  Ana- 
lyse unterzogen. 

0-2876  Grm.  Substanz  gaben  0-8170  Gnn.  Kohlensäure 
und  0-2809  Grm.  Wasser,  entsprechend  0-2281  Grm.  Kohlen- 
stoflFund  0-0312  Grm.  Wasserstoff. 

In  100  Theilen: 

Berechnet  für 
O18H32O2  C',8^8oOa 

C 77-48  7714  77-69 

H 10-85  11-43  10-79 

0-1882  Grm.  Leinölsäure  addiren  aus  der  HtthTschen  Jod- 
lösung 0-37498  Grm.  Jod.  Daraus  resultirt  die 

Berechnet  für 
O18H32O2  CigHso02 

Jodzahl 199-2  TsTT  ^tIT 

Aus  der  hohen  Jodzahl  kann  man  mit  absoluter  Sicherheit 
den  Schluss  ziehen,  dass  in  der  Leinölsäure  neben  der  Säure 
CigHjjO,  eine  Säure  enthalten  sei,  deren  Jodzahl  höher  ist,  als 
181-4.  Dies  könnte  nun  eine  Säure  der  Eeihe  CnH2n-402  mit 
einem  niedrigeren  Kohlenstoffgehalt  sein.  Da  aber  bei  der  Analyse 
obiger  Leinölsäure,  welche  wohl  etwas  oxydirt  war,  dennoch 
77 -4870  C  gefunden  wurden,  so  kann  die  Erhöhung  der  Jod- 
zahl nur  von  einer  Säure  vom  Kern  Cjg  herrühren,  also  von  einer 
Säure  CjgHjoO,. 

Von  Wichtigkeit  war  es  nun,  experimentell  zu  beweisen, 
dass  eine  Säure  CjgHgjO^  keine  Linusinsäure  CjgH3oO,(OH)^ 
und  kein  bei  177°  C.  schmelzendes  Bromproduct  CjgHj^BrgO, 
zu  geben  vermag,  femer  dass  eine  Säure  CjgHg^jO,  keine  Sativin- 
säure  C|gH3j(0H)^0,  und  kein  bei  114*  C.  schmelzendes  Brom- 
product CjgHgjBr^O,  liefert. 

Ich  stellte  mir  daher  aus  dem  bei  114 — 115*  C.  schmel- 
zenden aus  der  Hanfblsäure  erhaltenen  Bromproduct  die  Säure 
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OigHgjOj,  aus  dem  bei  177 "*  C.  schmelzenden,  ans  der  Leinöl- 
Bänre  erhaltenen  Bromprodnct  die  Säure  CigEj^^O^  dar  und 
stndirte  deren  Verhalten  gegen  Kaliumhypermanganat  und  Brom. 
Ftlr  die  Säure  CjgHgjO,  schlage  ich  den  Namen  Linol- 
fiäure,  ftlr  die  Säure  CjeHj^O,  den  Namen  Linolensäure  vor. 

Linolsäure. 

Aus  60  Grm.  des  bei  114 — llö"*  C.  schmelzenden  Brom- 
productes  wurde  nach  dem  in  der  Abhandlung  „Untersuchungen 
über  die  Hanfblsäure^  *  beschriebenen  Verfahren  die  Linolsäure 
dargestellt.  Ihre  Eigenschaften  sind  dieselben,  wie  jene  der 
Hanfölsäure,  deren  Hauptbestau dtheil  sie  bildet' 

10  Grm.  Linolsäure  wurden  mit  12  CO.  Kalilauge  von  der 
Dichte  1  •  27  verseift,  die  Kaliseife  in  einem  halben  Liter  Wasser 
gelöst  und  mit  einer  Lösung  von  10  Grm.  Kaliumhypermanganat 
in  einem  halben  Liter  Wasser  in  üblicher  Weise  oxydirt  Die 
weitere  Aufarbeitung  geschah  genau  nach  der  in  dieser  Abhand- 
lung bei  der  Oxydation  der  Sativinsäure  beschriebenen  Weise.  Es 
wurden  bei  Zusatz  von  Salzsäure  ebenso  feste  Säuren  A,  B,  C 
Abgeschieden.  A  wog  5  Grm.  und  zeigte  nach  dem  ümkrystalli- 
siren  aus  Wasser  alle  Eigenschaften  der  Sativinsäure,  B  und  C 
waren  auch  bei  diesem  Versuche  AzelaYnsäure.  Die  Bildung  von 
Linusinsäure,  welche  bei  ihrer  leichten  Löslichkeit  in  heissem 
Wasser  in  Äther  vollkommen  unlöslich  ist,  wurde  nicht  beobachtet. 

Bei  der  Oxydation  der  Linolsäure  in  alkalischer  Lösung 
mit  Kaliumhypermanganat  entsteht  Sativinsäure  und  Aze- 
laYnsäure, aber  keine  Linusinsäure. 


Zur  Bromirung  der  Linolsäure  wurden  auf  ein  Molekül 
Linolsäure  sechs  Atome  Brom  genommen  und  ohne  Kühlung 
gearbeitet,  also  unter  Bedingungen,  welche  zur  Bildung  eines 
Additionsproductes  die  ungünstigsten  sind. 


1  Monatshefte  f.  Chemie  1886,  S.  216. 

3  Auf  Grund  bereits  angestellter,  aber  noch  nicht  endgiltig  abge- 
schlossener Versuche  bin  ich  der  Ansicht,  dass  alle  trocknenden  Ölsäuren 
keine  einheitlichen  Substanzen  sind. 
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5  Grm.  Linolsäare  wurden  in  20  CC.  Eisessig  gelöst  und  in 
diese  Lösung  3  CC.  Brom  tropfenweise  zufiiessen  gelassen.  Die 
Temperatur  der  Keactionsflttssigkeit  stieg  auf  75 ""  C.  Absehei- 
dnng  eines  festen  Bromprodnetes  fand  selbst  nach  einer  Stunde, 
da  die  Beactionsflttssigkeit  die  Temperatur  der  Umgebung  ange- 
nommen hatte,  nicht  statt.  Erst  nach  theilweisem  Verdunsten 
des  Eisessigs  schied  sich  ein  krystallinisches  Product  aus, 
welches  nach  zweimaligem  Umkrystallisiren  ans  Eisessig  den 
Schmelzpunkt  114 — 115*"  C.  und  alle  Eigen^^chaften  des  Hanföl- 
säuretetrabromids  zeigte,  also  mit  demselben  identisch  war. 
Diesem  bei  114 — 115°  C.  schmelzenden  Körper  C^gH^Br^Oj 
ist  daher  statt  des  Namens  ,,Han{Ölsäuretetrabromid^  der  Name 
Linolsäuretetrabromid  beizulegen.  Er  ist  das  Additions- 
product  von  vier  Atomen  Brom  an  ein  MolekOl  Linolsäure. 

Dieser  Versuch  lehrt,  dass  bei  der  Bromirung  der  Linol- 
säure selbst  unter  obigen  Bedingungen  kein  bei  177 ""  C.  schmel- 
zendes Hexabromproduct  entsteht. 

Linolensäure. 

Unsere  Kenntnisse  über  Säuren  der  Reihe  CnH2n-602  smd 
sehr  geringe. 

Personne*  erhielt  beim  Durchleiten  der  Dämpfe  von 
Terpin  ttber  Natronkalk  bei  400*  C.  Terebentilsäure  CgH^oO,, 
Gent  her  und  Frölicb^  erhielten  beim  Überleiten  von  Kohlen- 
oxyd ttber  ein  Gemenge  von  Natriumäthylat  und  Natriumacetat 
bei  205°  C,  Triäthenylbuttersäure  Cj^jH^^O,.  Loos'  erhielt 
beim  Überleiten  von  Kohlenoxyd  ttber  ein  Gemenge  von  Natrium- 
äthylat und  Natriumisovalerianat  bei  160"*  C.  Triäthenyl- 
äthylisopropylessigsäure  C^jH^^jO,. 

Die  Linolensäure  Cj^Hg^jO,  ist  die  erste  Säure  dieser  Reihe, 
welche  durch  ihr  Vorkommen  in  den  trocknenden  Ölen  dem 
Studium  leichter  zugänglich  ist. 

Ich  stellte  dieselbe  frei  von  anderen  ungesättigten  Säuren 
dar  aus  dem  bei  177°  C.  schmelzenden,  bei  der  Bromirung  der 


1  Annalen  d.  Chemie  100,  S.  253. 

2  Annalen  d.  Chemie  202,  S.  309. 

3  Annalen  d.  Chemie  202,  S.  324. 
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LeinOlsänre  erhaltenen  Hexabromprodaet,  indem  ÖO  6rm.  des- 
selben in  einem  halben  Liter  Alkohol  vertheilt  nnd  mit  Zink  und 
Salzsäure  50  Stunden  am  Rttckflasskühler  erhitzt  wurden.  Das 
in  Alkohol  sehr  schwer  lösliche  Bromprodnct  geht  in  dem  Masse 
als  die  Entbromung  fortschreitet,  in  Lösnng.  Die  Aufarbeitung 
des  Reactionsproductes  geschah  eben  so,  wie  bei  der  Darstellung 
der  Linolsäure  aus  Linolsäuretetrabromid. 

Die  Jodzahl  des  erhaltenen  öligen  Productes  wurde  zu  245 
bestimmt.  Dasselbe  hat  dieselben  Eigenschaften  wie  Leinölsäure^ 
ausgenommen  den  Geruch,  welcher  an  Fischthran  erinnert. 

18  6rm.  Linolensäure  wurden  mit  22  GC.  Kalilauge  von 
der  Dichte  1-27  verseift,  die  erhaltene  Kaliseife  in  einem  Liter 
Wasser  gelöst  und  mit  einer  Lösung  von  18  Grm.  Kaliamhyper- 
manganat  in  600  CC.  Wasser  in  Üblicher  Weise  oxydirt.  Die  vom 
Manganhyperoxyd  abfiltrirte  alkalische  Flüssigkeit  wurde  mit 
Salzsäure  neutralisirt  und  auf  dem  Wasserbade  bis  auf  300  CC. 
eingeengt  und  dann  mit  Salzsäure  angesäuert  Der  heraus- 
gefallene Niederschlag  wurde  abfiltrirt,  getrocknet,  mit  Äther 
gewaschen,  mit  wässerigem  Ammoniak  verseift,  mit  Chlorbaryum 
versetzt  and  das  entstandene  Barytsalz  mit  Wasser  ausgekocht, 
wobei  fast  alles  in  Lösung  ging.  Die  Menge  des  unlöslichen 
betrug  etwa  0-1  Grm.  und  ist  wohl  als  Verunreinigung  auf- 
zufassen. 

Dieses  Verhalten  des  Barytsalzes  des  entstandenen  Oxyda- 
tionsproductes  beweist,  dass  sich  keine  Sativinsänre  gebildet 
hat,  da  das  sativinsänre  Baryum  auch  in  kochendem  Wasser 
unlöslich  ist. 

Das  lösliche  Barytsalz  wurde  nun  mit  Salzsäure  zersetzt 
und  die  ausgeschiedene  Säure  zur  Entfärbung  mit  Thierkoble 
gekocht  und  aus  Wasser  mehrmals  umkrystallisirt.  Der  zu  201®  C. 
gefundene  Schmelzpunkt  und  die  sonstigen  Eigenschaften  der 
erhaltenen  Säure  zeigten,  dass  sie  mit  Linusin  säure  iden- 
tisch ist. 

Es  bildet  sich  also  bei  der  Oxydation  der  Linolensäure  mit 
Kalinmhypermanganat  in  alkalischer  Lösung  wohl  Linusinsäure. 
aber  keine  Sativinsänre. 
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Die  Bromirnng  der  Linolensäare  wurde  unter  Bedingungen 
durchgeführt,  die  zur  Bildung  eines  niederen  Bromproductes  die 
günstigsten  sind.  Es  wurde  weniger  Brom  angewendet,  als  die 
Theorie  zur  Bildung  von  CjgHj^Br^Oj  erfordert,  femer  wurde  in 
verdünnter,  mit  schmelzendem  Eis  auf  0"*  C.  gekühlter  Lösung 
gearbeitet. 

Auf  5  Grm.  Linolensäure  wurden  20  CC.  Eisessig  und  1  CC. 
Brom  genommen.  Nach  kurzer  Zeit  findet  die  Ausscheidung 
eines  festen  Bromproductes  statt,  welches  abgesaugt  und  aus 
Eisessig,  in  welchem  es  sehr  schwer  löslich  ist,  umkrystallisirt 
wurde.  Es  zeigte  den  Schmelzpunkt  von  ITö"*  C,  ist  daher  als 
identisch  mit  dem  bei  der  Bromirung  von  Hanfölsäure  und  Lein- 
Ölsäure  erhaltenen  TetrabromhanfÖlsäuredibromid  anzusehen. 

Die  von  diesem  Körper  getrennte  Mutterlange  wurde  mit 
Wasser  versetzt,  mit  Äther  ausgeschüttelt  und  die  ätherische 
Lösung  vfieder  mit  Wasser  gewaschen.  Nach  dem  Verdunsten  des 
Äthers  hinterblieb  ein  Öl,  aus  dem  sich  selbst  nach  tagelangem 
Stehen  keine  Krystalle  abschieden. 

Wie  dieser  Versuch  lehrt,  bildet  sich  beim  Bromiren  der 
Linolensäure  selbst  unter  obigen  Bedingungen  nur  das  Brora- 
prodnct  CjgHgjjBr^O,  und  kein  Linolsäuretetrabromid. 

Die  Entstehung  des  bei  177°  schmelzenden  Bromproductes 
ist  nach  den  bisher  vorliegenden  Thatsachen  nicht  durch  weitere 
Bromirung  von  Linolsäuretetrabromid,  wie  ich  in  einer  früheren 
Abhandlung^  angenommen  habe,  sondern  durch  Addition  von 
sechs  Atomen  Brom  an  ein  Molekül  Linolensäure  zu  erklären, 
und  muss  demselben  der  Name  Linolen säurehexabromid 
beigelegt  werden. 


Wenn  man  diese,  bei  der  Untersuchung  der  Linolsäure  und 
Linolensäure  erhaltenen  Resultate  mit  jenen  bei  der  Unter- 
suchung der  trocknenden  Ölsäuren  erhaltenen  vergleicht,  so  muss 
geschlossen  werden,  dass  die  trocknenden  Ölsäuren  neben 
der  Linolsäure  CjgHjjO,  noch  die  Linolensäure  C,qH^O, 
enthalten. 


1  Monatshefte  f.  Chemie  1886,  S.  216. 
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Da  aber  bis  nnn  bei  der  Oxydation  der  Mohn-,  Hanf-  and 
Nnssölsänre  nur  Sativinsänre^  bei  der  Bromirong  der  LeinOlsäure 
nnr  Linolensänrehesabromid  gefanden  warde,  so  erseheint  es 
von  Wichtigkeit,  diese  Lücken  in  den  Untersachnngsresaltaten 
anszafttUen.  Diesbezügliche  Yersnche,  wie  anch  die  bei  der 
Bedaction  der  Sativinsänre  nnd  Linnsinsänre  erhaltenen  Resnltate, 
werde  ich  in  einer  nächsten  Abhandlang  yeröffentlichen.  Dieselbe 
wird  eine  endgiltige  Aafklärang  über  die  Znsammensetzang 
der  trocknenden  Ölsäaren  geben. 

Bei  der  Feststellang  derselben  werde  ich  mich  von  einer 
Begel  leiten  lassen,  welche  sich  aus  den  bei  der  Oxydation 
ungesättigter  Fettsäuren  bis  nun  erhaltenen  Resultaten  ableiten 
lässt,  und  die  ich  in  nachfolgendem  besprechen  will. 

Begel  ffir  das  Yerhalten  alkalischer  Lösungen  nnges&ttigter 
Fettsäuren  gegen  Ealinmhypermanganat. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  beim  Oxydiren  mit  Losungen 
von  Kaliumhypermanganat  alkalische  Lösungen  von 

Linolensäure  C18H30O2 LiniisinBäure  Ci8H8o02(OH)e 

Linolsäare  C]8H3202 Sativinsänre  CjgH8202(0H)4 

Ricinusölsänre  CjsHssOsCOH) TrioxystearinBänre  Cj8H8s02(0H)3  1 

Ölsäure  C18H84O2 Dioxystearinsäure  CigH8402(0H)2  « 

ElaYdinsäure  C]8Hs402 isomere      »         »        »     Cj8Hj402(0H)2 « 

liefern,  kann  man  folgend^  Regel  aufstellen: 

„Die  ungesättigten  Fettsäuren  addiren  in  ihren 
alkalischenLösungen  bei  der  Oxydation  mit  Lösungen 
von  Kaliumhypermanganat  soviel  (0H)-6ruppen  als 
sie  freie  Valenzen  enthalten  nnd  bilden  gesättigte 
Oxyfettsäuren,  welche  dieselbe  Anzahl  Atome  von 
Kohlenstoff  im  Molekül  enthalten.^ 


1  Ich  habe  bei  der  Oxydation  der  Kicinusölsäure  neben  anderen 
Oxydationsproducten  eine  bei  139*^  C.  schmelzende,  in  Äther  unlösliche 
Trioxysteannsäure  erhalten,  jedoch  die  weiteren  Untersuchungen  über 
BicinusOlsäure  vorläufig  eingestellt,  da  die  Herren  D  i  e  f  f  und  Reformatzky 
in  einer  in  den  Berichten  der  deutschen  ehem.  Gesellschaft,  Jahrg.  1887, 
S.  1211,  erschienenen  vorläufigen  Mittheilung  ausführliche  Untersuchungen 
über  Kicinusölsäure  in  Aussicht  stellen. 

2  Journal  f.  prakt.  Chemie,  S.  300. 
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Ich  babe  es  mir  zur  Aufgabe  gestellt,  die  oben  aufgestellte 
Regel  darch  weitere  Oxydationsversnche  mit  ungesättigten  Fett- 
säuren zu  erhärten  und  hoffe,  in  Bälde  diesbezügliche  Mittheilungen 
machen  zu  können. 

Bemerken  will  ich  noch,  dass  die  Durchführung  der  Oxy- 
dation der  ungesättigten  Fettsäuren  mit  Kaliumhypermanganat  in 
alkalischer  Lösung  sich,  als  eine  exacte  Methode,  zur  qaalitatiyen 
Untersuchung  der  Fette  und  Öle  eignet  Diese  Methode  füllt  eine 
Lücke  aus,  indem  es  bis  jetzt  nicht  gelang,  auf  einem  einiger- 
massen  einfaclien  und  rerlässlichen  Wege  dis  flüssigen  Fettsänren 
von  einander  zu  trennen.  Eine  Trennung  der  durch  Oxydation  der 
Ölsäuren  entstehenden  Oxyfettsäuren  ist  hingegen  leichterdnreh- 
führbar  und  kann  man  bei  der  Untersuchung  des  flüssigen 
Antheiles  der  Fettsäuren  folgenden  Weg  einschlagen. 

„Man  scheidet  aus  den  Fetten  und  Ölen  die  Ölsäuren 
ab,  oxydirt  deren  alkalische  Lösungen  mit  Lösungen 
von  Kaliumpermanganat,  stellt  die  Zusammensetzung 
der  in  dem  Oxydationsproducte  enthaltenen  Oxyfett- 
säuren fest  und  schliesst  aus  dem  Kohlenstoffgehalt 
und  der  Anzahl  der  (0H)-6ruppen  auf  den  Kohlenstoff- 
gehalt und  die  Zahl  der  freien  Valenzen  der  sie 
liefernden  ungesättigten  Fettsäuren." 
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Bestmunung  des  Kohlensauregehaltes  der  Luft  in 
Schulzimmem. 

Von  Dr.  Wilhelm  Fossek. 

(UmyerBitätB-Laboratorinin  des  Prof.  A.  Lieben.) 

(Mit  1  Tafel.) 

Im  Laufe  des  yergangenen  Winters  kam  ich  in  die  Lage,  den 
Gehalt  der  Lnft  an  Kohlensäure  in  einigen  Schalloealitäten 
Wiens  zum  Zwecke  der  Feststellung  des  Wirkungswerthes  von 
Ventilationsanlagen  ermitteln  zu  sollen.  Ich  wandte  zu  diesem 
Zwecke  anfänglich  die  von  Pettenkofer'sche*  Flaschenmetho^e 
an,  welche  zur  Ermittlung  des  Kohlensauregehaltes  der  Luft  in 
Schulzimmem  auch  von  Breiting,*  W.  Hesse,'  Schottky* 
und  SietscheP  benutzt  wurde. 

Von  den  vielen  zur  Bestimmung  des  Kohlensäuregehaltes 
der  atmosphärischen  Luft  angewandten  Methoden  ist  diese  (da 
die  Aspirationsmethoden,  mittelst  welcher  nur  der  durchschnitt- 
liche Kohlensäuregehalt  der  Luft  während  eines  längeren  Zeit- 
abschnittes bestimmt  werden  kann,  hier  nicht  anwendbar  sind), 
namentlich  mit  Benützung  der  von  W.  Hesse ^  vorgeschlagenen 
Modificationeu,  ohne  Zweifel  fär  den  benannten  Zweck  die 
tauglichste,  da  sie  verlässlichere   Resultate  gibt,  als  die  so* 


1  V.  Pettenkofer,  Annal.  Suppl.  2, 12. 

2  Breitingy  deuteche  Yereinschft.  f.  öff.  Gesundheitspflege,  II, 
17,  (1870). 

3  W.  Hesse,  ibidem,  X.  265,  (1878). 

*  Schottky,  Zeitschft  f.  Biologie  XV,  549,  (1879). 

^H.  Bietschel,  Lüftung  und  Heizung  von  Schulen,  Berlin, 
V.  Springer,  (1886). 

6  W.  Hesse,  ZeitsohfL  f.  Biologie  XIII,  395,  (1877).  Eule nburgs 
YierteUahrschft.  f.  gerichtl  Medicin  und  öff.  Sanitätswesen.  Neue  Folge  31, 
357,  (1879),  34,  361,  (1881),  38, 134,  (1883). 
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gennnnteo  minimetrischen  Verfahren  von  Lunge, ^  Wolpert,* 
Balio^  etc.  nnd  anch  den  Unterricht  weniger  stört  als  andere 
Methoden.  (Pettersson,*  Bloch  man  n,^  Van  Nüys*).  Doch 
anch  das  v.  Pettenkofer-Hesse'sche  Verfahren  hat  seine 
Schattenseiten.  Die  FtQlnng  der  angewandten  Glasballons  mit  der 
Luft  des  Schalzimmers  geschieht  entweder  mit  dem  Blasebalg 
oder  durch  Ansaugen  mittelst  eines  bis  auf  den  Boden  des  Ballons 
reichenden  Schlauches.  In  beiden  Fällen  befindet  sich  die  mani- 
pulirende  Person  in  der  Nähe  des  Kolbens,  der  mit  der  zn  unter- 
suchenden Luft  gefüllt  werden  soll  und  daraus  resultirt  immerhin 
die  Gefahr,  dass  eben  ausgeathmete  Luft  mit  aufgefangen  wird. 
Jedenfalls  muss  diese  Füllung,  wenn  sie  halbwegs  verlässlich 
sein  soll,  vom  Chemiker  selbst  vorgenommen  werden,  was  für 
diesen  schon  wegen  Zeitverlustes  —  man  denke  an  stündlich 
vorzunehmende  Füllungen  —  nicht  angenehm  und  für  den 
Unterricht  nicht  erspriesslich  ist.  Das  Erscheinen  einer  den 
Schülern  fremden  Persönlichkeit  und  dessen  diesen  unverständ- 
liche Proceduren  rufen  unvermeidlich  grosse  Störungen  im 
Unterrichte  hervor. 

Nun  kommt  noch  dazu,  dass  auch  die  weiteren  Operationen, 
welche  zur  Bestimmung  des  Eohlensänregehaltes  erforderlich 
sind,  im  Schulzimmer  selbst  vorgenommen  werden  sollen  oder 
doch  in  einem  Baum,  der  keine  niedere  Temperatur  als  dieses 
aufweist.  Ersteres  ist  wegen  des  dazu  gehörigen  umfangreicheren 
Apparates  und  der  länger  dauernden  Hantierungen  geradezu 
unausführbar,  letzteres  aber  ein  Erforderniss,  das  den  Werth  der 
Methode  unter  Umständen  —  im  Winter  oder  Hociisommer  — 
stark  herabdrückt.*^ 


1  Lunge,  Zur  Frage  der  Ventilation,  2.  Aufl.  Zürich  (1879). 

2  Wolpert,  Gesundheitsingenieur  N.  7,  (1883). 

3  Balle  u.  Nienstädten,  Repertor.  d.  anal.  Chemie,  VT,  13. 
^  Pettersson,  Zeitsohr.  f.  anal.  Chemie  25  (1886). 

6  Blüchmann,  Annal.  d.  Ch.  39,  237,  (1886). 

6  Van  Nüys,  American  Chemical  Journal,  Vol.  8, 190,  (1886). 

7  Der  Fehler,  der  dadurch  entsteht,  dass  der  in  einem  wannen  Baum 
mit  Luft  gefüllte  und  mit  einem  Kautschukpfropf  verschlossene  Kolben,  in 
einem  anderen  Raum,  der  eine  niedere  Temperatur  als  der  erste  besitzt, 
geüfinet  wird,  kann  recht  bedeutend  sein.  In  einem  Falle  meiner  Praxis 
füllte  ich  einen  Kolben,  der  gegen  1  Liter  fasste,  im  geheizten  Lehrzimmer 
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Diese  Erfahrungen  bestimmten  mich  fär  den  speciellen 
Zweck  der  Laftantersuchnng  in  Schnizimmem  ein  anderes 
Verfahren  einzuschlagen,  bei  welchem  die  Luft  beliebiger  Zeit- 
räume dem  Schalzimmer  in  nnauffälliger  und  ganz  yerlässlicher 
Weise  durch  den  Lehrer  entnommen  werden  kann  und  bei 
welchem  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  von  der  Temperatur 
und  dem  Kohlensäuregehalte  des  Arbeitsraumes  nicht  be- 
einflusst  wird. 

Zur  Luftentnahme  verwendete  ich  den  im  Folgenden 
beschriebenen  Apparat: 

Apparat  zur  Luftontnahme. 

Drei  Glaskugeln  I,  11,  in  sind,  wie  aus  der  Zeichnung 
Fig.  I  ersichtlich  ist;  in  der  Weise  mittelst  kurzer  Röhren 
an  das  horizontal  liegende,  rechtwinklig  gebogene  Glasrohr  a 
angeschmolzen,  dass  die  beiden  Schenkeln  dieser  horizontalen 
Bohre  an  ihren  Enden  je  eine  Kugel  tragen  und  eine  im  Winkel 
selbst  aufsitzt.  Vom  Winkel  aus  geht  ferner  noch  ein  kurzes 
Röhrchen  Zj  in  der  den  Röhren,  welche  die  Kugeln  tragen,  ent- 
gegengesetzten Richtung  nach  abwärts. 

Die  Kugeln  sind  stark  im  Glas  und  alle  am  oberen  Pol  mit 
circa  20  Ctm.  langen  Capillarröhren  verbunden,  die  knapp  am 
freien  Ende,  wie  die  Zeichnung  zeigt,  rechtwinklig  abgebogen 
sind  und  ziemlich  in  der  Mitte  einen  Glashahn  haben.  Die  abge- 
bogenen Enden  sind  mit  kurzen  Stücken  eines  dickwandigen 
Kautschuklauches  (b)  in  Verbindung. 

Der  ganze  Kugelapparat  sitzt  auf  dem,  in  dem  Holzkästchen 
c  gut  befestigten  Brettchen  e  auf  und  zwar  in  einer  horizontalen 


vor  Beginn  des  Unterrichtes  mit  einer  Luft  von  22®.  Die  weiteren  Opera- 
tionen musste  ich  dann  in  einem  Zimmer  ausführen,  das  nur  gegen  15**  hatte. 
Nach  der  Berechnung  werden  darum  beim  Öfihen  des  Verschlusses  circa 
26  CC.  der  Luft  eines  anderen  C02gehaltes  in  den  Kolben  geströmt  sein. 
Angenommen,  die  Luft  im  Lehrzimmer  yor  dem  Unterricht  enthielt,  da  es 
ventilirt  war,  0  07  Vol.  %  CO2,  die  im  letzteren  Räume  aber,  der  nicht 
ventilirt  war,  0  14  Vol.  0/0  CO^,  so  werden  0  036  CC.  COg  —  soviel  sind  in 
dem  nachgeströmten  Luftquantum  enthalten  —  zuviel  gefunden  werden 
nnd  das  sind  in  diesem  Falle  circa  5  Vol.  %  der  ganzen  vorhandenen  CGj- 
Menge. 

Siixb.  d.  mathcm.-naturw.  Gl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  70 
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rechtwinklig  gebogenen  2  Ctm.  tiefen  Rinne  desselben,  in  deren 
Winkel  zum  Durebgehen  des  Ansatzstttckes  z  eine  senkrechte 
Bohrnng  angebracht.  Nach  dem  Einstellen  des  Apparates  wird 
die  Rinne  mit  Gypsbrei  ansgegossen. 

An  das  Ansatzstück  %  ist  ein  starkwandiger  Gnmmiscblaiich 
befestigt,  der  zu  dem  circa  400  CG.  fassenden,  in  Schienen 
vertical  beweglichen  Gefäss  f  fährt,  das  znr  Aufnahme  von 
Quecksilber  dient  und  mit  einem  Kork,  der  in  einer  Bohrung  das 
beiderseits  offene  Glasröhreben  g  trägt,  verschlossen  ist. 

Das  Gefäss/* enthält  soviel  Quecksilber  (circa  5  Kilogrm.), 
dass  dasselbe  bei  der  Hebung  bis  zu  dem  Punkt  4,  woselbst 
es  durch  den,  in  einer  horizontalen  Bohrung  der  Kästchenwand 
verschiebbaren  Stift  4  festgehalten  werden  kann,  alle  Kugeln 
bis  zu  den  Hähnen  ausftlllt.  Beim  Senken  des  Reservoirs  bis  zum 
Stift  3,  der  in  der  Wand  fixirt  ist,  wird  das  Quecksilber  ans 
den  Kugeln  ausfliessen  und  sich  bei  den  Marken  h  h'  h"  ins 
Niveau  stellen. 

Der  Rauminhalt  der  Kugeln  ist  von  den  mit  einem  Diamanten 
eingezeichneten  Marken  h  hl  h"  bis  zu  den  Hähnen  bestimmt  und 
beträgt  zwischen  120  und  150  CG.  per  Kugel. 

Zwischen  den  verschiebbaren  Stift  4  und  den  fixirten  3 
befinden  sich  die  in  Wandbohrungen  ebenfalls  horizontal  beweg- 
lichen Stahlstifte  1  und  2.  Diese  dienen  dazu,  das  Queck- 
silbergefäss  in  den  beiden  entsprechenden  Stellungen  fest- 
zuhalten, welche  zur  Entleerung  des  Quecksilbers  aus  den  Kugeln 
I  und  II  bis  zu  den  Marken  A,  A',  beziehungsweise  zur  Füllung 
derselben  mit  Luft  (nach  Öfinung  der  entsprechenden  Hähne) 
erforderlich  sind. 

Um  nun  den  Apparat  fllr  den  Gebrauch  fertig  zu  stellen, 
werden  durch  Hebung  des  Quecksilberbehälters  bis  zum  Stift  4 
die  Kugeln  mit  Quecksilber  gefüllt,  dann  die  Hähne  geschlossen 
und  das  entieerte  Reservoir  auf  den  Stift  1  ruhen  gelassen.  So 
vorbereitet  enthält  das  Kästchen,  das  40  Ctm.  hoch,  15Ctm.  tief, 
28  Ctm.  breit,  an  den  Seiten  mit  Handhaben  versehen  und  vorne 
mit  einem  Brettchen  verschliessbar  ist  und  dem  auch  ein  Ther- 
mometer beigegeben  wird,  einen  passenden  Platz  im  Lehrzimmer. 
Um  nun  die  Kugel  I  mit  der  Luft  des  Schulzimmers  zu  füllen, 
bedarf  es  nur  der  Öffnung  des  Hahnes  dieser  Kngel  und  seiner 


Bestimmimg  d.  Eohlensänre  in  SchulzimmeriL  1065 

Schliessung,  wenn  nach  Verlauf  weniger  Minuten,  während 
welcher  Zeit  die  Temperatur  der  nächsten  Umgebung  des 
Apparates  abzulesen  und  zu  notiren  ist,  das  Quecksilber  in  der- 
selben bis  zur  Marke  h  gesunken  ist.  Damit  auch  von  in  derlei 
Handgriffen  gänzlich  ungettbten  Händen  das  Öffnen  und  Schliessen 
der  Hähne  ohne  Gefährdung  des  Apparates  geschehen  kann,  d.  h. 
um  auch  hintanzuhalten,  dass  durch  etwaige  heftige  Bewegungen 
des  Hahnes  irgend  ein  Brechen  des  Rohres  oder  der  Kugel  erfolgt, 
ist  noch  weiter  oberhalb  des  Hahnes  in  dem  Zwischenraum 
zwischen  der  Eastenwand  und  dem  Glasrohr  ein  sorgfältig 
angepasstes  Eorkstück  i  eingesetzt  und  mit  dem  Glasrohr  und 
der  Holzwand  derartig  mit  Draht  festgemacht,  dass  jede 
Bewegung  dieses  Bohres,  das  den  Hahn  trägt,  unmöglich  wird- 

Wird  nun  nach  der  Füllung  der  Kugel  I  mit  Luft  der 
Stift  1,  der  das  Quecksilbergefäss  in  der  Höhe,  welche  zur 
genauen  Einstellung  des  Quecksilbemiveaus  bei  der  Marke  h 
nothwendig  war,  zurückgezogen,  so  sinkt  das  Gefäss  auf  den 
Stift  2  herab  und  es  wird  auch  nun  wieder  nur  der  Öffnung 
des  Hahnes  der  Kugel  II  bedürfen,  damit  sich  diese  automatisch 
mit  Luft  (eines  anderen  Zeitabschnittes)  bis  zur  Marke  h'  füllt. 
Ebenso  bei  der  Eugel  IIL 

Mit  Hilfe  dieses  Apparates  ist  es  also  möglich,  dass  dem 
Lehrzimnier  die  Luft  dreier  Zeitabschnitte  in  ganz  verlässlicher 
Weise  durch  den  Lehrer  entnommen  wird,  ohne  dass  der  Unter- 
richt nennenswei-th  gestört  würde  und  hiezu  die  Anwesenheit  des 
Chemikers  nothwendig  wäre. 

Die  weiteren  Operationen  können  nun  nach  beliebiger  Zeit 
und  in  jedem  Baum,  ohne  Bttcksicht  auf  die  Temperatur  und  den 
Eohlensäuregehalt  der  Luft  desselben  ausgeführt  werden.  Sie 
sind  in  Eürze  die  folgenden :  die  Engeln  werden  mit  Eölbchen 
in  Verbindung  gesetzt,  welche  mit  kohlensäurefreier  Luft  gefüllt 
sind,  eine  abgemessene  Menge  Barytwassers  von  bekanntem 
Gehalte  enthalten  und  etwas  evacuirt  wurden.  Durch  Heben  des 
Qnecksilberreseryoirs  und  Anwendung  eines  Gummiventilballons 
wird  die  Luft  der  Engeln  durch  das  Barytwasser  hindurch  in  die 
Eölbchen  gepresst  und  durch  Titration  die  durch  die  Absorption 
der  Eohlensäure  bedingte  Abnahme  der  Alkalinität  des  Baryt- 

70* 
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wassere  unter  Anwendnog  von  Phenolphtalein  als  Indicator 
bestimmt. 

Wie  man  sieht,  ist  dieses  Verfahren  eine  Verbindung  der 
Aspirations-  mit  der  Faschenmethode.  Die  Operationen  sind  im 
Wesentlichen  dieselben,  wie  sie  bei  diesen  Methoden  gettbt 
werden,  jedoch  musste  von  der  herkömmlichen  Art  ihrer  Aus- 
führung zum  Zwecke  der  Erreichung  einer  grösseren  Genauigkeit 
vielfach  abgewichen  werden,  um  dem  geringen  in  Untersuchung 
gezogenen  Luftvolumen  Rechnung  zu  tragen. 

Da  die  Kohlensäuremenge,  welche  in  dem  Luftvolnm, 
das  eine  Engel  meines  Apparates  fasst,  zwischen  0-04  GG., 
als  der  voraussichtlich  geringsten,  und  0*8 GG.,  als  der  vor- 
aussichtlich grössten  Menge  schwankt,  so  ist  von  vorhinein 
klar,  dass  eine  einigermassen  genaue  Bestimmung  so  äusserst 
geringer  Mengen  nur  dann  mit  Erfolg  wird  in  Angriff  genommen 
werden  können,  wenn  alle  Fehlerquellen  mögliehst  vermieden 
werden.  Fehler  können  aber  entstehen  (die  bei  der  Ftlllung  und 
Messung  der  Luft  möglichen  ausgenommen),  wenn  die  Absorption 
der  Kohlensäure  durch  das  Barytwasser  nicht  vollständig  ist,' 
wenn  die  angewendeten  Flüssigkeiten  mit  atmosphärischer  Luft 
in  Berührung  kommen  und  Kohlensäure  aufnehmen  und  weun 
bei  der  Titration  Massflttssigkeiten  in  Anwendung  konoimen, 
welche  nicht  mit  einem  hohen  Grad  von  Genauigkeit  richtige 
Angaben  machen^  oder  ein  wenig  empfindlicher  Indicator  und 
ungenaue  Massgefässe  benützt  werden. 

Im  Nachfolgenden  werde  ich  die  Einzelheiten  meines  Ver- 
fahrens, die  darauf  hinausgeben,  diese  Fehlerquellen  soviel 
als  möglich  auszuschliessen,  näher  beschreiben. 

Massflfissigkeiten. 

Säureflüssigkeit. 

Als  Säureflüssigkeit  zur  Titrirung  des  Barytwassers  wird 
seit  V.  Pettenkofer  meistens  Oxalsäurelösung  angewendet.  Die 

1  Manche  Eautschuksorten  absorbiren  CO2.  Es  ist  die  Verwendung 
solcher  Sorten  daher  auszuschliessen  oder  möglichst  einzuschränken. 

2  Auch  darauf  ist  Bedacht  zu  nehmen,  dass  manche  Glasgefaase  an  die 
darin  aufbewahrten  Flüssigkeiten  Alkali  abgeben  und  dadurch  den  Titer 
ändern  können. 
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Titerbestimmung  derselben  ist  in  der  That  äusserst  bequem,  da 
es  hieza  nur  eines  einfachen  Abwägens  der  berechneten  Menge 
und  Anflösens  derselben  in  destillirtem  Wasser  bedarf.  Allein 
diese  Art  der  Titerstellnng  ist  nicht  immer  verlässlich.  Es  ist 
bekannt,  dass  dnrch  Sublimation  gewonnene  wasserfreie  Oxal- 
säure beim  Aufbewahren  Wasser  anzieht  und  dass  umgekehrt 
die  wasserhaltige  schon  bei  Zimmertemperatur  Wasser  abgibt.^ 
Aus  diesem  Grunde  empfiehlt  auch  Ulbricht*  an  Stelle  der 
Oxalsäure  bei  der  Titration,  das  Kaliumtetraoxalat  zu  verwenden, 
welches  die  erwähnten  Untugenden  der  Oxalsäure  nicht  besitzt. 
Ich  verwendete  darum  auch  dieses  Salz  und  kann,  nach  mehreren 
im  hiesigen  Laboratorium  angestellten  Versuchen  Ulbrichts 
Angaben  nur  bestätigen.  Auch  nach  monatelanger  Berührung 
mit  Luft  war  die  Zusammensetzung  dieses  Salzes  unverändert 
geblieben. 

Ein  weiterer  Umstand  verdient  bei  der  Darstellung  des 
Säuretiters  Erwähnung. 

Dass  jedes  destillirte  Wasser,  das  nicht  unter  besonderen 
Cautelen  dargestellt  und  aufbewahrt  wird,  Kohlensäure  enthält, 
ist  bekannt;  man  braucht  nur  etwas  Barjtwasser  destillirtem 
Wassers  zuzusetzen,  um*  nach  kurzer  Zeit  eine  starke  Trübung 
zu  erhalten. 

Wird  nun  gewöhnliches  destillirtes  Wasser  ohneweiters  zur 
Darstellung  des  Säuretiters  verwendet,  so  wird  neben  der 
Wirkung  der  angewandten  Säure  auch  die  der  darin  gelösten 


1  Fresenius,  Anleitg.  z.  quant.  Analyse.,  1.  Bd.,  6.  Aufl.,  132  S. 

2  R.  Ulbricht,  Pharm.  Centralhalle  26,  198  u.  Chem.  Centralbtt.  XVI, 
459  (1885).  Das  Kaliumtetraoxalat  hat  die  Zusammensetzung 


COOH      COOH 
I         -f-l 
COOK     COOH 


4  2H2O. 


Es  wird  dargestellt  durch  Versetzen  einer  warmen  gesättigten  Lösung 
von  KaHumoxalat  mit  etwas  mehr  als  der  berechneten  Menge  einer  warmen 
gesättigten  Oxalsäurelösung.  Beim  Erkalten  föUt  das  Salz  heraus  und  wird 
mehrmals  umkrystallisirt  Die  Abkühlung  soll  unter  stetem  Rühren 
geschehen,  damit  die  Krystalle  möglichst  klein  ausfallen  und  keine  Mutter- 
lauge einschliessen.  Die  Trocknung  geschieht  durch  einfaches  Absaugen 
und  Liegenlassen  an  der  Luft. 
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Kohlensäure  znr  Geltung  kommen,  jedoch  nur  die  Wirkung  der 
ersteren  in  Rechnung  gebracht  werden.  Da  dieser  Fehler  nicht 
unbeträchtlich  ist;^  so  scheint  es  geboten,  dass  sowohl  zur 
Titerstellung  ein  destillirtes  Wasser  angewendet  werde,  das 
nach  dem  Versetzen  mit  Bariumhydroxyd  nochmals  unter  ent- 
sprechenden Vorsicbtsmassregeln  destillirt  wurde  und  dass  auch 
die  Aufbewahrung  und  der  Gebrauch  der  Titerflttssigkeit  unter 
denselben  Massregeln,  welche  eine  Berührung  mit  atmosphärischer 
Kohlensäure  verhindern,  statthabe.  Demmgemäss  verfuhr  ich  auch. 
Die  Lösung  des  Ealiumtetraoxalates  ist  in  concentrirtem 
Zustande  haltbar,  zersetzt  sich  aber  (ebenso  wie  die  Oxalsäure) 
im  verdünnten  bald  unter  Pilzvegetation.  Darum  stellte  ich  durch 
Auflösen  von  7*5802  Grm.  desselben  in  einem  Liter  kohlensaure- 
freien  destillirten  Wassers  eine  concentrirte  Lösung  dar,  aus 
welcher  ich  bei  Bedarf  die  zu  benützende  verdünnte  Titerflüssigkeit 
herstellte.  Dabei  verfuhr  ich  so,  dass  100  CC.  der  concentrirten 
Lösung  in  einem  mit  kohlensaure  -  freier  Luft  geitUlten  Mess- 
kolben brachte,  mit  circa  2  Grm.  einer  27o  alkoholischen 
Phenolphtaleinlösung,  das  als  Indicator  benutzt  wurde,  versetzte' 
und  dann  den  Kolben  mit  destillirtem  Wasser  von  vorerwähnter 
Beschaffenheit  bis  zur  Marke  anfüllte.  1  CG.  dieser  Lösung 
entspricht  O'l  CC  COj^  (bei  0*"  und  760  Mm.  Druck). 

Barytwasser. 

Als  Absorptionsflttssigkeit  verwendete  ich  das  gebräuchliche 
Barytwasser.  Ich  löste  circa  1  Grm.  Ätzbaryt  im  Liter  destillirten 
Wassers  auf  und  versetzte  diese  Lösung  mit  circa  2  Grm.  Barium- 


1  Wurden  zu  10  CG.  B&rytwasser,  von  welchen  festgestellt  war,  dass 
sie  zur  Sättigung  18*380  CC.  einer  Oxalsäurelösung  von  bekanntem  Gehalte 
brauchen,  10  CC.  gewöhnlichen  destillirten  Wassers  gesetzt,  so  war  die 
Sättigung  schon  mit  18*222  CC.  der  Säurelösung  erreicht.  Dem  Titer 
der  Säure  gemäss  entsprechen  dieser  Differenz  0*015  CC.  CO2,  welche  also 
in  je  10  CC.  destillirtenWassers  enthalten  waren.  10  CC.  eines  frisch  geüJlenen 
Regenwassers  enthielten,  auf  dieselbe  Weise  bestimmt,  0*011  CC.  CO2. 

2  W.  Hesse  setzt  dieses  dem  Barytwasser  zu.  Ich  fand  das  nicht 
vortheilhaft,  da  der  aus  der  roth  geförbten  Flüssigkeit  herausfallende 
Niederschlag  von  BaCOg  eine  röthliche  Färbung  annimmt  und  dadurch  das 
Erkennen  der  vollständigen  Entfärbung  der  Flüssigkeit  bei  der  Titration 
erschwert  wird. 


Bestimmung  d.  Kohlensäure  in  Schulzimmern.  1069 

carbonat,*  welches  ich  dnrch  Einleiten  von  Kohlensäure  in  Baryt- 
lösnng  frisch  dargestellt  hatte. 

Dieser  Znsatz  ist  zur  Vermeidung  eines  nicht  unbedeutenden 
Fehlers  dann  unerlässlich,  wenn  zur  Bereitung  des  Barytwassers 
etwa  das  destillirte  Wasser  verwendet  wird,  welches  zur 
Bereitung  der  Säureflttssigkeit  benützt  wurde  und  das  frei  von 
Kohlensäure  ist. 

Bariumcarbonat  löst  sich  nämlich  in  nicht  unbeträchtlicher 
Menge  in  Wasser  auf  und  diese  Lösung  hat  die  Fähigkeit,  auf 
Phenolphtalein  wie  ein  schwaches  Alkali  zu  wirken,  d.  h.  dasselbe 
roth  zu  fUrben.*  Würde  darum  das  angewandte  Barytwasser 
nicht  schon  vor  der  Bestimmung  seines  Titers  mit  Bariumcarbonat 
gesättigt  sein,  so  würden  von  dem  bei  der  nachherigen  Absorption 
der  Kohlensäure  der  Luft  entstehenden  Carbonat  wechselnde 
Mengen  in  Lösung  gehen  und  es  würde  soviel  an  Titersäure 
mehr  verbraucht  werden,  als  das  in  Lösung  gegangene  Carbonat 
zu  seiner  Entfärbung  erfordert.*  Allerdings  ist  dieser  Fehler 
vielleicht  niemals  gemacht  worden,  da  jedes  destillirte  Wasser, 


1  W.  Spring  und  L.  Roland.  Chem.  Centralblatt  17,  82,  setzten  dem 
Barytwasser  auch  Bariumcarbonat  zu,  jedoch  in  anderer  Absicht. 

2  Diese  Beobachtung  steht  im  Widerspruche  zu  B.  T.  Thomsons 
Angabe  (Zeitschft.  f.  anal.  Chemie  24, 227, 1885),  welcher  dem  kohlensauren 
Baryt  die  Eigenschaft ,  Phenolphtalein  roth  zu  färben ,  abspricht. 
Thomsons  Irrthum  lässt  sich  durch  die  Empfindlichkeit  dieses  Indicators 
gegen  Kohlensauer  leicht  erklären.  Mit  Phenolphtalein  versetztes  destilllrtes 
Wasser,  in  welchem  BaCOs  suspendirt  war,fSrbt  sich  nämlich  nur  dann  roth. 
wenn  das  Wasser,  das  hiezu  verwendet  wurde,  von  vorhinein  frei  von 
Kohlensäure  ist  und  wenn  jede  Berührung  desselben  mit  CO-jhältiger  Luft 
sorgf&ltig  hintangehalten  wird. 

Dass  die  alkalische  Reaction  desselben  nicht  einem  aus  dem  Glase 
genommenen  Alkali  oder  einer  alkalischen  Verunreinigung  des  angewandten 
BaCOj  zukommt,  wurde  durch  die  Anwendung  von  Silber-  und  Platin- 
gefässen  und  neben  der  spectralanalytischen  Untersuchung,  auch  durch  den 
Umstand  festgestellt,  dass  immer  dieselbe  gleich  starke  alkalische  Reaction 
der  wässerigen  Flüssigkeit  erhalten  wurde,  wenn  auch  diesell)e  geringe 
Menge  Carbonat  noch  so  oft  mit  kochendem  Wasser  unter  Anwendung  der 
erwähnten  Vorsichtsmassregeln  behandelt  worden  war.  Auch  Magnesinm- 
carbonat  reagirt  alkalisch. 

*  Wie  der  folgende  Versuch  zeigt,  v/äre  dieser  Fehler  nicht  unbe- 
trächtlich. 10  CG.  einer  —  in  einem  Silberkolben  durch  Digestion  von 
BaCOs  mit  CO2  freiem  destillirten  Wasser,  in  einer  CO2  freien  Atmosphäre 
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das  nicht  besonders  gereinigt  nnd  unter  entsprechenden  Caatelen 
aufbewahrt  wird,  soviel  Kohlensäure  enthält,  dass  ein  mit  diesem 
bereitetes  Barytwasser  eo  ipso  schon  mit  Bariumcarbonat 
gesättigt  ist. 

Durch  die  Anwendung  des  Phenolphtaleins  als  Indieator  und 
des  Zusatzes  von  Bariumcarbonat  vor  der  Titerbestimmung,  wird 
der  Beisatz  von  Chlorbarium,  welcher  von  v.  Pettenkofer  zu 
Eliminirung  eines  etwaigen  Alkaligehaltes  des  Bariumhydroxydes 
vorgeschlagen  wurde,  erlässlich. 

Diese  Barythydratlösung  wurde  durch  ein  Filter  in  eine 
Flasche  gegossen,  welche  mit  kohlensaure  -  freier  Luft  gefllllt 
war  und  mit  einer  Messbürette  in  Verbindung  stand.  Auf  diese 
komme  ich  noch  zu  sprechen. 

Sessgefasse. 
Als  ich  ursprünglich  nach  der  Methode,  die  W.  Hesse*  an- 
wandte, die  Alkalinität  des  Barytwassers  in  der  Weise  bestimmen 
wollte,  dass  ich  mittelst  der  von  ihm  angegebenen  Saugvorrichtung 
aus  dem  Geisse,  das  den  Vorrath  an  Barytwasser  enthielt,  eine 
Bürette  voll  heraushob,  dann  eine  bestimmte  Anzahl  CC.  hieven 
in  ein  Eölbchen  fliessen  Hess  und  mit  Oxalsäurelösnng  unter 
Anwendung  von  Phenolphtalein  als  Indieator  titrirte,  vnirde  ich 
durch  die  grossen  Differenzen,  die  die  einzelnen  Bestimmungen 
aufwiesen,  gar  bald  belehrt,  dass  auf  diese  Weise  Resultate  von 
der  Genauigkeit  nicht  erhältlich  waren,  wie  sie  wtlnschenswert 
sind,  wenn  mit  so  geringen  Luftmengen  wie  in  meinem  Falle 
operirt  wird. 

dargestellten  und  von  überschüssigem  kohlensauren  Baryt  abfiltrirten  — 
Lösung  von  Bariumcarbonat,  welche  sich  auf  Zusatz  einiger  Tropfen  Phenol- 
phtaleinlösung  roth  färbte,  bedurften  zu  ihrer  Entfärbung,  wenn  der  Saure- 
Zusatz  in  der  Kälte  geschab,  0  *  126  CC.  einer  Oxalatlösung,  von  welcher 
1  CC.  —  0-1  CC.  CO2  entspricht.  Das  gäbe  also  für  je  10  CC.  Barytwasser 
einen  Fehler  von  0-01  CC.  CO2,  die  zu  viel  gefunden  würden. 

Wird  diese  Titration  in  der  in  einem  PorzeUanschälchen  kochenden 
Lösung  vorgenommen,  so  sind  zur  Entfärbung  0-574  CC.  der  angegebenen 
Oxalatlösung  nöthig.  Daraus  berechnet  sich,  unter  der  Annahme,  dass  alle 
CO2,  die  durch  die  Oxaslsäure  frei  wurde,  aus  der  kochenden  Flüssigkeit 
entwich,  eine  Löslichkeit  von  51  Mgm.  BaC03  im  Liter  Wasser.  Fresenius 
(Annal.  der  Chem.  und  Pharm.  59, 117)  fand  71  Mgm.  im  Liter. 

1  Yierteljahrschft  f.  gerichtl.  Medicin  u.  öff.  Sanitätswesen  38.  B.,  140. 
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Schrittweise  modificirte  ich  nun  die  Methodik  dieses  Ver- 
fahrens und  erreichte  endUch  eine  constante  und  sehr  befriedi- 
gende Übereinstimmung  der  einzelnen  Titerbestimmnngen 
dadurch,  dass  ich  die  Titration  in  einem  Kölbchen  vornahm, 
das  von  Kohlensäure  befreite  Luft  enthielt,  und  Messgefllsse  in 
Anwendung  brachte,  welche  eine  höchst  genaue  Messung  des 
Barytwassers  und  der  Oxalsäurelösung  gestatten. 

Barytwasserbfirette. 

Fig.  2  auf  der  beigegebenen  stellt  die  10  CC.  Bürette  dar, 
welche  ich  zur  Abmessung  des  Barytwassers  benutzte.  ^ 

Das  Olasrohr  m,  welches  durch  einen  Eautschuckschlauch 
mit  dem  Messgeföss  n  verbunden  ist,  ist  in  den  Kork,  der  den 
Tubus  des  Vorrathsgeftsses  verschliesst,  drehbar  eingesetzt.  Wird 
dieses  Rohr  horizontal  gestellt,  so  veranlasst  die  entsprechende 
Drehung  des  mit  etwas  Vaselin  eingefetteten  Zweigweghahnes  o 
die  Füllung  des  Gefösses  n  und  eine  weitere  Drehung  desselben 
Hahnes  um  ISO"*  bewirkt  dessen  Entleerung  durch  das  Ausfluss- 
rohr p.  In  das  Yorrathsgefäss  V  und  auch  in  das  durch  einen 
Kautschukschlauch  damit  verbundene  MessgefUss  kann  nur  Luft 
gelangen,  welche  die  Vorlage  q  passirt  hat,  die  Kalilauge  enthält. 
Auch  die  Flüssigkeit,  mit  welcher  die  Ausflussröhre  p  gefüllt  ist, 
ist  vor  dem  Zutritt  der  atmosphärischen  Kohlensäure  durch  eine 
darüber  gesteckte  Eprouvette,  die  am  Grunde  etwas  Barytwasser 
enthält,  geschützt  (r). 

Soll  nun  die  Menge  Barytwasser,  welche  das  Messgeföss  n 
innerhalb  der  beiden  Marken  fasst,  in  das  dazu  bestimmte 
Kölbchen  abgelassen  werden,  so  kann  es  geschehen,  dass  das 
Flüssigkeitsniveau  im  GefUsse  n  schon  die  untere  Marke  erreicht 
hat,  ohne  dass  auch  der  letzte  Tropfen  von  der  Mündung  des 
Ausflussrohres  gleichzeitig  abfällt  oder  abgeschnellt  werden 
kann.  Die  daraus  entspringenden  Ungenauigkeiten  wurden  nun 
dadurch  umgangen,  dass  dem  Ausflussrohr  eine  Länge  von  35  Ctm. 
gegeben  und  es  soweit  in  das  Kölbchen  hineinragen  gelassen 
wurde,  dass  dessen  Ende  gerade  das  Niveau  der  im  Kölbchen 
angesammelten  Flüssigkeit  erreicht. 


1  Blochmann,  Ann.  d.  Chem.,  39,  237,  (1886)  verwendet   ein 
ähnliches  Messgefäss. 
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Bei  der  allseitigen  Beweglichkeit  des  ganzen  Messapparates 
ist  das  Tiefersehieben  der  Ansflnssröhre  in  das  Kölbchen  darch 
die  Propfbohrung  ohne  alle  Schwierigkeiten  zu  bewerkstelligen. 

Die  Röhrchen,  in  welche  des  Messgefäss  n  beiderseits 
ausläuft  und  an  welchen  auch  die  Marken  mit  einem  Diamanten 
eingezeichnet  sind,  sind  fast  capillar  im  Lumen.  Dadurch  wird 
die  Abmessung  auf  Tausendel  CG.  genau. 

8&urebfirette. 

Da  jeder  Ablesungsfehler  von  0*01  CO.,  welcher  bei  der 
Messung  der  zur  Titration  des  Barytwassers  verbrauchten  Säure- 
menge (vom  früher  angegebenen  Wirkungswerthe)  gemächt  wird, 
ein  Plus  oder  Minus  von  0-001  CG.  GOj  bedingt,  welches 
Quantum  je  nach  der  Anhäufung  von  Kohlensäure  in  der  Luft 
einen  Fehler  von  0-1  bis  0-5  7^  (bei  Schulluft)  und  bis  37^ 
(bei  Aussenluft)  des  Kohlensäuregehaltes  der  in  Untersuchung 
gezogenen  Luft  (vom  Volumen  einer  Kugel)  ausmachen  kann, — 
bei  den  gewöhnlich  üblichen,  wenn  auch  genauest  gearbeiteten 
Büretten  die  Abmessung  auf  0-01  GC.  überhaupt  aber  nur  mehr 
schätzungsweise  geschieht,  so  schien  es  nothwendig,  zur  Be- 
stimmung des  verbrauchten  Säurequantums  ein  Messgefäss  in 
Anwendung  zu  bringen,  das  0-01  GG.  mit  voller  Genauigkeit 
und  0  001  GG.  schätzungsweise  abzulesen  gestattet.  Selbst- 
verständlich muss  die  Empfindlichkeit  des  Indicators  ebenso 
weit  reichen. 

Durch  die  Anwendung  von  Phenolphtalein  als  Indicator  nnd 
der  MessbUrette,  welche  in  Fig.  3  dargestellt  ist,  ist  diese 
erwünschte  Genauigkeit  der  Messung  ohne  alle  Schvnerigkeit 
zu  erreichen. 

Die  Bürette  besteht,  aus  den  calibrirten  Röhren  A  und  5, 
welche  durch  den  Hahn  C  untereinander  und  auch  mit  dem 
Vorrathgefäss  D  in  Gommunication  gesetzt  werden  können. 
A  fasst  25  GG.  und  ist  in  0- 1  GG.  getheilt,  B  fasst  1  GG.,  der  in 
0  01  CG.  getheilt  ist.  Das  zwischen  diesen  beiden  calibrirten 
Röhren  befindliche  Rohr  E  vermittelt  die  Gommunication  mit 
dem  YorrathsgeiUss. 

Der  Zweigweghahn  C  ist  derselbe,  wie  er  bei  der  Baryt- 
wasserbürette  angebracht  ist  und  durch  dieselben  Vorkehrungen, 
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wie  sie  dort  beschrieben  wurden,  wird  anch  hier  die  Flüssigkeit 
an  der  Anfhahme  von  atmosphärischer  Eohlensünre  gehindert. 
Die  Bürette  ist  auf  einer  Tafel  Hartgummi  (Ebonit)  G  befestigt 
und  derart  durch  ein  Stück  Eantschukschlnuches  s,  welches  am 
mittleren  Rohr  E  angebracht  ist,  mit  dem  im  Tubus  der  Vorraths- 
flasche  befindlichen  Glasröhre  verbunden,  dass  der  ganze  Mess- 
apparat beweglich  ist. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  sich  in  der  MessrOhre  A  ein 
Schwimmer  befindet,  der  vollkommen  senkrecht  steht  und  einen 
scharfgezeiehneten,  vollkommen  in  einer  Ebene  liegenden 
Ereis^  als  Marke  trtlgt  und  dass  die  Abflussröhre  t  dieselbe 
Länge  und  denselben  Umfang  hat,  wie  bei  dem  Messgefässe,  das 
für  das  Barytwasser  bestimmt  ist.  Der  Theil  der  Bürette,  welcher 
den  Zweigweghahn  C  trägt  und  in  der  Zeichnung  unterhalb  der 
Punktirung  liegt,  ist  horizontal  aufgebogen. 

Zur  Erläuterung  der  Handhabung  dieses  Messapparates 
dürften  einige  Worte  am  Platze  sein. 

Durch  die  entsprechende  Stellung  des  Zweigweghahnes  C, 
welche  sich  aus  seiner  Construction  ergibt,  wird  vorerst  die 
Röhre  Ä  vom  Vorrathsgefäss  aus  mit  der  Säureflttssigkeit  bis  über 
die  Calibrirung  hinaus  gefüllt  und  dann  durch  die  Drehung  des 
Zweigweghahnes  um  180*"  und  durch  die  Öffnung  des  an  der 
1  CG.  Röhre  augebrachten  Hahnes  u  in  dieser  die  Flüssigkeit 
genau  bis  zum  0  Punkt  steigen  gelassen.  Ist  dies  erreicht,  so 
wird  der  kleine  Hahn  u  geschlossen  und  nun  durch  Öffnen  des 
Hahnes  v  so  lange  Flüssigkeit  aus  der  Röhre  A  ausfli essen 
gelassen,  bis  die  Marke  des  darin  befindlichen  Schwimmers 
scharf  mit  dem  0  Punkt  der  Calibrirung  zusammenfällt.  Auch  die 
Ausflussröhre  t  füllt  sich  dadurch  mit  der  Titerflüssigkeit. 

Nun  wird  zur  Titration  geschritten  und  so  lange  die  Säure- 
lösung aus  A  durch  den  Hahn  v  ausfliessen  gelassen,  bis  durch 
die  vorgeschrittene  Entfärbung  des  Indicators  der  Endpunkt  der 
Reaction  nahe  erscheint  Darauf  wird  durch  eine  entsprechende 
Drehung  des  Zweigweghahnes  C  der  Zufluss  aus  A  abgeschnitten 
und  nach  Öffnung  des  Hahnes  u  die  Titration  aus  der  1  CG. 
Röhre  beendet.  Zu  dem  Behufe  wird,  ebenso,  wie  ich  es  bei  der 
Barytwasserbürette  erwähnte,  die  Ausflussröhre  t  bis  zur  Be- 
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rUhrung  der  im  Kölbchen  befindlichen  Flüssigkeit  in  das  EOlb- 
oben  hineinragen  gelassen  und  das  Ausfiiessen  der  Oxalatlösung 
durch  das  Sinken  des  Niveaus  der  Flüssigkeit  in  der  1  CG. 
Bohre  regulirt.  Während  des  Zufliessens,  das  natürlich  zum 
Schluss  sehr  langsam  zu  geschehen  hat^  wird  das  Eölbchen  nnd 
mit  diesem  der  Messapparat,  der  diese  Bewegung  zulässt,  sanft 
umgeschwenkt. 

Das  Ablesen  der  verbrauchten  Säuremenge  geschieht  nun 
auf  die  Weise,  dass  durch  ein  entsprechend  vorsichtiges  Drehen 
des  Zweigweghahnes  Ceine  äusserst  geringe  Communication 
zwischen  den  beiden  Büretten  zuerst  hergestellt  und  dann  rasch 
aufgehoben  wird,  wenn  die  Ereismarke  des  Schwimmers  und 
irgend  ein  Theilstrich  der  Calibrirung  der  Bohre  Ä  dem  Auge 
genau  als  eine  Linie  erscheinen. 

Auf  die  Schärfe  dieser,  sowie  der  beim  0  Punkt  voraus- 
gegangenen Einstellung  ist  alle  Aufmerksamkeit  zu  verwenden, 
da  auf  der  fehlerlosen  Ablesung  dieser  Marken  die  Genauigkeit 
des  Instrumentes  beruht.  Im  Messrohre  A  wird  demnach  nur  der 
Verbrauch  der  ganzen  und  O'l  CC.  angezeigt,  während  in  der 
Messröhre  jB  neben  sicherer  Ablesung  der  0-01  CC.  auch  der 
Verbrauch  der  0-001  CC.  durch  Schätzung  bestimmt  wird. 
Durch  Addition  dieser  beiden  Angaben  ist  also  die  zur 
Titration  verbrauchte  Säuremenge  bis  auf  Tausendstel  CC. 
genau  gegeben.  * 

Ausf&hrung  der  Bestimmung. 

Titerstellung  des  Barytwassers. 

Bei  allen  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Eohlensäuregehaltes 
der  Luft,  welche  darauf  beruhen,  dass  aus  der  Abnahme  der 
Alkalinität  des  mit  einem  abgemessenen  Volumen  Luft  in 
Berührung  gebrachten  Barytwassers  auf  die  Menge  der  absor- 


1  Die  von  Fabriken  gelieferten  Messröhren  Bind  nie  sehr  genau 
«aUbrirt.  Es  wird  sich  darum  empfehlen,  den  Wert  einzelner  Tbeilstriche 
durch  Wägung  festzustellen  und  diese,  in  einer  TabeUe  niedergelegten, 
Bestimmungen  bei  der  Ablesung,  beziehungsweise  Bechnnng  zu  be- 
nützen. 
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birten  Kohlensäure  gescblossen  wird,  ist  es  natttrlich  vor  allem 
nothwendigy  die  Alkalinität  des  angewandten  Barytwassers  genau 
zu  kennen.  Diese  Kenntnis  liegt  allen  weiteren  Bestimmungen 
zu  Grunde. 

Zur  Titerstellung  benützte  ich  dieselben  Kölbchen,  welche 
bei  der  nachherigen  Bestimmung  der  Kohlensäure  in  Anwendung 
kommen.  Sie  haben  die  in  Fig.  I  angegebene  Form  a?,  welche  ich 
wählte,  damit  bei  der  vergrösserten  Fllissigkeitsschichte  die 
Luftblasen,  welche  bis  an  den  Grund  des  Kölbchens  geleitet 
werden,  einen  längeren  Weg  in  der  alkalischen  Fitlssigkeit 
zurücklegen  müssen  und  weil  dadurch  der  Endpunkt  der  Titration, 
die  vollkommene  Entfärbung  des  Indicators,  schärfer  erkannt 
wird.  Ein  solches  Kölbchen  fasst  bis  zur  HalsmUndung  circa 
200  CC.  und  ist  mit  einem  Propf  von  grauem  vulcanisirtem 
Kautschuk,  der  drei  Bohrungen  besitzt,  verschlossen.  Zwei 
dieser  Bohrungen  enthalten  die  Röhren  al  (capillar  im  Lumen) 
und  V  von  der  in  der  Zeichnung  ersichtlich  gemachten  Form. 
Der  dritten  Bohrung,  welche  in  der  Fig.  I  mit  einem  Glasstab  d 
verschlossen  ist,  ist  bei  der  Wahl  des  Propfens  besondere 
Aufmerksamkeit  zu  schenken.  Sie  ist  zur  Aufnahme  der  Ausfluss- 
röhren der  beiden  MessgefUsse  bestimmt,  muss  daher  von  einem 
Lumen  sein,  welche  dem  Umfange  dieser  Röhren  entspricht  und 
femers,  um  das  Verschieben  derselben  zu  erleichtern,  auch  glatt 
im  Verlaufe  sein.* 

Die  ausserhalb  des  Kölbchens  befindlichen  rechtwinklig 
abgebogenen  Enden  der  Röhrchen  a'  und  V  sind  mit  Kautschuk- 
schläuchen verbunden.  Der  an  V  ist  circa  30  Ctm.  lang,  der  bei 
a'  misst  circa  5  Ctm.  und  enthält  am  freien  Ende  ein  circa  4  Ctm. 
langes  beiderseits  offenes  Glasröhrchen  d!  von  sehr  engem  Lumen. 
Durch  die  Quetschhähne  kann  der  Inhalt  des  Kölbchens 
vollkommen  abgeschlossen  werden. 

Die  so  armirten  Kölbchen  werden  nun  vorerst  mit  Luft,  die 
von  Kohlensäure  befreit  wurde,  gefüllt.  Dies  geschiebt  dadurch, 
dass  mehrere  derselben  (3  bis  6  Stück)  mittelst  der  daran  befind- 
lichen Kautschukschläuche    aneinander  geschlossen  und  dann 

1  Ist  da6  Lumen  eng  oder  etwas  rauh,  so  leistet  ein  Einstäuben  von 
T&lkpulver  oder  Alum.  plumos.  sehr  gute  Dienste.  Einfetten  ist  durchaus 
zu  vermeiden. 
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mit  einer  Wasehflasche  yerbnnden  werden;  welche  ELalUange 
enthält  nnd  durch  welche  mit  Hilfe  der  (in  der  Zeichnang 
Fig.  4  angeführten)  SprengeTschen  Vorrichtung  * 
Luft  gepresst  oder  mittelst  eines  Aspirators  gesangt  wird. 
Sind  die  Eölbchen  nach  Verlauf  von  10  bis  20  Minuten  mit 
kohlensaure  -  freier  Luft  geftillt;  so  werden  die  Kautschuk- 
schlauche  mit  den  Quetschhähnen  geschlossen^  die  Eölbchen  von 
einander  getrennt  und  mit  jener  Menge  Barytwasser,  welche  der 
früher  beschriebene  Messapparat  fasst,  versehen.'  Dieses  wird 
nun  mit  der  gestellten  Oxalatlösung  vermittelst  der  Mher  ange- 
gebenen Säurebltrette  titrirt.  Zur  Neutralisation  von  10  CC.  meines 
Barytwassers  —  soviel  fasst  der  Messapparat  —  waren  circa 
18  CC.  der  Ealiumtetraoxalatlösung  nöthig.  Um  während  des 
Einfliessens  der  Säureflüssigkeit  der  Luft  des  Eölbchens  einen 
Abzug  zu  verschaffen;  wird  der  Quetschhahn,  welcher  den 
längeren  Eautschukschlauch  verschliesst,  ein  oder  das  anderemal 
momentweise  geöffnet 

Die  Differenzen,  welche  die  einzelnen  Titerbestimmungen 
nach  dieser  Methode  aufweisen,  betragen  bei  genauer  Arbeit 
nicht  mehr  als  Tausendel  CC.  der  Oxalatlösung. 

Eohlen  säure  bestimmung. 

Nachdem  nun  der  Wirkungswert  der  Titrirflüssigkeiten  fest- 
gestellt und  dafür  vorgesorgt  wurde,  dass  deren  Beschaffenheit 
sich  in  den  Vorrathsgefässen  nicht  verändeit^istdie  Ermittlung  des 
Eohlensäuregehaltes  der  zur  Untersuchung  in  dem  Eugelapparat 
aufbewahrten  Luftvolumina  leicht  und  rasch  auszuftlhren. 

Drei  Kölbchen,  welche  (wie  vorhin  bei  der  Stellung  des 
Baryttiters)  mit  kohlensMure-freier  Luft  gefüllt,  mit  dem  genau 
abgemessenen  Quantum  Barytwasser  vom  bekanntem  G-ehalte 
versehen  und  mittelst  der  Quetschbähne  und  des  Glasstabes  c 
wohl  verschlossen  waren,  wurden  in  einer  zum  Transport 
geeigneten  Schachtel  an  den  Ort  gebracht,  wo  die  Füllung  des 


1  Pogg.  Ann.  112. 

2  Flitterchen,  die  an  der  Oberfläche  des  Barytwasseis  eiacheinen, 
zeigen  sehr  scharf  einen  noch  vorhandenen  ^COg-gehah  der  Luft  des 
Kölbchens  an. 


Bestimmung  d.  Kohlensäure  in  Schulzimmern.  107  7 

Kngelapparates  mit  der  zu  ontersuchendeD  Luft  geschah.  Hier 
Würden  nun  die  Kölbchen  mittelst  gestielter  Klemmen  J  —  ich 
verwendete  hiezu  hölzerne  Eprouvettenhälter,  die  in  die 
Bohrungen  der  Kästchenwand  gesteckt  wurden  —  an  der  Aussen- 
wand  des  Kästchens  dieses  Apparates  befestigt  und  die  Glas- 
röhrchen d!  mit  den  Kautschnkscblauchstttcken  hy  welche  am 
Apparat  angebracht  sind,  in  Verbindung  gesetzt.  Nun  wird  durch 
Saugen  mit  dem  Munde  an  den  längeren  bei  V  angesteckten 
Kautschukschläuchen  bei  gleichzeitigem  Öflfnen  der  ent- 
sprechenden Quetschhähne  in  den  Kölbchen  ein  etwas  evacuirter 
Raum  hergestellt,  um  für  die  Luft  der  Kugeln  Platz  zu  schaffen, 
dnnn  das  Quecksilbergeföss  bis  zum  Stift  4  gehoben,  die 
Quetschhähne  zwischen  a'  undd'  von  den  Verbindungsschläuchen 
entfernt  und  die  Hähne  der  Kugeln  geöffnet.  Durch  das  in  die 
Kugeln  dringende  Quecksilber  wird  nun  die  in  denselben  ent- 
haltene Luft  in  die  vorgelegten  Kölbchen  gedrängt. 

Sind  die  Kugeln  zu  dreiviertel  Theilen  mit  Quecksilber 
gefüllt,  so  findet  gewöhnlich  kein  weiteres  Steigen  desselben  mehr 
statt.  Um  diesen  Gleichgewichtszustand  zu  beheben  und  auch 
den  letzten  Theil  der  aufgefangenen  Luft  in  das  Kölbchen  zu 
bringen,  wird  an  das  Röhrchen  g  im  Verschlusse  des  Quecksilber- 
gefösses  ein  Kautschukventilapparat  angebracht  und  mittelst 
dieses  ein  Druck  auf  das  Quecksilber  im  Reservoir  ausgellbt, 
welcher  dasselbe  in  den  Kugeln  bis  zu  den  Hähnen  steigen 
macht. 

Ist  dies  geschehen,  so  werden  die  Hähne  der  Kugeln  und 
die  Quetschhähne  bei  a'  geschlossen,  die  Kölbchen  durch  das 
Entfernen  der  Glasröhrchen  d'  aus  den  Verbindungsstttcken  b 
vom  Apparat  genommen,  nach  dem  Laboratorium  gebracht  und 
dort  die  Titration  ausgeführt. 

Das  Einleiten  der  Luft  der  Kugeln  in  die  Kölbchen  wird 
derartig  regulirt,  dass  dieselbe  in  Bläschenreihen  das  Baryt- 
wasser passirt.  Dies  braucht  jedoch  nicht  zu  ängstlich  zu 
geschehen,  da  ja  die  Luft,  nachdem  der  ganze  Inhalt  einer  Kugel 
in  das  Kölbchen  gebracht  ist,  in  demselben  vollkommen  ab- 
geschlossen wird,  dort  beliebig  lang  mit  dem  Barytwasser  in 
Berührung  gelassen  und  die  Absorption  obendrein  durch  sanftes 
Umschwenken  des  Kölbchens  unterstützt  werden  kann. 
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Im  Eölbchen  herrscht  ein  Überdruck.  Dadnrch  ist,  wenn 
behufs  Einführung  der  Sänrebürette  der  Glasstab  c'  aus  der  dritten 
Bohrung  des  Propfens  auch  in  einem  kälteren  Raum  als  der,  in 
welchem  die  Füllung  geschah,  entfernt  wird,  einem  Einströmen 
der  Luft  dieses  Raumes  in  das  Eölbchen  Torgebeugt  und 
gleichzeitig  ein  Anzeichen  für  den  guten  Verschluss  geschaffen, 
wenn  bei  der  Öffnung  das  zischende  Geräusch  der  ausströmenden 
Luft  vernehmbar  ist. 

Die  Ausführung  der  Titration  geschieht  auf  dieselbe  Weise, 
wie  die  Bestimmung  des  Titers  vom  Barytwasser.  Während  des 
Säurezuflusses  wird  durch  eine  sanfte  Schwenkung  des  an  die 
Säurebtlrette  angesteckten  Eölbchens  die  darin  befindliche 
Flüssigkeit  in  Bewegung  gehalten  und  als  Endpunkt  der  Titration 
die  erst  auftretende  Entfärbung  derselben,^  welche  beim  Durch- 
blick auf  eine  weisse  Unterlage  bei  einiger  Übung  scharf  erkannt 
wird,  angenommen.  Bleibt  das  Eölbchen  mit  der  entfärbten 
Flüssigkeit  vor  Luftzutritt  geschützt  stehen,  so  tritt  nach  wenigen 
Minuten  eine  schwache  Nachfärbung  ^  ein. 

Ich  habe  mich  bemüht,  der  Ursache  derselben  auf  den  Grund 
zu  kommen  und  gefunden,  dass  der  Austritt  von  Eohlensäure 

1  Da  die  Sänreflüssigkeit  mit  Phcnolphtalein  versetzt  ist,  so  ver- 
urBachen  schon  die  ersten  Tropfen  derselben,  die  in  das  Barytwasser  ein- 
fallen, eine  Rothfärbang  der  zu  titrirenden  Flüssigkeit. 

"^  Diese  Erscheinung  der  Nachtarbung  kann  vieUeicht  als  ein  experi- 
menteller Beleg  tiir  die  Annahme  gelten,  dass  der  in  der  That  merkwürdigen 
Constanz  des  Kohlensäuregehaltes  der  atmosphärischen  Luft  die  regulirende 
Wirkung  des  Meerwassers  zu  Grunde  liegt. 

Die  Entfärbung  der  titrirten  Flüssigkeit  im  Kölbchen  erfolgt  durch 
die  Eohlensäure,  welche  durch  die  Oxalsäure  aus  dem  gelösten  BaCOs  frei- 
gemacht wurde  und  die  sich  in  der  Flüssigkeit  löst  Die  Luft  über  der 
Flüssigkeit,  die  von  CO2  absolut  frei  ist,  entzieht  nun  aber  der  Flüssigkeit 
einen  Theil  der  gelösten  CO2  und  es  tritt  die  NachfKrbung  ein. 

Ebenso  nimmt  Schulze  und  Schlössing  an  und  Spring  und 
Koland,  sowie  auch  Van  Nüys  schliessen  sich  dieser  Ansicht  an,  dass 
die  atmosphärische  Luft  bis  zur  Erreichung  jener  Kohlensäurespannung, 
welche  dem  Normalgehalt  der  Luft  an  derselben  gleichkommt,  entweder 
CO2  aus  dem  Meerwasser  aufnimmt,  wenn  sie  weniger  davon  enthält,  als 
dieser  Spannung  entspricht  oder  von  dieser  an  dasselbe  abgibt,  wenn  der 
Gehalt  höher  als  der  normale  ist. 

Von  diesen  Gesichtspunkten  aus  muss  es  als  ganz  unstatthaft  hin- 
gestellt werden,  wenn  von  manchen  Autoren  die  Füllung  der  Gbfässe  mit 
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aas  der  FlQssigkeit  in  die  im  Köibchen  befindliche  Lnft  diese 
Erscheinnng  hervorrnft.  Die  Nachfärbnng  tritt  nämlich  rascher 
nnd  intensiver  ein,  wenn  darch  die  entfärbte  Flüssigkeit  kohlen- 
sänre-freie  Lnft  geleitet  wird  oder  wenn  die  farblose  FlQssigkeit 
in  einem  Silberkölbchen,  das  mit  CO^^  freier  Lnft  gefüllt  ist,  erhitzt 
wird.  Wenn  atmosphärische  Luft  in's  Kölbchen  dringt,  bleibt  sie 
aber  farblos. 

Mit  BenQtznng  des  angegebenen  Verfahrens  habe  ich  eine 
ziemlich  grosse  Anzahl  Eohlensänrebestimmnngen  von  Lnft  aus 
Schnlränmen  ansgefUhrt.  Da  aber  die  erhaltenen  Resnltate  keine 
Anhaltspunkte  fUr  die  Beartheilnng  der  Exactheit  des  Verfahrens 
bieten,  so  glanbe  ich  von  einer  Veröffentlichung  derselben  an 
dieser  Stelle  absehen  zu  sollen. 

Nur  einige  Beispiele  will  ich  anfllhren,  um  die  Anhäufung 
von  Kohlensäure  in  einem  nicht  yentilirten  Schnlranme  zu 
demonstriren: 


Datum 

GOggehalt  der  Luft 
in  Volum-Procent 

SchiUer- 
zahl 

Anmerkun;^ 

im 
Corridor 

vor  dem 
Unterricht 

nach 
dstündigem 
Unterricht 

24.  JSnner 

— 

0-078 

0-620 

58 

1  Gasflamme 

brannte  durch 

nahezu  1  Stunde 

31.  Jänner 

0-047 

0-092 

0-637 

58 

4  Gasflammen 

brannten  durch 

1/2  Stunde 

1.  Februar 

1 

1 

0-056 

0-088 

0-557 

56 

Keine  Flamme 

der  zu  untersuchenden  Luft  in  der  Weise  bewerkstelligt  wird,  dass  sie  die 
mit  Wasser  gefüllten  GefSsse  an  den  Ort,  dessen  Luft  geprüft  werden  soll, 
bringen  und  das  Wasser  dortselbst  ausfliessen  lassen.  Wenn  Bioohmann 
hiezu  ein  Wasser  verwendet,  dessen  freie  COg  er  erst  mit  Barynmhydroxyd 
absättigte,  so  ist  dadurch  allerdings  die  Möglichkeit,  dass  dasselbe  COg  an 
die  zu  untersuchende  Luft  abgibt,  ausgeschlossen,  dafür  aber  die  Wahr- 
scheinlichkeit nur  vergrössert,  dass  es  GOg  der  Luft,  die  zur  Untersuchung 
verwendet  wird,  entzieht 

Slub.  d.  mathrm.-natorw.  CI.  XCV.  Bd.  ILAbth.  71 


1080  W.  Fossek, 

Die  Daten  betreffen  dasselbe  Lehrzimmer. 

Die  Berechnung  geschieht  mit  Berücksichtigung  der  Tem- 
peratur und  des  Barometerstandes  und  Zurückfllhrung  des  in 
Untersuchung  gezogenen  Luftvolnms  auf  O''  und  760  Mm.  Druck. 


Bei  der  Herstellung  des  früher  beschriebenen  Eugelapparates 
hatte  ich  vor  Allem  dessen  Bestimmung^  die  Entnahme  der  Lnft 
aus  dem  besetzten  Lehrzimmer,  im  Auge.  Dazu  erschien  es 
wünschenswerth;  dass  die  Füllung  der  Kugeln  mit  Luft  auch  yon 
ungeübten  Bälnden  verlässlich  vorgenommen  werden  kann,  dass 
dieselbe  möglichst  wenig  Zeit  in  Anspruch  nimmt  und  der 
Unterricht  dadurch  nicht  gestört  wird.  Der  Gebrauch  des  Queck- 
silbers als  VerdräugungsflüBsigkeit  liess  sich  nicht  umgehen,  da 
alle  anderen  Flüssigkeiten  Kohlensäure  aufnehmen  und  darum 
mussten  die  Dimensionen  der  Kugeln  so  gering  gehalten  werden, 
wenn  nicht  anders  der  Apparat  seine  leichte  Trngbarkeit  ein- 
bttssen  sollte. 

Zeigen  sich  nun  diese  geringen  Luftvolumina  zur  Unter- 
suchung der  Schulluft  bei  dem  Umstände,  als  erfahrungsgemäas 
in  100  CG.  derselben  dieselbe  Menge  Kohlensäure,  wie  in  1  bis 
3  Litern  Aussenluft  enthalten  ist,  genügend  gross,  um  die  darin 
enthaltene  Kohlensäure  auf  weniger  als  17o  ^^^  Kohlensäure- 
gehalte genau  bestimmen  zu  können,  so  lässt  aber  anderseits  die 
mit  demselben  Volumen  Aussenluft  vorgenommene  COtCrmitt- 
lung  an  Genauigkeit  etwas  zu  wünschen  übrig.  Bei  dieser 
Bestimmung  dürften  auch  bei  genauester  Arbeit  gegen  3%  ^^^ 
COjgehaltes  unsicher  erscheinen.  Für  diesen  Fall  wäre  es  dem- 
nach, wenn  eine  grössere  Genauigkeit  der  Bestimmung  erreicht 
werden  soll,  angezeigt,  grössere  Volumina  Luft  in  Untersuchung 
zu  nehmen. 

Dazu  lässt  sich  nun  der  beschriebene  Apparat,  der  immerhin 
den  Vorzug  grösserer  Exactheit  anderen  Luftftlllungsmethoden 
gegenüber  für  sich  in  Anspruch  nehmen  kann,  leicht  modificiren, 
ohne  dass  der  Umfang  desselben  wesentlich  vergrössert  und  die 
Menge  des  Quecksilbers  vermehrt  werden  müsste.  Allerdings 
geschieht  dies  auf  Kosten  der  einfachen  und  raschen  Handhabung 
desselben. 
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Es  wird  sich  demuach  empfehlen,  zur  Untersuchung  der  Luft 
der  besetzten  Lehrzimmer  den  früher  angegebenen  Apparat  zu 
verwenden,  zur  Aufnahme  der  Luft  gut  ventilirter  Räume  oder 
der  Aussenlnft  aber,  wenn  auf  eine  weitgehende  Genauigkeit 
der  GO^bestimmung  Werth  gelegt  wird,  einen  zweiten  Apparat 
zu  benutzen,  welcher  wie  folgt,  modificirt  ist. 

Die  Einrichtung  des  Kugelapparates  bleibt  so,  wie  sie  früher 
beschrieben  wurde,  nur  wird  der  Fassungsraum  der  einzelnen 
Kugeln  verdreifacht  und  an  die  Stelle  der  Marken,  welche  an  den 
Köhrenstielen  unter  den  Kugeln  angebracht  sind,  treten  Hähne. 
Das  Quecksilberquantnm  im  beweglichen  Behälter,  welches  nicht 
vermehrt  wird,  reicht  nun  nur  zur  Füllung  einer  Kugel  aus  und 
es  kann  darum  die  Füllung  der  Kugeln  nun  nur  nacheinander 
geschehen.  Ebenso  auch  das  Herausdrängen  der  Luft  aus  den- 
selben. 

Die  erforderlichen  Manipulationen  sind  also  vermehrt  und 
nehmen  mehr  Zeit  in  Anspruch;  Umstände,  die  aber  liier  darum 
weniger  wesentlich  sind,  da  dieselben  nicht  im  besetzten  Schul- 
raume  vorgenommen  werden. 
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XIII.  SITZUNG  VOM  20.  MAI  1887. 


Der  Vorsitzende  gedenkt  des  am  18.  Mai  erfol*;:ten  Ab- 
lebens des  wirklichen  Mitgliedes  Herrn  Dr.  August  Pfizmaier 
in  Döbling. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erbeben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Das  Harvard  College  Observatory  in  Cambridge 
(U.  S.)  spricht  den  Dank  aus  ftlr  die  Mittheilung  der  kaiserlichen 
Akademie  über  wissenschaftliche  Beobachtungen  auf  Hochgipfeln 
in  Osterreich. 

Das  w.  M.  Prof.  E.  Mach  in  Prag  übersendet  eine  vorläufige 
Mittheilnng  des  Herrn  H.  Luggin  über  dessen  Untersuchung 
der  elektrischen  Kraft  des  Lichtbogens. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Franz  Exner  in  Wien  übersendet  eine 
Abhandlung:  „Über  transportable  Apparate  zur  Beob- 
achtung der  atmosphärischen  Elektricität^. 

Herr  Prof.  Dr.  A.  Wassmuth  an  der  Universität  in  Czer- 
nowitz  übersendet  eine  in  Oemeinschnft  mit  Herrn  Dr.  G.  A. 
Schilling  verfasste  Abhandlung:  y,Über  eine  Methode  zur 
Bestimmung  der  Galvanometerconstante^. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen 
von  Herrn  Stiftscapitnlar  Prof.  P.  C.  Puschl  in  Seitenstetten 
vor: 

1.  „Über  das  Verhalten  der  Gase  zu  den  Gesetzen 
von  Mariotte  und  Gay-Lussac^. 

2.  „Über    den    höchsten    Siedepunkt    der    Flüssig- 
keiten". 

Femer  legt  der  Secretär  ein  versiegeltes  Schreiben  behufs 
Wahrung  der  Priorität  von  Herrn  Franz  Pabisch,  Maschinist  in 
Währing  bei  Wien,  vor. 
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Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Dr,  Steindachner  tiber- 
reicht den  IV.  Theil  einer  gemeinschaftlich  mit  Herrn  Dr.  L. 
Döderlein  ausgeführten  Abhandlung:  „Beiträge  zur  Kennt- 
niss  der  Fische  Japan's^. 

Herr  Regierungsrath  Steindachner  überreicht  ferner  eine 
Abhandlung  des  Herrn  Anton  Handlirsch,  welche  den  Titel 
fuhrt:  „Monographie  der  mit  Nysson  und  Bembex  ver- 
wandten Grabwespen." 

Das  w.  M.  Herr  Director  E.  Weiss  bespricht  die  Kometen- 
entdeckung, welche  am  12.  Mai  Herrn  Barnard  zu  Nashville 
(U.  S.)  gelungen  ist. 

Das  w.  M.  Herr  Director  J.  Hann  tiberreicht  eine  Abhand- 
lung des  Herrn  Friedrich  v.  Kerner  unter  dem  Titel:  „Unter- 
suchungen tiber  die  Schneegrenze  im  Gebiete  des 
mittleren  Innthales.^ 

Herr  Friedrich  Bidschof  in  Wien  überreicht  eine  Abhand- 
lung: „Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen  1848  I''. 


1084 


Über  transportable  Apparate  zur  Beobachtung   der 
atmosphärischen  Elektricität. 

Von  dem  c,  M.  Prof.  F.  Exner. 

(Mit  8  Holzschnitten.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  20.  Mal  1887) 

Einleitung. 

So  umfangreich  das  bisher  Über  das  Thema  der  Luftelek- 
tricität  vorliegende  Beobachtangsmaterial  erscheinen  mag,  so 
beweist  doch  das  in  den  letzten  Jahren  sich  allgemein  steigernde 
Interesse  flir  diese  Frage,  dass  in  Bezng  anf  dieselbe  noch  gar 
vieles  zu  thun  erübrigt;  es  kann  der  Grund  für  die  geringen 
positiven  Kesultate,  welche  bisher  erhalten  wurden,  wohl  nur  in 
dem  Umstände  gesucht  werden,  dass  bis  auf  die  neueste  Zeit 
nicht  nach  rationellen  Methoden,  wie  sie  dem  heutigen  Stande 
derElcktricitätslehre  entsprechen,  beobachtet  wurde,  obwohl  die 
experimentellen  Schwierigkeiten  derselben  schon  seit  langem 
durch  die  classischen  Arbeiten  W.  Thomson's  beseitigt  sind. 

Es  war  der  Hauptzweck  zahlreicher  Versuche  und  Messungen, 
deren  Resultate  ich  in  einer  früheren  Arbeit  ^  publicirt  habe,  einen 
Weg  zu  finden,  auf  dem  man  bei  Beobachtungen  über  Luftelek- 
tricität  vorzugeben  hätte,  um  auf  systematische  Weise  zu  einer 
Lösung  dieses  Problems  zu  gelangen.  Es  hat  sich  zunächst  als 
nothwendig  herausgestellt,  von  Beobachtungen  Über  Gewitter, 
Stürme  und  dgl.,  als  von  Störungen,  vollkommen  abzusehen^  und 
das  Studium  auf  den  normalen  elektrischen  Zustand  der  Atmo- 
sphäre, wie  er  sich  bei  ruhigem  schönen  Wetter  zeigt,  zu  be- 
schränken. Leider  beziehen  sich  fast  alle  älteren  Beobachtungen 
auf  eben  solche  Störungen,  es  ist  aber  klar,  dass  man  zu  einer 


^  „Über  die  Ursache  und  die  Gesetze  der  atmoBphSrischeii  Elektricität" 
Wiener  Akad.  Bd.  93.  S.  222.  (1886)  und  Repert.  d.  Phys.  Bd.  22,  S.^412 

und  451  (188<;). 
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Erkläraog  dieser  nur  durch  richtige  Erkenntniss  des  normalen 
Zastandes  gelangen  kann. 

In  Bezug  auf  letzteren  wären  die  folgenden  Ergebnisse  fest- 
zuhalten: Die  Erde  befindet  sich  in  einem  elektrischen  Felde, 
dessen  Nireauflächen  zur  Erde  parallele  Kugelfl&chen  sind, 
respective  Ebenen^  wenn  es  sich  nur  um  gegen  den  Erdradius 
sehr  kleine  Strecken  bandelt;  dieses  Feld  ist  ein  homogenes 
innerhalb  jener  ErstreckungeU;  die  der  Beobachtung  zugänglich 
sindy  d.  h.  seine  Intensität  oder  das  Potentialgefälle  per  Längen- 
einheit hat  überall  denselben  Werth.  Die  Richtung  der  elek- 
trischen Kraft  fällt  mit  der  Verticalen  zusammen^  und  zwar  in 
dem  Sinn,  dass  höher  gelegene  Punkte  gegen  tiefere  positiv 
elektrisch  sind.  In  diesem  normalen  Zustande  haben  somit  zwei 
in  derselben  Horizontalen  gelegene  Punkte  der  Luft  das  gleiche 
Potential,  zwei  in  derselben  Verticalen  gelegene  dagegen  eine 
Potentialdifferenzy  die  nur  von  ihrer  Entfernung  untereinander, 
nicht  aber  von  ihrer  absoluten  Höhe  abhängt.  Diese  Verhältnisse 
gelten  jedoch  selbstverständlich  nur,  wenn  die  Erdoberfläche  am 
Beobachtungsorte  als  Ebene  zu  betrachten  ist;  zeigt  dieselbe  be- 
trächtliche Unregelmässigkeiten  (Häuser,  Berge  etc.),  so  ist 
zu  beachten,  dass  die  Niveauflächen  in  ihrer  Gestalt  dieselben 
Unregelmässigkeiten  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  über  den 
störenden  Objecten  mitmachen;  die  Kraftlinien  des  Feldes  sind 
dann  nicht  mehr  Verticale,  sondern  werden  so  deformirt,  dass  sie 
senkrecht  auf  die  Oberfläche  der  Unregelmässigkeiten  auftreffen. 

Ein  homogenes  elektrisches  Feld  ist  in  allen  seinen  Eigen- 
schaften bestimmt  durch  die  Grösse  des  PotentialgeiUlles  per 
Längeneinheit  in  Richtung  seiner  Kraftlinien^  d.  i.  in  unserem 
Falle  in  Richtung  der  Verticalen.  Die  Grösse,  welche  somit  vor 
Allem  von  möglichst  vielen  Beobachtern  an  mögliehst  vielen 
Punkten  der  Erdoberfläche  bestimmt  werden  sollte^  ist  die 
Potentialdifferenz  zweier  Punkte  in  der  Luft,  die  auf 
derselben  Verticalen  über  einem  möglichst  ebenen 
Stück  der  Erdoberfläche  in  ein  Meter  Distanz  von  ein- 
ander liegen;  und  zwar  muss  diese  Bestimmung  zur 
Vermeidung  von  Störungen  bei  möglichst  klarer  und 
reiner  Luft  angestellt  werden.  Damit  gleichbedeutend  ist 
natürlich  die  Bestimmung  der  Potentialdifferenz  zwischen  der 
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Erde  und  einem  Punkte,  der  einen  Meter  über  derselben  sieh 
befindet. 

Die  Grösse  dieser  Potentialdifferenz  beträgt  in  unseren 
Breiten  60  —  600  Volt,  wobei  die  niedrigsten  Werthe  im  Sommer, 
die  höchsten  im  Winter  auftreten.  Es  scheint,  dass  sich  ein  die 
Zahl  600  noch  viel  ttbersteigender  Maximalwerth  ftlr  die  voll- 
ständige Abwesenheit  von  Wasserdampf  in  der  Atmosphäre  ergibt, 
also  ftlr  das  vollkommen  ungestörte  elektrische  Feld;  die  Er- 
mittlung dieses  Grenzwerthes  muss  vor  Allem  ange- 
strebt werden,  weil  sich  ans  ihm  die  Grösse  der  elek- 
trischen Ladung  der  Erde  ergibt.  Soviel  aus  den  bisherigen 
Beobachtungen  geschlossen  werden  kann,  dürfte  dieses  Ziel  nur 
durch  Beobachtungen  an  solchen  Orten  erreicht  werden,  die  eine 
fast  ganz  wasserfreie  Atmosphäre  besitzen  und  wären  hier  in 
erster  Linie  wohl  die  äusserst  trockenen  Gegenden  Inner-Sibiriens 
ins  Auge  zu  fassen. 

Es  kann  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  wir  eine  wesent- 
liche Förderung  unserer  Kenntnis  vom  elektrischen  Zustande  der 
Erde  nur  von  an  verschiedenen  Punktender  Erdoberfläche  gleich- 
zeitig und  zielbewuBst  ausgeführten  Beobachtungen  zu  erwarten 
haben;  in  dieser  Beziehung  bieten  uns  die  erdmagnetischen  Be- 
obachtungen eine  sehr  beachtenswerthe  Analogie  dar. 

Aus  dem  Vorstehenden  wird  man  bereits  drei  Gründe  ent- 
nehmen, aus  denen  die  unbedingte  Nothwendigkeit  der  Verwen- 
dung transportabler  Apparate  bei  Beobachtungen  über  Luft- 
elektricität  folgt: 

1.  Ist  zur  Besthnmung  des  Potentialgeftllles  in  Richtung  der 
Verticalen,  d.  h.  zur  Bestimmung  der  das  elektrische  Feld  der 
Erde  charakterisirenden  Constante  eine  Beobachtung  über  einem 
möglichst  ebenen  Stück  der  Erdoberfläche  erferderlicK  An 
meteorologischen  Stationen,  wo  mit  fix  aufgestellten  Apparaten 
beobachtet  wird,  ist  dieser  Bedingung  aber  niemals  genügt,  schon 
wegen  der  Anwesenheit  der  Gebäude.  Es  haben  daher  die  solcher- 
weise gewonnenen  Beobachtungen  nur  einen  relativen  Werth, 
sie  geben  die  Potentialdifferenz  zwischen  der  Erde  und  einem, 
in  elektrischer  Beziehung  nicht  näher  definirbaren  Punkte  der 
Luft.  Es  sind  daher  diese  Messungen  auch  nicht  von  Station  zu 
Station  vergleichbar.  Es  ist  sehr  zu  bedauern,   dass  bei  den 
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'zahlreichen  Messungen,  welche  an  fixen  Stationen  gemacht 
wurden,  z.  B.  in  Kew,  Washington,  Cap  Hern  etc.  dieser  Punkt 
ganz  ausser  Acht  gelassen  wurde;  es  scheint,  dass  man  nicht 
erkannt  hat,  um  welche  Grösse  es  sich  eigentlich  handelt,  denn 
es  wäre  sehr  leicht  gewesen,  die  an  einem  beliebigen  Punkte 
gemachten  Beobachtungen  auf  einen  Punkt  der  Ebene  in  der 
Nachbarschaft  zu  reduciren,  dazu  ist  nur  eine  einmalige  gleich- 
zeitige Beobachtung  an  beiden  Orten  erforderlich,  indem  die 
Proportionalitätsconsfante  ftir  alle  absoluten  Werthe  des  Poten 
tialgefälles  dieselbe  bleibt. 

Im  Interesse  der  Vergleichbarkeit  der  Resultate  wäre  es 
demnach  sehr  zu  wünschen,  wenn  künftig  alle  Beobachtungs- 
stationen eine  derartige  Reduction  vornehmen  würden;  der  gegen- 
wärtige Modus  der  Beobachtung  ist  um  nichts  besser,  als  wenn 
alle  meteorologischen  Stationen  ihre  Temperaturmessungen  mit 
Thermometern  ausführen  würden,  deren  Scala  in  willkürlicher 
nnd  unbekannter  Weise  getheilt  ist. 

2.  Ist  zur  Bestimmung  der  obigen  Constante  eine  möglichst 
reine  Atmosphäre  erforderlich;  eine  solche  ist  aber  an  fixen 
Stationen,  die  sich  meist  innerhalb  grösserer  Städte  oder  doch  in 
onmittelbarer  Nähe  derselben  befinden,  nicht  vorbanden.  Schon 
geringe  Mengen  von  Staub  oder  Bauch,  wenn  sie  sich  nahe  dem 
Beobachtungsort  befinden,  stören  die  Resultate  sehr  wesentlich 
und  erzeugen  jene  plötzlichen  und  fortwährenden  Schwankungen, 
wie  sie  von  den  selbstregistrirenden  Apparaten  grösserer  Stationen 
verzeichnet  werden;  diese  Aufzeichnungen  liefern  in  den  meisten 
Fällen  nur  ein  Bild  der  Staubverhältnisse  des  Beobachtungsortes, 
nicht  aber  des  elektrischen  Zustandes  der  Atmosphäre.  Es  ver- 
schwinden diese  plötzlichen  Schwankungen  auch,  sobald  man  an 
•staubfreien  Orten  beobachtet,  was  aber  im  Allgemeinen  nur 
mittelst  transportabler  Apparate  möglich  ist. 

3.  Endlich  ist  zu  einer  Erforschung  des  elektrischen  Feldes 
der  Erde  ein  über  letztere  möglichst  ausgebreitetes  Beobachtungs- 
netz erforderlich;  sowohl  aus  den  Polargegenden,  wie  aus  den 
Tropen  ^  fehlen  bis  jetzt  brauchbare  Beobachtungen  noch  gänzlich. 


1  £ine  von  Herrn  E.  Drory  in  den  Tropen  ausgeführte  Reihe  von 
Beobachtungen  wird  demnächst  publicirt  werden. 


1088  F.Exner, 

und  es  wird  nar  mittelst  leicht  transportabler  Apparate  möglich 
sein,  solche  auf  Reisen  zu  sammeln. 


§.  1.  Die  angeführten  drei  Gründe  dürften  zur  Genüge  die 
Nothwendigkeit  transportabler  Apparate  darlegen;  was  die  An- 
forderungen anbelangt,  die  an  letztere  gestellt  werden  müssen, 
so  wäre  Folgendes  zu  bemerken: 

a)  Die  Apparate  sollen  einen  gewissen  Grad  der  Bequem- 
lichkeit der  Handhabung  und  des  Transportes  bieten,  da  sie 
auch  zu  Messungen  auf  Fusstouren  (Bergspitzen)  und 
kleineren  Reisen  dienen;  in  dieser  Hinsicht  dürfte  das 
Musserste  erreicht  sein,  da  zu  den  eigentlichen  Messungen 
nichts  weiter  erforderlich  ist,  als  das  Elektroskop,  das,  in 
Form  eines  Aneroids,  in  die  Tasche  gesteckt  werden  kann, 
und  ein  Stock,  der  im  Äusseren  ganz  einem  gewöhnlichen 
Gehstocke  gleicht. 

b)  Die  Apparate  sollen  auch  Stabilität  besitzen,  d.  h.  sich  im 
Laufe  der  Zeit  und  des  Gebrauches  nicht  verändern;  dieser 
Punkt  kommt  wohl  nur  für  den  eigentlichen  Messapparat, 
das  Elektroskop,  in  Betracht  und  es  mag  erwähnt  werden, 
dass  mehrere  Apparate  bei  zweijährigem  Gebrauch  auf 
kleineren  Reisen  in  den  Alpen,  Italien  etc.  sich  vollkommen 
bewährt  haben.  Zwei  andere  Apparate  haben  eben  jetzt  eine 
Reise  um  die  Welt  vollendet  und  bei  allen  Beobachtungen 
tadellos  functionirt. 

c)  Da  vorauszusehen  ist,  dass,  namentlich  auf  Reisen,  die  Beob- 
achter nicht  immer  mit  der  Theorie  elektrischer  Messinstra- 
mente  vollkommen  vertraut  sein  werden,  so  erscheint  ein 
möglichst  einfaches  Princip  des  Messapparates  erwünscht. 
Das  hier  adoptirte  Princip  des  Gx)ldblattelektroskopes  dürfte 
wohl  das  einfachste  und  meist  bekannte  sein. 

d)  Das  Elektroskop  muss  eine  gewisse  Empfindlichheit  besitzen; 
als  ganz  ausreichend  für  alle  Beobachtungen  unter  normalen 
Verhältnissen  hat  sich  ein  Umfang  der  Ablesung  von  50  bis 
200  Volt  ergeben  und  dementsprechend  sind  die  Elektro- 
skope  auch  construirt;  als  Norm  ftir  die  Genauigkeit  der 
Ablesung  wurde  bei  allen  Apparaten  eine  Fehlergrenze  von 
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57o  festgesetzt  Es  gestatten  zwar  die  Ablesangen  des 
Elektroskopes  eine  grössere  Genauigkeit^  doeh  erscheint  eine 
solche  bei  den  bedeutenden  Schwankungen,  denen  die  zu 
messenden  Grössen  unterworfen  sind,  als  irrelevant. 
e)  Endlich  müssen  die  Apparate  so  construirt  sein,  dass  ihre 
Anfertigung  mit  nicht  zu  grossen  Kosten  verknüpft  ist;  in 
dieser  Beziehung  erlaube  ich  mir,  auf  die  zum  Schlüsse 
mitgetheilte  Adresse  des  Mechanikers  zu  verweisen. 

Fig.  1. 


§.  2.  Das  Princip  der  Messung  ist  das  Folgende:  Es 
handelt  sich  darum,  die  Potentialdifferenz  zwischen  der  Erde  und 
einem  beliebigen  Punkte  der  Luft  zu  bestimmen,  und  das  geschieht, 
indem  man  die  metallene  Hülle  des  Elektroskopes  zur  Erde 
leitet  (durch  das  Halten  mit  der  Hand),  und  gleichzeitig  die 
Blättchen  desselben  durch  einen  Draht  mit  einer  an  dem  be- 
treffenden Punkte  brennenden  Flamme  verbindet  Dadurch 
nehmen  die  Blättchen  das  Potential  dieses  Punktes  an  und  ihre 
Divergenz  ist  nur  die  Folge  der  gesuchten  Potentialdifferenz. ' 

1  Das  Princip  des  Goldblattelektroskopes  hat  vor  anderen  Apparaten 
den  grossen  Vortheil,  dass  keine  Einstellung  erforderlich  ist,  man  also  nicbt 
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Dresse  kann  somit  ans  der  Galibrirnngstabelle  mit  Hilfe  der  beob- 
achteten Divergenz  unmittelbar  entnommen  Werden. 

Es  eingeben  sich  somit  zwei  Hanptbestandtheile  des  Appa- 
rates: Das  ElektroBkop  and  der  Aufisangeapparat  (Flamme, 
Wassercollector,  Lunte  etc.). 

Fig  2. 


§.  3.  Das  Elektroskop  hat  folgende  Einrichtung:  Eine 
flache,  circa  3  Ctm.  hohe  Messingtrommel  A  (Fig.  1  und  2  in  % 
natürlicher  Grösse)  bildet  das  Gehäuse;  dieselbe  ist  an  beiden 
Basisflächen  durch  aufsetzbare  plane  Glasplatten  zu  verschliessen. 
Nach  unten  trägt  sie  eine  Messinghttlse  By  in  welche  je  nach 
Bedarf  ein  Messing-  oder  EbonitstUck  als  Handhabe  eingeschoben 
werden  kann;  die  letzteren  befinden  sich  in  dem  demElektroskope 
beigegebenen  Futterale.  Oben  ist  in  einer  zweiten  Messinghttlse 
ein  isolirender  Pfropfen  ans  Ebonit  ^  eingesetzt,  durch  welchen  der 

aar  dtt  Potential  in  eineni  bestimmten  Momente  misst;  eine  dauernde  Beob- 
achtung der  Blättehen  gibt  ein  deatliehes  Büd  der  gleichzeitig  in  der  Luft 
vorgehenden  Processe. 

1  AlleEbonitisolirungen  der  Apparate  sind  mit  einem  dünnen  Schellak- 
flmids  überzogen,  wodurch  sie  auch  bei  feuchter  Luft  und  Nebel  gut  functio- 
niren,  währehd  blankes  Ebonit  sofort  versagt. 
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Mesedngstift  D  hindurchgeht.  Pfropfen  und  Stift  sind  dauernd 

fixirt  Dieser  Stift  ist  der  Träger  der  aus  Aluminium  hergestellten 

Blättchen  und  gestattet  mit  Hilfe  der  Klemmschraube  E  die  Zu- 

Fig.  3.        leitung  Yom  Anfsangeapparat  her.  Das  untere 

Ende  a  des  Stiftes  hat  eine  besondere  Form^  die 

aus  Fig.  3  und  4  ersichtlich  ist  und  den  Zweck 

hat,  die  Alumininmblättchen  by  b  vor  Beschädi- 

d/  g^jjjg  2^  schlitzen. 

E^  ist  nämlich  bei  a  in  den  Stift  ein  dttnnes 
Kupferblech  c  von  ungefUhr  der  dreifachen  Breite 
der  Alumininmblättchen  und  von  etwas  grösserer 
Länge  als  diese  eingelöthet,  so  dass  die  Blättchen 
zu  beiden  Seiten  desselben  befestigt  werden  und  untereinander 
giur  nicht  zur  Berührung  kommen,  wodurch  ein  Hängenbleiben 
derselben  aneinander  unmöglich  wird.  Die  Blättchen  sind  an  dem 
letzten  Absätze  d  des  Stiftes  nut  etwas  Oummi  befestigt  und 
haben  eine  Breite  von  circa  3  Mm.  Um  eine  Beschädigung  der- 
selben beim  Transporte  zu  verhüten,  sind  beiderseits  Schntzplatten 
Fig;^4.  Fy    aus  Messing    angebracht,    die  mittelst 

der  Stifte  JT,  K  durch  die  Hülsen  G,  G  bis 
zur  Berührung  mit  Ä  zurückgezogen  werden 
'^  können.  Fig.  1  zeigt  dieselben  geschlossen, 
^(L  wie  beim  Transport,  Fig.  2  dagegen  o£fen, 
wie  beim  Beobachten.  (Es  ist  zu  beachten, 
dass  beim  Beobachten  die  Schutzplatten 
immer  vollständig  bis  zur  Berührung  mit 
dem  Oehäuse  zurückgezogen  sind,  weil  die 
Galibrirungen  sämmtlich  ftlr  diese  Stellang 
gemacht  werden.)  Im  geschlossenen  Zustande 
kommen  die  Schntzplatten  nicht  bis  zur 
Berührung  mit  den  Aluminiumblättchen, 
sondern  legen  sich  an  die  Absätze  /*,  /*oben 
und  m,  m  unten  an.  In  Fig.  3  ist  der  obere  Theil  bei  geschlossenen 
Schutzplatten  vergrössert  gezeichnet,  die  punktirten  Linien  be- 
zeichnen die  Lage  der  Aluminiumblättchen. 

Es  hat  sich  dieser  Schutz  der  Blättchen  als  ein  vorzüglicher 
bewährt  und  bedarf  das  Instrument  bei  geschlossenen  Platten 
durchaus  keiner  besonderen  Sorgfalt-,  bei  geöffneten  Platten  ist 
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es  jedoch  wtlnsclienswertfa;  dasselbe  nicht  m  legen  oder  zu 
stürzen,  um  ein  Verbiegen  der  Blättchen  zn  vermeiden.  Während 
der  Beobachtung  selbst  ist  das  Instrument  immer  vertical  zu  halten. 

Behufs  Bestimmung  der  Divergenz  ist  an  der  Innenseite  des 
vorderen  Olasdeckels  eine  Millimetei*scala  angebracht^  und  in 
gleicher  Höhe  an  der  rückwärtigen  Glasplatte  ein  Papierstreifen 
zum  Visiren;  man  hält'  das  Instrument  vertical  vor  sich  und  visirt 
mit  einem  Auge  über  die  beiden  oberen  Ränder  der  Papierstreifen 
hinweg;  gleichzeitig  die  Anzahl  Millimeter  ablesend,  welche  der 
Divergenz  entsprechen.  Das  Auge  soll  sich  dabei  in  der  Distanz 
der  deutlichen  Sehweite  des  normalen  Auges  vom  Elektroskop 
befinden;  doch  ist  der  Einfluss  der  Parallaxe  nur  gering.  In 
Fig.  1  und  2  bedeutet  w,  n  den  rückwärtigen  Visirstreifen. 

Die  Herstellung  der  Alumininmblättehen  geschieht  aus  dem 
Metall,  wie  es  die  Goldschläger  im  Handel  fähren;  man  legt 
dasselbe  zwischen  zwei  Papierblätter  (gewöhnliches  Schreibpapier) 
und  schneidet  die  Streifen  in  gewünschter  Breite  ab.  Gewöhnlich 
haften  dieselben  mit  einer  Längsseite  am  Papier  und  müssen 
vorsichtig  mittelst  einer  Messerklinge  abgelöst  werden.  Um  sie 
an  den  Stift  zu  befestigen,  befeuchtet  man  zunächst  die  Stellen 
d,  d  mit  Gummi,  nimmt  dann  ein  Blättchen  mit  den  äussersten 
Haarspitzen  eines  sehr  wenig  befeuchten  Pinsels  an  einem  Ende 
und  bringt  es  in  möglichst  paralleler  Lage  auf  das  Kupferblech  c. 
Hat  es  die  richtige  Lage,  so  lässt  man  das  mit  dem  Pinsel  gefasste 
Ende  langsam  auf  die  gummirte  Stelle  d  nieder,  wo  es  sofort 
haftet. 

Die  Calibrirung  der  Elektroskope  ist  in  einem  Laboratorinm 
mit  Hilfe  einer  Batterie  leicht  ausführbar;^  es  genügen  dazu  200 
kleine  Elemente  (Zn/Pt  in  H^O),  bei  deren  Zusammenstellung 
jedoch  auf  beste  Isolirung  zu  sehen  ist. 

§.  4.  Wenn  durch  irgend  einen  Zufall  die  Aluminiumblätteben 
unbrauchbar  und  durch  neue  ersetzt  werden,  so  hat  die  Cali- 
brirung natürlich  keine  Giltigkeit  mehr;  auf  Reisen  oder  Excnr- 
sionen,  wo  kein  Laboratorium  zur  Verfügung  steht,  und  wo  man 


*  Es  wird  jedem  Instrumente  eine  CalibrinuigstabeUe  beigegeben,  die 
von  25  zu  25  Volt  die  entsprechenden  Divergenzen  enthält.  Die  Zwischen- 
werthe  können  durch  lineare  Interpolation  erhalten  weiden. 
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doch  nicht  eine  Batterie  von  200  Elementen  mitnehmen  will,  kann 
man  sich  dann  dadurch  helfen,  dass  man  von  vorneherein  zwei 
Elektroskope  mitnimmt,  von  denen  das  zweite  nnr  zur  Reserve 
dient;  sind  in  dem  ersten  neue  Blättchen  eingezogen  worden,  die 
auch  eine  neue  Calibrirung  nothwendig  machen,  so  verfährt  man 
folgender  Weise :  Man  verbindet  die  Stifte  D  der  beiden  Apparate 
durch  einen  Draht  und  leitet  ihre  Hüllen  A  zur  Erde;  man  öffnet 
die  Schutzplatten  und  nähert  einen  geriebenen  Ebonitstab  dem 
Verbindungsdrahte.  Es  werden  dann  beide  Elektroskope  gleich- 
zeitig divergiren,  und  zwar  unter  dem  Einflüsse  derselben 
Potentialdifferenz.  Beobachtet  man  so  eine  Reihe  correspon- 
dirender  Ausschläge  beider,  so  erhält  man  mit  Hilfe  der  Cali- 
brirung des  Reserveelektroskopes  auch  die  gewtlnschte  neue 
Calibrirung  unmittelbar. 


ms^^^m^msm^m. 


Fig.  5  b. 


Um  auf  Reisen  oder  exponirten  Stationen  eventuell  ein  Elek- 
troskop  auch  ganz  unabhängig  und  ohne  grosse  Batterie  calibriren 
zu  können,  dazu  dient  ein  Condensator  und  eine  kleine  Batterie 
in  compendiöser  Form. 

Die  Batterie  (Fig.  5  a,  b)  besteht  aus  20  kleinen  Zn/Pt- 
Elementen;  sie  ist  25  Ctm.  lang  und  6  Ctm.  breit  und  hoch.  Die 
Gläschen  sind  in  eine  Ebonitplatte  a  eingelassen,  die  an  einem 
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Holzbrette  b  befestigt  ist;  die  Zinkplatindrähte  sind  yerlOtbet  and 
in  die  Gläschen  eingekittet.  Die  Ösen  c^c. .  in  den  Plfttindrähten 
gestatten  beliebig  viel  Elemente  in  Qebranch  zu  nehmen.  Die 
FttUnng  geschieht  mittelst  einer  Pipette  nndbesteht  ans  d^stillirtem 
Wasser,  oder  wo  solches  nicht  erhältlich,  aus  mi^glichst  reinem 
Trinkwasser.  Die  elektromotorische  Kraft  eines  Elementes  in 
offenem  Zustande  beträgt  1*06  Volt,  doch  muss  bemerkt  werden, 
dass  die  Elemente  nie  kurz  geschlossen  sein  dürfen»  auch  nicht 
durch  die  Hände,  weil  sonst  ihre  elektromotorische  Kraft  sinkt. 
Sollte  durch  Zufall  Kurzschluss  eintreten,  so  entfernt  man  einfach 
durch  Umstürzen  die  Füllung  und  erneuert  dieselbe. 

Der  Condensator  ist  in  Fig.  6  in  Va  natürlicher  Grösse 
dargestellt.  Auf  einem  Brette  J,  A  ist  die  starke  Messingplatte 
Bj  B  aufgeschraubt;  dieselbe  dient  als  untere  Condensator- 
platte  und  trägt  zugleich  den  Stützpunkt  D  für  die  obere  Conden- 

Fig.  6. 


satorplatte  C;  diese  0-5 — 0-8  Mm.  über  der  unteren  B,  ist  einer- 
seits durch  das  isolirende  Ebonitstück  E  an  den  Tasthebel  H 
befestigt,  anderseits  ruht  dieselbe  auf  einem  mit  der  Klemm- 
schraube  1  verbundenen  MessingstUcke  auf.  Das  letztere  trägt 
auch  einen  kleinen  Riegel  a,  der  für  gewöhnlich  die  Platte  Citk 
ihrer  Lage  fixirt  und  beim  Gebrauche  zur  Seite  gedreht  wird. 
Diese  Klemmschraube  1  ist  —  was  in  der  Fig.  6  nicht  ersichtlich 
ist  —  von  der  Platte  B  vollkommen  isolirt.  Gleichfalls  von  der- 
selben isolirt  ist  die  Klemmschraube  2,  sowie  die  damit  verbun- 
dene Feder  F.  Ausserdem  trägt  noch  die  Platte  B  seitlich  eine  in 
der  Fig.  6  nicht  gezeichnete  Klemmschraube  3.  Der  um  D  dreh- 
bare Hebel  H  kann  bis  zu  dem  Anstoss  G  herabgedrückt  werden, 
wobei  die  obere  Condensatorplatte  (7  mit  Fznr  Berührung  kommt. 
Wird  die  Klemmschraube  1  dauernd  auf  einem  bestimmten 
Potential  V  erhalten,  während  B  abgeleitet  ist,  und  drückt  man 
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dann  IT  herab,  d.  h.  Kffhet  man  den  Condensaitory  so  wird  C  von 
dem  Potential  Y  vai  con  n-mal  so  hohes  gebracht,  wobei  der 
Factor  n  nnr  ron  der  Gonotmotion  des  Apparates  abhängt.  Kjommt 
C  mit  F  BOT  Bertthrong,  so  bringt  sie  anch  dieses,  eome  etwa 
damit  verbundene  Körper  durch  wiederholte  Berührung  auf  das 
Potential  n.  K.  Um  demnach  mit  der  kleinen  Batterie  das  £lek- 
troekop  auf  hohe  and  bekannte  Werthe  vi  bringen,  wird  folgende r- 
massen  rerfahren :  Man  verbindet  den  einen  Pol  der  Batterie 
dauernd  durch  einen  isolirten  Draht  mit  1;  femer  verbiudet 
man  2  mit  den  Blättchen  des  zu  calibrirenden  Elektroskopes, 
dessen  Httlle  abgeleitet  sein  muss,  und  verbindet  schliesslich  3 
mit  der  Batterie,  so  dass  zwischen  1  und  3  «ncoessive  6,  6,  7.. . . 
Elemente  eingesohahet  erscheinen.  Bei  jeder  Einschaltung  setzt 
man  den  Hebel  H  wie  eine  Wippe  in  Bewegung,  so  dass  die 
Platte  (7  abwechselnd  mit  1  und  mit  F  Contact  hat;  nach  6—7- 
maUgerBertlbrung  wird  das  Elektroskop  keine  weitere  Steigerung 
der  Divergenz  mehr  anaeigen  und  sein  Potential  wird  gleich 
K.  n.  F.  sein,  wenn  V  das  Potential  eines  Elementes  und  JT  die 
Anzahl  der  eingeschalteten  Elemente  bedeutet  Die  Constaote  n 
ist  fttr  jeden  Apparat  experimentell  bestimmt  und  demselben  bei- 
gegeben; das  obige  Product  ist  sonnt  gans  bekannt,  imd  es  kann 
durch  Zusammenstellung  der  beobaobteten  Divergenzen  mit  «den 
Potentialwerthen  eine  CaKbrirungstabeite  entworfen  weiden. 
Der  Werth  von  n  beträgt  bei  den  gewählten  Dimensionen  drea 
10,  80  dass  die  Wirkung  der  20  Elemente  einer  solchen  von  200 
gleiehkommt. 

Bei  AnsfOhrung  dieser  Versnche  wird  man  finden,  daes  der 
Ausschlag  des  Elektroskopes,  während  C  an  F  anliegt,  etwas 
grösser  ist,  als  wenn  C  von  F  entfernt  ist ;  es  konant  diess  daher, 
weil  die  Yertheilnng  der  Elektricität  auf  F  und  dem  damit  ver- 
brmdenen  Elektroskope  in  beiden  Fällen  eine  etwas  andere  ist. 
Man  bat  jedoch  den  grosseren  Ausschlag  zu  nehmen,  während 
(7  an  F  anliegt.  Die  Constmction  des  Condensators  ist  ttbrigens 
eine  derartige,  dass  eidh  der  Factor  n,  wenigstens  angenähert, 
aus  den  Dimensionen  desselben  bestimmen  lässt;  bezeichnet 
man  den  Radius  von  t7  mit  Jl,  die  Distanz  beider  Platten  mit  ^, 

fftfi 

so  ist  »  =  -T^— r*  Diese  Formel  set^  jedoch  gewisse  ideale 
lo.o 

SlUb.  d.  mathenu-natarTT.  Cl.  XCV.  Bd.  II.  Abth.  '  ^ 
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Bedingungen  voraus ;  die  natürlich  nicht  erfttUt  sein  können^ 
daher  der  Werth  von  n  bei  jedem  Condensator  experimentell 
bestimmt  wird;  es  ergibt  sich  der  nach  obiger  Formel  berechnete 
um  circa  207o  k^^ii^®^  ^^^  ^^^  experimentell  gefhndene  wahre 
Werth  von  n 

§.  5.  Als  Anfsaugevorrichtung  dienen  bei  den  gewöhnlichen 
Beobachtungen  ausschliesslich  Kerzenflammen;  dieselben  sind 
den  WassercoUectoren  nicht  nur  der  leichteren  Handhabung 
wegen  vorzuziehen,  sondern  auch  desshalb,  weil  sich  bei  ihnen 
der  Potentialausgleich  mit  der  Umgebung  in  kürzerer  Zeit  toU- 
zieht;  das  ist  aber  von  Wichtigkeit,  denn  bei  Leitungen  yon 
5 — 10  Metern  Länge  sind  auch  bei  guter  Isolirung  Elektricitäts- 
Verluste  nicht  zu  vermeiden  und  geht  in  derselben  Zeit  mehr 
verloren,  als  durch  den  CoUector  nachgeliefert  wird,  so  zeigt  das 
Elektroskop  nicht  mehr  den  vollen  Werth  an.  Man  kann  sich 
leicht  durch  Versuche  überzeugen,  dass  Eerzenflammen  auch  bei 
den  längsten  zur  Verwendung  kommenden  Leitungen  von  10  M. 
stets  den  vollen  Werth  angeben,  während  z.  B.  ein  Wasser- 
coUector,  der  pro  Minute  25  CC.  Wasser  verbraucht,  unter  gleichen 
Umständen  schon  um  67o  zn  kleine  Werthe  anzeigt  Wo  es 
daher  angeht,  wird  man  lieber  Flammen  verwenden  (Lunten 
wirken  noch  weit  schlechter  als  WassercoUectoren). 

Fig.  7  zeigt  die  verwendete  Lampe  in  7,  natürlicher  Grösse. 
Die  Messingplatte  a  trägt  die  Kerze  und  nach  unten  eine  Hülse 
bj  mittelst  welcher  die  Lampe  anf  den  unten  beschriebenen  Stock 
aufgesetzt  wird.  Ein  Schornstein  c  aus  Messingblech  schützt 
die  Flamme  vor  Wind.  Der  durch  eine  Schraube  verstellbare 
Kupferdraht  d  trägt  oben  den  Platinfortsatz  e,  der  in  die  Flamme 
ragt,  und  unten  die  Öse  f  zur  Befestigung  des  Verbindungsdrahtes 
mit  däm  Elektroskope. 

Wenn  die  Flamme  das  Potential  anzeigen  soll,  welches  an 
ihrem  Orte  herrscht,  so  setzt  das  voraus,  dass  durch  ihre  An- 
wesenheit dasselbe  nicht  wesentlich  verändert  werden  darf,  und 
daraus  folgt  weiter,  dass  der  Träger  der  Flamme,  soweit  er  aus 
leitender  Substanz  besteht,  möglichst  geringe  Dimensionen  haben 
muss;  da  je  nach  den  atmosphärischen  Verhältnissen  die  Flamme 
sich  in  Höhen  zwischen  7,  und  3  Meter  vom  Erdboden  befinden 
muss,  damit  das  Elektroskop  passende  Ausschläge  anzeigt,  so 
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miiss  der  FlammentrSger  auch  innerhalb  dieser  Grenzen  variirt 
werden  können. 

Als  Flammenträger  dient  ein  Stock  in  Form  eines  gewöhn- 
lichen Gehstockes,  dessen  Griff  abznschranben  ist  und  in  dessen 
Innerem  sich  ein  Ebonitstab  befindet,  anf  welchen  die  Lampe 
anfpasst.  Dieser  Ebonitstab  ist  so  wie  der  Stock,  zum  Einstecken 
in  die  Erde  mit  einer  Eisenspitze  yersehen,  and  kann  ausserdem 
noch  in  zwei  Theile  zerlegt  werden,  deren  kleinerer  ungefähr 
Vs  M.  Höhe  hat.  Man  kann  nun  je  nach  Bedarf  die  Lampe  ent- 
weder nur  auf  den  kleinen,  oder  auf  den  ganzen  Ebonitstab  setzen, 
oder  endlich  mit  demselben  auf  den  in  die  Erde  gesteckten  Stock, 


Fig.  7. 


wodurch  eine  Höhe  von  circa  17«  M.  erreicht  wird.  Wird  eine 
noch  grössere  Höhe  erforderlich,  so  nimmt  man  den  Ebonitstab, 
oder  schliesslich  den  Stock  mit  Ebonitstab  in  die  Hand  und  hält 
ihn  über  den  Kopf,  in  der  anderen  Hand  gleichzeitig  das  Elek- 
troskop  beobachtend;  solcherweise  kann  man  leicht  bis  3  M. 
Höhe  gelangen,  was  für  alle  Fälle  genügend  ist. 

Die  Lampe  muss  immer  auf  dem  Ebonit  sitzen,  und  zwar 
aus  dem  Grunde,  weil  durch  den  leitenden  Stock,  respectiye  den 
Körper  des  Beobachters  die  Niveauflächen  deformirt  werden; 
da  diese  Deformation  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  reicht,  so  muss 
der  isolirende  Ebonit  auch  lang  genug  sein,  um  die  Lampe  ttber 
dieselbe  zu  heben.  Es  genllgt  für  diesen  Zweck  eine  Länge  von 
V2 — V3  ^'  vollkommen;  um  so  viel  muss  die  Flamme  auch  über 
den  Kopf  gehoben  werden,  wenn  man  den  Stock  in  der  Hand  hält. 

72* 
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Man  ttbevz6Ugt  sich  am  bestea  dnrdü  eigeoa  Beobacbtimg 
von  dem  Einflnss,  den  der  Flamme  genäherte  LettermasseD  aaf 
den  Aoesehlag  des  Elektooekopes  haben. 

§.  6.  BezUgGdi  der  Anstellang  der  Beobachtnmgen  kaon  hier 
nnv  knrz  auf  einige  Punkte  rerwiesen  werden.  Wenn  es  sieh 
danim  handelt,  das  normale  Potentialgeftlle  in  rertiealer  Riobtan^ 
KU  beeümmen,  so  mnss  die  Messnng,  wie  schAn  erwähnt  wurde, 
auf  Bi%liehst  ebenem  Baden  ansgefbhrt  werden.. Am  besten  e^nen 
sich  dazn  grössere  Wiesen  oder  WassefiäoheB,  aaf  denen  sich 
wenigsten«  im  Unkreise  von  100  M.  keine  grosseren  Gebende 
eder  sonstige  Erhebnngen  befinden;  dier  Horizont  soll  dnreb- 
sehnittlich  wenigstens  bis  zu  lO""  Höhe  frei  sein.  Schmale  wenn 
anch  lange  Objecte,  z.  B.  Stangen,  Telegraphendrähte  etc.  stören 
selbst  in  nächster  Nähe  fast  gar  nicht,  doch  lassen  sich  hier  all- 
gemeine Regeln  nicht  aufstellen,  and  mass  es  jedem  Beobachter 
überlassen  bleiben,  sich  durch  eigene  Versuche  von  dem  Einflnss 
der  Umgebung  seines  Beobachtungsortes  zu  Überzeugen. 

Eine  Vorsichtsmassregel,  von  der  möglichst  oft  Gebranch 
gemacht  werden  sollte,  ist  die,  die  Apparate  auf  den  guten  Stand 
der  Isolirnngen  zu  prüfen.  Man  ladet  zu  diesem  Zweck  das 
Elektroskop  für  sich  allein  (z.  B.  durch  Induction  mittelst  eines 
geriebenen  Ebonit)  und  beobachtet,  ob  seine  Divergenz  constant 
bleibt;  bei  guter  Isolirung  darf  dieselbe  während  2  Minuten  bei 
einer  Grösse  von  circa  15  Mm.  höchstens  um  0*5  Mm.  abnehmen. 
Derartige  Mängel  der  IsoUmng  könnten  nur  bei  längerer  Beob- 
achtung  in  ausserordentlich  feuehter  L<nft,  respeetive  bei  Begen 
oder  starkem  nassen  Nebel  eintreten  (bei  sefaönem  Wetter  nie^ 
mals)  nnd  sind  dnrch  kurzes  und  gelindes  Erwärmen  des  Ebonit- 
pfropfeos  C,  natürlich  von  aussen,  mittelst  der  Kerze  zn  beheben. 
Gleicher  Weise  sollte  in  kritischen  Fällen  der  Lampenträger 
(Ebonitstab)  mit  Hilfe  des  Elektroskopes  geprüfti  eventnell  be- 
handelt werden;  in  letzterer  Beziehung  genügt  ein  1 — 2malige8 
Durchziehen  desselben  dnrch  die  Kerzenflamme. 

Da  das  Elektroskop  den  Sinn  der  Elektrisirung  nicht 
unmittelbar  erkennen  lässt,  derselbe  aber  von  der  grössteu 
Wichtigkeit  ist,  so  mnss  jedesmal  die  folgende  Probe  gemacht 
werden:  Man  nähert  während  der  Beobachtang  dem  Knopfe  E 
des  Elektroskopes  ein  an  den  Kleidern  geriebenes  Ebonitstäbeken 
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(also  einen  negativ  elektriscben  Körper);  dadmroh  wird  die 
DivergME  entweder  an-  oder  abnekmen. 

In  ersteren  Falle  war  die  Ladung  and  das  Potential  negativ^ 
im  letzteren  positiv.  Ein  diesem  Zwe(dLe  dienendes,  nicht  mit 
Sehellaok  ttberzogenes  Ebonitstäbcben  ist  dem  Elektroskope  bei- 
gegeben und  befindet  sieb  im  Futterale  innerhalb  der  Messinge 
handhabe. 

§.  7.  Es  seien  hier  noch  einige  Punkte  erwähnt,  aof  welche 
ieh  »ir  die  Aufmerksamkeit  der  Beobachter  zu  lenken  ertaube. 
Der  Zusammenbang  »wischen  dem  Potentialgeßllle  an  der  Erd- 
oberfläche und  dem  Wassergehalte  der  Luft,  der  augenscheinlich 
besteht,  lässt  es  sehr  wünsehenswerth  erscheinen,  gleichzeitig 
mit  den  elektrischen  Beobachtungen  auch  eine  Psychrometer- 
Ablesung  zu  machen ;  da  eine  solche  überall  leicht  ausführbar  ist, 
sollte  sie  wenigstens  an  solchen  Orten  nicht  unterlassen  werden, 
über  deren  Luftfeuchtigkeit  wegen  Mangels  benachbarter  meteoro- 
logischer Stationen  nichts  bekannt  ist. 

Mit  Hinblick  auf  denselben  Zusammenhang  wären  aber 
Beobachtungen  im  Luftballon  von  ganz  besonderem  Interesse. 
Dass  solche  mit  gutem  Erfolge  ausführbar  sind,  gebt  schon  aus 
Wjeiner  Eingangs  citirten  Abhandlung  bervor,  nur  muss  die  Beob- 
aebtnog  dabei  etwas  anders  eingerichtet  werden:  Man  legt  quer 
über  die  Ränder  der  Gondel  eine  cirea  2  M.  lange  Holzlatte,  in 
deren  Mitte,  vor  dem  Beobachter,  das  Elektroskop  auf  einem 
isoUrenden  Fusse  angebracht  ist.  Die  beiden  Enden  der  Latte 
bestehen  gleichfalls  aus  isolirendem  Material  und  an  denselben 
werden  an  Drähten  von  15 — 20  M.  Länge  ^wei  Wassercollectoren 
hinabgelassen,  doch  so  dass  der  eine  1—- 3  M.  höher  häi^gt  als 
der  andere;  die  Enden  der  Anfhftngedrähte  werden  d^  eine  zu 
den  Alüminiumblättohen,  der  andere  mv  HUUe  des  Elektroskopes 
geführt,  so  dass  dieses  eine  Divergoni^  entsprechend  der  HOhen- 
distanz  der  bdden  Wassercollectoren  anzeigt.  Der  Sinn  der  Elek- 
trisirnng  wird  auf  die  gewöhnliche  Weise  geprüft  Resultate  von 
besonderem  Interesse  würden  sieb  auf  diese  Weise  beim  Durch- 
fahren von  Wolken  gewinnen  lassen  und  es  ist  sehr  ;^u  bedauern, 
dass  bei  den  bisherigen  Beobachtungen  auf  Luftreisen  immer 
nach  so  unvollkommenen  Methoden  vorgegangen  wurde,  dass 
die  Resultate  keine  präcise  wissenschaftliche  Deutung  zulassen. 
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Bei  abnormen  WitternngsverhältnisseDy  z.  B.  bei  Gewittern, 
oder  bei  normalem  Wetter  anf  hohen  Bergspitzen  erreicht  das 
PotentialgeÜLlle  einen  so  hohen  Werth,  dass  es  mit  den  gewöhn- 
lichen Apparaten  nicht  mehr  gemessen  werden  kann.  So  habe 
ich  z.  B.  auf  der  Spitze  des  Schafberges  bei  schönstem  Wetter 
ein  Potentialgeßille  von  2000  Volt  anf  den  Meter  erhalten;  nm 
solche  Grössen  anch  mit  den  gewöhnlichen  Elektroskopen  noch 
messen  zu  können,  dazn  dient  die  in  Fig.  8  skizzirte  Doppel- 
lampe. An  Stelle  der  gewöhnlichen  Lampe  wird  auf  den  Ebonit- 
stab das  gleichfalls  ans  Ebonit  bestehende  20  Ctm.  lange  Qner- 

Fig.  8. 


stUck  üy  a  mittelst  der  MessinghUlse  b  aufgesetzt;  dasselbe  trägt 
einerseits  die  Lampe  Lp  anderseits  die  Lampe  L^,  deren  Höhe 
durch  den  Ebonitstab  cc  regnlirbar  ist.  Ein  Leitungsdraht  wird 
von  L^  zur  Hülle  des  Elektroskopes  gefbhrt^  ein  anderer  von  L^ 
zu  den  Ainminiumblättchen.  Das  Elektroskop  selbst  wird  dabei  an 
der  isolirenden  Handhabe  gehalten.  Die  Divergenz  der  Blätteben 
entspricht  jetzt  der  geringen  Höhendifferenz  der  beiden  Lampen. 
§.  8.  Von  den  im  Vorstehenden  beschriebenen  Apparaten  sind 
für  die  gewöhnlichen  Messungen  wohl  nicht  alle  erforderlich;  es 
genttgt  fttr  die  meisten  Zwecke  ein  calibrirtes  Elektroskop,  ein 
Stock  und  eine  Lampe.  Hat  man  selbst  Gelegenheit^  z.  B.  in 
einem  Laboratorium  Calibrirungen  vorzunehmen,  so  wird  der 
Condensator  und  die  Batterie  gänzlich  überflüssig.^ 

Physik.  Cabinet  der  k.  k.  Universität  Wien. 

1  Die  Apparate  liefert  Herr  Mechaniker  H.  Schorss,  Wien,  V.,  kleine 
Neugasse  13. 
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über  Bromderivate  des  Resoroins. 

Von  Josef  Zehenter. 

(Aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  Universität  Innsbruck.) 

(Vorg»l»gt  In  der  Sitzung  am  12.  Mal  1887.) 

I.  Monobromresorcin. 

In  der  Mittheilnng  „über  einige  Derivate  der  a-Dioxybenzoe* 
sänre^  (Hoiia4»hefte  ftir  Chemie,  Jahrg.  1881^  p.  468)  wurde  zum 
Schlüsse  erwähnt;  dass  die  Monobrom-oc-Dioxybenzoesäure  beim 
Kochen  mit  Wasser  zerfällt,  indem  sich  hiebei  deutlich  Kohlen- 
dioxydentwickluDg  nachweisen  lässt.  Da  das  Studium  der  analogen 
Reaction  bei  der  zweifach  gebromten  Säure  die  Bildung  eines 
Dibromresorcins  ergeben  hatte^  so  liess  sich  erwaiten,  dass  auch 
aus  der  Monobrom-a-Dioxybenzoesäure  ein  Monobromresorcin 
gebildet  würde.  Wie  aus  Folgendem  hervorgeht,  wurde  diese 
Annahme  durch  die  Untersuchung  vollkommen  bestätigt. 

Die  Darstellung  der  Monobrom-a-Dioxybenzoesäure  wurde 
ini  Wesentlichen  nach  der  in  der  obigen  Abhandlung  gegebenen 
Vorschrift  ausgeführt,  nur  zeigte  es  sich  dabei,  um  die  Bildung 
schmieriger,  die  Reinigung  des  Präparates  erschwerender Producte 
hintanzuhalten,  vortheilhaft,  sowohl  die  Bereitung  der  ätherischen 
Lösungen  der  oc-Diozybenzoesäure  und  des  Broms,  als  auch  die 
Mischung  beider  Lösungen  bei  möglichst  niederer  Temperatur 
Torzunehmen,  sowie  es  sich  auch  empfiehlt  den  Rückstand,  der 
nach  dem  Verdunsten  des  Äthers  zurückbleibt,  gut  abzupressen. 

Berücksichtigt  man  diese  Vorsiehtsmassregeln,  so  kann  man 
die  früher  angegebene  zeit-  und  substanzraubende  Reinigungs- 
methode der  Extraction  mit  Chloroform  gänzlich  umgehen  und 
genügt  ein  zwei-  bis  dreimaliges  Umkrystallisiren  aus  Wasser, 
um  vollkommen  reine  Monobrom-a-Dioxybenzoesäure  zu  erhalten. 
Zur  Abspaltung  des  Kohlendioxyds  wird  die  Säure  mit  der 
fttnfzigfachen  Wassermenge  durch  längere  Zeit  am  Rückfluss- 
kühler gekocht  (in  der  Regel  wurden  20  Gramm  Säure  mit  einem 
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Liter  Wasser  dnrch  24  Stunden  erhitzt);  hierauf  die  meist  stark 
gelb  gefärbte,  schwach  saner  reagirende  Flüssigkeit  nOthigenfiedls 
filtrirty  mit  verdünnter  Schwefelsäure  gut  angesäuert  und  dann 
mit  Äther  ausgezogen. 

Die  das  gebildete  Monobronnresorcän^  als  auch  die  geringen 
Mengen  unzersetzter  Säure  enthaltende  ätherische  Lösung  wird 
zur  Entfernung  der  letzteren  öfters  mit  yerdttnntem  kohlensauren 
Ammoniak  durchgeschüttelt  uud  u&dh  Trennung  Ton  der  alkali- 
schen Lösung  langsam  verdunatet.  Erst  naoh  verhältnismässig 
langer  Zeit  scheidet  sich  eine  feste,  krystallinische  Masse  aus, 
welche  man  zur  Beinignng  möglichst  gut  abpresst,  dann  in 
wässeriger  Lösung  mit  ein  bi«  zwei  Tropfen  IBleieMig  versetzt, 
den  entstandenen  flockigen  Niederseblag  abfiUrirt  und  das  Ftttrat 
mit  Schwefelwasserstoff  entbleit.  Die  beinahe  farblose  FlOssigkeit 
wird  nochmals  mit  Äther  eztrahirt,  der  nach  dem  Verdimsken^ 
das  schliesslich  im  Yacuum  vorgenommen  intd,  eine  noch 
schwach  gelb  gefärbte  Krystallmasse  binterlässt,  die  mehr  'oder 
weniger  warzenförmig  gruppitl  erscheint. 

Die  so  gereinigte  Substanz  ergab  bei  der  Analyse  Zahlen, 
welche  einem  Monobrororesorcin  entspreehen. 

Gefrinden 

C,H5Br(0H),  ^ -*-.- -^.- N-— — - 

s.....^...,^-^  I.  IL  ÜL  IV. 

C 38-09  37-93     38-47       —  — 

H 2-65  2-83      2-68       —  — 

Br 42-33  —  -        42-23    4212 

Der  Körper  enthält  kein  (Krystallwasser^  ist  l)ereit6  im 
Vacuum  etwas  flOchtig^  was  sich  auch  durch  einen  schwaeb 
stechenden  Geruch  zu  erkennen  gibt.  Ln  Wasser  ist  es  sehr  leicht 
lösli<»h,  krystallisirt  aus  demselben  ähnlich  wie  ans  Äther,  ia 
warzeniärmigen  Kiystallaggregaten,  die  unter  dem  MikroAope 
aus  säulenförmigen 'Gebilden  zusammengesetst  ersefaeinen.  rDie 
Wässerige  Lösung  reagirt  schwach  sauer.  In  Äther  ist  das  Mono« 
bromresorcin  ebetiso  leicht  wie  in  Wasser  löslieh,  dagegen 
schwerer  in  Alkohol,  Ohlordform,  Sehwafelkdhlenstoff,  Bensol 
und  Ligr(»n.  Sein  Schtnel^unkt  liegt  bei  91''.  Dnroh  Sublimiren 
im  Eohlensäurestrom  lässt  es  sieh  «nicht  reinigen,  es  findet  did)ei 
eine  Weitergehende  Zersetzung  statt 
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Die  wä&serige  Lösung  der  Substanz  gibt  mit  Eisenchlorid 
eine  blau-violette  Färbung,  welche  nach  längerer  Zeit  einem 
rothbraunen  Niederschlag  Platz  macht.  Mit  neutralem,  wie  mit 
basisch  essigsaurem  Blei  entsteht  ein  weisser  Niederschlag,  der 
sich  aber,  besonders  im  Überschnss  des  ersteren  Fällungsmittels, 
beim  Kochen  grösstentheils  wieder  auflöst;  alkalische  Silber- 
lOsung  wird  beim  Erwärmen  reducirt,  alkalische  Kupferlösung 
hingegen  ändert  nur  ihre  Farbe  ohne  einen  Niederschlag  abzu- 
scheiden. Bromwasser  erzeugt  in  der  wässerigen  Lösung  des 
Monobromresorcins  einen  deutlichen  Niederschlag,  der  sich  bald 
in  Form  feiner  Nadeln  absetzt  und  seinen  qualitativen  Eigen- 
schaften nach  Tribromresorcin  ist.  Unterchlorigsaures  Natron 
oder  Ohlorkalklösung  ruft  eine  rothe,  bald  verblassende  Färbung 
hervor,  Ammoniak  färbt  sowohl  die  wässerige  Lösung  als  auch 
das  feste  Monobromresorcin  grasgrttn  bis  bläulich. 

Mit  der  dreissigfachen  Menge  Wasser  im  zugeschmolzenen 
Rohre  auf  250''  erhitzt,  wird  sämmtliches  Brom  quantitativ  als 
Bromwasserstoflf  ausgelöst;  der  Röhreninhalt  stellt  eine  harz- 
artige, in  alkalischer  Lösung  stark  fiuorescirende  Masse  dar. 

Noch  leichter  geht  die  Bromabspaltung  bei  Gegenwart  eines 
Alkalis  oder  einer  Säure  vor  sich. 

Versuche  durch  Einwirkung  von  Ätznatron,  Ätzkali,  Natrium- 
amalgam zu  einem  Trioxybenzol  oder  einem  Diresorcin  zu 
gelangen,  schlugen  sämmtlich  fehl,  wie  auch  die  Einwirkung 
von  Cyankalium,  Cyansilber  und  kohlensaurem  Ammon  nicht  im 
erwarteten  Sinne  verlief. 

Bei  sämnitlichen  Versuchen  trat  starke  Braunfärbung  des 
Reactionsproductes  ein  und  es  Hessen  sich  aus  demselben  keine 
krystallisationsfähigen  Körper  isoliren. 

Erhitzt  man  einen  Theil  Monobromresorcin,  in  der  dreissig- 
fachen Menge  Wasser  gelöst,  mit  fünf  Theil en  doppeltkohlen- 
saurem Kali  unter  Zusatz  von  zwei  Theilen  Zinnchlorür  in 
einem  Kolben  am  RUckflussktthler,  so  unterbleibt  die  Brann- 
färbung und  in  der  abfiltrirten  Flüssigkeit  lässt  sich  neben 
Resorcin  die  aus  demselben  sich  bildende  a-Dioxybenzoesäure 
nachweisen. 

Was  schliesslich  die  Ausbeute  an  reinem  Monobromresorcin 
aus  seiner  Muttersubstanz,  der  einfach  bromirten  a-Dioxybenzoe- 
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Bänre,  anlangt^  so  betrug  dieselbe  in  der  Regel  50 — ^60  Proeent 
der  theoretisch  verlangten  Menge. 

n.  Dibromresorein. 

Um  das  im  Vorhergehenden  besprochene  Monobromresorcin 
direct  zu  erhalten,  wnrden  anter  den  verschiedensten  Verhält- 
nissen Brom  and  Resorcin  zasammengebracht,  aber  alle  diese 
Versuche  führten  nicht  zum  gewünschten  Resultate,  lehrten  jedoch 
eine  einfache  und  rasche  Darstellungsweise  eines  Dibrom- 
resorcins  kennen,  das  im  Nachfolgendem  beschrieben  werden  solL 

Wird  pulverisirtes  Resorcin  in  Schwefelkohlenstoff  vertheilt 
und  hierauf  Brom,  in  demselben  Mittel  gelöst,  in  einer  Menge,, 
wie  sie  einer  einfachen  Bromirung  des  ersteren  entsprechen 
würde,  zugegeben,  so  tritt  rasch  Entfärbung  der  zuerst  braungelb 
gefärbten  Flüssigkeit  ein,  der  grösste  Theil  des  Resorcins  lö$t 
sich  und  reichliche  Mengen  von  Bromwasserstoffdämpfen  treten 
auf.  Filtrirt  man  rasch  ab,  so  erstarrt  nach  kürzerer  oder  längerer 
Zeit,  je  nach  der  Menge  des  angewandten  Schwefelkohlenstoffes^ 
die  klare  Lösung  zu  einem  Krystallbrei,  der  nun  zunächst  gut 
abgepresst  wird,  worauf  derselbe  nach  zwei-  bis  dreimaligem 
ümkrystallisiren  aus  Wasser  eine  schön  weisse,  aas  langen 
Nadeln  bestehende  Substanz  darstellt. 

Die  Analyse  des  im  Vacuum  getrockneten  Körpers  ergab 
Zahlen,  welche  ein  Dibromresorcin  verlangt. 

Gefunden 
CeH2Br2(OH)2  .-— ' — -v 

.-— —           I.         n.         in.  IV. 

C 26-86  2719  27-20       —  - 

H 1-49                1-77       1-72       —  — 

Br 59-70                 —          —  59-49  59-94 

Die  lufttrockene  Substanz   enthält  ein  Molekül  Eiystall- 

Wasser,  welches  es  beim  Trocknen  im  Vacuum  über  Schwefel- 

säure  verliert. 

Gefunden 
CeHaBraCOH)^  4-  HgO  , 

H,0 6if9  6-32        6-31 
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In  kaltem  Wasser  ist  dieses  zweifach  gebromte  Resorcin 
ziemlieh  schwer,  leicht  dagegen  in  heissem  löslich;  die  wässerige 
Lösung  gibt  mit  Eisenchlorid  eine  rein  blaue,  erst  nach  längerer 
Zeit  einem  dunkeln  Niederschlage  Platz  machende  Färbung,  mit 
neutralem  und  basisch  essigsaurem  Blei  weisse,  flockige,  selbst 
unter  dem  Mikroskope  nicht  krystallinisch  erscheinende  Fäl- 
lungen, mit  Chlorkalklösung  eine  violette  Färbung,  die  aber 
sofort  in  Roth  und  schliesslich  in  Gelb  ttbergeht.  Bromwasser  ruft 
in  der  Lösung  einen  aus  feinen  Nadeln  bestehenden  Niederschlag 
hervor,  der  seinen  qualitativen  Eigenschaften  nach  dem  Tribrom- 
resorcin  entspricht. 

In  Alkohol  und  Äther  ist  das  Dibromresorcin  leicht  löslich, 
ebenso  in  Kali-  und  Natronlange,  aus  welcher  Lösung  es  durch 
Salzsäure  in  Form  von  feinen,  weissen  Nadeln  wieder  ausgefällt 
wird.  Im  Kohlensänrestrom  ist  es  bei  einer  Temperatur  von  120 
bis  130**  fast  ohne  Zersetzung  sublimirbar,  sein  Schmelzpunkt 
liegt  bei  110 — 112**,  welche  Temperatur  auch  ftlr  die  durch 
Sublimation  erhaltenen  Krystalle  gilt. 

Die  Ausbeute  an  Dibromresorcin  nach  der  vorher  angeführten 
Darstellungsweise  war  aber  ziemlich  gering  und  um  dieselbe  zu 
verbessern,  wurde  nun  Brom  in  grösserer  Menge  angewendet. 
Beim  Zusammenbringen  von  Resorcin  und  Brom  in  dem  Gewichts- 
verhältnisse, wie  es  der  Gleichung  C^HgO,+4Br  ==  CgH^Br^O,-*- 
-4-2BrH  entspricht,  erfolgt  schon  theilweise  Bildung  von  Tribrom- 
resorcin;  gibt  man  aber  bei  gut  gekühltem  Reactionsgefässe  und 
bei  Verwendung  reichlicher  Mengen  von  Schwefelkohlenstoff 
Brom  in  etwas  geringerer  Menge  zu,  nämlich  so  lange,  als  noch 
rasch  Entfärbung  eintritt,  so  verläuft  der  Process  glatter  und 
nach  dem  raschen  Abfiltriren  des  nnzersetzt  gebliebenen  Resorcins 
scheidet  sich  das  Dibromresorcin  reichlich  ans  der  Flüssigkeit 
aus.  Hiebei  erwies  es  sich  als  vortheilhaft,  nicht  zu  grosse 
Mengen  von  Resorcin  auf  einmal  zu  verarbeiten. 

Nach  dieser  Versuchsabänderung  kam  die  Ausbeute  an 
Dibromresorcin  der  theoretisch  verlangten  ziemlich  nahe.  Auch 
bei  Verwendung  von  Eisessig  an  Stelle  von  Schwefelkohlenstoff 
wurde  dasselbe  Product  erhalten,  jedoch  ist  letzteres  Lösungs- 
mittel entschieden  vorzuziehen. 
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Versuche  aus  dem  Dibromresorcin  zu  gut  charakterisirten 
Abkömmlingen  zu  gelangen,  scheiterten  wie  beim  Monobrom- 
resorcin,  wie  sich  überhaupt  das  erstere  dem  letzteren  in  vieler 
Beziehung  analog  verhielt.  So  lieferte  die  Substanz  in  wässeriger 
Lösung  mit  doppeltkohlensaurem  Kali  unter  Zusatz  von  Zinn- 
chlorUr  gekocht,  a-Dioxybenzoesäure,  Säuren  und  Alkalien  lösen 
beim  Kochen,  selbst  wenn  sie  nur  in  geringer  Menge  vorhanden 
sind,  Brom  ans,  wie  auch  Wasser  im  zugeschmolzenen  Glasrohre 
bei  einer  Temperatur  von  200**  in  ähnlicher  Weise  einvrirkt 

Das  hier  besprochene,  direct  erzeugte  Dibromresorcin  unter- 
scheidet sich  von  den  bereits  bekannten,  dem  a-Dibromresorcin,^) 
dargestellt  aus  dem  Eosin  und  dem  jS-Dibromresorcin,')  gewonnen 
aus  der  Dibrom-a-Dioxybenzoesäure,  durch  seinen  höheren 
Schmelzpunkt,  seine  rein  blaue,  erst  nach  längerer  Zeit  ver- 
schwindende Eisenreaction,  wie  auch  durch  seine  leichtere 
Löslichkeit  in  Wasser. 

Bei  dieser  Gelegenheit  habe  ich  auch  die  beiden  oben 
erwähnten  auf  indirectem  Wege  gewonnenen  Dibromresorcine 
nochmals  dargestellt  und  genau  verglichen,  wobei  sich  ihre  voll- 
ständige Übereinstimmung  in  den  qualitativen  Eigenschaften  bis 
auf  den  Schmelzpunkt  (a-Dibromresorcin  schmilzt  bei  92 — 93**, 
]3-Dibromre8orcin  bei  8^ — 85**)  ergab.  Sublimirt  man  jedoch 
beide  Substanzen  im  Kohlensäurestrom  und  vergleicht  die 
Schmehspunkte  der  Sublimate  miteinander,  so  stellt  sich  nur  mehr 
ein  Unterschied  von  1 — 2"*  heraus,  was  auf  die  Möglichkeit 
deutet,  dass  diese  beiden  Körper  identisch  sind. 


1  Hof  mann,  Ber.  der  deutsch,  ehem.  Gesellschaft  1875,  S.  64  und 
Baeyer,  Ann.  der  Chemie  188.  Bd.,  S.  57. 

s  Zehenter,  Monatshefte  f.  Chemie,  Jahrg.  1881,  479. 


1107 


Verzeichniss 

der  an  die  mathematisch-naturwissenschaftliche   Classe  der 

kaiserlichen  Akademie  der   Wissenschaften  vom  1.  Jänner 

bis  30.  Juni  1887  gelangten  periodischen  Druckschriften. 

Agram,  Societas  historico-nataralis  croatica:  Glasnik.  Godina  L 

Broj.  4—6. 
Amiens,  Social^  Linnöeime  du  Nord  de  la  France:  Mömoires. 
Tome  VI.  1884— 85, 

Bulletin.  Tome  VII,  Nrs.  139—150. 

Baltimore,   Johns   Hopkins   University:    American  Chemical 
Journal.  Vol.  VIE,  Nr.  6.  Vol.  IX,  Nrs.  1  &  2. 
American  Journal  of  Mathematics.  Vol.  IX,  Nrs.  2 — 3. 

—  —  Studies  from  the  Biological  Laboratory.  VoL  III,  Nr.  9. 
Basel,    Verhandlungen    der    naturforschenden    GeseUschaft. 

Vm.  Theil,  1.  Heft 
Batavia,  s'Hage,  Regenwaamemingen  in  Nederlandsch-Indie. 
1885.  Zewende  Jaargang,  1886. 

—  —  Observations  made  at  the  Magnetical  and  Meteorological 
Observatory  at  Batavia.  Vol.  V,  part.  I — V.  pp.  1 — 320,  last 
part  321—380;  Vol.  VI,  Supplement;  Vol.  VII. 

Berlin,     Akademie     der    Wissenschaften:     Sitzungsberichte. 
Nr.  XXIII— XXXIX. 

—  Berliner  astronomisches  Jahrbuch  ftlr  1889  mit  Ephemeriden 
der  Planeten  (1—258)  flir  1887. 

—  Berliner  medicinische  Gesellschaft:  Verhandlungen  aus  dem 
Geschäftsjahre  1885—86.  Band  XVII. 

—  Dentsche  Chemiker- Zeitung:  Centralblatt.  I.  Jahrgang. 
Nr.  48—52;  IL  Jahrgang  Nj.  1-23. 

SiUb.  d.  mathem.-Daturw.  Cl.,  XCV.  Bd.,  II.  Abtfa.  74 


1108 

Berlin^  Deutsche  Medicinal-Zeitnng:  Centralblatt.  1886. 
Nr.  102—104;  1887.  Nr.  1—50. 

—  Deutsche  Entomologisehe  Gesellschaft:  Zeitschrift  ^X\. 
Jahrgang,  1886,  2.  Heft. 

—  Elektrotechnischer  Verein:  1886,  Nr.  XH;   1887,  Nr.  I—V. 

—  Entomologischer  Verein,  Berliner:  XXX.  Band,  2.  Heft. 

—  Deutsche  chemische  Gesellschaft:  1886,  Nr.  17—19;  1887 
Nr.  1—9. 

—  Deutsche  geologische  Gesellschaft:  XXXVHL  Band,  4.  Heft. 

—  Fortschritte  der  Medicin.  Band  IV,  Nr.  24;  Band  V, 
Nr.  1-12. 

—  Jahrbücher  über  die  Fortschritte  der  Mathematik:  Band  XVI, 
Heft  2. 

—  Königlich  geologische  Landesanstalt  und  Bergakademie: 
Jahrbuch;  Jahrgang  1880  bis  1885.  Katalog  der  Bibliothek. 
Nachtrag  1875—1886. 

—  Physikalische  Gesellschaft:  Die  Fortschritte  der  Physik  im 
Jahre  1879.  XXXV.  Jahrgang,  1.— 3.  Abtheilung. 

—  Zeitschrift  für  Instrumentenkunde.  1886,  12.  Heft;  1887, 
1.— 5.  Heft. 

—  Zoologische  Station  zu  Neapel :  Mittheilungen.  VIL  Band, 
1.  &  2.  Heft. 

Bologna,  Memorie  della  R.Accademia  delle  Scienze  dell' Istituto 
di  Bologna.  Ser.  IV,  Tomo  VI. 

Bonn,  Verhandlungen  des  natnrhistorischen  Vereines  der 
preussischen  Bheinlande,  Westphalens  und  des  Regierungs- 
bezirkes Osnabrück:  XLIII.  Jahrgang,  11.  Hälfte. 

Bordeaux,  Mömoires  de  la  Sociötö  des  Sciences  physiques  et 
naturelles.  3*  sörie,  Tome  I  et  II.  1~  Cahier. 

—  et  Paris,  M6moires  et  Bulletins  de  la  Sociötö  de  M^decine  et 
de  Chirurgie.  Annöe  1885. 

Boston,  American  Academy  of  Arts  and  Sciences:  Memoirs. 
Centennial  Volume.  Vol.  XI,  part.  IV,  Nr.  5. 

—  Society  of  Natural  History:  Memoirs.  Vol.  III,  Nr.  12  &  13. 
Bremen,  Abhandlungen  des  Naturwissenschaftlichen  Vereins. 

IX.  Band,  4.  Heft. 

—  Geographische  Gesellschaft:  Deutsche  geographische  Blätter. 
IL -IX.  Band;  X.  Band,  Heft  1. 


1109 

Brescia,  Commentari  dell'  Ateneo  di  Brescia  per  Tanno  1886. 

Brunn,  Verhandlungen  des  Naturforschenden  Vereines.  XXIV. 
Band,  1.  &  2.  Heft  und  IV.  Bericht  der  meteorologischen 
Commission :  Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen 
im  Jahre  1884. 

B ruxe  11  e s,  Extrait  du  Bulletin  du  Mus6e  royal  d'Histoire  na- 
turelle de  Belgique.  Tomes  IV  &  V;  Bulletin.  Tome  IV,  Nr.  4. 

—  Annales  de  la  Soci^tö  royale  malacologique  de  Belgique. 
Tome  XX. 

Procfes  verbaux.  Tome  XV  et  Statuts. 

Budapest,  Akademie  der  Wissenschaften,  Ungarische,  in  Buda- 
pest: Almanach  1887.  Budapest  1886;  kl.  8^  —  Eml6k- 
beszödek:  Frankenburg  Adolf  ös  T&rkänyi  Böla  Jözsef, 
tagok  felett.  Budapest  1887;  8^  —  fertesitö.  1886,  Nr.  6, 
7.  Budapest;  8^ 

—  l&rtekezösek  4  mathematikai  tudom&nyok  kOröböl.  13.  Band, 
Nr.  1,  2.  Budapest  1886,  1887;  8®.  —  6rtekez6sek  a  ter- 
möszettudomÄnyok  kör6böl.  16.  Band,  Nr.  1—6.  Budapest, 
1886,  1887;  8®. —  fotesitö,  mathematikai  6s  termöszettu- 
domAnyi.  5.  Band,  Heft  1-2,  3—4.  Budapest  1886,  1887; 
8«.  —  Közlem6nyek,  mathematikai  6s  termöszettudomÄnyi. 
21.  Band,  Nr.  2—5.  Budapest  1885;  8**. 

—  Anstalt,  königlich  ungarische,  geologische,  in  Budapest: 
Mittheilungen  aus  dem  Jahrbuche.  VIII.  Band,  Heft  3,  4. 
Budapest  1886—1887;  S^.  —  Erster  Nachtrag  zum  Katalog 
der  Bibliothek.  Budapest,  1886 ;  8^  —Jahresbericht  flir  1885. 

—  Gentral-Anstalt,  königlich  ungarische^  für  Meteorologie  und 
Erdmagnetismus.  XV.  Band. 

—  Gesellschaft,  ungarische  geologische  in  Budapest:  Zeitschrift, 
XVI.  Band,  Heft  3—4,  5—6,  7—9.  Budapest  1886;  8». 

Calcutta,  Asiatic  Society  of  Bengal:  Journal.  Vol.  LV,  part  II., 
Nos.  3  &  4. 

—  Report  on  the  Administration  of  the  Meteorological  Depart- 
ment of  the  Government  of  India.  1885—86. 

—  Report  on  the  Meteorology  of  India  1884.  Tenth  year. 

—  Indian  Meteorological  Memoirs.  Vol.  III,  part.  1  und  Vol.  IV, 
part.  1. 

74* 
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Calcntta,  Becordß  of  the  Geological  ßurvey  of  ladia.  Vol.  XX, 
parts  1  &  2. 

—  Memoirs  of  the  Geological  Survey  of  India.  Ser,  X,  Vol.  IV, 
parts  I  &  H;  8er.  XIV,  Vol.  L  3,  Fase.  VL 

Cambridge,  Annals  of  the  Astronomical  Observatory  of  Har- 
vard CoUege.  Vol.  XV,  part  1 ;  Vol.  XVI.  —  Catalog  of 
Stai's.  —  41.  Annual  Report  of  the  Director  of  the  astro- 
nomical Observatory  of  Harvard  College. 

—  Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  V, 
Part.  6. 

—  Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy  at  Harvard 
OoUege.  Vol.  XIII,  Nos.  2  &  3. 

Cassel,  32.  &  33.  Beiicht  des  Vereines  ftr  Naturkunde. 

Catania,  Atti  deir  Accademia  Oioenia  di  scienze  naturali. 
Ser.  III,  Tomo  XIX. 

Chemnitz,  Jahrbuch  des  königl.  Sächsischen  meteorologischen 
Institutes.  18S5.  III.  Jahrgang  und  Besultate  der  met^eoro- 
logischen  Beobachtungen  auf  der  Sternwarte  Leipzig  in  den 
Jahren  1884  &  188ö. 

Coethen,  Chemiker -Zeitung:  GentralorgaH.  X.  Jahrgang, 
Nr.  96—97,  101—104,  XI.  Jahrgang,  Nr.  1  &  2,  5—44. 

Davenport,  Proceedings  of  the  Academy  of  Natural  Sciences. 
Vol.  IV,  1882—84. 

Dresden,  Naturwissenschaftliche  Gesellscbaft  „im^:  Sitzungs- 
berichte und  Abhandlungen.  Jahrgang  1886. 

Dublin,  Boyal  geological  Society  of  Ireland:  Journal.  N.  S. 
Vol.  Vin,  part.  1. 

Edinburgh:  The  Scottish  geogrf4>hical  Magazine.  Vol.  in, 
Nos.  1—6. 

Erlangen,  Sitzungsberichte  der  physikalisch-medieinischen 
Societät  18.  Heft. 

Frankfurt  am  Main,  Jahresbericht  des  Physikalischen  Ver- 
eines für  das  Rechnungsjahr  1884 — 85. 

—  Senckenbergische    naturforschende   Gesellschaft:    Abband- 
lungen. XIV.  Band,  2.  &  3.  Heft.  Bericht  1886. 

Genfeve,  Bihliothfeque  universelle:  Archive»  des  sciences  phy- 
siques  et  naturelles.  Tome  XVI,  Nrs.  11  &  12;  Tome  XVII, 
Nrs.  1—5. 
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Gl  essen,  Jahresbericht  ttber  die  Fortschritte  der  Chemie  fftr 

1884.  4.  Heft;  für  1885.  1.  Heft. 
GOrz,  Atti  e  Memorie  deir  I.  B.  Societi,  agraria  di  Gorizia. 

Anno  XXV,  N.  S.  Nr.  12;  anno  XXVI,  Nos.  1—5. 
Gotha,  D.  A.  Petermann' s  Mittheilnngen  aus  Jnstus  Perthes' 

geographischer  Anstalt.  XXXIL  Band.  XII  und  Inhalts- Ver- 

zeichniss;  XXXIII.  Band.  1887. 1— VI  und  Ergänznngshefte 

85  &  86. 
Graz,  Landwirthschaftliche  Mittheilungen  fllr  Steiermark.  1886. 

Nr.  24;  1887.  Nr.  1—12. 
fi'Gravenhage,   Tijdschrift   van  het  koninklijk  Instituut  van 

Ingenieurs.  1886—87.  2.  Aflevering,  1.  Gedeelte;  3.  Afle- 

vering,  2.  Gedeelte. 
Habana,   Anales   de  la  Beal  Academia  de  ciencias  medicas, 

fisicas  y  naturales.  Tomo  XXm,  Entrega  269—274. 
Halle  a.  S.,  Zeitschrift  ftlr Naturwissenschaften.  4.Folge.  V.ßand, 

3.-6.  Heft. 

—  Leopoldina.  Organ  der  kaiserlichen  Leopoldino-Carolinischen 
deutschen  Akademie  der  Naturforscher.  Heft  XXII,  Nr.  23 
bis  24;  Heft  XXIH,  Nr.  1—10. 

Hamburg,  Verhandlungen  des  Vereines  ftlr  naturwissenschaft- 
liche Unterhaltung  zu  Hamburg.  1883—1885. 

Harlem,  Soci6t6  Hollandaise  des  Sciences:  Archives  N6erlan- 
daiscs  des  Sciences  exactes  et  naturelles.  Tome  XXI, 
2« — 3*^  livraisons. 

—  Nieuwe  Naamlijst  van  Nederlandsch  schildolengelige 
Insecten.  (Insecta  coleoptera.) 

Harrisburg,  Annual  Beport  of  the  Geological  Survey  of  Penn- 
sylvania for  1885. 

Helsingfors,  Acta  Societatis  pro  Fauna  et  Flora  fennica.  Vol.  II. 
Meddelanden  12  &  13.  Häfted. 

—  Beobachtungen  über  die  periodischen  Erscheinungen  des 
Pflanzenlebens  in  Finnland  1883. 

—  Observations  publikes  par  Tlnstitut  mötöorologique  central 
de  la  Soci6t6  des  Sciences  de  Finlande.  Vol.  I. 

Jekaterinenburg,  Bulletin  de  la  Sociötö  Ouralienne d' Amateurs 
des  sciences  naturelles.  Torae  V,  livr.  3 ;  Tome  X,  livr.  1. 
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Kjöbenhavii;  Acadömie  royale:  Mömoires.  Vol.  ü,  Nr.  11; 
Vol.  in,  Nr.  4;  Vol.  IV.,  Nrs.  2  &  3. 

Oversigt  1886,  Nr.  2. 

Elagenfurt,  Jahrbach  des  natnrhistorischen  Landesmnsenms 
von  Kärnten.  35.  Jahrgang,  18.- Heft. 

—  Diagramme  der  magnetischen  und  meteorologischen  Beob- 
achtungen im  Witterungsjahre  1885  &  1886.  —  Bericht  vom 
Jahre  1885. 

Königsberg,  Schriften  der  physikalisch-ökonomischen  Gesell- 
schaft. XXVII.  Jahrgang,  1886. 

Krakaii,  Akademija  UmiejetnoSci:  Bozprawy  i  Sprawozdania  z 
posiedzeft  wydzialu  matematyczno-przyrodniczego.  Tom.  XV, 

Leiden,  Annales  de  rjficole  polytechnique  de  Delft:  Tome  11^ 
3e  &  4«  livraisons;  Tome  III,  1"  livraison. 

—  Tijdschrift  der  Nederlandscbe  dierkundige  Vereeniging. 
2^^  Serie,  Deel  I,  Aflevering  3  &  4. 

Leipzig,  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  IV.  Theil,  4.  Heft; 
V.  Theil,  1.  Heft. 

—  Astronomische  Gesellschaft:  Vierteljahrsschrift.  XXH.  Jahr- 
gang, 1.  Heft, 

—  Centralblatt  flir  klinische  Medicin.  VIL  Jahrgang,  Nr.  51 
&  52;  VIII.  Jahrgang,  Nr.  1~  25. 

—  Journal  fllr  praktische  Chemie  1886,  Nr.  22;  1887  N.  F., 
35.  Band,  Nr.  1-8  &  10, 

—  Königlich  sächsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften:  Be- 
richte über  die  Verhandlungen,  1886,  Supplement,  Xin.Band, 
Nr.  Vni  &  IX. 

Lifege,  Memoires  de  la  Soci6t6  royale  des  Sciences  de  Lifege, 

2«  s6rie,  Tome  XIIL 
Lisbonne,  Commission  des  Travaux  göologique  du  PortugaL 

Vol.  I,  1"  s6rie  (1886). 
London,  British  Museum:  Catalogue  of  Lizards.  Vol.  III,  of  Fossil 

Mammalia  part  IV.  —  Guide  to  Reptiles  and  Pishes.  — 

General  Guide,  1887. 

—  Meteorological  Ofiice:  Quarterly  Weather  Report.  Part  HI, 
July  to  September. 
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London:  Monthly  Weather  Report,  October& November  1886.  — 
Weekly  Weather  Report.  VoL  IE,  Nos.  46—53  and  Appen- 
dix n— III;  Vol.  IV,  Nos.  1—11.  —  Report  for  the  year 
ending  31»'  pf  Marcb  1886. 

—  Nature.  Vol.  XXXV,  Nos.  894—920. 

—  The  nautical  Almanac  and  astronomical  Epheinerids  for  the 
year  1890. 

—  The  Observatory  1887,  Nos.  119—124. 

—  The  Royal  astronomical  Society.  Vol.  XLVn,  Nos.  2-7. 

—  The  Royal  microscopical  Society:  Journal.  Ser.  II,  Vol.  VI, 
part6;  VoL  VII,  part  1. 

—  The  Royal  Zoölogical  Society  of  London:  Proceedings  for  the 
year  1886.  Part  U. 

:  The  Transactions.  Vol.  XU,  part  3. 

—  The  Linnean  Society:  Proceedings   from  November   1883 
to  June  1886. 

:  Zoölogy:  The  Journal  Vol.  XIX,  Nos.  114  &  115; 

Vol.  XX,  Nr.  116;  Vol.  XXI,  Nr.  126.   —   Transactions. 

2^  Serie,  Vol.  IV,  part  1.  —  Botany :  The  Journal.  Vol.  XXII, 

Nos.    145—147;   Vol.  XXIII,   Nr.  161.   —  Transactions. 

2<«  series.  Vol.  II,  parts  9,  11  &  12. 
Lund,  Acta  Universitatis  Lundunensis.  Tome  XXII,  1885—1886. 
Luxembourg,  Pablications   de  llnstitut  royal,   grand  ducal. 

Tome  XX. 
Lyon,  Annales  de  la  Soci6tö  Linn^enne.  Annöes  1883  &  1884. 

Tomes  XXX  &  XXXL 

—  Annales  de  la  Sociötö  d'Agriculture,  Histoire  naturelle  et 
Arts  utiles.  5«  S6rie,  Tomes  VI,  VII  &  VIIL  1883—1885. 

Madras,  Results  of  Observations  of  the  fixed  Stars  made  with 
the  Meridian  Circle  in  the  years  1862 — 1864.    . 

Madrid,  Memorias  de  la  Real  Academia  de  ciencias  exactas^ 
fisicas  y  naturales.  Tomo  XL  Aves  de  Espana. 

—  Revista.  Tomo  XXH,  Nos.  2  &  3. 

Mailand,  R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere:  Rendiconti. 
Ser.  n,  Vol.  XVm.  —  Memorie.  Vol.  XV,  Fase.  4«;  Vol.  XVI, 
Fase,  l^ 
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Mailand,  R.  Osseryatorio  astronomico  di  Bresa:  Osservazioni 
meteorologiche  nell'  anno  1886.  —  Pnblicazioni  Nr.  XXVni. 

Manchester,  Society  of  Chemical  Industry:  The  Journal.  Vol.  V, 
Nr,  12;  Vol.  VI,N08.  1—5. 

Marseille,  Annales  dn  Mnsöe  d'Histoire  naturelle:  Zoologie. 
Tome  n,  1884—85. 

Melbourne,  Descriptions  and  Illustrations  of  the  Myopen nous 
plants  of  Australia  by  Baron  Perd.  Mueller. 

Mexico,  Observatorio  astronomico  nacional  de  Tacubaya:  Co- 
ordenadas  geograficas.  1886. 

Montpellier,  Acadömie  des  Sciences  et  Lettres:  M^moires  de 
la  section  de  M6decine.  Tome  VI,  1«'  Fascicule. 

Montreal,  The  Canadian  Kecord  of  Science.  Vol.  11,  Nos.  5  &  6. 

Moscou,  Soci6t6  Irap6riale  des  Naturalistes:  Bulletin.  1886, 
Nos.  2—4;  1887,  Nos.  1  &  2.  —  Meteorologische  Beobach- 
tungen, ausgeführt  am  meteorologischen  Observatorium  der 
landwirthschaftlichen  Akademie  Petrowsko  Razonmowskoje. 
1886.  Zweite  Hälfte. 

München,  Königlich  bayerische  Akademie  der  Wissenschaften: 
Sitzungsberichte.  1886.  II.  &  III.  Heft. 

—  Königliche  meteorologische  Centralstation:  Beobachtungen. 
Jahrgang  VIII,  4.  Heft. 

:  Übersicht  über  die  Witterungsverhältnisse  im  König- 
reiche Bayern  während  des  November  und  December  1886, 
Jänner  bis  April  1887. 

—  Repertorium  der  Physik.  XXII.  Band,  12.  Heft;  XXHL  Band, 
1. — 4.  Heft.  —  Einfluss  des  Widerstandes  auf  die  Pendel- 
bewegung bei  ablenkenden  Kräften  mit  Anwendung  auf  das 
Poucault'sche  Pendel. 

Neuchatel,  Bulletin  de  la  Soci6t6  des  sciences  naturelles. 
Tome  XV. 

Newcastle-upon-Tyne,  Transactions  of  the  North  of  Eng- 
land Institute  of  Mining  and  Mechanical  Engineers.  Vol. 
XXXVI,  parts  1  and  2. 

New  Haven,  The  American  Journal  of  Science.  Vol.  XXXHI, 
Nos.  193—198. 
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NewHaven,  Contributions  to  Meteorology  by  Elias  Loomis. 
L.  L.  D.  Chapter  ü. 

—  Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of  Arts  and 
Sciences.  Vol.  VII,  part  1. 

Odessa,  Mömoires  de  la  Soci^tö  des  Naturalistes  de  laNonyelle 
Rnssie.  Tome  XI,  part  2. 

—  Zapiski  matematiönego  otmienia.  Tom.  VII. 

Oxford,  Results  of  the  astronomical  and  meteorological  Obser- 
vations  made  at  the  Radcliff  Observatory  in  the  year  1883. 
VoL  XLI. 
Paris,  Acad6mie  des  sciences:  Comptes  rendns  hebdomadaires 
des  s6ances.  Tome  CIV,  Nos.  1 — 23. 

:  Oeuvres  complfetes  de  Laplace.  Tome  VIL 

:  Oeuvres  complfetesd'AugustinCauchy.  2®  s6rie,  Tome  VI. 

—  Acad6mie  de  M6decine :  Bulletin.  Tome  XVI,  Nos.  1 — 24. 

—  Annales  des  Mines.  Tome  X,  5®  livraison. 

—  Annales  des  Ponts  et  ChaussSes.  6*  s6rie,  6*  annöe,  10« — 12® 
cabiers.  Personnel.  7®  ann6e,  1®^ — 4®  cahiers. 

—  Archives  slaves  de  Biologie.  Tome  II,  fasc.  3. 

—  Gomitö  international  de  poids  et  mesures.  Tome  V. 

—  Moniteur  scientifique.  31*  annöe,  4^  s6rie,  Tome  1, 541«— 546* 
Hvraisons. 

—  Nouvelles  Archives  du  Museum  d'Histoire  naturelle.  2*  s6rie, 
Tome  Vni,  2«  fasc;  Tome  IX,  l^^fasc. 

—  Bevue  internationale  de  T^lectricitä  et  de  ses  Applications. 
2*  ann6e,  Tome  m,  Nr.  24;  3*  ann6e,  Tome  IV,  Nos.  25—35. 

—  Soci6t6  de  Biologie:  Comptes  rendus  hebdomadaires.  8«  s6rie, 
Tome  III,  Nos.  45—47;  Tome  IV,  Nos.  1—23, 

—  Soci6t6  des  Ingenieurs  civils:  M6moires  et  Compte  rendu. 
4«  s6rie,  39«  ann*e,  9«— 12«  cahiers;  40«  ann6e,  1887. 1«^ — 4* 
cahiers  et  Annaaire  de  1887. 

—  Soci6t6  entomologique  de  France:  Annales.  6«  s6rie,  Tome  V, 
l"-.4«  Trimestre. 

—  Soci6t6  g^ologique:  Bulletin.  Tome  XIII,  Nr.  8;  Tome  XTV, 
Nrs.  2 — 5,  7.  —  M6moires,  3«  sßrie,  Tome  IV. 

—  Soci6t6  math6matique  de  France:  Bulletin.  Tome  XFV,  Nr.  5; 
Tome  XV,  Nos.  1—4,  —  Recherches  sur  la  transformation 
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pur  des  snbstitutions  reelles  d'one  somme  de  denx  oa  trois 
carrös  en  eile  mSme. 
Paris,  Soeiöte  philomatique  de  Paris:  Bulletin.  7"  sörie,  Tome  X, 
Nos.  3  &  4;  Tome  XI,  Nos.  1  &  2. 

—  Sociötö  zoologiqne  de  France:  Balletin  ponr  Tannöe  1885, 
4»— 6«  parties.  --  Ponr  l'annße  1886  1"_4«  parties. 

—  Soci6t6  des  Sciences  de  Nancy:  Bulletin.  S6rie  H,  Tome  Vn, 
fascicule  18;  Tome  Vin,  fascicule  19. 

Petersburg,  Acadämie  Imperiale  des  sciences:  Bulletin. 
Tome  XXXI  Nr.  4.  —  Mölanges  physiques  et  chimiques. 
Tome  Xn.  livr.  4. 

—  2. 3.  u.  4.  Supplementband  zumBepertorium  für  Meteorologie. 
—  Annalen  des  physikalischen  Centrat-Observatoriums. 
Jahrgang  1885,  I.  u.  IL  Theil. 

—  Beobachtungen  in  der  russischen  Polarstation  Ijlovaja  Semlja, 
IL  Theil.  Meteorologische  Beobachtungen  an  der  Lena- 
mündung. 

—  Bulletin  der  russischen  physikalisch-chemischen  Gesellschaft. 
Tome  XVIII.  Nr.  9.  —  Tome  XIX.  Nos.  1—5. 

—  Geologisches  Comit6:  Bulletin  V.  Nos.  9— 11.  VI.  Nos.  1 — 5. 

—  Gesellschaft,  Naturforschende:  Arbeiten.  Tome  XVIL 

—  Horae  societatis  entomologicae  Rossicae.  Tom.  XX. 

—  Nicolai  Hauptstemwarte:  Steme-Ephemeriden  auf  das  Jahr 
1887  zur  Bestimmung  von  Zeit  und  Azimut  mittels  des  trag- 
baren Durchgangsinstrumentes  im  Verticale  des  Polarsterns. 

Philadelphia,  Proceedings  of  the  Academy  of  Natural  Sciences. 
Part.  IIL 

—  Proceediugs  of  the  American  Pharmaceutical  Association  at 
the  34^**  annual  meeting. 

Pisa,  Atti  della  Societä.  Toscana  di  scienze  naturali;  Memoria 
Vol.  VIII,  fasc.  1^ 

—  Processi  verbali.  Vol.  V.  Adunanza  di  14.  Novembre  1886 
e  di  9.  Gennaio  1887. 

—  n  Nuovo  Cimento.  Ser.  3%  Tomo  XIX.  Maggio — Agosto. 
Pola,   Kundmachungen    für    Seefahrer    und    hydrographische 

Nachrichten  der  k.  k.  Kriegsmarine.  Jahrgang  1886.  Heft  8, 
1887,  Heft  1—3. 
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Pola,  Mittheilangen  ans  dem  Gebiete  des  Seewesens.  Vol.  XIV, 

Nr.  12.,  Vol.  XV,  Nr.  1-6. 
Prag,  Berichte  der  österreichischen  Gesellschaft  zur  FOrdemng 

der   chemischen  Industrie.    VIII.  Jahrgang  Nr.   9  u.  10, 

IX.  Jahrgang  Nr.  1  u.  2. 

—  Öasopis  Mnsea  Kralowstvi  öeskeho  1886.  Boönik  LX, 
svazek  4.  —  RodnikLXI,  svazek  Innd  2.  Zpr^ya  jednatelska 
dne  16.  ledna  1887. 

—  Listy  chemick6.  XI.  Roönik,  öis.  4 — 9. 

—  Listy  cukrovarnick6.  1887.  V.  Roönik  öis.  3—6. 

—  Lotos,  Jahrbücher  für  Naturwissenschaft.  N.  F.  VH.  Band. 

—  Sbornik  lökafsk;^.  I.  svazku,  seSit  4. 

Regensburg,  königl.  bayer.  botanische   Gesellschaft:  Flora, 

N.  R.  44.  Jahrgang. 
Rio  de  Janeiro,   Revista  do  Observatorio.  Anno  I,  Nr.  12, 

Anno  n,  Nr.  1,  2  &  3. 
Rom,   Accademia    R.    dei   Lincei:    Atti.    Anno    CCLXXXIL 

1884— 85.Ser.4\Memorie.Vol.I,1885.~AnnoCCLXXXin; 

Ser.  4*Rendiconti.  Vol.  11,  Fase.  10»— 12«;  Vol.  III.  Fascicoli 

l<>-9«. 

—  Archives  Italiennes  de  Biologie.  Tome  VII,  Fase.  II.  — 
Catalogue  des  travaux  biologiques  italiens  ex  1885. 

—  Bibliographia  e  Storia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche; 
Bollettino.  Tomo  XIX.  Febbraio— Luglio. 

—  Societi  degli  Spettroscopisti  Italiani:  Memorie.  Vol.  XV, 
Disp.  8»— 12^  -  Vol,  XVL  Disp.  1»  &  2\ 

Salem,  Peabody  Academy  of  Science.  XIX.  Annual  Report. 
San  Francisco,  Bulletin  oftheCaliforni  an  Academy  of  Sciences. 

Vol.  II,  No.  5. 
Santiago  de  Chile,  Annuario  de  la  Officina  central  meteoro- 

logica  de  Chile.  Tomo  XVIII.  l®-4^  Coaderno. 
Shanghai,  Journal  of  the  China  Brauch  of  the  Royal  Asiatio 

Society.  N.  S.  Vol.  XIX,  part  2. 
Stockholm,  Öfversigt  af  kongel.  Vetenskaps-Akademiens  För- 

handlingar.  Arg.  43,  Nrs.  9—10.  —  Arg.  44,  Nrs  1—3. 
Strassburg,   Zeitschrift  für  Physiologische  Chemie.  XI.  Band, 

3.,  4.  &  5.  Heft. 
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Sydney,  Journal  and  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  New 

South  Wales  for  1885.  Vol.  XIX. 
Tiflis,    Meteorologische    Beobachtungen    des    physikalischer 

Observatoriums  im  Jahre  1835. 
Tokio,  Imperial  University:  Journal  of  the  College  of  Science. 

Vol.  I,  parts  1  &  2. 
Torin 0,  Accademia  R  delle  scienze  di  Torino:  Atti.  Vol.  XXII, 

Disp.  1^—13». 

—  Archivio  per  le  scienze  medicbe.  Vol.  XI,  fasc.  1^ 

—  Societä  meteorologica  Italian«i:  BoUettino  mensuale.  Ser.II, 
Vol.  VI,  Nos.  11  &  12.  -  Ser.  II,  Vol.  \TI,  Nos.  1-5. 

Toronto,  The  Canadian  Institute:  Proceedings.  3^  ser.  Vol.  IV, 

Fasc.  Nr.  2. 
Triest,  Annuario  marittimo.  1887. 

—  K.  k.  Handels-  und  nautische  Akademie:  Astronomisch- 
nautische Ephemeriden  für  das  Jahr  1888. 

Upsala,  Observatoire  m6t6orologique  de  rUniversitfi  d'Upsal: 

Bulletin  mensuel.  Vol.  XVin.  Annte  1886. 
Utrecht,  Nederlandsch Gasthuis  voorBehoeftige Minvermogende 

Ooglijders  te  Utrecht.  27.  Verslag  met  de  20.  Nummer  der 

wettenschappenlijke  Bijbladen. 

—  Nederlandsch  meteorologisch  Jaarboek  voor  1885,  XXXVH 
Jaargang,  ü.  Deel  —  Jaarboek  voor  1886,  XXXVIII.  Jaar- 
gang  1886.  —  Les  Perturbations  atmosphdriques  par 
A.  E.  Arkenbout  Schokker. 

Washington,  United  States:  Commission  of  Fish  and  Fisheries: 

Report  Parts  XI  &  XII. 

Geological  Survey:  Bulletin.  Nos.  27 — 29. 

Report  of  the  Commissioners  of  Agriculture  1885. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  St.:  Naval  Obser- 

vatory  for  the  year  ending  October  30 — 1884. 
:  Report  of  the  U.  St.  Coast  and  geodetic  Survey  during 

the  fiscal  year  ending  with  June  1885.  Parts  I  &  11. 

—  —  Smithsonian  Institution:  Annual  Report  to  the  Board  of 
Regents  for  the  year  1884. 

Wien,  Ackerbau-Ministerium,  k.  k.:  Statistisches  Jahrbuch  für 
1885. 111.  Heft,  2.  Lieferung. 
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Wien,    AnnaleD   der  k.  k.  Universitäts- Sternwarte  in  Wien. 
IV.  Band.   Jahrgang  1884. 

—  Apotheker- Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift  und  Anzeigen, 
1887.  Nr.  1—18. 

—  Geseligchaft  der  Ärzte:  Medizinische  Jahrbücher.  Jahrgang 
1886.  IX.  Heft.  Jahrgang  1887.  L— IV.  Heft. 

—  Gesellschaft,  k.  k.  geographische  in  Wien:  Mittheilungen 
XXX.  Bd.,  Nr.  1—6. 

—  Gesellschaft,  zoologisch- botanische  in  Wien:  Verhandlungen. 
XXXVI.  Bd.  IV.  Quartal,  XXXVH.  Bd.  I.  Quartal. 

—  Gewerbeverein,  niederösterr. :  Wochenschrift.  XLVII.  Jahr- 
gang. Nr.  51  &  52.  —  XLVIII.  Jahrgang.  Nr.  1-24. 

—  Handelsministerium  k.  k.,  Statistisches  Departement:  Nach- 
richten ttber  Industrie,  Handel  und  Verkehr.  XXXIII.  Band. 
1.-4.  Heft. 

—  Illustrirtes  österreichisch-ungarisches  Patentblatt.  X.  Band. 
Nr.  1—12. 

—  Ingenieur- und  Architekten -Verein,  österreichischer:  Wochen- 
schrift. XI.  Jahrgang.  Nr.  51—53.  —  XH.  Jahrgang.  Nr.  1 
bis  24. 

:  Zeitschrift.  1886.  Heft  lU  &  IV.  —  1887.  XXXIX.  Jahr- 
gang. Heft  I. 

—  Jahrbücher  der  k.  k.  Centralanstalt  fttr  Meteorologie  und 
Erdmagnetismus.  Jahrgang  1885.  N.  F.  XXII.  Band. 

—  Militär-Comit6 ,  technisches  und  administratives :  Mit- 
theilnngen.  1886.  11.  &  12.  Heft.  1887.  1.-6.  Heft. 

—  Militärwissenschaftliche  Vereine:  Organ.  XXXIV.  Band. 
l._4.  Heft. 

—  Mittheilungen  des  österreichischen  Fischerei-Vereines.  VI. 
Jahrgang.  Nr.  22  &  23. 

—  Naturhistorisches  Hofmuseum,  k.  k.:  Annalen.  II.  Band. 
Nr  1  &  2. 

—  ßeichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  1886, 
Nr.  15—18.  —  1887.  Nr.  1—8. 

—  —   :  Abhandlungen.  XU.  Band,  Nr.  4. 
:  Jahrbuch.  1886.  Heft  4. 

—  Reichsforstverein,  österreichischer.  N.  F.  IV.  Band,  4.  Heft. 
—  V.  Band,  1.  Heft. 
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Wien,  Wiener  medizinische  Wochenschrift.  XXXVL  Jahrgang. 
1886.  Nr.  51  &  52.  XXXVH.  Jahrgang.  Nr.  1—25. 

—  Zeitschrift  für  Nahrnngsmittel-Untersnchnng  nnd  Hygiene. 
I.  Jahrgang.  1.  &  2.  Heft. 

—  Zoologisch -botanische   (Gesellschaft  k.  k.  XXXVL  Band. 
4.  Quartal. 

Wttrzburg,   Sitzungsberichte  der  Physikalisch- medizinischen 

Gesellschaft^  Jahrgang  1886. 
Yokohama,  Transactions  of  the  Seismological  Society  of  Japan 

Vol.  X. 
Zürich,   Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden  (Gesellschaft. 

XXX.  &  XXXI.  Jahrgang. 

—  Annalen    der  Schweizer   meteorologischen    Centralanstalt 
XXn.  Jahrgang. 

—  Astronomische  Mittheilungen  von  Dr.  R.  Wolf.  LXVm  & 
LXIX- 
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Haiura,  Über  trocknende  Ölsäuren.  (IV.  Abhandlaug)    ....  1050 
Foaaek ,    Bestimmung  des  Kohlensäuregehaltes   der   Luft  in 

Schulzimmem.  (Mit  1  Tafel.) 1061 

Xni.  SlUung  vom20.  Mail887:  Übersicht: 1082 

Bxner,  Über  transportable  Apparate  zur  Beobachtung  der 
atmosphärischen    Elektricität.     (Mit  8    Holzschnitten.) 

[Preis:  20  kr.  =  40  Pfg.] 1084 

Zehenter,  Über  Bromderivate  des  Resorcins 1101 

Verzeichnis  der  an  die  mathematisch -naturwissenschaftliche 
Ciasse  vom  1.  Jänner  bis  30.  Juni  1887  gelangten  perio- 
dischen Druckschriften  1107 

Preis  des  ganzen  Heftes :  3  fl.  60  kr  =  7  RMk.  20  Pfg. 


Um  den  raschen  Fortschritten  der  medicinischen  Wissen- 
schaften und  dem  grossen  ärztlichen  Lese-Pnblicnm  Rechnang  zu 
tragen^  hat  die  mathem. -naturwissenschaftliche  Classe  der  kais. 
Akademie  der  Wissenschaften  beschlossen^  vom  Jahrgange  1872 
an  die  in  ihren  Sitzungsberichten  veröffentlichten  Abhandlungen 
aus  dem  Gebiete  der  Physiologie,  Anatomie  und  theoretischeD 
Medicin  in  eine  besondere  Abtheilung  zu  yereinigen  und  in  deD 
Buchhandel  zu  bringen. 

Die  Sitzungsberichte  der  mathem. -naturw.  Classe  erschei- 
nen daher  vom  Jahre  1872  (Band  LXV)  an  in  folgenden  drei 
gesonderten  Abtheilimgeii^  welche  auch  einzeln  bezogen  wer- 
den können: 

I.  Abtheilung:  Enthält  die  Abhandlungen  aus  dem  (Gebiete 
der  Mineralogie,  Botanik,  Zoologie,  Geologie  und  Paläon- 
tologie. 
II.  Abtheilung:    Die  Abhandlungen  aus   dem  Gebiete  der 
Mathematik,  Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  und 
Astronomie. 
III.  Abtheilung:    Die  Abhandlungen  aus   dem  Gebiete  der 
Physiologie,  Anatomie  und  theoretischen  Medicin. 
Dem  Berichte  über  jede  Sitzung  geht  eine  Übersicht  aller 
in  derselben  vorgelegten  Manuscripte  voran. 

Von  jenen  in  den  Sitzungsberichten  enthaltenen  Abhand- 
lungen, zu  deren  Titel  im  Inhaltsverzeichniss  ein  Preis  beigesetzt 
ist,  kommen  Separatabddicke  in  den  Buchhandel  und  können 
durch  die  akademische  Buchhandlung  Karl  Gerold's  Sohn 
(Wien,  Postgasse  6)  zu  dem  angegebenen  Preise  bezogen  werden. 
Die  dem  Gebiete  der  Chemie  und  verwandter  Theile  anderer 
Wissenschalten  angehörigen  Abhandlungen  werden  vom  Jahre 
1880  an  .noch  in  besonderen  Heften  ui^er  dem  Titel:  „Monats- 
hefte fttr  Chemie  und  verwandte  Theile  anderer  Wissenschaften'' 
herausgegeben.  Der  Pränumerationspreis  ftlr  einen  Jahrgang 
dieser  Monatshefte  beträgt  ö  fl.  oder  10  Mark. 

Der  akademische  Anzeiger,'  welcher  nur  Original-Auszilge 
oder,  wo  diese  fehlen,  die  Titel  der  vorgelegten  Abhandlungen 
enthält,  j^ird  wie  bisher  8  Tage  nach  jeder  Sitzung  ausgegeben. 
Der  Preis  des  Jahrganges  ist  1  fl.  50  kr. 
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